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Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ  Ε Π ΙΠ Ε Δ Ο Σ .
ξας* και γάρ α\ μεν χορδχ) αυξχσι μέχρι τ£ν ιδο4 
(5°)* τα ΰε ημίτονα αντιςοιχκσι τοΐς ημίσεσι τόξοις, τοΐς 
υποτεινομενοις i t  ο τύτων των χορδών (48 a ) ' φθόεσι δε 
at χορδα'ι  ̂ των τόξων από ΐ8οβ ες $ 6ο° αυξψενων 
(52)* φθίνησιν αρα τα ημίτονα των γωνιόον, αΰτΓν 
αυξομενων από 9ο0 «  »8ο° (.52)·

486. β\ Η* άρα άκτ'ις ΒΚ το πάντων μεγιςόν εςιν *}. 
μίτονn  ̂ επανηκον όρθη γωνία τη ΒΚΔ, η go0 4 εν» 
τεΖβεν αρα η άκτ'ις ολ ικόν  ανακαλείται ημίτονον^  
$  ΰποτίθετat =  ι συν ο'σοισδηποτε μηδενικοΐς, φερ εί» 
πεΐν δεκα  ̂ τκτεςιν υποτίθεται ~  ιοοοοσοοοοο* ταυ- 
τον είπεΐν, διηρημενη είς μοίρας Ισαϊληλκς δέκα lit fat ον ί
ων 4 al δ' εν τω κύκλω afaai ευθεΐαι κατά λόγον 4 όν ε- 
χα(Τι πρός την ακτίνα, εσονται ζλείω ,  ̂ ίλαττω , μέρη 
των δέκα δι?λι ονίων.

Η' άκτ'ις̂  η το ολικόν ημίτονον0 σημαίνεται μεϊ δια 
τ» Η, ο δηλοτ ήμιδιάμετρον.487. γ \  & οίτερ αϊχορδχι (s 4 )o »τω ^ τα ν'. 
μίτονα ζκ αναλογίας ανξομενοις τοΐς τόξοις, t| ταΓί 
ι·/'α/?, συναίξονται4 εζεί ηματη των χορίων είσι τα η* 
μίτονα.488. Α'όριςον μεν εςι τό μήκος των άπτομενων * 
κί κατείδομεν («48, κτ) 4 ενταύθα δε καλείται ά π τ ο- 
μ ενη , η κάθετος η it) τκ τέρατος Δ της άκτϊνος, ητις 
εςιν η ετερα των της ΔΚΖ γωνίας πλευρών ̂  προαγο. 
μενη, μεχρις αν συνάντηση τη άκτΐνι ΚΖ, εχβληθε/ση ες 
τό Η, η τις εςίν άτερχ των πλευρών της ΔΚΖ γωνίας* 
η δε ακτίς αυτή προαγομενη  ̂ εως a συνάντηση τη απτό. 
μενη, τκτεςινη ΚΖΗ, καλείται τε  μνχσα.

ΠΟΡΙΣΜΑ. Η' Ζ Κ Β γωνία τ ου παραπληρω-
Α 2



ματ3; της ΖΚΛ  «. ημίτονον μέν εαυτός έχει την Ζτ4 
χάΟετον, χαΰειμενψ ατο τ» Ζ τέρατος της ΖΚ τλίυραί 
*τ< TtjV ΒΚ αχτίνα. ητις έςιν η έτέρα τλίυρχ τχυτης 
της γωνίας * 0 '. άττομένη δ’ aJ-rijs  ̂ BO* y . τε- 
ρβίΤΛ δε  ̂ Κ2θ.

489· Το δε ΖΤ υ μίτονον της ΖΚΒ ywv/xi Suvsj. 
μ ίτονον ονομάζεται της ΖΚΑ * τένχντίον ίε το ΖΠ ΐ}- 
μίτν/ν της ΖΚΔ (Twvĵ /Tovoy καλείται της ΖΚΒ τα^*. 
τλ·̂ ω/χατοί τί{5 ΖΚΔ * τχυτά (JjjtsV  ^ Τ?ί άττο- 
pvtjs τί}{ τεμνέσης * ε«’$ δε συντομίαν γράφονται ■ <τυν- 
ijp συναττ. συνδιχτ» ixZv συνημίτονο'/ της ΖΚΛ γωνί~ * 
ας έ φ  < Ζ Τ , συναττομένη δε aiV>}< ij ΒΟ, «ά,νδ/ατί. 

δε η ΚΟ.
Τάνάταλιν δε rifr ΒΚΖ γωνίας συνημ. ΖΠ, συναττ. 

ΔΗ , συ-Αιατ. ΚΗ.
490. Η"τε άττομένη $  η τέμνασα ταίς γωνίαις 

συναυξχσιν χτο ο μέχρις go ° * αλλά τηνιχαυτχ η άττο
μένη, τη τεμνέση γινομένη ταρχ/ληΧις, «δεχ-οτε αίτη 
συμτεσεϊταί' της *ν go* γωνίας ντε τέμννσχ ^ η χ. 
ττομένη είσ)/ αζειροι.

SXOAION. Ε'ζείζερ ορΒης γωνίας ή άττομένη ^ 
ή τέμνασα έδαμΖ ζραγματιχως συνίασα * ωοιςαι δέ ά- 
ζτομένη ή τη ΔΚ’ άχτϊνι χά&ετος, άζολαμ€ανομένη υζο 
τΖ τέρατος της άχτΐνος, ^ τΖ σημεία, χ«β* ο σύναζαν- 
τα τη τεμνέση,  έξέςχι είτε?/, οίς Χνται αί δνω ιΛεΓχ/, 
γωνία έζανηχασαι οξεία, βρζχΰτι διαφερέσηόρίης, τροσ. 
έλα€ον ατασαν την δυνατήν αυτών αύξηση' τροςε6έν. 
τος ολλ’ 5? rij οξεία τηδε γωνία τΖ βραχέος εκείνα, 
ω έ*/έδει ΐρΦης , χχκ τ»τυ τί·5 γωνίας χαΰιςαμένης ορΰης, 
νρε\αττομένη ^ ij τερ87«, άτ^άϊλεσαι το άΜ.ηλχι*
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Cuvtivat, τό είναι συνχτοτιίενται, $ίτ Ιν μ«δ«>} \<rctt γ ί.  
νονται * άλλο m i  υπόδειγμα, τδ τοσότψχ atxcav εξ*. 
9ο»δcS-a/ μετά, το τρατχτηνα&αι άτασαν την δυνατήν ε. 
χυτής αυξη<τιν ,  tj, cc$ είω^χτι λεγειν* μετά το ym . 
<$a/ pry&qv , »’ τροί Tat/rvj τί) μι̂ /ςν) αυξήσει xkv «. 
λάχ^οντ/ τροΤίΤ/τ ί̂/η (76).

49 *. ΠΟΡΙΣΜΑ. Γων/as «μ<?β/«$ τής ντο Zfc 
ημίτονόν εςι τό της οξείας ΖΚΔ, ητις τη είρημενη χμ. 
βλεία υτ άρχει άνατλήρωμα (  a »1 )* τβτ« δε εςιν, οτ/ 
Τ3̂ ον το ΖΓχ >  ι8οβ χο$ην εχει την τδ τόξ* ΖΔχ% 
ο μετά τβ τροτβρΒ ταρίχει $6ο° ( 46)» or/ το ΐ{μ/Τ3- 
νον tj ημιΤν εςι της χορδής ταυτης (483).

Ε'τεται δε τδτο ^ β* τβ όρ/Τμδ τβ -ίμ/Τβ'νΒ4 £ 
γχρ τό ημίτονον της Ζ Κ ycoWki ο’ β̂̂ λ?/ εϊνχι χ at έτος ̂  
αϊτό τίνος τλευρχς της ΖΚ  τδ τέρατος Ζ χαμμένη it)  
την ΚΓ πλευράν ( 48*)*  Λόχμην ατό τδ Ζ it) την 
ΠΚΓ εΰΟεΤΧν μία μόνη **ί*το5 άγεται η 7.ΤΙ ( ι »6 ) 4 α- 
ρα η ΖΠ* ητις ημίτονόν εςι της οξείας γωνίας ΖΚΠ η 
χυτά, εςαι ημίτονον ^ της αμβλείας γωνίας ΖΚΓ* 'ίνα 
χρχ εϊρεϋη το ημίτονον γωνίας S  ι ι ο β «’τίΓν, 
ai^rsov 1 1 ο ° άτο' »8ο% τβ δε κατάλοιπον γο° εςαι 
τό ημίτονον της ι »ο° αμβλείας γωνίας.

4ν-. ΟΡΙΣΜΟΣ. Η*μίτονον τ λ ά γ ιο ν  χαλεΐται 
τδ ΔΖ το£<ί , ν; τ̂ ς ντο ΖΚΔ y«v/a$, μέρος της exrf- 
yo; το' ΔΠ, ατολαμβανόμενον ντο rift 4Ζ Ttj/^^f/ai * 
τδ ΖΠ ήμιτόν* , β ταρχβα>λόμενον τρός το' ΔΠ βνομά. 
£«ττ/ μ̂/τονον ο* ρ 0 ον.

493· Η*μ£ΐί a/λ* bv ivTavda τ*ρ< μόνα τδ ορδδ 1*. 
μ/τονβ διαληψόμεΟχ, ω$ (3aa«u? οντβί, ί) θίμ?λ/», τδ 
Τρ/ ν̂βμίτρ/χδ λογισμό' χίλ' £χ εςιν όπως άγρηςν
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τίμταν φη<Τομεν*την τδ τλαγίχ ημιτόνκ γνώση' η γάρ
θεωρία των διαφόρων της Φυσικής* είδαν τα το?λά φόρα
είς τάς τ« τλαγίν ήμιτόν* ιδιότητας , (ω δείξομεν εν τοϊς 
♦
*φ*ςΚ

494♦ ΑΡλα τ«τί fwvw Το ι ο̂ ϊμα χαρφ- 
ται * ετ'ι αίτη yap ρφςα τας άντις αναγνοίη, ότι το 
ψλχγιον ημίτονον Ίσον ες'ι τη άκτίνι η τφ ολιχω ν.μιτά* 
νφ τλην τδ ΙΙΚ =  ΖΤ % ειτ εν 7$ σννημιτόνφ δια το 
ZTIJ.K ταραίληλόγραμμον.

iV  ίν ευρεόη τό τλ&γιον ημίτονον Δί| τόξα τδΔΖ 
^  6ο° φερ είτεΐν, ξητνφητω εν τοϊς τίναξι τό ημίτονον 
τόξα τ« ΖΒ =  3° Ρ ο εςι τδ 6ο° το ταραχλιίρωμα, ^ 
ταρίςχται διά ΖΤ  =  ΠΚ * $  efα/ριβ>)τω «Vo' τί}$ ΔΚ 
αχτίνας , ιίτ’ w ατό «οοοοοοοοοο * το *ατάλίΐϊον 
ίς«/ το τλάγιον ημίτονον ΔΠ,

495· E*xt< τβ τάσης γωνίας ημίτονον η μισό εςι 
Της χορδής * ητις ότοτείνει τόζον διτλκν τδ ταότην την 
γωνίαν μετρ ιόντος' ι} δ' υτοτείνκσα τόξον 6ο°Ίση εςι τη ά- 
χτϊνι (ί>52)* εντεΖβεν χρχτο γωνίας ^ 3θ β ημίτονον Ίσον 
$ς* τφ ημίσει της άχτϊνος.

4ρ6. ΘΕΩΡΗΜΑ Α*. Παντο'ί τ  ριγών* τδ ΑΒΓ 
(β£. 6.) τα ημίτονα των γ  ωνίων αν άλογόν είσι τχξς όφ 
αντάς ότοτεινίσαις τλενραΐς-

ΔΕΙΞΙΣ. Το ημίτονον εςίν ημιΤν χορδής υτοτεηκ- 
σης τόζον διτλνν τδ rijy γωνίαν τδ ημιτόνκ τύτ* μετρεν- 
τος (4S3)* «λλ,* εκάςη τλευρα ΒΓ «V χορδή τόξα δι. 
τλασιΛ τδ την ότοτεηομενην γωνίαν Α μετρκντος (τρι)' 
To Spa γωνίας αχάτης ημίτονον ημισό εςι της αντην ίτο. 
γεινόσης τλενρχς' άΤλα τά ημίση άνάλογόν είσι τοΤς 
ολοις (%νμ€. λογ. 234») * Spa τα των γωνιων ημίτονα

Ρ Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ  Ε Π ΙΠ Ε Δ Ο *.



Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ  ΕΠ ΙΠ ΕΔ Ο ^.
άν άλογόν Sim ταΐς ίπ* άυτάς ΰποτεινίσαις πλευραΐς'
Ο. Ε. Δ.

497. ΘΕΩΡΗΜΑ Β'.Τριγών* όρδογωνί* τ3 ΑΒΓ ($;. 
7.) V) 'ί^'ίτ^Γο^^'χων/α χλει/̂ ά ΑΓεςί προς την ετίοαν 
ΒΓ* ω η αχτίς ΑΓ (*) προς τψ άπτομενψ τής α  ο- 
£ε/« ycowa? ΒΓ * ο χ«0* εαυτό πρόδηλον.

498. ΘΕΩΡΗΜΑ Γ'. Η' απτομενή γωνίας = 45°
εςίν i<Tvj τ# «χτίν/.

ΔΕΙ2Ι2 . o’ffisywv/a γάρ τριγωχ τ«ΚΑΗ(^.ί),τίί< 
Κ t(Tsji — 45° ■> £?«* χβί Η =  45° (a ia ) ·  τρίγωνου 
τοίνυν τίί ΚΔΗ oms ATeCxeXSi ( 2 2 1 ) ,  εςα< ΔΗ «· 
irrofifv̂  fosj τν} αχτίνι ΚΔ. Ο. Ε. Δ.

499. ΘΕΩΡΗΜΑ Δ'. T^ycov» /(TemXfi, ι$ <Γχ«. 
Xvjv?, Τί άθροισμα Ιυείν πλευράν άνίσων προς τψ αότάν 
διαφοράν λόγον εχει, ον η απτομενή τκ ψιαβροίσματος 
των ίυω τ'ων/ω̂  αί υποτείνασιν at ρηθεΐϊαι πλευράί,
Ttjv άπτομενψ τϊ,ς αυτών ήμιδιαφορος.

ΚΑΤΑΕΚΕΤΗ. β. Π̂ ονίχδω η ΑΟ (%. 8.\ωζεγενε- 
<&αι 0Π =0Ζ, ^ επομίνως ΑΠ =  AO +  ΟΖ* *κ*ν γωνία 
η υπό ΖΟΠ~ Α ή *Ζ  ( s i 6), ά&ροίσματι των γωνιάν, 
<?$ νποτείν*<?ιν at Α θ ,  ΟΖ πλευραί" αλλχ τό τρίγω- 
νβν ΖΟΠΙσοσχελεςέςιν  ̂εχ χαταατχευηϊ άρχ(2 17) vjv βχθ£ 
χάβετε ij ΟΔ τί/ζεΓ τψ  υπό ΖΟΠ ω̂ν/βν* «£<ζ

VI υπό ΔΟΠ =
ΖΟΠ A +  Ζ

2 2
β\ Κεντρφ τφ Ο , $  ̂ ΐΛ^ματt τφ Ο Δ, T'fyf

Ο) Π αχτ*ς ι’ςΐ χνχλ» τ« ΤΟ, γβ^αμμ/ν» 'rift 'J’i  
^ «5 Ατε̂ ι xfVTfov,



$ Τ Ρ ΙΓ Ω Ν Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ  Ε Π ΙΠ Ε Δ Ο Σ .Το'£ον to 4ΓΗ jmpav tip  t>to 40Π γανίχν,  \ΰψ. ty  
Α + 2
>- — . «χκν £ ΔΠ, έ«« αττ 6μ*>ί} tijs ντο ΔΟΙΙ <yw.

>4β (4$ 8),*»» ^ tijs r — ·.' Ί
γ .  A'xStfcqs ττρϋλλν'λ» τν*ς ΟΓ τ«ρά tip \ Z y 

«ς«< jj ντο ΓΟΠ =  Α ( 1 3 2 ) *  ά?ν η Ζ  =  2 0 Π —  
ΓΟΠ, |ϊτ «ν — A , =: 2 0 Γ : afpt ·\ μείξων Ζ  ittj ε. 
ς» τω ν,μιχ$?οί>Τμχτι «ντων <?υν t% ν,μιϊιχφοζχ (Χυμβ. 
Χογ. 442«) * 'ΐμώιζφο^α. he «Jrocy «ςίν $; ντο ΔΟΓ ycc- 
y/z , 5̂ «xTojtcvsj εςίν ij 4Γ:

y. Α’χβε/Των των ΤΔ ^ Β/3 τζρ«>λν}λων rvf ΑΖ ̂  
*τ«ί 2 4  =: ΔΠ ( 2 1 7 )  u*t (3*3) £  ΑΤ =  ΤΠ, ^ 
(Σν^β. λί^. 442) ΤΟ Ιςα/ tj/xiStttpojz των AQ, Ο Ζ* 
huxtecv νν let !ςιν ΑΠ : 2 ΤΟ ΔΠ : ΔΓ.

ΔΕΙΞΙΣ. Ε τ«/τ£5 θΓ TZfzMsjXoj ι'ϊι τί ΤΑ, tq 
Β/3, 4,; ΤΠ ; Δ ΙΙ ί : TO i ΔΓ (313)* **Sv 4  (Σνρ£ 
λογ. Ζ42.) Τ4  ♦ ΤΟ : ;  ΔΠ : Δ Γ , «νβίν Ίιτ\xtrtx. 
&μψ τ# τρωτι* Xoy# (Σνμ£ Xoy. 24$) 2ΤΠ : 2ΤΟ; 
ΑΠ : Δ Γ , ίί ΑΠ : 2Τ0  :: ΔΠ : ΔΓ. Ο. Ε. Δ.

5θο. ΘΕΩΡΗΜΑ Ε'. Πζντβ'ί ffxxXypeτρ γ ά κ  \\ 
μΐίξαν τλίν^ζ τρ< το χ^οιΐμΧ Των δν« λοιτων ί’ς/'ν, 
ω$ tj Ιιχφοξχ των 3νω λο/των τρ{ ttjv ΖιΛψο̂ ζν των 
Tfivjftzruv, α τεμνοντχι ντο χζδιτβ τ§ μ*/£ο« τλ|ν^« 
χβ&ψενι# «το τί}ί, >jv αντη ντοτ*/ν«, <των/«ί.

ΔΕΙΕΙΣ. Κεντάω μεν τω Β (ο .̂ρ) htXztyttt he τω BE 
άχ*ρζντον τό£ον το Ο Ε Τ ^ τ̂ ο̂ χΑω vj ΒΓ 

μεχρ τ5 'Τ’ «xav «ςζι ΒΤ =  BE, =  ΒΟ(4.5)* «fZ vj 
ΓΟ Ιιχφο^χ iii  των ΒΓ, BE* iv $  he jj ΒΔ xzfl*



fTus efesyxt τη H E χορΖΖ, άρα Η Δ = :Δ Ε  (  »37·)' 
αρα ΓΗ  εςιγ η διαφορά των της μεγάλης πλευράς Γ Ε  τμημάτων Γ Δ ,  Δ Ε ,  ά τεμνονται m  της ΒΔ 
παλεμένης άπο της, tjv υποτείνει η μεγάλη πλευρά, γω
νίας ' άλλαμην ( 3 3 °  ) Δ Ε  : Γ Τ  : :  ΓΟ  ί ΓΗ · άρα 
χτλ. Ο. Ε. Δ .

T PiFU N O lSfET PIA  ΕΙΠ Π ΕΔΟ Σ. g

50». ΘΕΛΡΗΜΑ 4 . Α’είποτε ΰπάρχαοΊν χ\ έξης χ. 
ναλογίαι * ί .  η αχτ'ις προς το Τννημίτονον τόξπ (%. »a), 
ρόαπερ y άπτομενη τ5 auTt τάζ* προς το αυτί ημίτονον, 
ίΐτ ζν Η : τινημ : : άπ : ψ  · β\ Η ι ήμιτ :: συναχ: 
(Τννημ ’ γ . άπ. : Η i I Η Τυναπ.

ΔΕΙΞΙΪ. Έ'πε'ι γάρ ομοια flat τα τρίγωνα ΚΔΒ, 
ΚΑΝ διά τχς παραλληλίας Β Δ , ΑΝ* άρα ΚΑ : ΚΔ ::
ΑΝ : ΒΔ, είτ tv Η : Τυνημ : :  άτ : ημιτ · οπερ ην#
Το τρωτόν.

Τα τρίγωνα ΗΚΜ» 1ΚΒ είτίν ομοια' άρα Η — 
ΗΚ : ΙΚ =  Δ Β = ^  :t  ΗΜ (τνναπ. τ5ΒΑ) : 
ημ τ£ ΒΑ ) , fir* ίν Η : ημ : :  Cuvat : συνημ * οπερ
ψ  70 β .

Ter τρίγωνα ΗΚΜ, ΝΚΑ εχν(Μ> εχάτερον μίαν 
γωνίαν ορϊην* τβ μεν την προς τφ Η, το ίβ την προς τφ 
Α ,  «* των ΚΑ , ΗΜ παραλληλαν ύτων, η προς τφΜ 
γωνία Ίση ες) τη υπο ΝΚΑ * εΜν άρα ομοια* διο Ν Α : 
ΚΑ ::  ΗΚ : ΗΜ , είτ *> άπτ : Η ::  Η : συναπ =
ΗΗ
air

5?2. ΠΟΡΙΣΜΑ A'. Α*ρα α· ημιτζζ
απ X συνημ 

Η



Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ  ΕΠ ΙΠ ΕΔΟΣ.: 0
Η2

συνχζτ
ν  fο . V*

, crwccir X ν,μ,ιτ , β
0 ♦ ~ --------- — »♦ γ . &τ

Η?0Τ/0*μά*]$ Η =  ι τρωτή ίξίαΌοΰΊς προξχλλν $μιτ ~  
<Ζ7ΓΤ χ  σϊ^μ, ij χζτ s= — -—  * i . ex τί}{ δέντρα; εζι-

GWV\\L
, . - . . Ο’ννψ 1

(Τωτεως ενμχρως χζοφερεται Ο'ννχζτ == —Γ— =  ■— ,ί}μ «7ΓΤ.- . , Η β ι
ο γαο τρίτος τνζος ζροζαλΜι ffuvxz — -—-  — ----·

αζτ. άζτ

ς . εκ τ^ς συναζ — , znotiGiGwxz. α χ  αζ χζζ  i r
air

<twuz € χ  άζτ.ζ) των « , € τόξα , vj γωνίας σημχηίν·. 
των · εαν δ’ εν τω τετα^τω τοτφ αντ/κατχςχ^ sj 3Jv*.

r/i5----- τ?ί αζτομενν^ζορι^ν,τεταιζοϊλαζλαααΤμφι
συνχζ

ίΖΐΰΊ,νημ. β ΤνΤΟί »»μ — ■ . ■ · άντίκχτζςχντος δε εν
συνχζτ ■

τω δεντέρω τνζφ τα —— αντί τξς σοναζτομεν ς̂ (  Ιζο·
χζτ

τώψψης αεί Η =  ι ) *  ζορι&ν,τεται τννψ =  — .
αζτ

503. ΙΙΟΡΙΣΜΑ Β'. E# τα τρίτα τCza τν εκτε* 
(ιεντος τορίτμχτος, ίίτ’ »ν τζμ εξιΤωΤεως άζ =  

Η2
------—dijXey, ωί, εϊζροκεοιντο δΰω τόξα a ■ ££, ενρε&ν,σε.
(7*jyxKT

rut άζ. a : άζ.β ::
Η* Η1

<ruy*ir. α (Twar. /?
Λ / ’ » \ %(cm  τα το ν



αίτον αριθμητήν εχοντα πλάσματα tlch tv λόγφ (Σνμβ. 
λογ. 26») άντιςρόφφ των ταρονομαςων')' ατ. λ : αν. β 
: :  συνατ. β : συνατΛ a , τδτ ίςιν α\ αντόμεναι εν αν. 
τιτετο/θότι λόγω εΐσ'ι των συναιττομενων' αυτό δε τδτο 
^ ίίτω δείχνεται · in τν τρολα&ντος $ιωρψ*τος ε· 
ς/νάτ'.: »$::$} : <rvya»* βφα βτ. αχ rwaT. α =  ̂ ,  ^ 
ατ. 0 χ fi/vtt- β χ  »j1 * άοα ατ. α χ σννατ α =  αν.
β X αννακ. β . άφα β». α : α*τ. β : : αννατ. β. 
σ*νχν. α.

504. ΠΡΟΒΛΗΜ Α Α* Δο^εντο* τδ JffiiTova Α Ζ ,  
Τ5̂ « τδ AM ivpsiv T9 ημίτονη τάξη Ζιτλασίν τδΑΜΒ, 
(& · 3*>

ΛΤΣΙΣ. Ιΐχόω ΒΔ κάθετος τη ΚΑ , <£ sx τδ Κ 
σημεία κάθετος η ΚΜ πατά το μέσον Ζ της χορΖης RA. 
γνωςης Ζε ίσης της A Ζ·, γνωςη εσεται ^ η αυτής δι· 
νλασία ΑΒ * αλλά τά τρίγωνα ΚΖΑ , ΒΔΑ, εχοντα 
γωνίαν ποινήν tvjv νρός τω Α , ^ μίαν irt όρθην̂  fi’Tiy ο- 
μοια* «ραΚΑ : ΚΖ : :  Βα  : ΔΒ* τδτ ί«ιν* η : Τν»)μ. 
τοΖ Ζοθεντος τόξου : 2 ημ τςΖ αϊτού τόξου : ημ τοΖ 
ΖιτλοΖ.

505. ΣΗΜΕΙΛΣΙΣ Α\ Ττοτείιιται yyajso'v τ° 
(Γννηρτονον ΚΖ * τν γάρ ημίτονα A Ζ γναςν οντος, δζ. 
λ» οτι διά tJjs ιδιοτ»)το5 τδ ô oyay/tf τ̂ ι̂ ων* ΚΖΑ β. 
ςι ΚΖ =  ΚΑ3 — Ζα5 ) , «<τ* «ν σννημιτ =  μ/’(*ρ 
—  vjft2)  ̂ «^ίτ’ εςιν όταν δοίεντβί ft«y τδ ψιτο'ν»
,,ται το' συνημίτονο/, τδ τετράδων» τδ α’το' tvj< α’χτίνοί 
^αφαιρετέο/ το άτο' τδ ijftirovv TerpaVuvov, ^ τδ χβ* 
Μταλο/τον ε̂ αχτεον £/fav Ttjy τετραγοίνειον * δοδεντο* 
,,δί τον συ/ημιτόνου<ι ξητηται το ημίτονον, αφαιρετέο».

Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ  ΕΠ ΙΠ ΕΔΟΣ. ι1



Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ ΕΤ Ρ ΙΑ  ΕΠ ΙΠ ΕΔΟ Σ.
„  το άτο τοΖ (Τυνημιτονου τετράγωνον άπο τον τν,ς 
,, κτΐνος̂  ^ εχ τ« κχταλοίτΰ ληττεον οιζχν την Τ£Τ^.

506. ΣΗΜΕΙΛ2ΙΣ β/. Ββλψενο/ί δε ευαεΐν Το ή.
μ.τονον T<?£a ΰιηύίτλχσίν T? AM ,  Ζεδομενα ηδη τΖ η. 
μπόνο τΐ <Ti//jj/z<T5>b rs£a διτΧασία τΖ ΑΒ ληττεον 
αυτό εκ της ιδιότητας τΖ o^sycowa T^yava BAS=  ΒΔ' 4* ΔΑ2, ij BA* ;ζ ι$μ2 a-f- τα.οημ7 a , Ιτοτιθεμένοις a to 5;rXaV«y τόζον" BA zr -f Txr/vta7. ci)BA
<, AZ = — ■ — r« ΰΐοΖιπλχσία τόζα =: 4 μ/(κ(α\ aο
Τ  τχρημ*. χ)’ γνω-Β-εντος δε τΖ ημίτονά, T'/covt/Vst*/ 
ραςα το,τε συνημίτονο·/., ^ το τχο'ημίτονον ΔΑ, sVfj ε.

·= ΚΑ ·—· ΚΔ (494).
507. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β . Δοίεντων των δυοΤν τ>- 

-οίν άτονων, εΰοείν τά ημίτονα τότε αθροίσματος,  ̂
tvjj αντων δ/αφοίάί. (β/·. 4· ).

ΛΤΣΠ2. £*Vco ΔΛ =  β , ΑΛ =: Λ ’ δ̂ λον έν οτ< 
ΔΕ ες/ν ημίτονον τΖ ΑΔΒ rj£a αθροίσματος των δΖω’ 
έχν δε ληφθΖ ΛΒ =  Δ Λ , το /3χ ημίτονον ra ΑΛ — 
Β Λ , η τ» ΑΛ — ΔΛ, εςχι τα ημίτονον της διαφο,ρς’ 
; ί>«τ̂ β|«νων των ημιτόνων τΖ a £ β , ι̂νωτκετζ/ τζ 
at/’των σΊ̂ μ/Τονα (5° s ) '  ex δε των σημείων Δ , Λ , Β 
κίτν;χβω<ΤιΖ·/ κάθετοι τη ΚΑ , £  έχ τ£ Β χτβετδ; τ? ΔΕ 
 ̂ ΒΠ, ε’χ ra Ο f̂ cra τΖς χορδής ΔΒ ζ/ κάθετοι ΟΘ, 

ΟΜ* αχθεϊσχ 2έ »} ΚΟ, ετεί διήκει διάτε τΖ κεντ,οa, 
£ τ5 μεΤύ της χορδής Δ Β , άνχγκχίως εφεςηξει α·ντη 
το ος όρθχς (164)* διά 5ε τ as ταρχ^ληλας ΠΒ ι ® 0  
ο.ΐ ευθεΐαι ΔΠ , ΔΒ άνχλόγως τμηθησσ/τat κατά τε τό



© ^ Τ3 Ο (318)* *>λα μην ΔΒ τετμηται S/χχ κατά
Το' Ο* άρχ ΔΠ Styx kata το 0 , $  Δ ® —©Π* α>λ*
«« των όμοιων τρίγωνων ΚΛΝ , ΚΟΜ τρόεισι ΚΛ: ΚΟ
::  Λ Ν ί ΟΜ, >j vj : β ·: ημ. α : ο  Μ —
mu. α X σννημ. β , ,
--------------------* iTf/ St ^ τα τρίγωνα ΚΛΝ, Δ®0

■I
όμοιας ως εχοντα εκ κατασκευής άτάσας τας ιτλίυρας 
κάθετους άλληΧαις (αζο. ίΐο .̂ Γ ) , αρα ΚΛ : ΚΝ : :  
Δ Ο : © Δ , ε’τ ουν νι : συνημ. α : :  ημ. β : © Δ =  
m. β X συνημ. « , .

--------2W  αλλα ΔΕ =  ΟΜ +  Δ ®  =  20  +  ΘΔ,
Μ

^ Βχ =  02  ΠΕ — ΔΕ — Δ0* αρα ΔΕ, «ίτ «/
. / , ΛΝ _  ψ .α  X συνψ. β +  ημ. β X συνψ.α ^
ημ (,α τ β ) =  ' 1 ’ *>

Β χ =  ψ  (α — β ) ~
ημ. α X συνημ. <3 — ν,μ. β X <r*jŷ . α , » .---------------------------------------------------· r m ? i ,,Το i'll
ημίτονον τδ ά^οι'τματος ίιίω το£ωκ α, β (νταπδψίντι 
,,α >  0) ΐτον εςι τω γινομένω ντο τδ vfftrraVa τδ α 
,,τδ συνημίτονα τα β σόν τω γινομενφ νκό τ5 ημπόνα β ^ τ ϊ 
^συνημίτονα τδ α, συνάμα διαιρεθιΐσι Six της exrfysi * το 
,,e>e ημίτονον της Si αφοράς των αυτών τόξων “ίσον til τ« 
^γινομενφ υτό τδ νίμιτον» τδ « , *. τδ <TwvffiiTov8 τδ β, 
,,τλδν τδ γινόμενα ντο τα ημίτονα τδ β £  τδ σννημιτό- 
,,ν» τδ α, δ/aipsisW» 5/α τί?ί ακτίνας^

ξο 8. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ'. Αοθέντων των συνημίτονα· 
δνω τόξων χ καί β , ft̂ siV το Tuvt̂ rroyw Κ S τδ αυ
τών αθροίσματος, *αι το Τυνψιτονον Κ;κ τί*ς αν τω·· 
Ιιχφοοάς.

ΐΡ ίΓ ίίΝ Ο Μ Ε Τ Ρ Ι Α ΕΠ ΙΠ ΕΔ Ο ^. ι 3



ΛΤΣΙΣ. Αιχ τχς παρα>ληλ%ς ΔΕ, ΟΜ, εύ- 
θεΓα/ ΔΒ, Εχ αναλο^ωδ τετμψτχι χχτχ το Ο £  Μ 
(314)* α>λ’ 4 ΔΒ δι'χ« Τετμητχι χχτχ Το Ο, ^ 
t; Ξχ *ατα το Μ* τύτα It τε&εντοςs έπείπερ τχ τρί· 
γωνχ ΚΛΝ , ΚΟΜ εϊσϊν ομοιχ (318) * χρα ΚΛ : ΚΟ 
: :  ΚΝ : ΚΜ, εϊτ Ιν η : συνημ. β : :  συνημ. χ : ΚΜ
(Τυνημ. α χ  συνημ» β . „ t
— -■ ■■ ...— * εχοε Τίον ομοίων Τρίγωνων

*1
ΔΘΛ (220 Πο̂ ο. Γ'.)* πρόεισι ΚΛ : ΛΝ : :  ΔΟ ί 0 0  
=  ΞΜ — Μ χ, εϊτ »ν η : ήμ. χ : : ημ. β : SM =  
ί·μ. '· ’·«. β ,
-  ---- -— · άρχ ΚΕ =  KM — SM =

συνημ. a X συνημ. β — ήμ, X X ημ. β
--------------------------------- ---------- , i  Κχ  =  ΚΜ

»ί
συνημ. X X Τυνημ. β -f ημ. X X ημ· β _ ,

+  Μχ =  ......— ------ ------------------,  τβτ
η

1 4 Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ  Ε Π ΙΠ Ε Δ Ο Σ .

, ,  εςμ το ΤυνημίΤονον τ« χδροίσμχτος δΐ/ώ τόξων Ίσον εςι ,,τω γινόμενα υπό των συνημίτονων των αυτών τόξων 
^πλην  τ5 γινόμενά 'υπό των χατ Χυτά ημιτόνων * το δε ,,τζς ΰιχφορχς,  τω γινόμενα υπό των συνημίτονων των , ,  «uTwy τόξων συν τω γινόμενα υπό των χχτ αότχ ημι. , ,  τόνων, δ<««0εδεΓ(Γί> άττασ/ διχτηςακτΐνος. “

509· ΘΕΩΡΗΜΑ Ζ\ Το α^ίίτμα των ψίτονων διίω 
Τ'ων/ων β ^ (3 , ε«ί οτοος Ttjv aJnov διαφοράν, ω-ττερ η 
άπτομενη τ» «μ/βθρβ/ίτ̂ ΛΤΟί των <ζοτων γωνίαν προς την 
Της ημιδιχφορζς.

ΛΤΣΙΣ. EVi/orf  ̂αί νποτείνζσχι τχς γωνίας πλεν. 
0»! έίτίν, ως Τα tyc/TOvar Τ£Γ:< χυτΰν (49Λ) , δ ήλον τό 
θεώρημα εχ των υειχδε; των (499)* ε&ν άρχ ήμ. χ -{-



Τ Ρ ΙΓΩ Ν Ο Μ ΕΤ Ρ ΙΑ  Ε Π ΙΠ Ε Δ Ο ». 15
ημ. β : ψ . a — ημ. β '.ι άπ. ( - ^ )  : άτ. (? ■- .2 g 7

5 ΐο. ΠΟΡΙΣΜΑ. Ε’ςιν <rwi}tu. (3!
λ /Λ^β\ A — &<Τυνψ· Λ —  Τυνημ. β ί ί συνχπ. (------) :  0*ι;ν«Τ. (———) ·

2 2 '
τα γαρ συνημίτονα είσ'ιν ήμίτανα. των λ•JMTti tTft ΊΤ/ΦΛ/̂/mΛ/.
(ϊώ|ΖΛΤΛ γωνιών (489)* ά^τ, χατατο δεώρημα,το αθροι. 
σμα των Ημίτονων των χατχ τα παραπληρώματα γωνιών 
εςι προς την αΰτών ύιαφοραν̂  ώσπερ η άπτομένη τ« ημι. 
αθροίσματος των χατα. τα παραπληρώματα γωνιών προς 
την άπτομενην της ήμώ/αφορχς των αΰτων.

5 11 . ΧΗΜΕΙΩΣ1Χ. Βχλομίνοις δ* ευρετν την τέ. 
μνκσαν διά τ« συνημίτονα της άκτΓνοί, πορισθήσεται 
έχ των ομοίων τριγώνων ΒΚΔ 9 ΝΚΑ* εςι γαρ (υποτεθεί, 
σης της νπο ΒΚΑ =  α) συνημ. a : ΒΚ — η : :  Κ Α = η :

η ^
ΚΝ =  τεμ. a —---- - ■— · δηλον £ οτι ΚΝ= τεμ. a =

συνημ, a
\/(η* +  «7Γ.5 χ) ^ ΚΜ st Κυντ. a a î/Xyi* συντ.* a).

51  i .  ΘΕΩΡΗΜΑ. Το ημίτονον απάτης γωνίας την 
a , εςι προς το αίροιομα της άκτΐνος vy τη συνημίτονα της 
αυτής γωνίας, ώσπερ ή άπτομένη τής ήμισιίας γωνίας a 
προς την αχτίνα,ΔΕΙΞΙΣ. Ε  ςω γωνία ΑΚίΙ =  α * χκάν ή ηρός tij

περιφερεία γωνία ΑΒΠ =  — ( 178)» % άχίείοης ha τη 
κέντρα Κ τω ΚΝ παραλήλως fjj ΒΠ» εςαι ή γωνία ΝΚΑ =  ΠΒΑ (45) =  ■—> *) ΑΝ ίςαι άητ. άΚ ex τών 
ορίογωνίων όμοιων τριγώνων ΒΠΔ ( ΐ 8°) ΝΚΑ Ο  J 1) *»*
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ΠΔ : Δβ : ί ΝΑ : ΚΑ, (ϊτ όν ήα. a : η 4* * ευνήμ. χ * τ
. * η X οννημ. α.«τττ. — : η 4 αρα η +  <roy .̂ α r : --------------—

* °nr> “J 1 3 · ΣΗΜΕΐΩΧΙΧ· Ε’neintp ή νηο ΑΠΔ γωνία
μηρεΐται νηό τϋ ημίοειο; τΖ τόξα Α Ζ  f Xj Α Ζ  =  A lt ,ro ημιον μΐτριϊ ίην vrio ΝΚΑ γωνίαν Λ δήλον ότι τα όρ9ο-
γώνια τρίγωνα ΝΑΚ, ΠΔΑ etclv όμοια * άρχ ΠΔ : ΑΔ: :  ΚΑ i Α Ν , τΖτ ίςιν * ήμ. a : η — οννημ. a : :  η :

an.
CL + ήβ. fit ct— * #*3* Η —  αννημ. * — — - ♦ in . — * vL (ί— * κ- (dtzipe*• »Ι #·if/ έξιοώοιως ταντηςόια τη; ηροτνρημενη; (.5 1 2))Η —  οννημ. a an.* * „ — οννημ. αΗ 4* οννημ. α η* Υ ΚΗ 4* οννημ. α ) =

ηΑ
(etffr.)1 4* * (λ/μμτ.)* = , .(_αη.)Η 4* οννηα. «  „ 
ί« =  η' * L ·---------— “) ()·Η —— οννημ. α

(50ί)* άρβ (wvarr.)*

Είέομ«ν ηόη (5*2) ώ>* Utv ημ. « -* 7 +  οννημ. α : :
ηζ*) £ tr) y«f Λ'ττλί;(<τυρα·ίΓ.)1 πζ »#· ♦ αφα ( aw.

(αττ.)1ομγ.) 1 *V*y *σι* τ ΐ  υ4 ίιαι^μ*ν^ $ia(otirr.)* ίςι £c* —- σι>»ϋμ. Λ(irr .)*  4* =  ^  ( — :------------ )* («ιγγ.)1 1* rr
—* frvpjtfx, α tf//- C>J—

H4 / · (---------------- )  =  Μ1 : --------- -----------
1J 4* *U»W. Λ I) +  α

ΐή 4· ίονςμ. Λ Η * crvvitji. Λ
=  /ί* χ --------------------  ~  λ * ( ------------- )(·ί---Λ)  ̂— ̂ υνϋμ· *

ας*
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Off. — ·: η · crA« (49.0 * Off* ~  : 7 : ** Η ί ϋ . *

2 2 α

«ρ« >?μ. «: Η-\-οννημ. λ : :  Η : wait. —4 «* /««jrai
2

% % , Λ
το χοχλ*χο* «τ«^τί;μό^ ta ν, *τροχιίψ« «***· — =  «*♦

2
/ «ν  . ,ν  ν — Κ  > 4  tr
O' — -Λ  2£ αττ. ( — 4  ----- )  =άη> ( ------)* νχοτ**

2 a a 2<&f»T0> άμί\π 9 —*■ β — Λ* <ς< ί*  ^  ήμ, α =  «ιι^μ, ff,
^  ι)μ. ji =rot>yi;ju. α* «ρ* >? atstXo/ia ήμ. α: Η 4* οννημ.

(Ζ
α :: Η :ovwn. — ftvrjaetai οννημ* η : Η 4  9Μ· * i ί H i 

2
|) ·|·* Xan. (-----) * ί?< $£ £  ήμ. α : Η — αν>ημ. α :: Η ί χττ.

Λ β # ♦ Λ # Λ-  : : οννημ. — : Η ♦ αρχ, m i ουνχη.— =  χη .(ν—* —1a a a a
9 y---« # .9 *4* ff- . ,-  inf. (~ + ------) =  «?rf. (-----) , Α ι?μ* a ss οννημ.

y2 2 '  a
rt, % ήμ. n =  οννημ. &4 ex tirm  nopioiijotrat οννημ, n

y 4> R
: H — ήμ. it i : in* ( --- —) i H · apa Η +  ήμ. it ss

2
/* -f- »N «»ι?μ. ff. H

οννημ. it. άηΛ % '  , H — ι?μ. ff =  in  .9 +  * [»Η “  <“ T * >
H t  » __ («»·)* Cm +2 * )H — >?μ· * *

Η — ήμ. n a
και nXtvtaiov



2Χ0ΛΙ0Ν. Εκ των μέχρι τβδε είψημένων 
οίτε πίνακες τφν τε ημιτόνων, £ συνημίτονων, $  άπτο- 
μενών, ^ συναπτομενων, κατασκευάζοντας £ αταν τρι^ω* 
ϊομετριχόν πρόβλημα , κά&άπερ ο-φόμεβα εν τω εφεξής 
κεφαλαία, λόσιμον άποκαβίςαταί' ημίτονα γάρ γωνίας 
£ζ 3ο0 δοθεντος (495) * (όρε&ησεται ρ&δίως τό ycovfoi 3i 
*5° (5° 6)*  «£>55 ε̂ «  7° i i  «ϊτα το' 3 ° ^ «Vs*
£ij; ομοίως, τά η μίση Ζηρωμενοις μέχρι δώδεκα της πρά. 
ξεως, χαδ’ ην'εΰρίσκετχιτό ημίτονον γωνίας — 5 2 " 44' "  
3 " "  όπε) δε τά βραχύτατων τόξων ημίτονα αυτοΐς
Τοΐς τόξοις συμπίπτπσι, £  εϊσίν αυτοΐς ανάλογα xatx 
τό άκόλύον , εΰρε̂ ησεται το γωψις — ι 4 εκ της άνα
λογ ίας „  ώσπερ γωνία ζζ £2" 44'" 3*"* £ προς τό η
μίτονον αν της, άτω γωνία =  ι '  προς τό ζητόμενον αν της 
ημίτονον“  * T8T8 δε εόρε&εντος άπόνως εκπορίζεται το 
γωνίας =  α* (5°4) * έξης δε υποτε6εντων β — ι* , ^ β =  α*, ενρε&ησετat $  τό της 3 * 0 ° ? )  * τκτ« δε νπο- 
τεβεντος =  α , $ β =  ι* ευρε&ησετat £  το της 4*,  καί 
εφεξής ωσαύτως μέχρι τη γωνίας =  3°° * ενρε̂ εντός δε 
Τη γωνίας ~  3 °°  ημιτόνπ, Ίν ενρεύείη τό γωνίας μεί. 
ξονος, φερ' εϊπεΐν, της ζζ 3 5 ° ο γενε&ω a — 3 0 ° ,  ζ, 
β ζζ 5° * «<5 είρεσιν τη γωνίας =  3 °° T'Wc&m 
3 0 ° =  α, ^ ι* =  0 ,  ^«τωί έξης εωί τη γωνίας ζζ 6 ο° * Τ8Τ8 δε' άπαξ γνω&εντος, τά εω$ 9°° Ζηρενβησεται, 
τάεμενπ a — 6 ο ° ,  (3 =  ι %  =  2 % =  3°· *τλ. *
ημιτόνων δε γωνίαις προσανηκόντων μείζοσιν, η 9°° ·> 
επε> ταυτίζεται τοΐς των αυτοΐς άναπληρωμάτων (49 Οο 
ενμαρεςάτη η ενρεσις * ^pToyoy γάρ γωνίας s  ιοο° ταυ- το>ες/ ^ γωνίαςζζ %ο° * «ταλα/frescos δε ζ, τά συνημί
τονα πορίζονται, των ημιτόνων γινωσκομενων * το yap
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μίτονον ΙτΖται τη τετραγωνείω ρίξη τί?ς υπέροχης, η το 
από της ακτΐνος τετράγωνον υπερεκπίπτει τβ «to τη ημι* 
to’vh (505) * cirsi τα όρδογωνια τρίγωνα (^ , 2) ΚΔΒ, 
ΚΑΝ είοίν ομοια * εντευδεν άρα ΚΔ : ΔΒ : *. Κ Α : ΑΝ, 
sit βν σννημ. :η μ .::Η  :άπ . 4 ‘j'/vwfl·# «μενών av τ5τε ψ ί. 
τ«ν« ^ τ* Ρ̂ νψιτόνΗ γωνίας τίνος, ει̂ εδνίσετα*

eJr?i affTŝ ev̂ · εκ δε τ<ί ftya^«y/«s (5 ° Ο α1Γ · Η : :  Η ί <rwair. ραδ/uf 7rê (o9-̂ Vir«< ^ tj Cwairrofisw) · 
«ν  av v7Tite9̂  η ί*κτ*$ =  ιοοοοοοοοοο, το γωνίας 
— 30° ημίτονον hat — 500000000ο* εκ δε rcey ar̂ af/. 
βήμε'νων εύρεδητονται οί τα ημίτονα, Cuvvjfx/Tovat ^ άιττ«. 
μενας  ̂ τόξων των τε μειξόνων ^ των ελαττόνων ή 3ο0, 
ε'κδίίλΒντε* άριύμοί' tbs δε άριβμνς ενρο'ντε** ζητάμεν tbs 
αυτών Xay«5̂ <%a< εν τοϊς πίναξιν * οίς ^ μόνοις χρωμεδα 
άντ/ των ημιτόνων , ϊυνημιτάνων κτλ.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ δ ε τ τ ε ρ ο ν .Π ε$ Ιτιλνίεω ς των κατκ τά τ$/γωνα προβλημάτων.
5«5· Π^ντοτεδε/μενων τών πινάκων ·> όΐ περιεχνΰΊ 

τά ημίτονα, απτομενας, (Γΐ/νν)μ/τ«να, τυνερεΛτίμενα? 
(5 14) <> διά των προτεδεντων θεωρημάτων έπιλόειν h vh  
μεδα at αν εκ) τρίγωνα γινόμενον πρόβλημα, ο ε̂ ί τρ/ών 
Ζεόμενων, «V οί« ^ μία πλευρά, τά αΜα τρία ευρίΰτχειν.5 >6· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α\ Τρίγωνα τΖ ΒΓΕ 
γωνιων δοδειτων. των Β-> Γ ,  ^ τίμ ΒΓ πλευράς, ειί̂ εΓν 
τά «Μ,α (^. «>).

Β 2



ΛΤΧΙΣ. Η' τρίτη γωνία Ε πορίζεται  ̂ εάν άφαιρεθη 
Β +  Γ ατο 18ο° (2 ίο)* είς δε tvρεΤιν τϊ,ς ΒΓ πλευ
ράς χρηςεον rtf μεθόδω των τριών, To ημίτονον τίμ Γ  γωνίας , νρ’ vjv υτοτε/ν« η Τ'*65*1) ^λίο^α BE* r»i προς 
αυτήν την γνωςην πλευράν, ως to Ημίτονον της Β γω
νίας * υφ ην Ιχοτείνει ij ΒΓ προς αντην την ΒΓ, ην ξη. 
TZ[UV (49ft)  ‘ *»« 8V Β =  JOO° , ^ Γ =  15° * 8JMV 
Ε εςχι — *8ο° — t ΐ3β — 65°* ϊ* £ BE =  20 
οργηαΐς * ^Τί/^ω «Γτα «V τοΓς τίναξι το ημίτονον τηςΓ 
γωνίας =  15% ^ το τ?$ Ε =  65% ^ ^μβτ/ύ&ίτω ν? μ«δβ$βί των τβίων «Τω* 2388190  ' 20 :*· 9063078 ί χ  
=  7<> ϊτττττγ » ν̂ναμις της ΒΓ τλευρχς.

Βελόμηοι δε είρείν την ΓΕ πλευράν, τιθεμεν τρί
τον όρον της αναλογίας το ι̂ μ/τονον τ?ς Β γωνίας 9 υφ' 
ην αΖτη ύποτείνει' ταίτης ϊ ί  της γωνίας αμβλείας S- 
<Γν}ϊ, το αν της ημίτονον το αυτό εςαι τ ϊ αυτής αναπλη- 
ρωματος (49 Ο * *‘T* ** τ~ς 8°° '  &τενθε* Sv 2388190:
*0 : :  9848077 1 χ  =s *6 +  AWrVV =  ΓΕ.

517. ΣΗΜΕΙίΙΣίΣ Α'. Των Ημιτόνων *κτ<δεμε-
νων δ/ αριθμών μεγάλων * 4 Των τ̂ ιων λ/*ν ίχ<-
τονοί γίνεται' «νδ’ οτ# δηξητηταντες οϊ Μαθηματικό) τες 
λογχρίθμες Των ημιτόνων πάτων των γωνιων τδ χυχλιχε 
Τεταρτημόρια, εθεντο προ εχάςε ημίτονε τον οΐχεϊον άν
τε λογάριθμέ ε!ς εν τεΖχος Τυνί'Ιαντες τ«  τ/νβχ*ς τών 
ημιτόνων, ^ τβί λογχρίθμες των φνΤιχων ά̂ ίμων * αντ) 
εν ημιτόνων <, πλευρών τιθεντες τες αυτών λογχρίθμες ̂  
Την γεωμετρικήν είς αριθμητικήν των τ̂ ων μέθοδον μετά· 
ταζμεν, ^ τδ προχυ̂ ,αντος λογαρίθμε εν τοΤς πίναξι το 
αντιςοιχον ημίτονον, η την πλευράν, ην ξηρνμεν, ενρί- 
Cχομεν.

So Π ΕΡΙ ΕΠ ΙΛ Τ ΣΕ Ω Σ
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οΐτως η τροεχτεθεΤτχ των τριών γεωμετρική με. 

θοΖος (*ι6) γενησεται 9 *4 ‘ s996* * 1,3010500:  
9 , 957‘2757 · X* των μειτων αν σνναφθεντων ,  £ «το 
Τ8 αθροίσματος αφαιρεθεντος τβ y>w?S βί#08, το χχ. 
τάλοιζον χ  =  ‘ , 8453095, ίς» 05 «  τοΓ<
τίναξιν άντιςοιχεΐ τω ?ο χχίτινι κρός, ος εςι Ζόνχμις 
εγγίζασχ τη ΒΓ τλενρφ. .

5 > 8. Ε*α> 3e 0 β̂ Ομο; ο* ίμφχίνων την εγνωσμε. 
νην τλευράν τεριεχη οργιάς £  τόΖας, τάντβ α^βωΟΌν 
$/ί τόΖχς, ^ «ιλ^δω τκ «ρίμί ΤΒΤ8 ο* λογάριθμος είς 
εχτελεσιν της άριθμητιχης των τριών μεθόΖα»

519· ΧΗΜΕΙΩΣΙΧ Β'. EV τη ep^tfnx^ των τ^. 
ων μεθίΖφ , αντί των λογάριθμων των ημίτονων, % των 
τλfvfwy, θ’̂ μίΐ«νδωθ'αΐ' fca*>iv συντομίας χυτά) αΙ γων/χι 
£ αϊ τλενραί' ατως αν εχτεθήσετχι η εν (517) «*%*■  
tmhj αναλογία Γ* B E : Ε * ΒΓ.

5*ο. ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ Γ*. Τκ όλιχα άμιτόνα, ε\τ ί? 
τα γωνίας ορθής, όντος=ιοοοοοοοοοο (48<0 ,£ βντίί 
λογάριθμος $ςοι ‘ ο ως όλοχερης (Σψβ. Λογ. 3**)*  
«ν 5ν Xoy«^%qj τροσθέίνχι Ζεη τον λογάριθμον Της ορ
θής γωνίας, άζόχρη συνί-φαι ι τχΐς Ζεχάσι τα χάρο- 
χτηριςιχα τα λογαρίθμα εκείνα, εάν νζερεχη τον ίο,ή  
τροθείναι τρός άριςεράν ι ,  εάν η τα ίο ήττων * εάν 
Si άφελείν Ζεη, άτοχεχόφθω ι των τα χχρχχτηριςιχα is- 
χχΖων. Το έξης ίζόΖειγμχ ΖιαλευχανεΓ το λεγόμενον.5*». ϋΡΟΒΛΗΜΑ Β'. όρθογωνίχζχ.ιο)
Τα ΑΔΖ Ζοθείάης της αλευράς ΔΖ =: 30 όργι/Χίς, χχ) 
της γωνίας Ζ =  4ο% ενρείν τά λοιτχ.

ΛΤΧΙΧ. Η' γωνία A =  9°0 —  40®=50° (212) * 
ίΐς ευρεσιν Ζε της βάσεως A Ζ  (496,5  * ί>) γ&εάω A * ΔΕ
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ιΑ 'Α Ζ *  δί αριθμών δέ' 9 , 834854’ * , 477ί2 1 * 
χ ' τό των μέσων άθροισμα έςιν 1 1 , 47 7 1 21 (520), έ 
ρεθέντος τ5 yvcosa <?xpa λε/̂ Θ̂ (Γίτα( χ  =  » , 5928ό7 
λο^άβ/δμίί έγγίξων τω 39 ο «xStjXSm τ ν̂ ξηταμένην 
βάση' ίσης δέ t ŝ ΑΖ =  39 όργηαΐς, 'χ/νωδ’χψ ί^ ί 
τ« r^s ywvas Ζ, £(5̂ 9jjVsT«/ τν}ν Ζ ίποτείνΗσα πλευ. 
qx ΑΔ J /α r<s «vaXoy/a's Tvjs ά^μ^τ/χί;? Δ * Α Ζ : Ζ * 
ΑΔ (49<ί, 5 ,6) ‘

522. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ'. Τ^ων» ίυδί/ιΤων Sue 
πλευράν, ^ t?s vV tfJrcw περιεχομέν/,ς γωνίας, ενρεΓν 
τά λοιπά»

ΛΤΣΙΣ. Η*τ« έςϊν A ll =  ΑΓ ($£. 11) ,  ^ yycc. 
?vfs bVijs Tvjs Α , «ς«ι (2ο6) έκατέρχ των Π , Γ ,  == 
ΐ8θ° — Α „ r * .. , w ,

■ —- C210) 4 ywesjjs «ν βο̂ ϊ τν;ί y uv,ei Π, *ν«
2

ρεθησετχι η ΠΓ πλευρά δ/ άριθμητιχης των τριών μεύό» 
δα, (5 19 ) Π· ΑΓ : Α * ΠΓ* ή εϊσ)ν άνισοι αί δοθεϊσαι 
ΑΟ, ΖΟ (ο/. $) * κάντεΐόεν νίδε γ  ενάγεται ν\ μέθοδος 
των τριών* ,, το άθροισμα των £νω δώεισων πλευρών έςι 
η  προς την αυτών διαφοράν ̂  ως η άπτομενη τ« ψιαθροί 
„  σματος των γωνιων, νφ χς at πλευρά) υποτείνασι, προς 
,, tvjv άπτομένην της αίτων ημιδιχφορχς,

Τνωςων tv ίσων των δυω πλευρών ̂  ραςχ εΰρίσκε. 
ται τό,τε άθροισμα αυτών, ^ η διαφορά, άπερ συνίςησι 
τές δίω προτέρας της αναλογίας ορνς * δυνατόν δέ ευρεΐν 
% τον τρίτη' κ, γάρ Α +  Ζ =  18οβ — Ο * άλαν τρί-

„ , . . , - 18°° Ο 0 ,
τος ορος εςχι η απτομενη της ----------- , η ευρίσκεται

2

εν τοϊς πίνχξι των ημιτόνων* ό δε τέταρτός ορος χ  της 
πράξεως διεχπερανθείσης αποδώσει την άπτομένψ της



μιδιχφορχς των γωνιΰν των δε * «thorns έν εν τοΐς πίναξι 
διά της άπτομένης ταυτης την ημιδιαφοράν των δε των 
γωνιων, εξομεν την έλάττηα γωνίαν Α "κτην τω ψιαθροί- 
σματι πλην της ημιδιαφορχς (Χυμβ- Λογ. 44^).

Τελβί δε' εκ της αναλογίας Α ; ΖΟ : : Ο : a Ζ 
(496* 5*9) εΰρεθηΤεται η τρίτη πλευρά A Ζ.

Ε^ω ΓΑ =  ΑΠ, ^ Α =  142°* w h  H =  Γ =  
ΐ9°* εςω δε $  ΑΓ =  ΐ2 οργηαϊς ‘ έςι δε τβ μεν 19° 
λογάριθμος u s 1*6 ο τ« δε άριθμΖ ΐ2 ο 1,0 79 ! * τ3 
δε ΐ 4«β ο αυτός ών τ$  τ5 38“ (49Ο ι *»'y ι , 7893*
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τοιγαρνν ij μέθοδος διατεθησεται «τω* i,079tι,5»2<5 * ‘ 9°79* Σ >^7893 ! % =  Π Γ , **7893 
νκέν λογάριθμος πρόειΤιν ο 1,3558 άριθμω 2,8684 
άντιςοιχΖν εγγύς πκ τω 23 , βί παρίςψιν, *9.5126
cVcov οργι/ων έςιν η ΠΓ. ι ,3553

523* ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ\ Δνω ιτλευβ&ν δοΟεκτων 
>y μιας γωνίας , υψ' ην η ετέρα των πλευρών ίποτεινει, 
ει̂ εΓν τβ λοιπά, yfvwtfxif-wvis μέντοι̂  «/ vj yuv/ci, v̂p* ην 
ετέρα πλευρά υποτείνει, ο£εΓ« ες/ν, ή αμβλεία,

ΛΤ2 ΙΣ. H*toj γάρ εί<ην icrat at δοθείϊαι, οιον ΑΠ 
=  Α Γ ( χ . » .) , ^ γινωΤκομίνης της Γ ,  νρ* ην ίτβτε/. 
νε/ >5 ΑΠ, γνω&ησετχι £ vj Π (204), ^ δη ^ vj A (21 ο) · 
γναβησεται δε' 4 *ΐ ΠΓ εχ της μεθόδν Γ . ΑΠ: A . ΠΓ* 
>j άνιΤοι, ηαί τΐ{ν««ίτα, <̂ νωςων tVcov των AO, ΟΖ 
(%. 8) $  τχ{ Α ιχων/αε, εςαι Ζ ο . A ; ΑΟ. Ζ * β «ν 
T*r«fTos o^a{, επ' w το λογαριθμικόν ημίτονον της Ζ , 
*Wc*xi δυνατχι είναι γωνίας οξείας τε % αμβλείας (49 Ο* 
έπάναγκες \ν είδε ναι την Ζ , ε/ ε*»ν οξεία, η αμβλεία, 
)νβ δκν̂ δωμεν <Γΐ/ν«̂ «̂ ιΓν τ̂ ν Tvf? Ο δυναμιν* άπατων δε
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τέλος rccy γωνιών γνω&εκτάν άποληφθηϊεται η δυναμις 
rijs ΑΖ διά A . ΟΖ : Ο . ΑΖ

^24» ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ε\ Τρίγωνα των τ̂ /ων οτλεν. 
ftev SeSf/̂ coy, ευρεΐν τάς γωνίας.

ΛΤ2 Ι2 . Η"το; !<τά)λνιλοί είση aircufm al πλευρά), 18ο° ι
^ ίχαςί) ywy/Λ εςαι =  — - (205 , 2 1 ο) · $ δύω μονον3 t
#/c*iy ί<7«ι ΑΠ — Α Γ , £ η εκ τ%ς Α γωνίας αχβίΐΤα 
ΠΓ κάθετος ΰίχα τεμεΐ τν,ν ΠΓ (217)* άρα ΠΘ — ©Ζ * 
ά?λά τ» τρίγωνα Α©Π γινωΤκονται, δύω μεν πλευ, 
ρχ) ΑΠ, ΠΘ, μία δε γωνία tj ©* ακάν ΑΠ . ©: ΠΘ, 
Α* οβεν πρόεισιν η υ̂νχμις τί>ς Α γωνίας-τ3 ΑΠ® τ$!<. 
γωνα, το δ/*λ?ν εςιν η Α γωνία τα ΑΠΓ τριγων8 * 
ταωτης δ* τ·<ς y«y/«> yvw'jS'f/C'iji, 1} λί<Τ·< f αςβ 
Αητεται Ο a*)·

H" τελευτβΓον βί τ ε̂ίς πλευρά) ΒΓ, BE, ΓΕ {%. 9) 
είτ)ν ttvaroi * ^ δν} ά. εςι ΓΕ J ΓΤ : :  ΓΟ : ΓΗ (joo) · 
β\ δ/ά τ^5 των τριών μεθάδα εάρεθείΤης εν άριθμοΐς τν,ς

ΓΗ , το .μεν fi«$oy t^vj/z® ΓΔ ες&ι =  —  +  — , το
2 2

γ ε  γ η
δ’ ελαττον ΔΕ — — -------* (Σψ/3. Λ ογ. 44?) * γ  ·

2 2

Τρίγωνα τ? ΗΛΕ γινωΤκομενων των δύφ οτλεορων BE , 
ΔΕ, ιί,τν,ς όρθί}{ τ'ωΙ',/α5 Α , εύχερως εύρε0>ίδ“ετα« ^ κΕ 
ycov/a (523)' ωΤΛοΤΜί Tpiyio'ys τ« ΒΓΔ τνωςων ατών 
των πλευρών Β Γ , ΓΔ , ^ τΐ)ί Δ  γωνίας, εόβί0ι}(Γίτα< 
^  ̂ Γ" τ? «ν άλικα τρίγωνα ΒΓΕ γνωςων ατών των, 
δύω γωνιων Γ ,  εςαι γνωςη ^ jj τρίτη Β ( 2 ίο).

525. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ς .  Τ ρίγωνα πχντος ΒΓΕ, 7ίίών δοθεντων, εν οΐς εςι ά, μία πλευρά, εύρεΓν την αάτα 
επιφάνειαν.
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ΛΤΣΙΣ. Ζίρε&ίΐ<ΤΜ των,τε γ  ωνίων ctJra 4, ^εν- <)ων (5ι β 9 5229 3 23* 3«4) ,  v̂jTtjfî rco ή δννΛμίς τ ς̂ 
καδε'τ» ΒΔ εχ rfr άρώμν,τικν,ς αναλογίας Δ . Β Γ: Γ . ΒΔ, 
^ πεποϊλχπλασιά&ω ν| ΓΕ βάσις εκ) το ψισυ ταίτης 
%$ς ενρεθειϊtyt xctShu (288).

Γ  Ε λ  μ  ε  τ  ρ 1
ΤΜΗΜΑ ΕΚΤΟΝ.

Λ  2
E’ if ω ο Συμβολικός Λογισμός rtf ςοιχειωίει Γεω- 

μετρίιρ προσεφχρμόξεται.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΠΡΛΤΟΝ.Π φ  γεω μετμχης κατασκευής των συμβο
λικών ποσοτήτων.

Η  ν μεν άχίλαβον εφεξής τα περ) της σφαιρικής 
τριγωνομετρίας ύποσυνά^χι, καθά % άίλοις ε6ος Γεωμε. 
τρχις' επε) δ’ ν,μΐν εδοξεν εν τη φνσικωτερφ Μα&ψα. 
τιχη τν-ς Αγρονομίας) ως εκείνη τα μχλιςχ σνντελασαν̂  
πριτάξχ>&χι) φερ ίδωμεν ha βραχέων ένταΖθχ τψ  τβ 
Χυμ€ολικΐ: Αογισμζ προς τψ ςοιχειωδη Γεωμετρίαν συν
άφειαν , εϊτ b , ως λε^ειν εϊωβασι, τνμ εκείνα ταύτη 
προσεφχρμοσιν * ^ πρώτον όπως ποσά γραμματικά γεω. 
μετρικές κατασκευάζεται.
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526. Αί γραμμαι, ύ,αά έπιφάνειαι, ^ τα ς?(3£«, 

«<τα/, ταί Λ̂ ΤΛί μ*ν επιδέχοντάι τρίξεις, α$
ίΓτί ap/Sf-w*,  ̂ συμβο?ςικαι ποσότητες' τα δ' εντεύθεν 
προϊόντα αποτελέσματα διττως αν Ιχο/ μάλιςα εκτίμα, 
άαι, 5/ αριθμών, ί} ί»α γραμμών * χα,κείνως μ&
εκάςης των δεδομένων ποσοτήτων δΐ αριθμών δηλωδε/Λ}?, 
«δεν ê yov ολως ιί^άρχει ταίς ir$â co*<y * κδεν ya^ αΜί 
λοιπόν ι vj αντί γραμμάτων άριθμητιχάς άντικαταςησαι 
ποσότητας  ̂ $  πράξεις·, άς η διάθεσις των γραμμάτων 
it, των συμβόλων ένδείκνυσιν, εκπεράνχι « δτω δέ, ω̂ <. 
σμενας τίνος επάναγχες επιγνωναι τάπας ̂  οϊς h  'άπχν* 
τες άναχθεΐεν οϊ άλοι * Ίδωμεν 5ν πρώτον όπως οί -,οιχει. 
χδεις «τοι κατασκευάζονται τόποι* εϊτα δε απως οΊ άλ» 
λοι εχείνοις επανάγονται* καλείται δε τοΖτου κατ α . 
σκευή των συμ€ολι κων  ποσο tvjtcov, ij rccv 
ταόταίί προσεφαρμοζόμενων προβλημάτων.

527. Ε’άν η μεν είς κατασκευήν προκειμένη ποσότης 
Υ λογική, sir «ν ριζικών ποσών άνευ, αί δε τδ χριθμη, 
τδ διατάσεις μονάδι των τδ παρονςμαςη υπερέχωσιν  ̂ η 
κατασκευή διαπερανθησεται αεί τέταρτης ζητημένης ανα* 
λόγν των τριών δεδομένων ευθειών.

528. ΤΠΟΔΕΙΓΑίΑ α \ ΤΙροκειμένης &ν εις κα·
αβ , 4-7 %

τασκευην της ποσότητας — , έφ ης a , β , γ  γ/ωςάς
Ύ

ευθείας έμφαίννσιν, «f̂ fleocray ειίδεΓαί απέραντοι (%. 12) 
αί ΑΨ, Α χ , γωνίαν τυχΖσαν περιέχχσαι, ε'/τ< rtji
έτέρας αυτών της ΑΧ είληφθω ή ΑΒ Ίση τη έμφαινομέ. 
νη τφ γ  > % ή ΑΔ Ίση άτέρα των α, 0 , τη α φέρ it 
πεϊν * επί δέ της δευτέρας ΑΨ είληφθω η AT Ίση τη β' 
i  έπεζευχέτω τά πέρατα Β , Γ της πρώτης, ^ της τρ/+
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της v) ic'Sffc Β Γ , ^ ί^δω δ/ά τ5 Δ περατος της δ?υΤ£- 
fi*s j) ΔΕ παράλληλος παρά την Β Γ , ητις διορίσει επ';

$β
της ΑΨ την ΑΕ ifl’vjv τί) δυνάμει τ» τιίυ*» —«* * κοτί γάρ

Ύ
( 3 ι 8) ex των ιταρ«λλν)λων Δ Ε , ^ ΒΓ πρόειΤιν ή άνα. 
λόγια ΑΒ : Α Δ :: Α Γ : ΑΕ,  tSt* Ur/ 7  : a : : 0 i ΑΕ *
* αβ „ . , , ,.
αραΑΕ =  — - δν)Α9Γ is τκτο, ev̂ fiy τ£τα̂ τί)ν »ν«λ9.

r
yev ft;0er«> Τ£»ών δίβ£«τών.. χατασκευα^ησεται άραό τυ- 

/ ♦9Γ3; —< χοησαμενοις μεΟο'δφ τη εχτε&είση ( 3 19)·
Ύ
529. ΠΟΡΙΣΜΑ. Ε'αν άρα προχίηταα εις χατβ-

ffxavjy ο τύπος —, Tj ζητημα συμπεριπεσεΐται τφ tjSvj 
Τ'

tXTttivTl (528)* ΤψΧΖυΤΑ γάρ η ijflsfl* 0 ifyffHTCtt 
τη U. '

530. ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ Β'. Κ«Λ*3·« χατασχενάσαι
-  » Λ* ν / « 0 + / ® .  * ν(vewueTf/xcc; tv)V Σνμ&Λίκν)!/ ποσότητα —- - ■ * m<

* β0 +/3δ ( α + δ ) χ β *ν *
jjv -  - ■ .= — — ■ -  "=» (Χυμζ,Αογ. 6$, α.)» λ«μ-

r + s  r + &  '
€ανομε,ης της α-f δ ω; μ/it; ειύείας εμφαινομενης υπο μ, 
^ τί)ί αντί μιάς άλλης δηλψενης υπο ν , τρίβε

ται ο τύπος είς -  ,« {  τ'ίωμβτ^χρ; χατασχεναβήσεται 

χατά τον εχτεϋίντα (528).53». ΤΠΟΛΕΙΓΜΑ Γ'. E«y * m i

ταυτίζεται τη αα— ββ τη (α + 0 ) X (λ — 0) ,  ω; I.
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ςι Ζήλον έκτε?\ζμενκ τ3 σεσημειωμενζ πολλαπλασιασμέ

πχρεςά&ω η ποσότης
αχ

Ιπό σχημχτι τοίωΖε

τχσχενην η ποσότης ———, επείπερ υπάρχει
όε όε

( χ + β ) χ ( α — ft) , · .----------- --------- , ^ ςητψητω τετχρτη ανάλογος των
Ύ

Ύο «+£·> 0 (3*5>)·
53*· ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Δ'. Ε’λ> προχίητχι εΙς χχ.

αβγ . , , , αβγ αβ
rsj υ7ταον£< ----  =τ —

r  » , *0 , ,
ν - ,  «»Τ£<Γ/ίεναο?·ω fl-futfs;- ο τύπος — (.528 ) ,  $  »{

£ Ο
Τί?ί «ίΤτ:κτχΣ!̂ $ ,προχό- χ̂σχ τέταρτη ανάλογος χλη.

, ,  , » *0 r  κτ - Λ λ /6>;τω ω · «xsv εsaw — X — =  — , ητις χχτχσχενα&ή-
ό ε ε

(Τεται ^ χύτη χατχ τον αυτόν τρόπον.
533· ΠΟΡΙΣΜΑ. iV  αρχ χχτασχευχάη η ποτό.

α*β „ „ α* β
της ■—  , πρώτον αίτην παρχςαΰηνχι Ζεΐ «τως —  X -  *

γ*  ty <γ
α*

εΐτα χχτασχευα&ηναι την — * τελείταιον όε Της χχτ
Ύ

αυτήν Ζννάμεως οια μ Ζηλωβείσης, χατασχευα&ψαι την
. μβ 

ποσότητα — .
Ύ

534· ΣΗΜΕΤίΐΣίΣ. Α'νχλΰειν b  χρη την προ.
χειμενην ποσότητα εις μεοηο ά>ν εχχςον χν Ισο%υναμοίη

-  , αβ .. α \  Λ Μ · ν .  > r
tcjj τυπφ — , η — χοα TtTo τα πο/λα ουγερες είναι

Ύ Ύ
Ζοχη̂  Ζιχ μεντοι μεταμορφώσεων ευτυχώς Ζιανύεται. 

535· ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Ε'. Κεί&ω χατχσχευίσαι
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Λ3 4- β’
•3ι̂ εωμετρ/χώί tvjv ποσότητα # ^   ̂ * ΜΐΌτεδεκΦω oj,v

προς ίο δοκόν β1 =  Λ’ μ , ^ 7*  =  Μ' αρχ τψιχχυτχ
α’ + α '-μ ,^  Λ Λ Ν α’ +αμ

-— -—-  =   ---- - -  (2νμ€. Λ07. 7 0 ) = ---- ;---  =
α4 4*Τ* α’  +  αν . λ ·+· ν

—·~̂~ ̂ -*■- (Σψ€. Asy· 68. * .) , vjTis εΰμαρώί χατα. 
α +  ν

σκενάζεται ( 5 3 1 ) , ε« μόνον «yycooJfrfy τα μ , ν * 7 /y“ - 
σκετχι δε ταΖτα εκ των εξισώσεων β* =α*μ ^ y 4 =  αν ·οβίί/ μ =: —- * £ ν ζζ — , ά 0*α5/ω$ κατχϊχευζξετα/ 

Λ4 λ

(529 , 533)·
53<5· ΧΧΟΛΙΟΝ. Χνμβαίνει ενίοτε τάς ποιότη

τας ότω %ψχτ/ξε'&χι, ω; αχρηςβί πίμπαν δοχεΐν τχς 
μεταμορφώσεις4 γίνεται δε τχτο όταν μν} |  ομογενής η 
ποσό'της, τίτ ε?/ν όταν εχαςος των τβ αριθμητός ή τ5 
παρονομαςό, όρων μι} σ̂ 7 «ε̂ τα< ε£ »<Γων τούτων, όταν
ι* ν» , #3 *4*|3  ̂ * * *>
ή , ρερ ε/ιτεΓν, τβ/αδε-------- ' παρατν,ρητέον μίντοι, ό-7< βδειτοτε το/όνδε ττοτόν ττρνερχετα/, τλ^ν όταν ευ·} λ?.
7<τμ8 δία τό απλό̂ ερον υ-οΛί τ/να μονάδ/ ΐο*α εχλαμ^α-

τ/ ,, , (ΐ*·\*β*γ t
νωντχι’ ζτω φερ είπεϊν ό τόπος------- - ,  όποτε&εντος

α 'Λ - γ 1
χ CL* *4" Ύ , , ♦ /

β =  ι ,  τρε-Ιετχι ζίς τον --------- * επε) μέντοι αδύνατον
aaT r *

εγχειρησαι τη κατχσκεvvf, τα, ε£ ών εϊαί vj χατασχενν;, 
«7 ,,β2ντα5 ςοιχΰζ, 7'νωτκετα/ αείποτε η μονίδι Ίση ύ- 
ποτεϊεΐσζ ποσό τη·',4 εξεςζι κρχ $ε'ι τχότην αντ ικζόιφ· 
αντί rvjs μνναδνί* κωλύει δε τό τούτον «δεν* ε’υτεί 7 ·^
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τάς διχςάσεις έκάςζ ορ* τότε αριθμητκ  ̂ i, τ3 πχρονο. 
μχςν χρη ίσος άε) είναι (δυνατόν αΜως διαφερειν τός £. 
*fivB των Τ8Τ8 «φων), α\τ£ίδ*αχτ«3ν εχά?ω ορφ βαθμόν 
της μονάδι Ισωθείσης ευθείας προς άνχπληρωσιν τ5 των 
διαςάσεων αριθμού * ύντωί εΐ κχτχσχευάσχι προχεοιτο

[, β | fy 2
.------------ λ ιποτιθέντες την μονίδι ίσωθεΐσχν ευθείαν

α + β ·
, α% + y s5 , ν

εϊνχι 5, γρχ^ωμεν —■■■■ ■ ' ■■■· * εις κατασκευήν δε
CCd Φ\4β %

τχίτης $£μεν β* =  δμ, γ*  = 5 ν , £  α% =r δ7π ' οθεν η
Λ. , .  . ♦ * * + !» ■ + * *  προτεθεϊσα ποσοτης μετχπεσεΐτat εις την ■ ■ >■

Jir +  βδ +  2ν (π 4- β 4* ν') δ „ «
.=  -  .........— =: » ■' ■ — —— ' 4 ητις ευμζρως

Χ +  μ fit-f*ft
ίιατχσκευάζεται προκχτχΰ’χευχώ-εισων των δυνάμεων μ ,

β· r* *· . , <— , ν — , π — ■—* * α< «, αν-ν, $τ, ίΐτ «ν ft

τχϊ ευμαρως κατασκευάζονται ( 5 2 8 , 5 3 3 )·
537· ΣΗΜΕΙΩΧΙΧ Εν άπάσχι; ταΐς άρτι έκτε, 

θειμένχις κχτχσχευαίς , ο αριθμός των ποιητών, εΐτ b  
των διαςάσεων εχχςα των κατά τον αριθμητήν ορών, ι>Τ3- 
τέθειται μονάδι υπερέχειν των κατά τον παρονομχςην * 
δυνατόν δε υπερέχειν αυτών δυ?ιν , vj £ τ /̂ίΓί, μιναΛ , 
πλείοσιν αλλ βν «δαμωί, »' μη ευθεία τις ίΰ’φτο μονάδι 9 
ή ποιητάι τινές αριθμός έμφχίνοιεν. '

538· Ο ταν χϊ διαβάσεις τζ αριθμητά της προκεΐ- 
μένης ποσότητας υπερέχω?! τας τ« πχρονομχςό δυσ) μο- 
νάσιν, vj ποτότης πχρίςησιν επιφάνειαν, ή; δΐ/ν̂ ην «V 
την κατασκευήν είς την πχρχϊληλογρχμμχ, vj £ ts- 
Tfaycovs μετα&λεΐν.
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5 3 9 . ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ A . E’avifc χατασκενψ ζρο-

,  λ V Λ5 +  «*0 . * . , ,keviTca το ζοτον----- - ■  **» εκλ^ϊεβν «ντο to? a X
* +  γ

β* +  αβ , , Λ4 4* *β ♦
■----—  · atoattvjv εύχερως κατασκεύαζε?&

α + γ  <*+r  ̂ |̂η β
Ο 2 8), «κλ«μ€ανομ#ν9ν ω? ώ X — -----‘ άρχ, τί̂ ς « .

« +  r

Τενδεν εξάτης δυνάμεως κληδείσης μ , εςαι Λ X
α1 +  «3

a + r
ε  «μ · «αν έν yivijrai λ μεν ίψο?, μ δε βάσις ζαρ. 
α^λογράμμκ^ εςχι αμ τδ *ί εζιφά-
νε/α* τεναντίον α̂ α την ίζιφάνειαν ταντψ εμφαίνει το 

ctiβμ - ----«—
e + r

540 . ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Β'. nV«vV«5 κΛΤχΤκενχ&η- χ « ’ + /3<y*4-5s
ΰ*ετΛ< £ το iroTo'y

« + r
, ΰζοτεδεντος β γ  rr

«μ, χα< δ* ε  «ν* ΤνινικΧΪΤ& γάρ ο τνζος γενψετ<χι
β }+ χμ γ  +  ανδ X  +  f i y M x . ^

— *= ct (— --------) &Aa ο timtvc
α+ y  e + r

α4 4* μ γ  +  ν δ

α +  γ
κατασκευάζεται ευχερως εκ των tjdtf εΐ

ραμένων (5 ^8) ,  tcVaimo? ^ αί δυνάμεις τδ μ , $  V εν. 
ρβΘε/β̂ ? τ ς̂ τδ ircivjrS τδτ» δνναμεω?, 4, δηλωθε/τ ;̂ 
δ/ά or, κδεν α/λο λοιζον  ̂ $ χαταΤχευάται το ϋ Χ τ ,  
τδτ εςι σνςν-σαι ζαρα^λάγράμμον , a fyo? μεν εϊν? 
Τ0 α, βάον? δε ι| τΓ.

54». Τελ?ντ«Γον δε, εάν ο χριδμίς των τδ άρ;δμ·/;- 
τδ £/asa<r«cov τρισϊν Ιζερεχη τάς τ ϊ τταρονομβίδ, >5 ντο.
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σότης εμφαίνει ςερεον , a την κατασκευήν φε< τρίπειν L  
ξεςιν εις την παραλληλεπίπεδα.

ΤΠΟΔΕίΓΜΑ. Ε'χν προκεηται είς κατασκευήν ^
, α*β +  Λ7β2 .  ̂ , , , . Λ α2 +  χβ

ποσοτης — —— — , εκληπτεσν αυη\ν ω$ αβ X — -■  ■ 
α + γ   ̂ ' α + γ

χχτασχευα<&είσης Ζέ κατά τχ προειρημένα (52 8) της
«2 +  «β

ποτοτητος —— - - , 
α +  γ

εάν η f’mi/Ssv προκΰ^ασα γραμμή

κλ/βη μ ) Το ζητημχ άναχβησεται είς το κχτχσκενάσχι 
το iroWv αβ X μ ' χλλχμην αβ εμφαίνει ωί εΊΖομεν
(5 4 0^, * mv «£« παραλ.
λ η λ ε π ί π ε Ζ ο ν  ^ S  β ά σ ι ς  μ ε ν  ε ϊ η  τ ο  ε ί ρ η μ έ ν ο ν  π χ ρ χ λ λ η λ ό .
γραμμή, υψ« Sf ή ευθεΓχ μ , jj τλ παραλληλεπίπεδα

, , ν „ Λ, * , Λ +  a4{3J5Eo£5Tvj« «κδ^λωδ^ΤΛί 5ί« χ β χ  μ  —  -  ■
542· Ear» raf μεν εΐρημένα Ικανά ε!σι προς κχτχ. 

σκευήν άπάσης ρηΤης ποσότητας * Ίδωμεν be ήδη των ρ/* 
£ί*ων τοΤοτ̂ των τάς ΖευτεροζχΟμίκς,

Δυνατόν νν ταΰτχς κχτχσκευάζειν, jjre/ δ/τ jx-V̂ j 
χναλόγκ δι>«Γν fJfiifcov δεδψενων, η Ζιά της υποτεινέσης 
την όρβην γωνίαν τρίγωνα ορϊογωνίκ, η τελευτχΐον Ζιά 
της ετερχς των Ζυεΐν λοιπών πλευρών τρίγωνα όρβογωνίχ.

543· ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Α\ Κεί&ω κατασκευάσω 
το ριζικόν ΐ/χ β ' ηχ%ω τοΐνυν ευθεία (%. 1 3 )  απέραντος 
η ΑΒ, έφ ης ί/λ^3ω ΑΓ =  α, ^ ΓΒ =  β * έπ\ Ζέ 
της όλης ΑΒ , ως Ζιχμετρπ, γεγρχφβω ημικύκλιον το 
ΑΔΒ, ιί, έκ τν Δ έςάάω κάθετος τη ΑΒ η ΔΓ τελευ. 
τωσχ προς Τη περιφερείς κατά το Γ , η τις έςχι η Ζυνχ. 
μις τ« ριζικέ |/αβ , τκτ έςιν είς ευρεσιν της Ζυνάμεως 
T? ριζικέ ποσέ \/αβ είρετέον μέσην ανάλογον των Ζυεΐν
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ειΜ ν των δ/ λ , β εχδ^λψενων (347) ‘ k i γάρ ΑΓ: 
Γ Δ ί : ΓΔ : ΓΒ, T«r‘ ktv at: Γ Δ : ί Γ Δ : β (343)* «?* 
ΓΔ2 =  αβ, *, ΓΔ =  ΐ/*β ·544. ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Β\ Εα'ν 5 *Μ"ό*Η* eft κΛ* 
raiTxft/vjy προκειμένη vj ρ/* (3«β4“β2) ,  ixXvjffmv TacJ. 
Tqv ώί β X Κ  (3*+ β ) (Χψ?. Aay. 167) » ^ εΰρετεον 
μί<Την άνάλογον των δνεΐν ενδείων 3*4*0, ^ β.5 15 ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Γ\ Ε«ν \  (/(«β  — ββ)ο 
ίχλν}7ΓΤΐ2ν atvTvjv ωί ι/ ' (*4*β) χ  ΐ / ( * —*β) ? $»τ w

\ / (a +  (3) χ  (α —- β) , κα) a^i-few μύτην άνάλογον 
των at 4* β ί α — β * ε’τν δε # | / ( λ4 4* β1/ ) , γενεβω 
βγαααμ* έ-iXt κνη ποτότης ι /  (at4 -f> αμ') =: j/*(2 4- μ) 
X at* εόρεύητετχι άρχ μύτη ανάλογος των at+ β *  at

 ̂ / $Ύ
προκζτατχευζ£α'της της δυνάμεως μ ~  —  Ο 28).

a54<5. ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Δ*. I vat χζΐατχενχάη η 
t s (  a* +  β*)·, δννατίν μεν υπο̂  είναι β2 =  αμ , $  κατα. 
τχευάται την\/(α2 -j-atfi), ως ανωτέρω (545)* δν^τΐν 
δε ^ ά/Λ«5 τα τί{ί χχτχτχενης μεΤελδεΓν * ι^δω y*? 
ίνδεία >ί ΑΒ (ο̂. 14) =  α, ε’χ τ« ir^ara? αυτής A 
»ςά&ω προς όρίζς η ΑΓ =ε β* εϊΧ< κν ** εττφνχδεΓτα 
ΒΓ =  / '( α *  +  β1 )* Τ8 γ*?  ΑΒΓ τριγω1* ορθογω* 
νί*οντος> εν  (349) ΑΒ1 +  ΑΓ1 = Β Γ 2 =  «* +β* · «. 

ΒΓ =  κ (* 2 4*β4)·
547. ΧΧΟΛίΟΝ Α'. Δυνατόν δε δ<α τ« ô flayw. 

v/a τρίγωνα tjjv ποτότητχ ι/ ' (at2—·β*) α/λω?, vj 
ώϊ ανωτέρω ( 545 )  ι χατχτχευοiff.tt * ν*χδω Τ'*? ενδεία 
(/£· *5) *? ΑΒ sr at, ^ έτί τΐ̂ ί ΑΒ γεγράφ^ω ημιχυ. 
χλιον το α Γβ  , <5 ε’κ τκ Α επεξευχ^ω χορΖη η ΑΓ — 

Το μ. Γ'. C
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β ' τοιγαρκν ή επιζευχθεΐσα ΓΒ εςαι ~ |/ ( λ4 — $*'')* 
ορδογωνίου γάρ οντος τη ΑΓΒ τρίγωνα ( »8ο) εςοα (349) ΑΒ* = Α Γ *  + Γ Β 1 · αρα ΒΓ* =  ΑΒ4 — ΑΓ* =  α* — /3* * άρχ ΒΓ =  [ / (α* — 0 1).548· ΣΧ0ΛΙ0Ν  Β\ Δυνατόν ωσαύτως κατασκευ. 
άνat % την ποσότητα y/'(λ* *$*0y) άλλω?, ν? ω< κατε- 
σχεύαςαι (545)* γενε&ω γάρ β γ —μ*<> % |/ (« *  -ffi*) xarsmvac&M, ocs χβταδε'δε/χτα» (546)* ^ £υ̂ ν
μέντοι χρη πρότερον την τη μ δνναμιν, ητis πορίζεται 
εκ της εξισωσεως μ * is β γ ’ οδεν μ π ζ \ / β γ ' εςιν αρα 
η μ μέση ανάλογος των β γ  χατασχευχξομενη,  ω$ *. νωτερω (543) είρηται.

549* ΣΧΟΛΙΟΝ Γ'. Ε’αν δε πλειόνων ΐ) δνβΓε ο
ρών υπάρχη περιεκτικόν το όπόρριζον ποσόν, η κατα
σκευή άναχδησεται επί τιναςτων προαποδοδεισων μεδόδων 
διά μεταμορφώσεων * εάν φερ’ είπείν η y/'(α2 -f- β γ  4* 
εξ), γενέ&ω β γ —αμ, $  ε£=β?* «#«* ή ποσότης γε- 
νησεται ΐ/ ^ - ^ α μ + α ν )  — α χ  ^ ( * 4·^  +  ν ) , vfr/i 
χαταο·χίνα£εται, λ«μ€βνομέν»̂  avaXoya τκν α, 
e +  ft+v, προχχτασχεια&εισων αμελεί των δυνάμεων μ,„ εζ ,
ν, ειτ κν μ — —-·  ̂ % ν =  — dwaustte asm» ποι%- 

γ  χ
σαντες β γ  =  μ*9 $ εξ— ν3 κατασκεύασα: την ποσότητα 
{/'(α'+μ2 Α-ν*)’ άλλα γάρ εάν η ύπίρριζος ποσότης η σειρά 
ποσοτήτων υπαρκτικών , οία, φερ* είπεΐν, η |/(ο*  4* ηΛ 
+>’ +'»% χτλ), γενί&ω | / ”(**+ρ*) —η, % ι/(η7 
+  / ) ζ : ι ,  χχ< ί/^(<44**4) — χ , £  ε$η( ωσαύτως' ^ 
επε) εχάςη των δε r«y ποσοτήτων δια τί?{ τρο τντί»ϊ 
προσδιορίζεται, έκτης εχάτης προκόψει η δυναμις της 
|/(α4 +  ft2 4* >* 4* “h #τλ.) * <V« δε xstrxc'xsvaiS-wff/y,
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ως οΐόντβ, άπλνςερον αϊ ποσότητες αίτat, έκληφύητω έ- 
κάςη υποτείνπσα όρύην γωνίαν τριγώνν, αϊλψετ ά/λην, 
ως πλευρά* τεθητω φίρ είπεΤν ($£. ιθ.) ΑΒ =  «, £ *. 
ςχ&ω κάθετος ΑΓ =  μ· hat Ιν η έπιξευχ^εΐσα ΒΓ =  ν}* 
έξης δ' Βίά'β-ω εκ τη Γ τ« ΒΓ κάθετος η Γ Δ = ν  ι$ 
τοίνυν επιξευγνυμένη ΒΔ έςαι =s i ‘ εκ δε τη τέρατος 
Δ τη ΒΔ τρο$ οβδαί επιςαθείσης της ΔΕ αζπ, ί s«< BE 
= χ =  μ^(Λί *̂ ·μ, +  ν, 44ΐΓ2)* ε ν̂ μεταξύ ωσι καϊ 
τετράγωνα λειπτιχά, τββ̂ βχδω τβ είρημίνα εϊς ηχτα· 
σκευήν της ποσότητας ι / ( β 2— 0*) (547)*

530* Τ’ΠΟΔΕΙΓΜΑ Ε*. Εαν προκίηται κατα-
, , , , .  « t / ( £ + r )σκευχσαι ποσότητα έχασαν τύπον ποιον ot ' *

«•βΛαιτλαΛβ ί̂ΓΛί ram ^ τον παρονομαςην
, % ✓ , * ,  Ν * , « i / X 0 + r ) ( *  +  Ofji·/ ( / (d-f* Ο» τραττ̂ τω «<« ---------- r—------—-  ,d δ
<} ξητηθητω μέση ανάλογος των β -{ ·γ ,  ταυ·
της δε χληθείσηs μ , λοιπόν έςαι κατασκευάσαι την πο* 

a u t Φ %
σότητα r-f—ι ο ραδίως δηπν έπιτηδευθησεται (328). 

d*f*i
55»· ΣΗΜΕΙΩΣΙΧ. EV ym/ δ* /τ/ττ̂Γν άπλόςατα 

πο>λάκις αϊ συμβολικά) ποσότητες κατασκευάζονται δια 
των εκτεθειμένων αρχών * τητ\ μέντοι έκ σκέψεων τινων 
περιγίνεται Ιδιαιτέρων, οϊκείως έχασων έκάςι  ̂ξητηματι, 
>£, κανόσι περιορι&ηναι ηκ έχει * σημειώτέον μόνον, ότι η 
Των ριζικών ποσών κατασκευή ανάγεται είς το ευρίσκειν 
τετάρτας άναλόγκς, ^μέσας άναλόγπς, ρίγωνα κα
τασκευάζει ορθογώνια’ δυνατόν άλλ κν έ&* οτε τάς κατ 
τασκευάς μάλλον η ηττονάπλχς, £ κομψάς, άπεργάζε- 
<&αι·> καί ην άν έλοίμεθα μέθοδον, εις ευρεσιν των δε των

C a



μέσων αναλογών διό παρά την έχτεθεΐσαν εν (j$4?) 
μεθόδχς ά/λχς Πίσσας ενταύθα ι/παςρωσομεν τ» ευρίσχειν 
μέσην ανάλογων δνεΐν ευθειών δεδομένων.552· ΜΕΘΟΔΟΣ A . EVi της ΑΒ ευθείας μάς 
των 5t/sfv δεδομένων γεγράφθω ημικύκλιον το ΑΒΓ 
(οζ. ΐ5·)^ $  ληφθέντος τ5 ΑΔ αυτής -μέρας Ίσχ 3 ατέ. 
f a ,  εςά&ω προς όρθάς η ΔΓ* επιζευχθεΐσα κν η ΑΓ 
εςχι μέση ανάλογος των ΑΒ, ΑΔ* επιξευχθείσης γάρ 
της ΓΒ, το τρίγωνον ΑΓΒ εςιν ορθογώνιον ( ΐ 8ο), e# 
τ« χχολχθχ η ΑΓ μέση έςϊν ανάλογος της τε τήν ορθήν 
γωνίαν υποτεινέσης ΑΒ, £ τ« τμήματος ΑΔ (342).553· ΜΕΘΟΔΟΣ Β'. Η'χδω ευθεία ($£. ι?,) ή 
ΑΒ Ιση τη μείξονι των δνεΐν δεδομένων είθειων, $  είλη. 
φθω έπ αυτής μέρος το ΑΓ τη έλάσσονι Ίσον, ^ έπ) τζ 
λοιπχ ΒΓ γεγράφθω ημικύκλια/ το ΓΔΒ, I  ηχθω η ά- 
πτομένη ΑΔ (*53)9 fas h i  μέση ανάλογος των ΑΒ, 
Α Γ  (33 *)·354· ΣΧΟΛΙΟΝ. Δηλον άρχή ως αί μεν ρητα'ι 
ποσότητες αε) δΰνανται κατασκευάζεσαι δΐ ευθειών, των 
δε ριζικών αι δευτεροβάθμιοι, δια χυχλν ά, ευθείας ά?λη. 
λοις συνερχόμενων * αΐ μέντοι καθυπερτέρων βαθμών ρίξω 
και ποσότητες δια της συνδρομής παντοίων καμπύλων 
γραμμών, περί ων εν τη υψηλότερη Τεωμετρίφ ρηθησε* 
fat, κατασκευής τυγχάνχσι.

§ ft ΠΕΡΙ ΓΕΩ Μ . Κ Α Τ Α Σ Κ . ΤΩ Ν  ΣΤΜΒ. Π θ £ .
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ΚΕΦΑΑΑΙΟΝ ΔΕΤΤΕΡΟΝ.

Γ εω μ ετρ ικ ώ ν  π ρ ο β λ η μ ά τ ω ν  ε τ / λ υ σ ις  διά

τη συμβολικά λο γισ μ έ.

555♦  Η' μέθοδοί τβ '/εωμετ /̂χΛ προβλήματα δ<» 
τα συμβοΤααα λογισμέ επιλυειν άνάλυσ ις γεωμε^  
τ tty ηκνσε* ν#οχπχπΐίνται δ’ εν ταΰτη ώί γνώριμα 
biai rifs, περί νμ ζητείται, ποσότητες ιδιότητες, δ/ ων *««, 
τασκευάζεται εξίσωσις η τό ζητημχ επίλυεσα * εχ ό
πως δε , λ οτ ε̂δομεν εν τω δευτε̂ ω τόμφ (%νμ€, Αογ. 
*μ· γ ·) , aveyxefa υπάρχει ενταύθα, «λλ« δ̂  $  «Τλτ, 
α προίνσι μχλλ.ον <, μάλλον γνώριμα χχτχζχθησετχι.

Α*λλχ δν) των ντοδε/̂ ματων χνθχετίον Η Ίν ΧντοΓς 
άλις προενχσχηθέντες οϊοίποτέ γενοίμεθα τχ περί επι- 
λυσεως των εν τχΐς καμπΰλχις ζητούμενων άχριβώς 
εΐΖεναι.

556. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α#. Τ$ δοθεντ* (%. 
γωνφ ΕΗΙ, ε»τ* ay, a χίτε πλευρά) $  αίγωνίαι ^ το ύψος 
εγνωσμένα υπάρχνσι, τετράγωνον το ΑΒΓΔ εγγράψχι.

ΛΤ2Ι2. Το' πρόβλημα το'δε χαλώί έπιςηϊασιν a- 
δεν €«λετύ«, ο« ftvj εντί τ2 ί/ψνς ΕΖ σημεΐον όρ(ται το 
©, 3Pa χχθεΐσα παράλληλος τη HI Ίση εΊη τηΘ Ζ , 
είτ «ν Ζιχ συμβολικών ποσοτήτων $ιορ>σαι την ΑΒ ευδεί- 
αν =  τη Ζ ® .

Ε'ςω «ν το' μεν γνωςον ύψος ΕΖ =  Λ, vj δε γνωςη 
βάσιςΑ1 =  β ' ^ η χγνωςος ® Ζ —χ*  axay Ε ®  =  α 
— fc* εοτε) TO/vt/V ΑΒ 7ΤΛβΛ/λν}λοί εςι τη HI (,?»β 
32»)* άρα ΕΖ : Ε© : ί  7Λ  ; ©Β : :  HI : ΑΒ, είτ
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h  ΕΖ : ΕΘ : : HI : ΑΒ, tSt εςιν « : « —  χ  : :  0 ;

λ/3 /3ν  t %
ΑΒ , apt ΑΒ s -------- - (Χυμζ. λογ. *5<>0* ***« δ*

CC

ΑΒ ΰέον shat =  ® Ζ *  ες«< *-------- -—- ~ Χ \  ofov i /ά
Λ

Των καταΰειχ&εντω-/ κανόναν (Χυμβ. λογ. 4>5 ι χτλ·)
«0

Ε/s ΧΛΤ«βτ«Μ}ν if ταντης της παΤοτητος, ετά* 
ναγκες Ιιορίσαι (5 28) τέταρτη·/ «-/άλογον ταΐς «4*0* 
0 , «* ι?χθω <y«? fv9fi« ν} Ζθ ^  β +  0 =  Έ,Ζ +  HI, 
>1, ετεξείχθοο vj ΕΟ, £ c/Xif̂ fiw EM =  HI = 0 , ^ παρ. 
αϊληλος τη ΕΟ ηχδω η Μ ® , vjT/« συμ€χλετα τη ΕΖ 
& ορίσει τη-/ ©Ζ =:% ’ ** V&Q των ήίο/ων τρ/̂ ώνων ΕΖΟ, 
ΘΖΜ, άταφε ρεται ΖΟ : ΖΜ ; ΖΕ : Ζ ® ,  fir ev, «4-0: 

α 0
0 : :  « : ΖΘ = ----- . O.E.U.

«4*0
557· HPOBAHMA Β. Δοδίντων ( %. 19) Των 

ι!·4«ν ΑΓ, ΒΔ itw ρα&ίων ΑΓ* 8Δ, ετιτε^φ εφιςαμε. 
νων, ^ τ5 ΑΒ «ιίτων ατοπήματος, fvptfv «V/ rvfi ΑΒ 
(ΓψίίΌν TO Ε-) Ο ΐ'Τον «ν«χο/ Τ8Τ5 Γ ,  ^ Τ8 Δ'

ΛΤΣΙΣ. Ε/ με) όξείη ετιξεΖξαι εόύεΐαν την ΤΑ % 
tdsv h  εΰει τοιησαι, vj εγεΐραι εκ τη μέσα της ^  χά. 
βίτον tvjv ΚΕ, τροσ ι̂ορίσζσαν τό σημεΐον Ε (4 ο a)· f/ 
i ’ «ν κατάγε μην τον εφεξής προσΰιορίάησετΦ τρόπον.

Ε“?« Α Γ = « , ^ Δ Β = 0 , ^ Α Β = 7 ι ^ AE=JC' 
«χ«ν B E = y  — χ ,  ^ ΓΕ^ι/'(««4-χχι (351)* ^ΔΕ 
;= 1/Χ β β + (γ — X)9) *- #λλ« v̂jTffTfiu είναι ΓΕ =  ΔΕ* 
«g« |/t«« 4- #c) =■  |/t0 0  *Kr— χ)9) * « *r/ τετρά.
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γωνιζομενων εχατέρα των μελών, £ των μεταξύ πρά-
„ , r y  — αα+&3
£ewy ί̂νψενκι/, αποφερεται χ — ^ —------=  4

~ 0) λ 4* β) , « , ,
γ — 4 ' ---------■ ■ ■------ εντεύθεν η κατασκευή γένη.

σεται τον άχόλαβον τρόπον.
Δια τα μέσα σημεία Λ- της ΑΒ ηχβω ΙΛ0  παράλ. 

ληλος τη Α Γ, ητις σνμ€χλ$Γ τη Δ Ζ παραϊληλφ τη 
ΑΒ κατά το' 0 , ^ εϊληφβω At = 4 y =  A A , Jt, AH
= 4  ( c t - 0) =  4 ΓΖ, « AO =4 (*+/3) =  4 (e— 0)
+  β =  0Η , % επεξευχβω vj 10 , ^ Ztx τα Η ηχθω τη 
ΙΟ παράλληλος η HE , ητις σνμ€αλεΐ τη ΑΒ κατά τό 
ξηταμενον σημεΐον Ε * ^ γάρ A l i ΑΟ : : ΛΗ ί Α Ε , 
τατ* h i \ γ  : 4 (α + β ) ι i 4 (β— 0) : ΑΕ * αρχ ΑΕ 
_ « · + 0 ) Χ * ( * - 0 ) _ β ( χ + β ) χ  0 — 0 )3  - - ■ -  »=-7 . ... ....

\ ύ  ύ

άλλα ΑΕ S  ΑΛ — ΑΕ =  4 y  — i
(α+/3)χ (λ— β)

r
ο

αρχ A E = y  * Ο Ε Π,
558. ΣΧΟΛΙΟΝ, Ύρίτον Ζε άπόΖειγμα τοιόνΖε 

εφεξής εχθησόμεθα̂  ο Ζώσει κχτιΖεΐν, όπως εμπερικλείει 
εξισωσεσι χχβολιχαΐς Ζυνησόμεβχ προβλήματα γεωμετρία 
«α, ^ οκως Ζιά διαφόρων προπαρχσκευων των εξισώσεων 
έξί<ςαι χαινάς Ιδιότητας άνχκαλίπτειν.

559· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Τ\ Τρίγωνα τα ΑΒΓ (χ .  
ίο) Ζοθεισων των τριών πλευρών, εΰρεΐν τα τμήματα 
Α Δ , Δ Γ , £ W  Tspeottv κάθετον ΒΔ,

ΛΤΕΙ2 . Ε τ*$η (349)ΒΔ24*ΓΔ2 = Β Ρ ,^ Α Δ 2 
4*ΒΔ, =ΑΒ% εάν ρηΰη BA=:t/, ^ Γ Δ = χ .  ^ ΒΓ 

^ A B s 0 , ^ Α Γ =  y ,  ^ 5/j Α Δ = Α Γ — ΓΔ
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~̂ 7~ Χ < >  χκοφέρχ/τχι δν'ω εξισώσεις * χχ-^-υυ — a«,
4 y y - ^ t y x + x x + w ^  ββ-

EVii e>6 XX ^ υυ ev εκατερφ εξισώσει ilivx συν· 
εργον εχεσιν  ̂ ij την μονάύχ, αφηρψ&ω η ΰευτέρζ απο 
Της κράτη$« ^ Bjj χαταλειφ&ησεται $ γ χ  —-γ γζ=  αχ

ΛΛ «« — 00 +  r r  «a — 0/3 ,
—  0 0 * οβίνχ 5 ; ------- -------- ** --------- - +

?y  2<yt #, v y . . t(*+0) (* H 3) ,i y , e  γρχφχι urcc ύυναμεθχχ — \  —------—— +  ?
7

EV τ»τφ «X to rtV« αΐτίχχ σαφές, ω$ «/$ £ii£f- 
cvj της x  εζχνχγχες ($2S) τετάρτψ λχ&ϊν άνχλογον 
Τροςτχςγ,  a + 0 ,  ^ χ —·0 , £ τχντης λα€ήτχς το 
ημισν̂  zpyjosuxt αντώ το \ γ , εϊτ ?ν 4 ΑΓ.

Α'ίλά γχρ εκ των atVccv εξισώσεων νολλχ ^ αλ- 
λα έξεςχι συναγχγεϊν $ άν ενιχ τοΐς κρωτσπειρών οφ·% 
βχλμοΓς υζοβαλεϊν ίχ  'όπως επωφελές αΜα Ιη ^ χνχγ- 
κχΤον ϊσμεν έσόμενον.

560. Α. Η' έξίοωοις χγχ —ύ υ  — «a— 0/3 ταυ- 
τον δυνατα*, δ ^  y  .(2^ — γ) =  (α 4-/3) * (« — 0) ■ 
ί’χ retires δί τ^ί ίξ/σώοίωί οαφές προϊεναι αναλογίαν 
ταάνδε γ : β 4*0:: « τ— 0; 3jj — y  όλα a^ -r-y o r^  
— (y -— χ ) * άρα αντί των ονμξολικών έκίεοιων amxa* 
τοτςαίίίοών τών αΰτα?ί »/ιφα<νομ£νων ftfo/ών« ί?α; ΑΓ: 
ΒΓ +  ΑΓ: :  Β Γ -—ΑΓίΓΔ — ΑΔ , owp τούτον ι?<ν «-
*ρ&ώς τώ άηοΙίΐχΗντι (500).

5 6 1 . Β'. Ε αν χέντρω μεν τώ Γ, Ιιαςήματι δ* τω ΒΓ τόξον /ραφ̂ ί τόΒΟ, ^«ττ/^υ^^ίίχορδ^ΒΟ, ?5βι ΒΔ* +  AOa s=BO*· άλά ΔΟ =  ΓΟ — Γ Δ = Β Γ  — ΓΔ =r α —- χ  · άρα ΒΟ* =: υυ-j- αα —t 2β^ -f· ενρψαι δί άνω-
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repta (439) Μ +  %Χ == αα * aPa Β° 4 == ζαα — **5ί 
=  20 ( α ^ ’ ηΗίοης δν άντί % τής avt$ δννάμεως--------------- , ηοριοίησξτχι BO1 — 2« (α

•ιγ
ββ —  αα —  γγ)  (2«y —  αχ —  yy +  £/3) a
—~ -------------  == 20 . , ------------------- =: —

ζγ 2y yX [β3 — (« — y)a] ,  aar — act — yy ~ —(a a — 2ay +  yy) := — (a —  y)4 * άλ’ ίχλ·?φί^?
« — y αντί μιας μόνης ηοοότητος% αποφερεται ββ —· (ο

r - y ) 1 =  (β +  a *«—y) OS-r-a^-y)* αρα ΒΟ3 = -y(/3 +  α —y) (/3 — a-f y)j orrfp Αβροχο» $0Μμίία 5icr . «rP o< ra ulnu BO’  =  ■ *- (a-}- # +  7 — ay) £e /?+yy-— 20) * fo<yap«v fav ra άίροιομα των τριών ηλενρών χ\η*
, β οax, ί?α/ ΒΟ* =  — (2κ— 2y) (a« = a o )  = 4  —

r  y(χ — y) (κ — α) · «λ’ eav άno ra Γ xdfotog άχίή τη ΟΒ 
η Γ Ι , ίςζι (496) h  up ορίογωνίω τριτώνω ΓΙΟ ή ανα
λογία Γ Ο : Ο Ι: :  Η ; ήμ. Ο Γ Ι« τ5τ εςιν α : £ ΒΟ : :  Η. „  „ . „  α ήμ. ΟΓΙ . 2α ήμ ΟΓΙ: ημ. ΟΓΙ * αρο I  Bp = .W i , ή Β 0 ;= ----Η Η4«* 0/μ.θΓΙ)4Λ, δη ΒΟ’  — "■■ · in δή τών δΰω δρνάμεωνΗ*
raBO1 dnopiperai — Ο/μ,ΟΓΙ)·1 =  — (κ— y)(x— α)’ 

Η* y
διαιρέσει δέ δια 4«# ^  αροει των παρονομαςών, εσεται 
αγ (ημ, ΟΓΙΥ  s= Η4 (χ —  y) ( * ’- » ) '  evuvSεν άρα
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αγ: (χ— y) (»·— β) : :  Η 1 : (ήμ. ΟΠ)* * οίεν εχπη- 
γάξει πανών άπλΰς εis $ήρενοιν γωνίας ήςινοοάν τριγώνα 
ενύυγράμμα, 5 ai τρεις tiiiovtat ηλενρχί' αμελείταιMTS ήμιφοίσματος των τριών κουρών άφκρήοίω „  (ίλη μετ' άλην εηατέρα των την (ηταμένην γωνίαν περιε* „  χχσών πλευρών * «te* εξίαοι δνω κατάλοιπα * <£̂ $· if „  γενέσίω ήδε ή αναλογία ; ro γινόμενον ύπό £υω πλευρών 
ν τών την (ητ*μενην γωνίαν ηεριεχκοών προς το ύπό των 
„$νω  καταλοίπων γινόμενον, ώς τό από 'της άητΐνος τε- 

τράγωνον προς τέτρατόν Τινα όρον» ός ε ςαι τό από τϊ ή- „  utrova τής ήμιοείας φταμένης γωνίας τετράγωνον
562 . Γ'« 3£’χ τής εξιοώοεως υυ χ χ  =  αα άττακ- 

φέρεται t>υ ~  a a *— χ χ ζ ζ  (a -f (α *— χ)  * «ντί άρα 
τα % άντεκαταςάοης τής αυτά δννάμεως προχνφει νυ =,  αα — ββ 4· yy ν ββ — as — yy
(β + ------------------ ) ( a - { - ------- ---------- ) -ay 2y^aey*f* ββ Ί-yy — 5/3̂  ^ f  a«y -=» e« *— γγ^,ββ^
'  .) x -----------~3ay 2 y
_  ^ (a -h y)* —  β β  ̂ x  ^ g £  —  (a —  y)* _

2y 2y
(a +  y-H/3) (2 + y  —  £ )  _  (£ -}-« —-y) x  (/3 — at-fy)

■■ 1 X r 1 1 · 1 , r ■! Ill J·ay 2 y
«pa 4yynt> =  (a +  y +  £) (a +  y — β) (£ -fct — y) (/5 —  ®4*y)» 7 4 yy«y =  (β + ^ + y ;  ( a + £ + y  —  2/J) (a+/34-y — 2y) (e +  ̂ -i-y — 2a) · τεΗντος h  2»=; ® + £+ y* εξομεν 4yyuv =  2»* (2k— 2/3) (3#*--2y) (2« — 2a), ή Χγγυυ =  1 6 x * (a — a) (x —-/3) (x — y) · 
haipeoei if  ita 16  κ, αναγωγή,  λ, εξαγωγή τής τετρχ-
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γωνιχής ρί{ης, προέρχεται—  — l / t * ' (* — «) («—β )  

/ ^
,  „  , r> Α Γ  X ΒΔ ,  , ,(« — * )]· βλα —, 5=--------- ί £S'V̂  επιφάνεια tttν 3 3fpiyoive ΑΒΓ * άρα „Ύρΐγώ*α παντός, eM ion a t al τρεις „  πλενραί, <V ftlpfÂ  ή «Ηφάν«α, τδ iy/i/efpo/ff/iaroi τώ* „  πλευρών άφαφίτεο» άλην μετ' άλην εκάςην τών τριών „  πλευρών, Λ, ηολαηλαοιαςέο» τά κατάλοιπα in άληλά „ r e , λ, «»ι ro ήμιάΟροίομα, τδ ie ροΌμέιβ εξακτεα» ρί· „  f’av fjJj/ τετραγώνειον. Μ

563 . Δ'. Ε χ f^s φοώ«ω$ 2y;$/—-yysreft— /3£ 
itpiiftei ββ — αα+γγ— ay# (#. 2 i) ‘ «βκ μέντοι ή ««Af
ros fxto's rijs βάαεως πίπτρ, ευρείείη άν, τηρημένων τών 
αυτών ονομάτων , w + j ^ s e a ,  ^  ββ =  υυ +  yy ++  ##* <7 y«p ΑΔ, ro τφ<> βσβ y —■ Is* r«m y4-8* ϋκίί* άφαιρε6είοης τής πρώτης ε̂ξιαώοεως άπο τής if ο* 
repast πρόειοι yy 4* *γχ — β β — «α» ή y (y 4 *2*) =  (/3-f-e) X (β — a)* <?$f* γ : β ή * α : : β — « :y 4 'aJ8‘ άλα y«f· 2# =  X  Ή y +  % =  ΓΔ 4- ΑΔ · άρα % Α Γ : ΑΒ +  ΒΓ : :  ΑΒ— ΒΓ : ΓΔ +  Α Δ , S $  εν ταυ τι; τρ nepi» 
πτώοει i f Ixvvot την ηαίολικότητα τής άτιοδειχίείοης προτά* 
οιως C$°o').

§ 64. Ε'. Ε’χ τής αυτής εξιοώοεως yy *y* 2y# =  /3/3 — αα «poxjJnrf/ /3# 3= βα 4* yy 4" 2y# ■ ταντην $v Την Οζί- 
οωοιν παρχτιίεμένοις προς τήν ββ — αα ·\·γγ—  ay# , τήν 
επίτδ 2ο χήματος, κατάδηλον, 6τι το άπο τής ύποτεινέοης 
την οξεϊαν γωνίαν Γ  πλευράς ΑΒ τετράγωνον ββ ελαττόν 
έξι τ5 α$ροίοματος αα 4* yy των άπο τών περιεχαοών τήν 
όξεΐαν γωνίαν τετραγώνων τιρ ay#* τΰναντίον i f  το άπο
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τής νποτεηβοης την άμβΚεϊαν γωνίαν (%. 2 1) πλευράς ΑΒ 
τετράγωνον ββ δύναται αα +· f f  4* *Υ%» tir  h i  μεΐ&ν 
h t r i  είρημένα θροίσματος ty  airy ποσότητι 2γχ* t κά
τι pa δε ταντα, ήμϊν μεν ε> ty Γεωμετρία άρρητα l·/f vm- 
to ‘ τώ £  E vxlfiiy  το με* πρώτον ή ΙΓ'. το δε όεύτερον 
ή 1Β . χχταρι9μΰντοα τώ» r i δεύτερα βιβλία προτάσεων.$6$. f .  ΑΙ δύω εξισώσεις ββ =? αγ ·\-γγ—  2γχ  
kj β β ^  β*+ γγ +  2γ% δεικνΰσι τψ τών λάστιχών προς 
τάς υπαρκτικάs ποσότητας εναντιότητα * εάν μεν γάρ (%. 
2 0 , 2 ι)  ή χάίετος ΒΔ ini της βασεως vinry τΖ τριγώνα, 
τϋ τμήμα ΓΔ πρός δεξιάν κεϊται της χχϋτα * ΐχν δ' fxroi, 
πρός άριςεράν * βλ' εν ταΐς δυοίν εξισώσεσιν ό όρος 2 γχ 
'εχει άληίώς ςρμΤολα εναντία * άρα τάνάντίογ,  οποίοι αν 
thv οί λογισμοί ini Αατε'ρα τών δνω τριγώνων % εξομεν τα βνμΡαίνοντα rats άναλόγοις ηεριπτώοεοι Φανεράt anoyiμον
ή ς  σύμβολα εναντία τοίς εναηίως εχααι Αεσεως μέρεοιν 
επί τής αύτής ενίιίας ■ «λ’ «τι τών ήδη είρημένων (5 6 *» 5 0 *)' τό ΓΔ τμήμα άδεμίαν ϊ%ει χώραν' Οί δύω άρα 
πανόνες εκείνοι xaSoXa εηαληίενασι π αντί εϋνγράμμα τρί
γωνα ειδει.

5 ^ ·  ΣΧΟΛΙΟΝ» Καίτε ρ εν γίνει τοσάτφ ραίο* τά γεωμετρικά προβλήματα εν εξισώσεσι περικλείονται,  
0σφ περ' άν πλείας ίσμεν Ιδιότητας τών γραμμών' επεΰ 
περ εμπης αϊτός ό συμβολικός λογισμός άνιχνεόει τάς 
ιδιότητας τάυτας,  ών επιδεόμεδα προτάσεων,, λίαν εΐσίν 
ολιγάριθμοι. Τα γάρ ,,οτι τών όμοιων τριγώνων αί ομό
λογοι πλευρά) ανάλογη εχνσι“  καί ,,το από τής υπο- 
τεηάσης τψ  ορθήν γωνίαν τετράγωνο» ίσον εςϊ τοίς από 
τών περιεχησών τψ όρθψ γωνίαν τετραγώνοις κρηπίς 
ταυτα νφίςηκε τής τ ί  συμβολική λογισμέ τή Γεωμετρίφ
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πράσεφαρμόσεως* Α*λλά κατά την διάφορον φυσιν των 
ζητημάτων, έξέςαι διαφόρως χρησασθαι τάυταις ταίς 
προτάσεσιν · i  ty μεν ράςη η χρησις των αναλογίων εν 
Φφ άρτι διαληφθέντι προβλψατΓ έξης δε, ων επορισά- 
μέθα προς λογισμόν της γωνίας δ/ά των τριών πλευρών, 
$  *??* Χ °$$ζ (%* 2°) Β0 '&* τ5 γραφεντος τόξα ΒΟ, 
£  τ« της όπο ΟΓΙ ycov/ies ημίτονα, άυτίκα Ευχερής ε 
ήτιεικως προσεπιπτεν η κατασκευή * iiVi δε ^ «Μλτ -τρβ. 
βλήματα, εφ οϊς, είτε ευθείας προαγαγεΐν όεοι, ες τ' 
άν άλλαις συμβάλωσι, είτε παραλλφλας προς ετερας, η 
γωνίαν ΰείομένην μεθ' ετε̂ ων ποιάσας, dvo/ερώς τα της 
κατασκευής επιτηδεύεται * συνελόντι δ’ είπείν ύ την τυχν- 
σαν απαιτεί αγχίνονάν 4, κρίσιν εν τη αίρεσει των κατα- 
σκευαςικων μέσων ή τε συμβολικά λογισμα τη Τεωμε- 
τρία προσοικείωσις* ετεί δε της κρίσεω; τάυτης διά της
χρησεως εγκραΦείς γινόμεθα, φερε παντοίοις άλλοις ΰπο. 
δείγμάσι τπς την άνάλυσιν μελετώντας Ιγγυμνάσωμεν.

56?. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'. AVc σημεία τ« Λ (%. 22), 
8 δεδοταί η Άεσις ως προς τάς ε̂ 'θεάς ΗΔ, Δΐ, περί - 
εχπσας γωνίαν δεδομε'νην τψ υπο ΗΔΙ, ευθείαν γραμ
μήν άγαγεΐν, όπως το συνιςάμενον τρίγωνον Ε Δ ®, ‘ίσον 
η τφ δώέντι τετραγωνω γ γ .

ΛΤΣΙΣ. Ε'κ τ ϊ  Α ηχθω τη ΔΗ παράλληλος η ΑΒ, 
^ η ΑΓ εςάάω κάθετος τη ΔΘ προαχθείση, $  εκ tS E , 
καθ' ο η ΑΕ0 συναντά τη ΔΗ κατηχθω κάθετος η ΚΖ *

γνωςων «y γενομένων των Ε Ζ , Δ 0 , εςαι
ΕΖ . ΔΘ

2

ΕΔΘ — γ γ  * δν} εςω Δ© η  χ * την δε Ε Ζ σκεπτεον, 
εΐ άρα δίορίσχι όυνχίμ&θα, είτε διά της χ ,  είτε did των
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έν τφ τροβλήματι δεδομένων4 έπεJ δε γνωςη έςιν ή £s- 
cn τα Α σημεία, έχληπτίον ως γνωςόν τό ά/τόςημα ΒΔ, 
δ/ a δ/£ίΤ<ν >) ταρα/λ^λβί ΑΒ, ^ δη ^ τβ τβ Α άττο 
της ΔΘ προεχβληθείσης άπόςημχ ΑΓ. Tstyapav χλη. 
fljjrco ΒA ζζ α , ^ ΑΓ =  β * εχ far hv τ«ν op/coy τ ί̂* 
(j/ωνων ΑΒ0 , ΕΔΘ αποφέρετχι Β0 : ΔΘ : :  Α0 :Ε 0  * 
εχ δε των όμοιων *1 αυτων τρίγωνων ΑΓΘ, Ε Ζ ®  ir(j3«. 
σ/ν ΑΘ : £ ® : : Α Γ : ΕΖ * άρχ Β0  : Δ© : :  Α Γ : ΕΖ ,

τατ έςιν X 4* χ  : χ  : :  β : ΕΖ =  4 ε’τεί δε ζητεί·
* +  Χ

ΔΘ
rit είνα* ΕΔΘ =: γ γ , ifsv νπχρχεη ΕΖ X — · =:

' β χ  „  X  * .τ β χ χ
— —  χ  — -  rr<> * *  w — :—  = r r *  *ί̂  « ? * ·α ^  χ a 2α +  2χ
νισμω τα πχρονομχςα̂  βχχ=: 2 α γγ  4* αγγχ .

Ταυτν.ς δε της εξίσωσεccs έπιλυθεϊσης κατά τας xx*
νόνας των δευτεροβαθμίων προβλημάτων (453 χτ·Υ

 ̂< ». > r r  . s,V * , ^ γ γέρχονται δυω όυναμεις χ  =  —  ±  * / ( * -  4· ~ρτ~)ο
β ββ β

ών άχρηςος ενταύθα η τό — έχασα.Ε/ί δε χατατχενην τβ μετηνεχδω η<y <V(y
εκθεσις sis τον εφεξής τόπον χ  =  —  +  | / [ ( -^ · +  2

2 α) . rara τεδεντύί ηχδω α^αντβί ενβεΓα (j%. 
β

23) η Π5  9 αποτινος αυΤηζ σημεία τα Γ ε«β<$ω χαδε- 
τβί η ΑΓ τζ β , ^ ε/λη̂ βων ε’ττί των ΓΑ ^ ΓΠ α» εν* 
θεΓα< ΓΟ, ΓΜ Ιση έχατερα τη τα δοθέντος τετράγωνά 
πλευρά γ , ^ επιξευχδείσης Της AJS1 ηχθω παρ αυτήν
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δ>ά τ» τημείχ θταρχ>ληλοςν\ ON, ητις διορίσει rijy ΓΝ
tycy t

Ζίναμΐντη-— ·> ε'ίγετων τρίγωνων ΑΓΜ , ΟΓΝ ομοί.
βων όηων , h tv ΑΓ ί ΟΓ i ί ΓΜ : ΓΝ, ε<τ ην β : γ

γ  i ΓΝ =  —  * τοιγαρην η δυνχμίς 1 2 χ  άνο€χίν& 
β

χ =  Γ Ν -Γ |/ [(Γ Ν + 2 « )χ Γ Ν ]· αλΑζ|/Ί:(ΓΝ-{- 
2 λ) X ΓΝ] εμφαίνει, ως δν)Αον, μέαην άνάλογον προς 
τάς ΓΝ ^ ΓΝ +23* «δεν ην λείπεται αΜο, η Siopitrat 
ταυτψ την μεΐΤψ avaAoyoy , $  ταυτην προ&εΐνχι τ?ΓΝ* 
προς δε' τ«το, εν) της ΝΓ προχχύείσης ε/λ^9ω ΓΗ =  
2 β, ^ ετ) της ΝΗ γεγράφΰω ημικύκλιον το NTS &νμ. 
€α?λον τη ΓΑ εκβληΰείϊη κατά το Τ , £ η NT χορδή 
μετηνέχβω εκ τ» Ν ετί το Π* ixiv εςαι ΓΠ δυνχμις fa 
X ‘ κχ) γάρ NT &  μείη ανάλογος των Ν Γ , Ν3  
( ί 22)» εϊτ* *ν των ΓΝ #«ΙΓΝ-Μ λ* άρα NT, ή 
ΠΝ =  Ι/£(Γ Ν 4γ2 λ )Χ Γ Ν ]·  α > Γ Π = Γ Ν  +  ΠΝ 
=  ΓΝ 4" 1/^ ί(  Γ Ν + 2 ίί)  χ ΓΝ ] =  % “ τοιγΛρην μετ· 
ενεγκόντες την ΓΠ εκ τη (%. 22.) Δ iV j το' © , $  ευ. 
ράντες το σν,μείον ©, δ/ αυτή έ, ί>β τ5 Α άγάγοντες tvj'v Α®, εξομεν το τρίγωνον Ε Δ ®  =  γ γ .  ΟΕΏ.

503. 2  ΧΟΛ ΙΟΝ Α\ Βαλομένοις δε εΐδενα/, δ δν«

νατού δεΰrepoς τνηος τα χ ,  tat

W //| / ΐ ( -----f*2cO  — οημιιωτίον , ο π μη διορίσαντες, ε ί
>3 /3περί τ^ί tlrro ΕΔΘ ywy/oti fro γίνοιτο,  ̂ περί r̂ >εχε/w? iVjjj Ε'ΔΘ1 r»?? vno tiav αυτών ειίειών Θ Δ , ΕΔ Αροα£0ε;σών περιεγ,ομένης (99) » 9 δεοΓερα ««/Atwp δ<«- 

Κερχνεΐ τα χύτη eni της Ε'ΔΘ1 γωνίας, ά]^ h i  της
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ΕΔΘ ή πρώτη * κ, γχρ χληΜσης χ  τής ΔΘ1, ^  Των αέ- 
των ονομάτων τηρη9εντων, enet τά Tpt'ywvx ΑΒΘ',
&or τχς ΑΒ, ΔΕ* ηχρχλή\Ης, eloiv ομοιχ ( 13 5 * 99» 2 «8)* 
προερχετχι ΒΘ: ΔΘι : :  ΑΘ*: ΘΕΤ ^  χχτχγομίνης τής χχ- 
ίέτϋ Ε'Ζ’ τχ ομοιχ τρίγωνχ ΑΓΘ*, Ε ^ 'Θ 1 SicUctv ΑΘ1: 
Θ*ΕΓ:: ΑΓ: ζ»Ε» * άρχ ΒΘ1: ΔΘ1::  ΑΓ: Ζ'Ε1, τητ I-

«τιν, χ — χ  : χ ::  β : ZfE‘ =  ------* end 5» {ητείται eU
» · «—*

*χί ΘΈ'Δ =  yy* αρ* άνχγχη ιιπάρχειν β χ  X------- X —  —
α — χ  2

77 ' oitv βχχ  =  2X77 —  *77%s επομένως χ  =
— yy y4 2iiyy
------ j t  {/(***" +  — ) ουνάμεις ^  nxpx τοσά-

β  β β  β
τον των ΐν τή προτίρχ περιπτώοα ίκνηνοχυΐχι, οσον έχει- 
νχι avfiierx σύαβολχ των χχτχ τχύτχς εχεοι * xxl Ye etxo- 
rw>* ή 7Χο χ  ποΦΪτης ex τών άντιζέτων (ΐληπτχι μερών · 
ν.τινή χυτή εμπεδωσ:* τά τχς "Κειπτιχάς των ποσοτήτων 
xxr ewoictv avuierov ΚχμΖχνε&χι ταίς νπχρχτιχχΐς (565).

Η' ήέ 7# άπαδοίεΐσχ tni τής προτέρχς πεοιπτώσεως 
ψ.χτχσχενή ενχρηςος χάντχϋίχ , el μόϊον ή NT. {%. 33) 
ex τη Ν enl το Κ προς tx eni το Η μετενεχίεϊη· »τω 
Υχρ ή exelft sex ΓΠ τη χ  δύναμις evravfa εσετχι ΓΚ* 
ή γάρ δϋνχμις τά χ , ή rxvtp rtj περιπτώαει οννά%ΜΧ> f?» 

yr . . 7 s 2X77 * 77
X — —’ ~  +  \ /  ( rn r  — — ) ♦ *i X — —- +

β β β
*ΫΥ YV|/[( ----l* 2*) x  - j - ] ,  r i* ‘ 9‘ x  =  ~  ΓΝ -f

l / l  c ΓΝ 4- 3a) χ  FN] · enei Sv NT — l /X (  ΓΝ+. xa) 
X ΓΝ ], ίξομεν χ  =  — ΓΝ +  NT =  — ΓΝ +  ΝΚ 
=  ΓΚ* τοΐ7χρά ν την ΓΚ ex tn ά ( χ. ax ) er.i τό Θ*



Δ ΙΑ  TO T 2 T M S. Λ Ο Γ . 49
μετενεγκόντες, ^  ί* μ  Α ί;« r« ίτως όρι&ένεος οημεία 
Θ* άγ άγοντες την ΑΘ'Ε*, εξομεν το τρίγωνον ©‘ΔΕ1 tow 
τω τετραγώνω ΥΥ' ^  δή <*$**} δεύτερα ύηάρχει τ£ προ
θήματος έπίλυοις,

569* 2 Χ0 ΛΙ0 Ν Β'. Εαν δε νποΐείρ to οημεΐον 
A κείμενον ενερίεν τής ενΜας B0  (%. a 4)» ή ηοοότης β, 
e!t’ «* ή ενίεϊα Α Γ  εοεται λειητική, ^  δή έκατέρα των

δνω προτέρων δυνάμεων τής % έςαι % — —  “  - ί .

l/C ββ

aeyy . γγ , ,  υυ
— τ ± ^ < — » )

77χ  ---- ] , evict κατάδηλον, δτι τδ πρόθημα αδύνατον είη,
β

W S« a  β — ι'πάρχοι * έηεΐ τηνικαϋτα ή ύπόρρφς ποβά-

της ίςαι λεκτική, tS jg β/ δυνάμεις ανύπαρκτοι (Συμ, 
Αογ. 175)* Mw Μ?* ffpii ftf* γωνίαν Η ΔΙ, 
τιροί μέντοι την αντρ ίοην Ε*ΔΘ* βφορωοι, διττώς αν έ- 
πιλνίείη το πρόβλημα * tori δε ως άν γένοιτο, καταοκευα·

ζέον ΐάς δύω δυνάμεις % =; —»«=> £  μ / (  (— —  2» )  χ

yy #-  ) xara toy ίφίξή? τρόπον4 όρι&είοης, ως ανωτέρω,τής 
β

γν
δννάμεως ΓΝ τη — , εΐλήφίω (%. 2 5 )  ΝΕ =* i a , xai

fn αυτής ημικύκλιο γραφεντός τη N T S, ήχ9ω άητομένη 
αυτί ή Γ Τ , Κ) μετηνέ%9ω ή ΓΤ  έ* τη Γ  έηΐ το Π ηρός 
το Ν ,  ft, irpof r άντ/ίίτβ «χ τ ί Γ trr* τό Κ · δη ΝΠ, 

Τομ. Γ'. D
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it, ΝΚ εσονταϊ δύω δυνάμεις τής %, α'Ι μητηνέχ$ωοαν 
(χ . 24Ί εχ τη Δ  ini το Θ ^  ε κ τη Δ  ini το Θ?, χ, ex 
tit Α διά τών σημείων Θ , Θ* ήχ^ωοαν at εν^εΐαι ΕΘ, 
Ε ’Θί * εςαι ηρ έχάτερον των ΕΔΘ , Ε'ΔΘ' τριγώνων ίαον 
τώ τετραγώνω γγ. Οhi i f  ui ΝΠ, ΝΚ (%. 25) eloivai 
δύω δυνάμεις τής %, εντευΰεν δήλον· ή γάρ ΓΤ  (45 3) 
μι οι} 5 οα ανάλογος των ΓΝ , ΓΞ ε ςιν — ( / (Γ Ξ Χ Γ Ν ), 
ή (τι&εμενων αντί τών γραμμών των χατ αύτάς δυνάμε-

γ γ  γγ
«Ο  Γ Τ , η ΓΠ , ή Γ Κ =  ! / ' [ ( -  —  2K )X  j y  «-

ρα ΝΠ =  ΓΝ — ΓΠ
ή  , η
--------I/C C -J------ ία ) χ

γ γ  γ γ  γ γ
—  1, 4 N K = r s  + rn =  —  + 1/ U - J  -

γ γ  *

2β) X ]* αλ’ αί δύω αυται ποσότητες αί αυται εlot

ταΐς τη χ  δυνάμιαι μετ' αντιθέτων συμβόλων' άρα μετε- 
νεγβεΐοαι εχ τη Δ  προς το Θ (χ. 24) εοονται αί δυνά
μεις τη χ .

570. ΣΧΟΛΙΟΝ Γ'. Κ* δε τό A  (S'. 26) εν αυ
τή nioito τή νηο ΗΔί γωνία, τηνιχαΰτα ΒΔ ηιητύαης 
ini τ' αντίθετα χοΐς εξ αρχής, τό μεν α λειητικον, αί δε

αρχιχαί δυνάμεις τη χ  γενοιντ άν χ  = H
ββ

ααγγ % t ,
---------* ) , αϊτινες είαΐν αί αύταί (μετ' εναντίων ουμξό·

β
λων) αΤς ηρο μιχρπ ηατεσηενασαμεν οαφες πν τηνιχαΰτα, 
on δεϊ τα τής χαταοχευής μετελ$ειν ώς χάπι (χ. 25) , 
aha μετινεγχεκ τάς τη 'χ δυνάμεις ΝΠ, χ, ΝΚ εχ τΐ Δ
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προς to I  ( χ .  a6)* ο$εν αναφύονται τά hvtu Τρίγωνα Δ Ε Θ , ΔΕ*Θ* ίχάτερον όμολογάν ιώ (ητήματι.57 »· SXO A IO N  Δ'· Ε« he fo βημεΐον (χ , 2 ?) A 
χέοιτο, ενερ9εν μεντής Β Δ ,^  αυτή μεντοι τρ γωνία ΒΔΕ1, 
τtjmavra ήτε α ^  ή β εοονται λειπτικα'ι * ο&εν έοετχι %

« - —  +  { / ( 4 τ- +
0 ν ββ

αχγγ
~ Ί Γ

) , «(f/Wi «« ««at/3fV fi<?/ (rS ffD.ufoXe μο'ν« διαμαχομένα) δννάμεις, άςηρο 
μικρά ύπερ τής χ  έ&ηρενοάμε»α* κατασνενα&ήοεται apt 
Kj ivrxvSx to πρόθημα ωοπερ d, enl (%. a a)* dj δή ή 
μεν ΓΚ f gat δύναμις τά 5ζ νπαρκMi}» j? hi ΓΠ ί^ μ / #  atira λειπηχή * κακείνη μεν μετενεγ^οεται εη τά Δ  επί 
το Θ προς to Β , αν τη i i  τάναντίον en τά Δ  e/rJ το 0 ’« 

5 7 »· SH M E FilSIS . ΤΙαρηγάγομεν ενταύθα τάς 
παντοίας τν,ς ε'πιλνοεως ταύτης περιπτώσεις̂  ha δείξωμεν, 
όπως τχντας πάπας μία μόνη έξίαωαις περιλαμβάνει,  η, 
όπως διά μόνης μεταλλαγής των ουμ&λων αναπαλύπτον  ̂rs», d, όπως at ivavtiai των γραμμών biceis εναντίοις 
διαοημαίνονται τοΐς ΰυμΖόλοις,  dj τ άνάπαλιν' λείηεΐχι 
ίτι evheΐζχι ένίας τής αντής έπιλύοεως χρήσεις·573· ΠΡΟΒΛΗΜ Α Ε'. Σημεία hob εντός rat A 
(%. 28) κείμενα εντός ή εκτός τρίγωνα δεδομένα τά Δ Η Ι. 
an αυτά εΰ&εϊχν άγαγείν την Α Ζ « οττωί hixtop τό τρί
γωνον εις itito μερίδας Δ Ε Ζ  , Ε Ζ ΙΗ , αί εϊεν προς όλη- 
λας εν λόγω εγνωσμένη μ:ν·A T 2 IS . T5i« ή επίλνοις τρ τά προτέρα εμηεριλαμ- 
ξάνεται * έπεί γαρ he hot at μεν to τρίγωνον Δ Η Ι , εγνω- 
5α; ie ποςημόριον μ Δ Η Ι οφείλει εϊνχι τό τρίγωνον ΔΕΖ* 
εάν (ητη$ρ τέταρτος όρος ταύτης τής αναλογίας μ 4*ν :

D 2
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μ : 1 ΔΗΙ, το τρίγωνον ΔΕΖ * άΑ« δυνατόν
άίί εύρεΐν τετράγωνον γγ ιαον ταντρ τ?, έηιφανεία (362) , 
το ξήτημα άρα εις τΰτο q m , αγαγεΐν άμελει από τά οη. 
με in A ευθείαν την AfiZ, όπως μετά των δίω πλευρών 
ΔΗ , ΔΙ nepitχη τρίγωνον το ΔΕΖ ίοον τψ τετραγώνω 
γ/ t  rst εςπ ανάγεται εις το ηρότερον πρόβλημα (567).

574' ΙΙΟΡΠΕΜΑ. Αήλον ετι9 ότι (is το αυτό πρό
βλημα ανάγεται % το, niv χήμα εΰθνγραμμον τεμεΐν δΐ 
ευθείας 9 βχθείοης «φ* etivooSv οημεία (χ. 29; τ5 A, tig 
δύω τμήματα ΒΓΖΕ, ΕΖΔΗΚ, & εχοιεν ηρός άληλα τον 
δοθεντα λόγον' γνιαςδ γάρ οντος τά χήματος ΒΓΔΗΚ, 
γινώοηονται nieat αντί <χί γωνίαι vy at πλευράι * εύμαρώς 
άρα γνω&τρεται. το τρίγωνον ΒΑΓ τό περιεχόμενον υπό 
δύω πλευρών ηροεηξεξλημένων των ΚΒ, ΔΓ , εηε'ι γινώ- 
οηεται ήτε πλευρά ΒΓ , δύω γωνίαι ΛΒΓ, ΛΓΒ άνα- 
πληρώματα των δνω γνωςών γωνιών ΓΒΚ, κ, ΒΓΖ· «χίν 
ως γνωςόν ’εκληητέο* τό τρίγωνον ΛΒΓ* έπεί δετό ΕΒΓΖ 
Set εΐναι μέροs διωριομενον τής όλης επιφάνειας, ^  at;* 
τό ώοαύτως γινώοηεται* τό ζήτημα άρα ανάγεται εις το, 
αγαγεΐν εύθεΐαν την ΑΕΖ, ήτις εν τρ γωνία ΚΛΔ τρίγω
νον αυνίςησιν ίοον τω δο$έντι τετράγωνοι * τέλος δ1 εντεύ
θεν άντις ουνίδοι, όπως τό χήμα τόδε είς πλείω διελοι 
τμήματα, ών οI λόγοι εΐεν δεδομένοι.

575* 2ΧΟΛΙΟΝ. E’cty π οντότητες δεδομεναι9 εϊσ&- 
σαι εις τήν τρός επίλυσιν τΐί προβλήματος χρησιμευόταν 
εξίσωσιν ̂  τοιαίδε άσιν 9 ώςε μεταβαλλόμενων των κατ' 
αύτάς συμβόλων τήν εζίσωσιν μηδεμίαν νφιςα&αι άλλ.οίω- 
σιν * η μεταβαλλόμενης της δέσεως τήί γραμμής , η των 
γραμμών των ζηταμένων εν τώ %ήματι9 μίτε την Ζτίσιν 
μήτε τό μίγώος τρέπε&αι των δοΟεισών είβειών, τηνι-
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καυτα εν ταΐς διαφόροις τη χ  δυναμεσιν, εΐ πο)λαϊ εϊεν 
εν τη εξισώσει, ευρεθησετat αεί μία, vjf/i ευετηβόλως ε
πιλύσει τό πρόβλημα εν περιπτωσει, ην εμφαίνει η μετα
βολή * trees εν τφ άρτίως ημΤν επιλυθεντι νροβληματι 
(56 7) Ρι'Λ τ® ν δυνάμεων τδ χ  επελυεν ευθυβόλως το 
πρόβλημα της ευθείας α Ε ®  εμπιπτόσης εις την γωνίαν 
ΗΔΙ * άλλ έίδομεν χμα ως ή Δευτέρα δυναμις τδ χ  i t .  
ελνε το πρόβλημα όκετι εν τη γωνίμ ΗΔΙ, αλλ’ εν 
τη κατά κορυφήν χντη Ζ* Δ Ε* * ο δεγε τύτα λόγος, 
οτι εφ εκχςης περιπτάσεως, τχς χυτζς ε!ς χρησιν έχον
τας ποσότητας, ^ τός χυτός εις εχτελεσιν λογισμός, 
$!ς την αυτήν επάνχγκες καταντησαι εξίσωσίν, ητις ηη 
ίςιν όπως «χί τχς αιτάς παρεξεται επιλύσεις.

$76. ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 . EVi της φοράς Της δδΘεΑ 
σης ευθείας ΑΒ σημεΐον ευρεΐν το Γ (&, 3° )  ο όπως 
τό αυτό από τη Α άπόςημα μέσον η ανάλογον προς τό 
αυτά από τδ Β απόςημα, την ολην ευθείαν ΑΒ.

ATSIS. ν'η&ητω α η δοθεΤσα ευθεία Α Β , ^ χ  το 
ξητψενοΥ άπόςημα ΑΓ ■ hkhv ΒΓ =  β— χ ’ £  επε) ζη
τείται είναι ΑΒ i ΑΓ :: ΑΓ : ΓΒ* εϊτ Ιν a : χ  :i χ ί 
a — χ  * αρα χ χ ~  αχ —  αχ% η χ χ  -f α%~ αα, εξίσωσις 
δευτεροβάθμιος, ητις επιλνθεΐσχ δίδω σι χ  — — i « zfc. 
|/ ' i f  αα + ax').

Εις όν κατασκευήν της πρώτης δυνάμεως χ ——  ̂
α-\·]/Χ^αχ +  αχ) ανάγκη επιςησαι τφ σημείφ Β την 
κάθετον ΒΔ =  -̂ «* ^ επιξευχθείσης της Α Δ , εςαι ΑΔ 
=  ΐ/(ΒΔ *  +Α Β 2) =3 ι / Ι ϊ  αα 4* αχ) · λείπετat τοίνον 
αφελείν τ αυτής της ευθείας την ποσότητα \ α ,  ο δη τε* 
λειται μεταφερομενης της ΔΒ εκ τη Δ επί τό Ο * τηνι. 
καυτα όν AQ δυναται χχ +  αχ) ~ ? α ,  τητ εςιν
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ίση εσεται τω χ  · μετενεχθε/αν;ς άρα τν,ς ΑΟ εκ Τΰ A 
εν) το Γ τρτς το Β , το' σψεϊον Γ, ε<ρ η τεΧεντα  ̂ εσεται 
το ξητπμενον.

ΊΙερ) δε τ%ς Δευτέρας δυνάμεας τα χ ,  είτ εν — I 
a <—■ l/ (a  αα +  **) * έαν μετενεχδί} ΒΔ εκ τ« Δ  εττ; 
το Οτ εν) τί)5 ΑΔ δεήτ̂ ς ΑΟ1 τψικαΖτα δΐ/ν τ̂ε* 
τα/ * αΛ-]/Λ\αα.Α'(εα) * ετεί α^α vf δνναμ<ς τ« χ  vj αν. 
tjj ε’ς/ oroTor̂ s ^εω^μενν) λε/οττ/κως, μετ^νεχδω ΑΟ' 
εκ τ£ A fV< το Γ* έτ} τν,ε ΑΒ τροαχίεισης έν) τα αν- 
τ/θετα τοίς τροτέροις- £ δν; εΐρεβήτετat δεύτερον σν,μεΐ. 
ον Γ ,  ως είναι τά,ν ΓΆ  τ ο  ΓΒ, Αβ μέσνμ άν άλογον.

577. 2ΧΟΛΙΟΝ. Tst/ δε το' πρόβλημα νεριλαμ. 
«άνει % rtjv t ŝ ειδε/ας κατ’ ακρον ^ με<τον λο-yov τομήν* 
κτως ij ι̂ δν) άττοδεδομεν̂  κατατκενν} τάυτόν τως δννατα; 
τί* αίτοδοδε/'Τ'/} (335)* “ λλα καταφανές 0 ως ο μεν 
Σνμ£ολ/κο'ς ίνολογισμός άγει εις εΖςεσιν ταίτνμ τνς κα- 
τασχειϊ,ς' vj δε Γεωμετβ/α ντοτ/ίηιτ/ν £δν| εν^μεν^ν αν. 
τνν , ^ μόνον εμπεδοί αντί̂ ς τν*'ν άλχύειαν.578. 2 Η Μ Ε ΙΩ 2 ΙΣ . Μ/κ^'ν ενις^σασι τ£, vj'y νε~ 
(ΐενατήσαμεν  ̂ όδω ε’ν τοΓς τροεκτεθείτ/ orροβλήμασι δψ 
λ  ον αντ/κα, οτι «εί μ/αν ως «7*“^  εζέλά&μεν ενδε/αν, 
ί)Τ/ς αττα£ <yvtoc#8f<ra ντ^ρετ^εν ν̂ μίν ε/ςεΙ'ρείΤ/ν άιτασων 
7 0  άλλων, τν*ρκ'<Γ«<Γ/ν ακρ/€ω$ τας τ« τροδλνίματος «ε- 
<τε/ς ’ TrfTi δη ^ νρακτςον αείποτε είναι φαμέν' αλλά 
γάρ Τήρψέον >ί, τοδε * είσ'ϊ γάρ νολλάκις ενβεΓα/, ών ε. 
κ::ςν; γνω&εΐσα. £χ ηττον διορίσειεν ανάσας τάς «Μας 
άλλ' εν ταίταις έςι καί τις, ή' τολιί σννδετωτερας τας 
εξισάσεις απεργάζεται * ε/ς »ν αίοετ/ν της ευμαρέςερον 
fV; το τέλος άν άγαγίσ^ς ευθείας τιβεμεν ε’ντανδα T&V 
δε τόν κανόνα.
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579· «Ε1 αν μεταξύ των ευθειών,  q των itoCOtsj.  ,,των ,  wy ώί «yvwsos έκληφθεϊσα εκάςη δυναται επίσης 
99<τψ€χλεΐν ε!ς διορισμόν άπατων των άλλων,  ευρεθωσι „Swo το'ν atlroy τρόπον έκατέρα χρησιμενασα,  ώς ft’s „ ts}v atVvjv ^ «ιν  έξίσωσιν (μετά συμβόλων +  *5 — ) , 
,,τψιχαΖτα Svj έδετέρχ τέτων χρηςέον,  άλλ’ εκληΐΓτεον ,,ως άγνωςον άλλην ποσότητχ9 έκατέρας των δυείν επί. 
<»<Γ·ής εξ̂ ρτημενην'’’' εκληπτέον9 dot είπεΐν9 το ιίμιάθροισμα9 
η την ημιδιαφοράν,  vj την μέσην αυτών ανάλογον κτλ. 
άε'ι γάρ άφ ιξό μέθα εΐς έξίσωσιν άπλαςέραν,  ή εϊπερ ε-, 
χρωμεθα Stars ρφ των δνεΓν ποσοτήτων. To V εφεξής 
πρόβλημα πολλά νμΐν επιδαψιλευσεται υποδείγματα.

3 8ο♦ ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ζ .  A Vo σημεία τα Δ , κειμέ. 
να (θ£. 3 1·) εν τη ορθή -γωνία, ΙΑΕ ,  $ Ίσον άπέχοντος 
έχατέρας των πλευρών ΙΑ , ΑΕ, άγαγεΐν ευθείαν την ΔΒ, 
όπως τό μέροςΤΒ, το έναπολαμβανόμενον έν τη ορθή γω. 
via ΕΑΒ, Ίσον νπάρχη τη δοθείση ευθείφ.ΛΤΣΙ2 Α\ Κατχχθεισων των καθέτων Δ Ε , Δ ϊ άδια.

■ φόρως ως άγνωςον δυνόμεθα έχλχβεϊν την Γ Ε , vj ΑΒ, Α Γ ,  η Ι Β ,  Γ Δ ,  η Δ Β * «αν μεν ουν φέρε9 εκ. 
λάβωμεν ως αγνωςον την Γ  Ε ,  τηνικαΖτα κληθείσης 
της μεν Γ Ε , χ ,  α δε έπατέρας των δοω ιΤων ευθειών Δ Ε , Δ Ι, άςπερ έκδεχόμεθα ώς γνω<ςάς9 κληθείσης δέγ  
$  της δεδομένης ευθείας,  η δει Ίσην είναι την Β Γ , εξα. 
μεν ΑΓ =  ΑΕ — ΓΕ =  a — χ' έκ δέ των όμοιων τρί' 
γωνων ΔΕΓ, ΓΑΒ προέρχεται ΓΕ : ΔΕ : :  Α Γ ί ΑΒ- » ν  _ αχ — αχ ,
Μ  ε<ςι χ :  a I: α,— χ  \ ΑΒ =  -----------· αλλα δια

X
την ιδιότητα Τ8 ορθογώνια τρίγωνα (349) έφν Α Γ2 4* ΑΒ3 =  ΒΓ*4 άντικαταςάσει άρχ αντ) των ευθειΖ'· των
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τω ορ&ογωνίφ τφγωνφ ΓΑΒ εςιν ΑΒ* -f AT* =  ΒΓ* ,
„„ *2r “ , « V  _ _  „,«· .
* * * & = * ?  +  W W ' ” " "  f‘
ca των κλασμάτων, ^ δ/« 7 7  δ/9Μ$ε<Γε/, α2 (χ+  i  7 ) 2
+  «* (χ — τ7 )2 =  (*  +  4r ) a +  (*  — 4r ) 2 * «τε
λείτε/ δε των ΐΤεΐΤψειωμενων -τραχέων, μεταΜσει τε £
ανχγνγΖ^ γε-λίσετχι %4— G  7 7 +  2βΛ) λ2 ^ 4  «*· 
7 7  —  tV 7 4 9 έ^̂ ΓωΛί τετΛ£Τβ€ζ(3μ/β{ μεν, δψα^ε* 
ςε:·χ δε' 7if,· τ^ν ε<’ί εττ/λν57ν, sts δη «ατκ ταί δει/τε- 
(αζζϋμάς έτηλΰε&χι δι^αμενη

Δ\ Αινχτον δε ε/( αττλίίςεραε ετ/ ε̂ /ίΓωΤε/ς χψικε- 
ιΒ-χι, ε< δι>5*ίν άγνωςαις χςφαίμάχ, ων η μεν ες/ν «- 
βροιίτμα τω> δι,'ω ει,’δε/ών Α Β , ΑΓ <, ατε̂ Λ δε η «ντων 
σ/αρ^α, τ«τ εςιν ε! θε/ημεν Α Β ^Ά Γ =  2%, ^ΑΒ 
— ΑΓ =  2υ· ιδεν (Σνμ€. Αογ. 443) AB =  %-ff, ^ΑΓ 
—7  — f * *? εν μεν τω οβ097«ν/φ Τ£/7 “ ν<Ρ ΑΒΓ εί/ν 
ΑΒ2 +  ΑΓ* =  ΒΓ* * εν δε' τοΓε ομβ/β/ί Tf»7 «v«$ ΑΒΓ, 
ΙΒΔ, ΑΒ : ΑΓ : :  ΙΒ : ΙΔ · <ίδεν τροϊασιν εξισώνεις 
δυω ά-,αγκχΤαι f-,c ς ΰιψσμον τη« % $  ν* «1Γ0 τηί ετε-

(*) <y«? δ/« χ β ») #£ίτ»Τ/ς, ίίυτ»0θβάθμ/ος
dvox.u5k»rai (Σνμβ. Αογ. 470 Πξόβ. β\)ο άλλα, χ,μν μ>ί 
«yfvo/το aort) -j Άιχίριιτις, ς ιζί<τπ<τις, φ»(ΐ’ ιίτΛ , %4 +  
%2 rr 20 »irAu3«v«i ?χί/ *ar« -roc ί«κτίροβ«3μΐΛ «ιιγοβλί}*μ « τ «  f i r  ίν  X 4-f*7 2 4* i  =  20 4-  4 ’  ° * fU %2 4* i  =
\ / 2°  +  3 Κ<ύ X2 — 4 +  iXiiO - f  i  ,  Χ«) % =  +• «£ΓΛυτ«ς * τιλιάν*/ #%ei ^ 'ταβ’Λ 
$ξί<τχσις , j!ji ο «τ̂ »τος ίε/xr̂ v ?%?ι τϊ χατα τον $*J- Tt̂ oy $ιΐΓλαο*ίον, οι $* άλλο; τ·Λντ̂  «-τιτίν, oia /ς)ν 

f =  e» *Γλ.
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ρ ας δε άποφέρεται ή δ Cyst μις τα y y , ής άντικαταςάσης 
εν Ζατέρφ, προκύπτει υπέρ τής ν έξίσωσις δευτεροβάθμιος' 
ά>λά τήν εχτελεσνν τάδε τα λογισμα τοΐς πρωτοπείροις 
άφέντας προς άσκηση , επανιτητεον επ) τήν καθ' ημάς ε
ξίσωση,

Ήξομεν tv y4— ( ? 7 7  +  23α) X2 +  ( ? 7 7  +  
a x y  =  ( £ 7 7  +  «λ) 2 *f £<**7 7 — tV 7 4=: *«77 +  
α4* r>jy δε « ^ « 7 » »  ρίζαν έξαγ άγοντες (*), y 2 —  
( ϊ 7 7  +  ®*)  =  £  |/''(β«77 +  «4) *> επομένως %2 
£ 7 7  +  β « ζ  l^'flayy-fo4)* έξαγαγόντες δε πά
λιν τψ τετραγωνειον ρίζαν εξομεν τελευτχΐον y =  ~f 
\/ ί\Ύ Ύ  Λ- α α ± _{/(α α γγ  +  α4)] , ή y =  ± .  [£y y + «<*£ αΐ/ ( 7 7  +  «*)]·

Των δε τεττάραν τα y δυνάμεων, ών δίδωσιν ό διτ
τός συνδυασμός των συμβόλων + ,  μ/* μον·-* εξιχχνοϊ προς 
επίλυση τα προτεθεντος ζητήματος * τΖτ έςι y  =  *£ 
✓ t *  7 7  +  *« + «  j / ( y y  +  as)]* ί  £̂V f δ Cost μις 
χπΖ"\· \ / [ £ 7 7  +  *α— «ΐ//(7 7  +  °:α )3 επιλύει το 
πρόβλημα <, εάν ηενθεΓα ΓΒ νίτά^ εν τδ avVy γωνία, 
ένθα & τό σημεΐον Δ (όβ« 32)* *> τψ/χ«δτ« τα y  

«yi το ήμιάθροισμα, τψ δε ήμιδιχφοράν των 
δνω ευθειών ΔΒ, ΔΓ * ραίδίως δέ τατ'ι εξελέγχεται κλη- 
θείσης αχ ταυτης τής διαφοράς, ζ, τδ προβλήματος επι- 
λυθεντός, καθάζ,πρότερον* εξομεν γάρ ΔΒ =  £ y  *fy, 
$  ΓΔ =  ί  7  — y  · εκ δε των ΔΙ, ΓΑ παραΜ.ήλων 
ΔΒ : ΓΒ : :  Δ Ι : ΓΑ, ^ ΔΓ : ΓΒ ::  Αΐ : ΑΒ, ε»τ
έν i  7 +  y  * 7  : ί « ♦ Γ Α , ^ τ 7  *“  *  : 7  : S * *

5S

( ')  <4’μ*λ*ι κατ« τ«ν ιτίθίχτ*3ί7<τ»ν οαμ,ιίνιη*.
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α γ~ / ity
ΑΒ* άραΤΑ—---- , ^ Α Β = - --------------- ** ί·Λ/ 4-**/ Λ <ν ——Λκr + κ r — χ

a2y 5
μ  τό τρίγωνον ΓΑΒ εςιν ορθογώνιον, ετεται —
1 ( i r + x ) 3

=  y y , γενομενων δε των «ντων 9 er ^a2 y

O r —χ )
ανωτέρω, προκυφει χ? — (*'>"}'4·*&&) X* =  i  «αγγ  
— ι'τ y S  ifyfftaftt απόλυτες Vj αυηj t#, vjy βΐ'ρομεν 
fVi τϊ â o/<rft«rc{ των δυω «Cie/ων ΒΔ, ΓΔ ($£. 3 Ο* 
αρα η αντ$ί εξίσωας εκατερφ απόχρν\ περατώσει, ων 
%ατερφ μεν τάς ρίζας το αθροιϊμχ * £«τε0£ δε  ̂ δ/af fl* 
^  πορίζεται * ρ$wv δε τβντ; συνίδεΓυ t«s διίω ταίτας 
ύπαρχειν τάς ήμϊν ν,Ζη καταΖειχθείΤχς <, των 5?λων δυω 
ρ/{ων λε/7ττ/χωντε «β*ων,̂  fwvov iVevjjxaftev vtQitTtofftfftv. 
άντιθετοις, ή ταΓί θίω^3ε/(τα/ί «V e^^Vfcof-

581» Γνβ δ’ ειφείωσ;ν, αΓί περιητώοεοιν εηανήκα- 
civ at δυ'ω erepat avrat pi fat, ηαρατηρητέον, ώ$ «δεν 
διώριςαι in i  τ5 ζητήματος, $ y«v επ; ffa  εξ/σώοεωί, </ 
το οημεΐον Δ (#. 3 ») ««ο/τβ, ώί εν άρχρ vnoti9$iTCti% 
ενερ9εν της Α ΐ κ , εν αριςερά τής ΑΕ, ή γ ϊν  εκείνης μ»ν 
υηερ$εν, προς δεξιάν δε retires, ώ ςπερ φαίνεται h i  των 
Α1!* * Α’Ε1 * άλλο μην εν ratify tj; περιπτώοει ή ποοό- 
τ>/ί « πίπτναα εν τοίς am&Vo/y, j$ τό χατ ά ρ χ ά ς , γ ί
νεται λειητιχή* %ηρεν$ήοεται άρα ή ταΰτρ τρ περιπτώοει 
οννάάχσα ϊπ ίλ υ ο ις , τιθέμενης —  β αντί -f* α εν τρ  ηρο-  
ευρημίνρ εξίσωσε; χ 4 —  y y + 2aa) χ *  κτ. εκεί δε ή 
εξ/σωσ/y αυτή «δεν μ ετ α β ά λ λ ετ α ι,  ̂ βΰτ;) ίπ/λι!«; τδ 
πρόβλημα κάν έκατερα των καινών τότων περιπτώσεων* 
των δνω άρα τδ χ δυνάμεων,  ̂μεν τό α&ρο/σμά εςι τ«ν
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ενδειών Δ Ε ',Δ Γ 1 (χ· 3 θ ' ή % έτέρα ή αυτών ύπαρ

χ ο  διαφορά (%, 32)· π«£ if  Λί €«ι*ώί όρ£ ώ? t* rati- r?; rjf ίί'α θίσ«, rdiv σημείων Β , Γ  «  ?ών etm-&fre>y s.frromiv, ?ό, re άθροισμα, ^  J jJ )? δ/βφορά, των iiiw εν&ιώ» ΔΒ*. Δ Γ1 λειπηχά οφίίλβσίν efyir/, «αία δ? κ 
ή t&otasis αυτά άποδείκνναι.

582 . fV« δεχατα<Τχενά(?(ύμεν τά(ν προευρνιμενην έπί- 
λισ ίϊ ,  λ$$ίττε<« έπ) τζς ΕΑ τ̂ οβχβ̂ (Γ»;$ (^ ·3 * 5 3 2) AN =  y  ο ^ *'*’/^χδ«,β,>ί5 riji IN , <5 μετενεχ^^ί ε
πί τ-̂ ν ΔΙ τροαχθείιταν εχ τΖ Ιείς το Κ , «Vi tvjj ΔΚ, ω$ 
διάμετρέ γεγράφβω ημικύκλιον 7ο Κ Λ Δ , cftp&rMsv κα
τά το Λ ή  ΑΙ -κ ροαχ8εί<Τη * ·£ ex τκ τν·« ΑΝ μί<7* Η 
εζεζευχ&ω  ̂ 1Η , vjVis μετνμέχ8ω εκ τΖ I ε$ το Μ  (%. ΰ 1)* *> δΐ} έςαι ύ, AM  τροότν; Βνναμις τΖ χ* ε>Τ/' δε τ* 
3 2 %<ίμ· #εντβφ μεν τω Α , διζςηματι δε τω ΙΗ , μιχρΖ 
τόξα γραφέντος ,  ο τέμνει τψ  ΙΚ «ατά το Μ , έςαι ν\ ΙΜ δεύτερα ίΐναμις τΖ χ* ^ ετείκερ έ̂ ,ι ΒΔ=χ-{«~7 » ε?» ΒΔ =  ΛΜ +  ΑΗ (%. 3 » ) '  ί  ΒΔ =  ΙΜ +  ΑΗ (ο/.32)* «*δν κέντρα μεν τα Δ , διτςνίματ< δε τ£ «τω·; 0fjc£-e/i7tj ΒΔ, ysyf«09« τόξον τέμνον κατάτι (Τημεΐον το Β τψ  ΤΑ τροαχθεϊ<ταν * η δε ΒΔ έσεται ν, ζηταμένη εν- 
(ΐεΐΆ · J-ii εν τω offlayuv/io τριγάνα ΙΑΝ ($£. 3* ** 
32) . IN  i  ΙΚ =  |/ ( ΙΑ 9 +  ΑΝ9) =  ^  f* * + y y ) , 4 
έτειπερ vj Λ ΐ êVvj ε̂ /ν aysrXayoi των Δ Ι , ΙΚ ,  άποφέ. 
ρεται ΙΑ9 — Δ Ι X ΙΚ =  α ι / ί α ζ + γ γ ) '  ΖκΖν έν μέν 
7$ ορΑογων/φ τpiyavo? ΙΑΗ εςιν ΙΗ , ή MI =  j/^(ΙΑ 2 +  AH7 ) =  Jy'faa-f* ί: y y  ) * εν δε τω ββββ̂ ων/φ τρ/- ycovti} AIM  (%. 3 ί > * AM =  |Χ (Μ Ι24* ΙΑ 9) =  \/[αα  i r r + a  I/ < α α + γ γ ) ] = χ ,  $  ( ^ . 32) Ι Μ  =  | / { \ -

t. u
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Μ2 — ΙΑ 2) =  ΐ / ί« χ  +  * 7 7  — λ \/(Α& +  γ ·  
7>3 =  %· '

5 8 3 * ΣΧΟΛΙΟΝ Α\ Γςεον δε επί r«Jrvj« rifs ε- 
ο̂ Λτν)? δννάμεως, ω$ εν τ# »ίμΓν «VaSitafry x<zT«<r«u£ 
( 0̂ . 3 2 ) υποτίθεται ΪΗ >>, ή 7 #ν -  Λ Ι, ε/ 5’ sivj 
όπηρχεν b  ahCvcnov το, ξψ ψ α  h i  της εχάτης περί. 
ίίτω'σεω?, ^ £i£ τ« fffcft&A/xS λογισμχ κχτχφχίνε. 
ται' h i  γάρ της εχβέσεως χ  =  l/ ix a  *f * 7 7  — « 

3 =36» ί» £ 7 7 *  «»*ί ί«& ΙΗ2* εΐη 
^on/tax-\-(yy) ι όπερ εΦ  ΙΑ2, το πρώτον h o ρρ ι
ξόν ποσόν εσετχι λειπτικόν, χτ) ν} Ta % δννχμις επί- 
πλάνος.

584. ΣΧΟΛΙΟΝ Β\ Θέμενοι ε!ς χγνωςον το των 
δκεΓν ενδείων ΔΒ, ΔΓ άθροισμα (%- 3 1 )<> η ^'ν «ντων 

(©/. 3 2 ), ε*£Λ·ω<ην εχομεν άπλνςερχν, ί) ε»ίτε;ο 
ετ/δεμεδα Γ Ε , >j Α Γ , ή' ΑΒ, ί} 1 8 * η γάρ των ΔΒ, 
ΔΓ fils's τά« ΙΒ, ΑΒ %ειτις ομοίχ βς) τφ των ΔΒ, 
ΔΓ πρ'ί τχς Α Γ, Γ Ε , τ«τ a$«v ineTvctt i l  ομοίων πρά
ξεων οριι&ηναι δίνανται χρησαμενοις τχΐς ΙΒ,ΑΒ, η τχΐς 
Α Γ, ΓΕ * χα'ΐόλχ Ζε ε/ττείν, ειτε/δ>} η εξίσωσις εμπερι
κλείει οφείλει πάσας τάς ορίσεις της ζητημένης ποσότη
τας προς τάς, εξ ων ηρτηται, τοσίτον ς<ε< άπλαςερχ εσε- 
ται, όσον ελάττκς εχει %έσεις προς τάς λοιπάς η εις χ- 
γνωςον ληφδεΐσχ ποσότης-

395- ΠΡΟΒΛΗΜΑ Η'. Εν σφαίρα (χ. 3 3 .) τϊ  
ΑΒΕΔ τν} γεννωμενη εκ της τα ήμικνκλία ABE περί 
την Αε  διάμετρον περιχγωγης, εν y\ % τομενς ό ΑΒΓ 
χπογεννα τομεχ σφαιρικόν, δ'ί σίγκεπαι εκ τε τον σφαι
ρικού τμψχτος τον γεννωμενον εκ της περίαγωγης τα 
ημιτμημχτος ΑΒΠ, κα) κωνα γεννωμενπ εκ τα oodπ



62 A T S IS  ΓΕΩ Μ . ΠΡΟΒΑ.
γωνία Τρίγωνα ΑΠΓ, ευρείν τον τόπον 9 ένύα το ϊφαιρι. 
κόν τμήμα ϊ<7ον έσεται τφ κωνω.ΛΤΣ1Χ α . Α\αμνηςέον αν (464% ως τόμε ως σφαι
ρικέ η ςερεότης Ίση ές'ι τφ γινομένφ I t  ο της κυρτής ε- 
πιφανείας ΒΑΔ \ Α Γ ’ β\ η κυρτή επιφάνεια ευρίσκε- 
Ται (4 .5^) ποϊλαπλαςιαξομένης της τεριφερείας ΑΒΕΔ 
έπ'ι το ύψος AH τη τμήματος ΒΑΔ · εάν αρα a : τ  έμ. 
φαίνη τον της ακτίνας προς την κυκλικήν περιφέρειαν λό
γον, % χλη^η ΑΚ =  β 9 4} Α ϋ = :χ , ευρεβησετχι η περι
φέρεια ΑΒΔΕ της αναλογίας a : π : :  β : ΑΒΔΕ =:
^ β « .- « > / Μ / U ^βχ  , ν * .---- . βκαν η επιφάνεια τα τμήματος εςχι----- , $  Sq η

χ χ
t w πιβχ

τη τομέως ςερεοτης εςαι = ------
a 0 =

Ζ&
γ '. Ε»*ς εϋρεΤιν $έ της ςερεότητος τη κώνπ̂  πο>λα- 

πλαΤιαςέον την βά<Το,  είτ αν τον κύκλον,  κ χχτΐς ν} ΒΠ , έπ'ι |  τν ζψκς ΚΠ* άνλ' έπε'ι ΚΠ =  ΚΑ — AH =  β — %, ^ ΚΒ =  β έςαι εν τφ όρύογωνίω τριγωνφ ΒΠΚ, Β Π = Κ (Γ Β ’  — ΚΠ*) =  ^  β β ± * β χ— χχ) =: ι/ (  2 /3χ— χ χ ) · εις 5ε εΙρεΛν τη κΰκλα,  « άκτίς η ΒΙΓ, πολλαπλασίαζαν την περιφέρειαν έπ'ι την 
ημίσειχν ακτίνα * την <οέ περιφέρειαν ευρετέον Ζιά της α
ναλογίας α : π  Υ ^ ^ β χ — χ χ )  προς τέταρτον ορον0
„ * π ι/ ί* β χ - —χ χ )  Μ τ .  „ ,  _
ος εςαι - ■ — ------- - * τ our ον ουν ποΑλαπλα&ιχ*

a
, % . , „ \ Z ( * b x — x x )cayτες εtι τψ ημίϊαα» ακτίνα — —

εξομεν
τ Λ α β χ — χχ')

a a
επιφάνειαν της κωνικής βάσεως.



Δ ΙΑ  T O T  STM B. ΛΟΓ. *3
ην πο}λαπλασιάσαντεΐ έπ) τό τρίτον τα υ̂ ας KIT * $ίτ

αν επι « — % Vuεξομεν
π ( α β χ - χ χ ')

X ------ςεοε.
33 8β

oVtjTa τα κάνα * αλλ* Ίνα ο κώνος Ίσος είη τω τμηματι 0 
τον τομέα  ̂ ος έςι το άθροισμα έκατέρων0 

διπλάσιον νπ άρχειν Πατέρα των δίίω * ανάγκη up a πάσα

,παρχειν
*ββ% =  2ΤΧ 2 βχ — ΧΧ . 0—Κ

η

, (ί«δλή ί̂ί fa a

3* 2*
ττ00χ _  *» ί20% — XX) · «3—%)
3« ~~ 3*

νκΐτβ/5}Τ8 τατε άρώμητα ^ τ5 7r«0ivs|z«sS) «(friftoftf , 
ij cViXt/Vif το ζητημα * δυνατόν δέ άπλαςέραν απεργά· 
truSat την έξίσωσ/ν, εξάγοντας 3« «way i/o^mjv, 

ιτχ «β/νον ιτβ?λβ7Τλα(Τ/ί(ς̂ ν των δ νω μβλων *^ δ̂ ' aireX^Stime/ 0(3 — (80 —  fc)* V}
χ χ — β β χ ^ - *  ββ ‘ cVr«v3ev «£« ευρίσκετε πατά τας 
άλλαχόβι άποδοίέντας κανόνας χ  =  { β ά ΐ  {Χ(.ί 00) * 
βλλ* των διίω τκτων επιλύσεων μόνη εξ αρκεί η χ  =  \  
0 — 1/{%  00) * έπε) γάρ χ = | 0 + | Χ ’(^00) δΐ/W** 
ττλεβν vj 20, εϊτ αν πλέον η την διάμετρον, η κατχ. 
δεικνυμενη επίλυσις 8 συμβαίνει τη σφαίρα

Βαλομένοις δε κατασκευάσαι την επίλνσιν χ  ~ β  
— \S(& 00)άπόδοτέον αυτη τόν τόπον Χζχ 4-0 =  j / ( J  
00 ), ά> λα€όντας AM =  \  0 γραπτέ ον ως επί διχμέ- 
Τβ« Tvji AM ημικύκλιον τό ΑΟΜ, ^ έναρμόσαντας την 
χορδψ Αθ =  0 «ττφνκτεον Tvjv ΟΜ, ην μετενεκτέον ?λ 
τα Μ έπ) τό II προς το A * τό δέ σημεΤον Π, εις ο ά. 
ποτελειτά) προσδιορίσει τό Ζ-̂ ος ΑΠ =  χ '  £ γάρ τα 
ΑΟΜ τρίγωνα ορθογώνια όντος, έςιν ΟΜ, η ΠΜ ss



ΛΤΣΠε rfc a M . ΙίΡΟ ΒΛ.
^ ( Α Μ 2 — Α 02) ι / ( £ ββ— β β ) ' αρα AH =  AM 
— hm  =s = * ·

58*5. Η' δέ δεύτερα έπίλυσις χ  =  4 /3 4* [/(^ββ), 
ως ηδη £ΐ^ΤΛί, τφ παρόντι ξητήματι η προσανηχει' προσ. 
ανήκει δέ9 χαβα ^ tj πρωτη̂  ετέρψ τοηίτφ ζητηματ^ οπ;ρ 
η ανάγνωσις της έξισάσεως χ χ  —  ββχ =  · $0 , ί}
3&Κ —  XX -  ββ παρέχεται (%. 34)* <ψελ£<το< 
„ί^«'βς δεδομένης της ΑΝ ί/ς τρία Ισά>ληλα μέρη δια.ι- 
^ρεΰείσης κατά τα Σημεία Β , Δ ,  ευρεϊν επ' αΰτί}ς o*vj- 
,.μίΓον τβ Π , όπως το τμήμα ΑΑ μέσον νπαρχη ανάλοτ 
^γον προς τά τα Π απο των περάτων A, Ν άποςηματα** 
^ 7̂ (3 έαν χλνβη β μεν το τρίτον μέρος ΑΛ της εγνω
σμένης ευθείας ΑΝ, % δε η All, αποφέρεται Π Ν = 3β
— χ" εκ δέ των τη προβλήματος ίέσεων πρόεισιν η 
αναλογία χ  : β : :  β ί 3β— Χο β'3» η έξ/σωσις ββχ
— XX =  ββ ο h  ξ%Λι ανωτέρω χ  =  4 β ~L·
ββ'), αΐ άμφω προίχσι δια της αυτης χατασχευης, ,εη’ 
cv υπέρ της χ  =  i  β -+- \Χ(£ ββ') μετενεχ&ησετat ΜΟ 
έκ τη Μ έπ) το Π προς το Ν , ^ τηνικαΖτα Alt ^ ΑΠ* 
'έσονται αϊ δυω τκ χ  δυνάμεις.

587· ΣΧΟΑΙΟΝ- Η' μέν ην Γεωμετριχη Α'νάλυ- 
τ/ς, οσον αυτής περί την ςοιχειωδη έχει Γεωμετρίαν, ο/ε. 
δον τι αυτή, ην οι μελετωντες  ̂ £ εξ έαυτ."ν υποδείγμα
τα τοίς εντεύεϊσιν άδελφα έπιλυειν πειρά&ωσαν * την 
αυτήν δέ ΰψηλοτέραν οψόμεθχ έν τη υ- η̂λη Γεωμετρία * 
ηδη δέ^ρψέον αττα περί της πρακτικής Γεωμετρίας πρβ 
εκείνης έφα^α^αι.
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H EPt Χ ύ Ρ Ο ^ Τ Α Θ Μ ίΧ Ε Ω Ϊ!. 63
Γ Ε Λ Μ Ε Τ Ρ Ϊ Α Χ

ΤΜΗΜΑ ΕΒΔΟΜΟΝ.

Π ρ α η τ ι & η Τ ε ω μ ε τ ρ ( & ,

ΚΕΦΑΔΑίΟΝ ΠΡΛΤΟΝ.

Π ε $ )

588. OpiSMOX. Δνω rot οι («£. 33) όμόςχ· 
δμοι9η έν τη αότη ε π ιφ α ν ε ίς  dvctt9 λέγοντας εάν 
Ίσον τη της γ*,ς κεντρa Κ ανεγωσι * τα δ’ ινρ(9κειν ,  
ε! δνω τόνοι "ίσον άτέχχσι fa rvfi γης κεντρπ9 ij γην9 οση 
ταν εκατερν άτοςασεων iqtv if διαψορχ, far} καλείται 
χω ροςάδμισ ις.

Ε’αν Ιν δεατης9 εν) τκ Δ  *αδημενος9 δεα,ΤΑί τρχγ. 
μα κατά τό Ε κείμενον δια fvji εόδείας ΔΕ, ητις αητεται 
της γηϊνης σφαίρας χατχ τό Δ , $  βίφ όνο μάτι καλεϊ. 
rat γραμμή ο ρ ιξό ν τ ιο ς9 πτος κρίνει ας τό όρωμενον 
τρχγμα τφ Δ  ομόςαδμον' δια ταυτ αρα τό μεν Τη. 
μεΐον Ε καλείται φ αιν ομενη όμο<ςαδμ(α9 τό δε' 
ο ά ληδης’ Ίν πν όρισδη η των δυω τπτων όμοςχδμιων 
ΰιαφορχ9 τό όρδογωνίον τρίγωνον ΚΔΕ ταρεξει ΚΕ4 =

ΚΔ» 4- ΔΕ2 (349) * 8KHV ΚΕ =  )/ Κ Δ ' +  ΔΕ4.
, 589. EVri τοίννν η της γης άχτ/ς εςι τερίτπ το. 

ΰ£ν *96*2344, εαν τό μεταξύ Δ ^ Ε ανόμημα ντο.
Τόμ. Τ'. Ε



Π ΕΡΙ Χ Ω Ρ Ο Σ Τ Α Θ Μ Π Ε Ώ Σ .U

τεθη — μιφ λευγη = 2 2 8 2  οργι/αΐς — 1.369* τοίίνή

ε^αι, Ι/ΙΚΔ'- +  ΔΕ1 =  V 19612344’  +  136921 
=  19612348 τοσ'ι συν τερίτα $ δακτυλοις  ̂ αφ $ άφαι. 
ρεθείσης Της ΚΟ αχτίνας χαταλειφθήσονται 4 τόδες χχΊ 
%εδον 9 δά«τυλοι* δυναμις της οΕ διαφοράς της άληθας 
ομοςαθμίας προς την φχινομειψ * είρεβησετat δε η αυτή 
^ αναγόμενων των λευγών tit ετι ελάττονα είδη * $  Η
τας ετ) ατοπήματος =  6οο οργ. τραχύνει διάφορά =  4 
δακ.<> «τι δε, =  ιοο, μία γραμμή -f* -ψ^ετί δε, ~  
so οργιιχϊς, διάφορά εςαι ελάττων, ή ημίςιγμχ.

59°· Ey Μ διάφορά της φαινομένης όμο.
ςαθμίας τρος την άλη&η ετι ατοπήματος — ΐοο τερίτα 
οργιών, εχληττεα εν τη τρακτιχη — ο.

591· ΟΡΙΣΜΟΣ. Χωροςάθμη εςιν όργανο* ̂ δ\ 
8 εξετάζεται ή δυοΐν τότων ατό τα Tvfs <y*fS κε̂ τρ# aW- 
ςαίΓιί * ταντοΐα μεν άν εςιν είδη χωροςάθμης * *>ν δ’ ΐίμεΓς 
άττλκςε'ραν τε ^ ενχ̂ ςοτέ'̂ βν τ£ν ά/Λων «ρι'νομεν, νττάρ- 
χείί, ης αυτίχα την κατασκευήν ΰτογρά-Ιομεν.

592· Ε/λ^δω fir̂ coy ορειχάλκε/βί ό ΑΒ, ^ τοίς 
τέρασιν αυτα A , Β ( /̂. 3 6 ) συγχεχολλη&ων σίφωνες 
δνω ΰελινβι τρος όρθας γωνίας οι γδ  <, αζ ακριβώς τροσ- 
αρμο&έντες, ω{ ftvj εκχε’εοί̂ αι το' εμ€α?λόμενον ύδωρ' 
άκάν συςαθησεται ο δΑΒ£ σίφων, δ^χεψενοί εκτετιΐ 
ΑΒ ο ρεχαλχείΧ) των δγ  , α£ ίελ/νων βνρώων * το
δ' αύτφ ενχεόμενον £δωρ, «ατά τ«« τί}5 υδροςατιχης νό~ 
μας , «αν μη το όργανον άχρι€ως εχη ϊέσιν κάθετον, eV 
τν; χυτή ετι φάνε ία. εφ έχατε'ρκ των υελίνων άφωνων εςα/, 
εΐτ’ «ν το υ·Ιος αυτά εν έχχτερω ίσον εςαι άτεχον τα της 
γης κέντρα, * τεριτίθενται δε τοίί υελίνοις σίφωσι διά δα.



ΪΙΕ Ρ Ι x a p o s t A 0 M lS E a S .
οίτνλιδίων ^ διόπτραι δυω, ως είναι δ! αυτών χρη&χι τω 
όργάνιφ έοπετέςερον <, ως δηλον εκ των είρησομένων έςχΓ 
τατΙ αν το όργανον εςιν, ην ανωτέρω είπομεν̂  άχωροςχθμη*

593* ΠΡΟΒΛΗΜΑ* Χω̂ Οϊβδμ/ίται το ττρανεί διά* 
ςψα ΑΒΟΗΜΤ*

ΛΤΣΙΣ* Ε/λν̂ δω δ»ί Τρωτόν to ΑΟ (%. 37%  
διχςημα =τ 2σ όργηαΐς περίπα, ^ τεδε/Φω tj ΒΓΔ χω- 
ρο̂ άδρι «άδετο* τω όρίξοντι %εδόν κατά το τάδε τ3 δια* 
ς/'μχΤος μέσον Β.

Γινωσ·«εται δε $ εΐ κάθετόν «ϊΐν επίπεδον τω ορίξον» 
τι, διά νήματος μολό€δω κατά το πέρας προσδεδεμέ* 
νa* <>"ά(! το τα μολυ̂ δ» βά̂ οί (vj έτέρκΤί βάρος εχον*
τος τφ τα νήματος πέρατι προσηρτημένα) έητεΐνον το νη. 
fta, «αδ* vjv ελεύθερον κάτεισιν εϊς τον ορίζοντα φοράν, 
ρέεται or̂ c's το τν)ί yvfs κέντρον̂  >}, ο τάντο'ν, «άδε. 
τον Τω όρίξοντι εψίςαται.

Στάθμης αν τεκτονικής ΤεθείΤης προς όρθάς τω opU 
ζόντι της Αβ διά της ΔΓδ οπτικής χκτίνος διάπΤευθητω 
το Δ * έτερος δε τις σημειάτω το δ σημεϊον, εν φ πέρα. 
Τατχι η οπτική άκτις  ̂ ^ της Αδ ςάδμης άφαιρειΤω το 
εγνωσμένον τα όργανα ύψος BE» το' δε κατάλοιπον Ακ 
εςίν η διαφορά τ5 υψώματος των τόπων Β , Α.

Είτα έκ τα Γ ληφθείσης ώς οπτικής ακτίνας της 
ΓΔΖ, της ςάθμης τε τεθείσης κατά το Ο, το' ΖΟ ύφη. 
ρή&ω τα BE, το δε ΒΙ δείκνοσι την διαφοράν των Ο, Β.

Τεθείσης έζης της χωρο^άθμης τω Η άπέχοντι τα 
Ο όργι/άς περί τάς ίο, της δέ ςάθμης έν τφ Ο , ^ ^τχ 
εν τφ Μ, εΰρεθησεται, ως πρότερονς ή διαφορά των Η, Ο 
τόπων, ^ η των Μ , Η* της δέ πρχζεως έπανχληφθεί. 
σης μέχρι τ5 Τ , ^ των μερικών διάφορων σωνχφθεισών ,

Ε 2



προκόβει τέλως *) όλ/xtj διαφορά τζ υ^κς των T , A το- 
πων. Ο. Ε. Π.

594. ΠΟΡΙΣΜΑ. Δηλον «ν, co? si κατ’ ανάγκη; 
παραλλάξ (V άνόδοις $  κα̂ όδαίς τα της πράξεως τελε. 
&ψχι δέof, εττανα̂ κεί «ατεχειν το'ν κατάλογον των με. 
ρικών διάφορων των ανόδων ·£ Των καθόδων , $  τάν; 
tors άφαιρεΐν at εκείνων.

Η  Π ΕΡΙ Π ΡΑ Κ ΤΙΚ Η Σ

ΚΕΦΑΑΑΙΟΝ ΔΕΤΤΕΡΟΝ. 
ί ί ε ρ ι  ικ ίκ  Μ > ίχ ο μ ε τρ /α ς.

595* Δνναμίδβ ««ταμετ^τα* ετί τί*{ γης η μϊ,. 
«a?, vj επιφάνειαν* το δε μήκος έςιν άε) εόΰεϊα γραμμή" 
έκαν ο’ταν έξη περιπατησαι ευθείαν̂  μετρνμεν αυτήν έφαρ. 
μόζοντες απαξ<> η πολλάκις, μ~κος εγνωϊμενον, φέρ 
είπεΐν , όργΐ}άν.

596. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α'. Διάβημά τ/"μετρησαι κ̂α6' 
εν μόνον πέρας προσζάσιμον  ̂ ποταμέ φέρε, ί) λίμνης , 
vjtb TiiBTa το πλάτος.

ΛΤΣΙΣ. Κίίο9·ω μετρησαι το οτλ«το5 ΠΔ 3ϋ) 
λ/μνν}ί was ‘ εν τφ Π iv εςως ό Τεωμέτρης προσΟλεψά- 
τω σημεία τινϊ τψ Δ πέραν Της λίμνης" ^ πηξάτω δέω 

τάς Π, Τ , ως άν ειη α’κ&ητόν τό αυτών άπόςη. 
ςημα πρόςγε τό ΠΔ διάςημχ, ^ & όργιμΐς μετρησχς 
τό ΠΤ ατό ςημα , τ/θετω εν τω Π το τβ γραφομέτρα 
επίπεδον παράλληλον τω όρίζοντι, $  μετρείτω την υπό 
ΔΠΤ γωνίαν (87) '  ωσαύτως τό γραφόμετρον εν τφ Τ 
θεί?, μετρείτω την υπό ΠΤΔ * τέλος ζητησάτω την ΠΔ 
πλευράν, γρίφων έπ'ι χάρτα τρίγωνον ομοιον τφ κα.



Μ Η Κ Ο Μ ΕΤΡΙΑ Σ.
~ά γ%ν ΠΔΤ (219 ), ^ δ/a t!j5 χλ/̂ ίβκο; άναλογικως 
αυτήν ποριξόμενος (279)9 Μ &«» *** τ^ωνυμετ /̂Αδ 
(516 ), λαμ€άνων πρ&τον τψ γωνίαν Δ =  ι8ο° —~ 
Π —· Τ (2ΐο ), ^ «ν «β/flftefi Τννιςων Την άρΛμητιχην 
των τρ/ων μεύοΰον (5 > <5 9 5 19) Δ . ΠΤ: ΤΠ. Δ.

597* 2 ΧΟΛΙΟΝ Α'. Η' ΠΤ ‘j'vcosvf πλευρά τ« 
T̂ ytova, JjT/s ονομάζεται βάσις της πράξεων όφεί. 
λει εχειν λόγον τινά προς την δ/ Αι)τί|δ ζητψενψ πλεν* 
ράν επακ&νρόν, είτ βν υπάρχειν αυτής το γεν πέμπτη* 
μόριον * αΜωί yap, aVarvj ijt/tbv τφ των γωνίαν μετρφ 
παρεισφρησασα Τνληίΐότως , £ μάλα επαι&ητη εσεται 
προς την ξητψενψ πλευράν

ϋοίλάκις μεν Tot τό,τε τ*)δ y fa  ανώμαλον, $  ούλα 
πλεΐςχ β* εωσι μετρηθηναι δ/ όργψς την βάσιν την της 
πράξεως' εν ταντη κν τη περιπτωτει χρηζοντες της ο* 
λης βάσεως Τ Δ , ην ο’ργιι# μετρησαι αδύνατον , λαμ€ά* 
γομεν ώς βάσιν άϊλην πλευράν την ΒΤ, ^ ε/Γ/ των περά* 
των Β ο 1*9 πράττομεν , nab' ον δϊρηται τρόπον προς λυ- 
σιν τ» ΒΤΔτρ/ycova, $  ευρεσιν της ΔΤ πλευράς * δωΆ. 
τβν δε ζ!ε) επαναλαμ€άνειν τάς πράξεις, ζητώντας ha βά* 
σεως ηττονος β άσιν μείζονα,

SXOAION Β'. Χημειωτεον μεντοι, ως οΐφ μαλ~ 
λον αν ποϊλαπλασίΧ'&ωΤιν αί τοιάιδε πράξεις, τοσάτφ 
ελαττον εφιξόμεύα της άχρι&ίας τδ αποτελέσματος, 

598. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β'. Γραμμήν ευθείαν, η τό ΑΒ 
($£*39) διάςημα, τα nab' εκάτερον των περάτων άπροσ. 
πελαςον, καταμέτρησα!.

ΑΤ212. Ε'μπεπηχβωσαν δύω ρα€δ« αί Π, Ε , $  
οργιβ μετρηθητω τό αυτών άπόςημα ΠΕ, ^ εν τφ Π 
εiληφbω<ruy διά τν ημικύκλια αί γωνίαι AHB, ΑΠΕ*

69



•/ο Π ΕΡΙ Π Ρ Α Κ Τ ΙΚ Η Σ.
ΒΠΕ * εν δε τώ Ε α; γωνίαιι ΒΕΠ, ΑΕΠ · Tf/yccva tv 
Τ8 ΒΠΕ γνωςων ον των της ΠΕ πλευράς ^ των τρο« «ο. 
τη γωνιάν Π, Ε , επομένως δε ^ Tvfs Β ytov/as, είρί. 
σκεται η ΒΠ (5 16) * ωσαύτως (a ι ο) τ5 ΑΠΕ rριγών* 
γνωςων όντων. της ΠΕ πλευράς, £ των γωνιάν Π , Ζ , 
^ Α επομένως, ευρίσκεται ^ ΑΠ * ε’ντενΑεν άρχ τρι. 
γων8 τ£ ΑΒΠ, δνω πΧενρων των ΑΠ, ΒΠ $  τν,ς περί, 
εχομέννις W  aCτων γωνίας Π γινωσκομένων, εν ρεύατε. 
τat (522) q ΑΒ ίτλει/βά, sir’ έν Ta ζητά μεν ον διάςημχ, 

599. ΣΧΟΑΙΟΝ. Η* λνοτις τεδε τ? προβλήματος 
χορηγεί τον τρόπον, #s9’ ον παράλληλος άγεται ευθεία, 
άπροσπελάςω Το ΑΒ» ω« οτε παράλληλο? σειράν πνρο. 
€όλων οπλών Ssivxi βαλόμεθχ τη χατ ενώπιον επ'ενθεί. 
ας ίςαμένη εχθρική <ςρατια' £> γάρ τρίγωνα τα ΑΒΠ 
γνωςάν βντων των πλευρών ΑΠ, ΗΒ , $  της Π γωνίας, 
γνωσθησεται (-.522) ά, ΰπό ΑΒΠ γωνία' άχθετσα αν δ/* 
τα Π η ΠΕ ευθεία, μετά της ΒΠ ποιήσασα την ΰπό ΒΠΕ 
=  ΑΒΠ, παράλληλος έςαι τη ζητημένη (13?) * τέλος 
δε η τη ΓΟ άνεγερθεΐσα κάθετος , εσεται τατο £ τη ΟΒ 

6οο. ΟΡΙΣΜΟΣ. Τ'\£ ος τόπα τα Δ  καλείται η αντί 
από τ* της γης κέντρα άπόςασις ΔΚ (g£. 35) '  έκαν if 
υπέροχη νφας τάπα τ* Ε υπέρ τό τα Δ έςι ΚΕ — Ka ~  
οΕ * εάν αν χληθη ύφος τα τάπα Ε η βΕ υπέροχη , το 
Ha ύφος (%. 4ο) πΰργα τίνος έκληφθησεται ως προσιτόν 
ε! μόνον η γη  , εϊτ κν ή Οριζόντιος γραμμή ΔΟ , έπαι. 
ι&ητως άσα επιμήκης πρός τό Ha ύφος, έκμετρηθείη δ/ 
όργψς (597)' άλλα τό 0Γ ϋφος αυτί τα'τα τα πΰργα 
μέχρι τα άεροΐείχτα, ή τό ΤΔ ύφος ορης τίνος (%. 42), 
εςαι άπροτέγγιςον-
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6οι. ΠΡΟΒΛΗΒΑ Γ . Τϊροσιτόν ενρεΐννψος (4°)« 
ATSIS. Κεή&ο το ΗΠ ύψος πίργατΐνός4 α καν 

έμπεπηχθω ράβδος ή Κ<ζ, ^ μετ^ίιίτω Tg ορρι/# το ΑΠ 
διάςημα, *) τεθητω χ«τα το Κ Το' επίπεδον τα γραφο
μέτρα κάθετον τφ όρίζοντι , V, ειληφθω η ΗΚο yccv/α vj 
περιεχομένη ντο δνεΐν οπτικών αχτίνων των ΚΗ, ΚΟ * 
VI μεν αν ο όρθη έςι* γγωάεί(Της αν $  της Κ, χαχ τάτχ 
$  της Η (2 ΐ 2) ,  ευρεθήσεται διά των ημιτόνων εκ της 
άνολογίχς Η . Δο : Δ . ΗΟ (_$ 16 , 5 19) ’ β«τβ« 
δε ry ΗΟ % τα μέρας οΠ, ό δϊ οργγχς, π^χεως, «τ.,
μετράν# Sw^ttw, ε£ομεν το' ζητέμεναν. Ο. Ε. II.

6ο2 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ\ Ζΰρεΐν τό απρόσιτον, ύψος 
τα ΓΔ όρας (χ .  4 2 )·

ΑΤ2Ι2· Ε'μπεπηχθωϊαν δνω ράβδοι I ,  Τ $  με. 
τρηθήτω τό αν των άπόςημα' α. αν τεθητω έν χΐτοίς τό 
γρχφόμετροΥ) ωί έν τφ βπιπέδφ τα ΙΤΓ τρίγωνα, $  
ειληφθω* αϊ γωνίαι ΓΙΤ , ΙΤΓ. β\ τεθέντος έν τφ I 
φέρ' ειπεΐν τα γραφομέτρα προς όρθχς τω όρίζοντι, με, 
τρηθητω η Γ1Δ γωνία η περιεχομένη νπό της οπτικής 
οριζόντια γραμμής ΙΔ , $  της οπτικής άχτϊνος ΙΓ της 
πρός την κορυφήν τα όρας «ρε̂ ομει̂ ς.

Τρίγωνα αν τα ΙΓΤ γνωςων όντων της IT πλευράς, 
$  των διίω γ  ωνίων I ,  Τ ,  % επομένως της Γ ( a io ) 9 
ευρεθψεπαι τό από τα I μέχρι της κορυφής τα όρας από
δημα διά της άριθμητιχης των τριών μεθόδα G»*6) Γ .
τ ι : τ  . γ ι .

Τ ρίγωνα τ οίνον τα ΙΔΓ γνωςης άϊης της 1Γ  πλεν. 
ρας, ‘ζ της υπό ΓίΔ γωνίας μετρηθείΤης, της δέ Δ  ορ
θής ασης̂  της νπό τα ΓΔ υψας πρός όρθάς ίςβμενα



fi£ P I Π Ρ Α Κ Τ ΙΚ Η !
όρίξοντι ^ tjj« ΙΔ  όριζαντί* τεριτχομενης, yy&xflijVrritt 
^ Η Γ γωνία’ ουρώfrerat τοίνν» ή v̂jr«ftEVtj ΓΔ τλίΐ* 
pi μ  rtfs μ*βοϊ« Δ . Ι Γ ί Ι .Γ Δ .  Ο.Ε.Π.

603. ΣΧΟΛΙΟΝ Α\ Καί άλως to ηρόΐΚημα tab 
tml&Sqetrai · Is» γόφ h i χάρτα ή IT s  IT τη Ijt« τής 
γης, % in τύν πτράτωτ I , Τ  νηό γωνίας τάς ΓΤΙ, ΤίΓ 
χας h i  της γής ινρείείοας ήχίωοαν δύω tvftTai ’ ανςαίή- 
οτται ί* το 1ΤΓ τρίγωνον’ ^  $ή nfai&ta ή IT nXtvpx h i  
τής *Χ/μ«*ο?, % χτως απαληφίήοιται το μεταξύ τής 
pith  I άπόςημα χ, της τα ορας κορυφής’ τέλος Zt h  
t i  1 αόρατος οννεςά&ω ή h i τής γής ενρε&ίΐοα ύπο ΓΙΑ 
γωνία &β της impart* ΙΑ, έ?*<τί« t t  t i  Γ  χά$ετος 
τή i ηεράντψ ΙΑ ή ΓΑ , ήτις ΐηιτφΐοα τρ χλίμαχι οημα. 
Ut τό τη ορας ύψος.

6ο4* ΣΧΟΛΙΟΝ Β'. T'tortdttrai (%. 40, 42)
iv τοίς iv&i qAxaafft των χροβλημάτων η Cro τα ί. 
■φ*ς £  της οριζοντία γραμμής Τεριεχομενη γωνία όφή^ 
οχερ hiv άληίκς τρώηλότατον * ίςω γαρ (%. 33) Κ 
to χεντροτ τής γης ’ αΐ άΧηβεΐς i t  ομαςαΐμία* ο, Δ (Τυν 
τφ Κ (ΤινιςχοΊ τρίγωνον ίαοσχελός, η αί $υω foot τλίυ. 
ρα) Δ Γ , οΓ tltri Ζυω των της γης αχτίνων’ «Μ’ή $/α. 
φορά «Ε τής αληθής όμοςα̂ μίας χρός την φααομίνην «$«. 
γοτς μεν ίςβι μείζων ή ήμίςιγμχ i t i  Ζψνς tpoffnS, ο 
μετρΦ τρόχαται (589) ♦  d’ tv αριθμοί τινις it)
ϊ,ψός χχροσίτ* ’ axav εχανξήτα την γηϊνην αχτίνα Κ ο 
μόνον άχειροςω Tm μεγίβν' άρα τό ΚΔΕ τρίγωνον χα) 
χτω τροφανως hat ίροτχςλες’ <&λ* fail τό ($£. 49 , 4a) 
Δ ), ή Δ1 άχόςημα , αφ i  τ&ος μττρτΐ&αί τό τροσιτόν̂  
ηΐάτρόσιταν Ζψτς, άνεχαί&ητόν htv ως γρός την γηίνηχ 
αχτίνα ι ή υχό ΔΚο (%- 35) γ»ν(αΛ νφ ην αΖτη ντβ-

7·s



rt/m, ωί βτ£/̂ Λ55ί έκληπτέα^ 4 (ΧΑτέςχ των δ ια γώ 

νιων Δ , 0 έςαί 5Τ —— =  9 ° °  (® »θ), «‘τ’ & ***««<>« 
2

εκληκτέα ως ορ6η.
605. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ε'. ΕνβίΓν το οριζόντιον από

δημα δώύ ToVtov κειμένων ε'π) τκ ττραν«ί.
■ ΛΤΣ12. Ε’άν το' δ/«ςν)μα vj άξιόλογον  ̂ ως ο'τε 

πρόκειται μετρηται τό μήκος η πλάτος μικρέ τίνος τμή
ματος της γης 0 Ίν εύρεση (%, 43) *ί ΒΠ το ορι
ζόντιον άπόςημα της Α κορυφής από τκ Β τημείκ^ προτ- 
ηρμό&ω τω ττί̂ ατ* όργιας γνωμαν 4 ζάθμη τεκτονική , 
^ δατδθδ/ο$·ω όριζοντικως η όργι/β δίά τβ γνωμονος 9 $  
τζί so&pii, ωί ο̂ κτβ/ ev τ#ΒοΔ %ηματι9 4  μψττρη- 
<$ω δα τί}ί όργηάς^ avct€aivv<riv εκ τκ Β sVi το Α 0 η 
οριζόντιος ΒΠ, ijT/s /σ?ΤΛ/ τοΓί μέρεσιν οΔ, «τλ. ‘ «Μ. 
jjwV αν ΟΓβΟΛδΗΤβ» μέγατι άπόςημα 0 ως τό ΙΔ (%. 42) 
το μεταξύ της Γ κορυφής όρκς τίνος 0 $  τκ τοτβ 1 , f’v 
φ η δέτις της γης ηκιςα επιτρέπει την άνωτέρω πραξιν’ 
τότε Ιη ευ ρητομεν τό ύψος Γ,δ/ά τ« όρδογωνίκ τ ριγώ, 
νκ ΙΔΓ (6oa) * κψν τβτφ ενρεδησεται 4 η ζητκμένη 
οριζόντιος γραμμή ΙΔ ( $ »6). Ο. Ε. Π.

6ο6. ΠΡΟΒΛΗΜΑ ς , Μετρησαι τό ορκς τίνος 
πρανές Τη.

ΛΤΣΙΣ, Τ« t^B$ ΓΔ ^ της οριζοντ/’t} ΙΔ tuptdtv. 
των (6ο a , 605) , ζητεί&ω, «ατά τ̂ ν χρείαν πηγννμέ- 
νων δνω ρά(3>ιαν των I ,  ο, δ/ά τί}« δοτ/λν<Γίωί τ« Ιοη 
τριγωνκ τό της όριζοντίκ μέρος Ivj, a τ/vos από Δί άφαι- 
ρεδέντ05, καταλείπεται η Δ η ' Τρίγωνε κν όρδογωνίκ 
<ίκ ΓΔ*ί % «yvwcr̂ gvwy τ£ν rvjv Δ ορδήν γωνίαν περί-

Μ Η Κ 0Μ ΕΤ Ρ1Α 2. 7 3



Π ΕΡΙ ΙΧΝ Ο ΓΡΑ Φ ΙΑΣ.
εχ*<τ&ν κλενρων ,  !ς« ,*j T<rvT»jy Itsettfryia I%j =r{/fyA* +  ΔΓ’ ) (349)*

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΤΡΙΤΟΝ. 

f l * $ *  Ϋ χ ν ο γ ρ α φ Ι α ζ ,

6ογ, ΠΡΟΒΛΗΜΑ A'. Πham  γεωγραφικόνΛΤΣΙΣ. ΜττρηΙ&εΑηρ άχριΖως μιας βχαεως (%, 44) της Ο Π , εΙληφΖωσχν τρός τφ Ο διά τη γρα* 
<ρ άμετρα Kxcrat αί γωνία  ΖΟΠ, ΕΟΠ, ΔΟΠ, χτ., 
ας (Τυνιςωσι μετά τής ΟΠ ran ts οι εχ των Ο , Π όρω» 
μενοι τόκοι * ωτχότως κρος τω Π εΙληφ%ω<ταν κάσαι xi 
γωνία  2 Π0 ,  ΕΠΟ, ΑΩΟ, χτ* intCztt χν Λ τρ/̂ ωνα Ter ΠΟΖ» ΠΟΕ, χτ., «y βί$ 7'νω?* *»Λ 
μία κλήρα  η ΟΠ, 4 $νω βί τ̂ οί βν’τ£ γωνίαι Ο, Π* 
ζητημένων χν £ των Χ«»ων εκάςκ τρίγωνε, 4  «τ<τ« Τ̂ ςαμ̂ νων (379) OfttAw τ*τ«« τ^ωνων (2*9)5 
εχτ&ησετχι ι| εκάς» τότε $ί<τις ως κρός την ΟΠ /3ί . 
fftv * τά βν*τ« δ* γενε&αι δυνατοί 4  Ίχερ των το των των ενερίϊεν τ?5 ΟΠ xettftcW.Ε/ί 5* όρκΤμόν της Ζειτεως τ2 Α το*«.δ/ά τ«< ΑΟΠ λ/*ν άμ€λείας γωνίας ,  £  £/* τ« λ/e» o’£ft'et$ ΑΠΟ, αντά$ μ*ν 5*« τ?' γραφομίτρε ηχιςα μετρ* μ εν ,  διόριζα, 
μεν δε ταυ την την &εΤιν διά της κροευρημενης κρασ*χχς 
κλήρας ΒΟ τ2 ΒΑΟ τρίγωνε, λαμΟανητες εκ μεν rS  Q 
την υκό ΒΟΑ γωνίαν,  ΐχ δε τη Β tjjv ντο ΟΒΑ.Ο*κόταν τόκος ο Η καρατηρητεος η εχ δυ'ω *τ«, 
ρων τόκων Τ , Δ , ων εϊληκται η ΖεΤίς ,  όρον αϊτόν μη

?4



ΠΕΡΙ ΙΧΝ Ο ΓΡΑΦ ΙΑ^. 7.5
δ-.νάμενοι έκ των Ο, Π, λαμβάνομεν κατά, το Δ % Ύ 
τάς γωνίας ΤΔΗ, ΗΤΔ, ^ αγόμενης h i  τα ·7Τ/ν<ϋ»$ 

AT ευθείας, συνιςά&ωσαν επ αυτήν al h i  της γης 
εόρεθεΐσαι γωνίαι ΤΔΗ, ΗΤΔ, το δε σημεΐον της kou 
νης διατομης Η έμφανεΐ h i  τα πίνακας της Shiv τα Η 
τάπα.

6ο8. ΧΧΟΛΙΟΝ. Η* συχνάκις παροπηδΖσα ταΐς δε 
ταΐς πράξεσιν απάτη γίνεται μάΤςιςα, ψίκ άν η γωνία? 
Ιφ ψ υποτείνει η μετρηθησομενη πλευρά , η λίαν άμ. 
€λεΐα? η λίαν οξεία * τπτα χάριν h i  της πράξεως? ο. 
σον ένεςι? φεάγομεν των τοιωνδε γωνιων την καταμέτρησή.

Δυνατόν έτι θέ^αι (%. 45) όκ διάδοχης h i  τα πί
νακας? όσας άν β αλωμεθα τάπας? αοράτςς μεν εκ των Ο, 
31, ορατές μεντοι εκ δνω δ̂ν) τε ε̂ντων τόπων.

6 ο Q. % αν ίδιον ΑΒ εςι μικράτις σαν)ς κυκλική? 
η τετράγωνος ? λίαν ομαλή, έφ W τίθεται' κανών κι
νητός? όμοιος οζεΐόντι τω τ» γραφομέτρα ? ός ενταύθα 
δ ρομ ευ ς ονομάζεσαι ? h  αΰτό δε' χάρτης κο)λχται 
τω σφαγιςικω κηρω? ιν έχοιεν ευμαρως άγε&αι h  Λυ
τά α! άν δεόμενα ερθεΐαι.

61ο. Α 'λ λ η  Μέθοδος.  Τω σανιδίφ. Δυνάμεθα 
ευρεΐν την θέσιν των τριών τόπων Τ ,Ζ ,ϊ ί*  εκτεθειάω 
γάρ η Οη h i  τα σανίδια εμφαίνασα την ΟΗ βάσιν ? ^ 
περιεχασχ τοσαΖτα μέρη όμοια της γεωμετρικής κλίμα
τος ? όσάχις φέρ' είπείν η ΟΗ βάσις περιέχει τάς ιαο 
οργψάς' τεθε^ω  δε το τα σανίδια επίπεδον οριξοντικως 
h i  τα οπέρχτος της ΟΗ βάσεως? ωςε την h i  τα σανιδία 
ευθείαν οΗ διευθύνεσαι προς την ΟΗ βάσιν * εϊτα ενός 
των περάτων τα δρομεως τιθέμενα επί τα ο πέρατος της 
ςη ευθείας ? διευθυνεάόω εκ διάδοχης πρός τάς τάπας



Π ΕΡΙ ΙΧΝ Ο ΓΡΑ Φ ΙΑ^.Τ ,Ζ , Π ,£ ηχΒωσαν τρός τον δρομέα h i  χάρτε al tv* 
S uch Τ Ο ,Ζ Ο , ΠΟ , ct?w« γίνονται δο, χ ο , το.

Μετχβε€ι€ά&ω εϊτα to σανίδια h i  rS H , £ re. 
Βν,τω ως 4  τρότερον, 4  ετιτεΒητω tv τέξας τε δρψίως 
h i  TB ^  ^ 2/tv3w$HTO o δρομείς tx δί«ίίχί}ί τρός 
τες τότες Τ ,  2 ,  Π· βί «V εόΒειαι $»j, χΐ}, τ*}, αί κατα ftifxos τε δρομίως ά^'όμεναι, τεμνεσαι τχς h  τε ο 
αχΒεισας ενΒείας, ταρίζεσι τα σημεία δ ,  χ , τ ,  ών vjij fltoVij ίς*ι των τοτων Τ , Ζ , Π* £ sx«ov των h i  η  σανίδίε τρίγωνων, εχον δίω γωνίας ο, η, ίσας 
ταΐς αντιςοίχοις Ο , Η , εν τφ μεγαλφ τριγωνφ HOT, τ» h i  της γ η ς , αναγχαίως αότφ εςαι ομχον.

6 ι ι. ΧΧΟΛΙΟΝ. Ο* h αρχίας τίνος τ ίνα ξ, εδεν ετερόν εςιν, η Βίσις όριζοντιχη των χυριντίρων τότων 
αντης, τετίςιν η Βεσις ,  ην είχον αν τρις ά δ η λ ες , εϊ 
η σαν εν τη αυτή ετιφανείφ * t i n  i»j χάριν tvu λά€ωμεν 
τάς γωνίας, αίτηες ταριςωσι την Βίσιν των διαφόρων 
τότων, χατίχνν ist το τβ γράφομετρη ή' το τί σανίδίε 
ετίτεδον ταρί)AifXw τφ όρίζοντι * ivrtCBtv ίρα «1 οττι- 
και αχτίνες, al ha των horτρων ταραΗ,ηλως τφ τ εγ ρ χ . 
φομετρ* ,  η σανίδίε, ετ/τίδφ τρός δυω ραβδες διαγόμε. 
ναι, τμφησονται εν σημείοις, a δΰνχνται ασφαλώς Βεωρη, 
Βηναι ως χείμενα h i  της όριζοντίε Βίσεως (604). Ts<- 
γαρΖν, Ίνα τε γραφομίτρε, >} τε σανίδίε, ταρχδληλως 
τάίντος τφ όρίζοντι, »j όττιχη αχτίς εμτης διευΒΰνηται 
τροςτνμ κορυφήν Α ορες τινός, την μα/λην άτίχεσαν 
τε ομματος ίιόττραν δεησει είναι αλις υ^ηλψ , 4  * # * ·  
τφ μάλλον, όσφ μάλλον αλλ̂ λων ατοςησονται.$**· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β\ Χωρίον χεδιάσαι iv h i t «. 
δφ κείμενον ,  4  ατρόσηον ον,



ϊίΚ Ρ Ϊ ίΧ Ν θΓΡ Α Φ ΪΑ £. η

ΛΤΧΐΣ. S''χτος τά (%. 4β) ΟΗΤΠ εκικεδα εί. 
λήψ^ω βασις v) ΑΒ, i  μετρείκασαν,διά τα γραφομετρα 
κασαι αί γωνίαι ΤΒΑ, ΠΒΑ, χτ., ως εν τφ κροεχτε* 
&ήτι υκοδείγματι (6ογ) · shot εκ) της ί3βο*εω$
ΑΒ εν τω ά̂ρτίϋ «ΓονίςατωοΉν τρίγωνα ΑΒΤ,
ΑΒΠ, #τ·, ομ5,α τοΓς ^  7%ς μεγάλοις τριγωνοις 
ΑΒΤ, ΑΒΠ, χτλ.* ο£εν εςαι η δόσις των γωνίαν Η , 
Π , Τ ,  Ο, α'ίτινες είσ)ν εκ) της γης* εκιζευχΒεισων 
δε των λο(.ινφων Η, Π , Τ , Ο δ/ ευθειών, κροκόψει το 
ζητάμενον έκίκεδον ΗΠΤΟ.

613. άιά τά σανιδία* Η'χ&ω μιχρά ευδεΐα (%. 
47) εκ) τά σκνΐδί* η δΒ, ^ r/Sttfoo τοδ) το όογανον εκ) 
Τα Α ωςε την £Β ευΖειαν̂  έχασαν το κάρας αυτής εκ) τ» 
Α, εκ) της αιτης ευθείας είναι τη εκ) της γης βάσει ΑΒ* 
$  διοκτευδητωσαν αί κορυφα)Η,Π,  Ο, Τ ,  *5 ηχδωσαν 
αΐ εν^εΐαι ΗΑ, ΠΑ, ΟΑ, ΤΑ,  α'ίτινες γίνονται εκ) 
<Τβ σανίδια ηδ 9 κδ 9 οδ 9 χδ <> ώς άδιόριςοι * τβθ-β/Φω eh 
Τα το σανίδιον εκ) τα Β κερατος, Το μεν Β εχον έκ) τα 
Β ,  το δε $ διχτεΐνον κρος το Α , £ ηχΖωσαν καρά τον 
δρομέα, ηχασχι κρος τα σημεία Η , Π , Ο , Τ , αί ειΖεΐαι 
ΗΒ, ΠΒ, ΟΒ, Τ Β , αίτινες τεμνασαι τάς κροτερας εν 
τοΓς σψείοις vj, κ , ο, χ 9 κχρεξασι το ζητάμενον εκΑ 
κεδον.

6 14. ΣΧΟΛΙΟΝ. ϊ'να %εδιαάη εκικεδόντι όριξον. 
TixoVi) το τα γραφομετρα  ̂ η τα σανίδια̂  φε) δ ft είναι καρ. 
άδηλον τφ ορίζοντα

όι.5 ΠΡΟΒΛΗΜΑ Τ'. Χωρία προσιτά δΐ εν ίων 
των αυτά πλευρών μόνον, β μην δε >y εν τοϊς αΰτά εσω. 
τετριχοϊς μερεσιν, επ' άν 48) λίμνης της ΑΕΓΔΕΖ, 
το επίπεδον %εδιάσχι.



A T SIS. Μ ετρ ^ τω  Six της όργηας μία νλευρχ 
ή ς  λίμνης η ΑΒ* χα) δί) h i  η  της γης $  να χάρτζ 
μ$ώει/ε&ω Six T? γρχφομίτρπ ,  ή Τ« <ΓύΤ//δ/8, ως su  
νερ αί γωνία* Ζ ^ Ε , Δ , Γ ,  yfixv τόνων Βεχτων ,  ων 
τρίχεηο j/xSiicrat τόν γεωγραφικόν τίνχχχ (607, 6* °)* λ»ιφδηαης νν πτως εν) τη χάρτα της Γενεάς των Τημείων Α , Β , Γ , Δ , Ε ^ Ζ ,  χτλ*, ενεζείχβω&χν <ύ ε06εϊχι Β Γ , Γ Δ , χτ* όΟεν τροχίζει τό ετίνε5χ> της λίμνης.

6x6.  ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ '. ΧωρΛ τ5 ΑΒΓΔΕΖ ( χ .  49) τη εν) τρχνπς χάμενζ ,  η τα ετω ίτ  άρχει τρπ€ά- 
ατιμα,  το «τ/τεδον o^xSiicai.ΛΤΣΙΝ. Διά τ« ληφϊεντος τινός εσω.
τερικπ (Τημείπ τη I»  μετρηΟητωΤαν αί όνό Α ΙΟ , Ο ΙΖ , χτλ. γωνίχΐ,  ^ διά της όργηχς μετρηΗητωΤχν αί ενΰεΐαι • ΙΑ» ΙΟ * χτλί* εχτείεκτων δί εν) τ ί χάρτα τωνδί των 
γωνιων Six τη αναγωγεως,  φ, των ενδείων διά της γεω- 
μετρικής κλίμακες,  ενεζεόχβωΰ'Χν τα τέρατα Α , Ο , χ τ λ ., ίιά των <Jfltjwv Αθ ,  χ τ λ ., οδ«ν προκόβει το τί)$. Τ'ίί ενίνεϊνν*Τ5 σανιδ/8 Teimoi «ν τφ I ,  ^ τ5 δ̂ ομε'ίοί εκ διάδοχοί διειώννομενκ τρος τχς γωνίας Α» Ο , χτλ ., χ̂δωταν *ν$εΓ*ι χέρας μή εχεται αί Ι Α , ΙΟ , χ τ λ ., £ *χτίλίΛ)Τ« ν, νραξις,  cc$ τρότερον.ΑνΛλω«. Μ,ετρηδείτης της ΟΖ τλ*ορα$ ώ$ |3άο·«οί, ο̂ *δΐύκ5·ιίτ« το ενίνεΒτν της >yi}{, «5 εί ήταν ανρόσιτχ 
τα εν αίτω μέρη (615).

617* ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ε . Σχεδιάτ» το’ όριζτντιχόν 
ivivsSr/ χωρίπ κχτα τ ί τρανές κείμενα.ΛΤΣΧΝ· IW<£&> άτολ^τωί» εί τό χωρίον η»

78 Π ΕΡΙ ΙΧΝΟΓΡΑΦΙΑΝ;
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επίπεδον ̂  κατεχομενπ as) τη επίπεδα τη γραφομετρπι, 
η τη σανιδίπ πχραϊΚηλως τφ όρίξοντι ( 6 1 3  χ τ λ . ) .

618· l'W μεντοι %εδια<&η το όριξοντικόν επίπεδον 
ορας̂  εϊληφθω η ΖεοΊς των σημείων, α ιτβ^χβΛ την 
αυτά οριζόντιον περίμετρον, η χατα τν)ν μεδούον τη πί
νακα γεωγραφικόν %εδιάζειν (607), η εκδεξαμενοις τός 
διαφόρας προσόψεις τη όρπς ως άπροσίτπς ( 6 i a ) ,  «5 λ α *  
£a<r/ τά Ιδιαίτερα επίπεδα αυτών των προσό-̂ εων δια των 
επι τη επίπεδα διαφόρων βάσεων ή η εκδεζάμενοις εχάςην 
των προσόψεων ως χωρίον προσιτόν δια μιας μόνης πλευ
ράς ( 6 1 5 )  9 *} «μα χρησαμενοις άπάσαις ταΐςδε ταΐς 
μεβόδοις, χαδ’ ην εχάςη πρόσφς παρίςησι χρητιν.

ΚΕΦΑλΑΙΟΝ ΤΕΤΑΡΤΟΝ. 

2 ύ ν ο ψ » ς  τ η ξ  ε % ν $ ο π ο ι ΐ & ς ,

6 1 9 .  Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Α\ Επίπεδον επ) χάρτα δο- 
Siv kuτα γης %εδιάσαι,  εϊτ ον τό ακονόνιςον επίπεδον 
(%· 5 °) αβγδεξ.'

Λ Τ Σ Ι Σ .  α. Είλήφ^ω σημεΐον τό I εν τφ μεσω τά
δε τη επίπεδα , τεύεντός επ' αυτό ενός πέρατος τη 
δρομεως διοπτευθητωσαν εχδιαδοχης πάσαι α! γωνιαι α , 
β ο Ύ ·> κτ· ·> ^ προσηλωχητωσαν εν τη γη εν ταΐς δει- 
χΖείσαις φοραίς at ράβδοι Α ,  Β ,  Γ ,  χ τ λ .

β\ Ε ίληφ9ω επ/ της χλίμαχος δια τη διαβητα εχά
ςη ευύεΐα Ι α ,  1/3,  χ τ λ . ,  £  εαν επι της κλίμακος I  I *  
-  t o o  φερ είπεϊν,  γενε&ω επ] της γης Ι Α  =  ιοο 
όργι/αΐς τχντό δε γενε&ω χάπι των «ϊλων εΰόειων 1/3,  
l y ,  χ τ λ .



*0 ΣϊΝΟΨίΣ
γ .  TfX« Si i t εζεΰχβωααν αί tviefat ΑΒ , ΒΓ, 

χτλ. * Τβ H  ΑΒΓΔΒΖ %νίμ* ομβιβν τφ it)  τ» 
χαρτ» Ŝ SivTi * f*  yap Ιλ/3 , ΙΑΒ τρίγωνα itx η}> I 
κοινήν γωνίαν £ 5/ά τ«$ αναλόγνς tXsvgas Ια, 10 ,  ΙΑ, ΙΒ, iif'a ομοια (33?) * όμβ/ω« it  £ τ* «Μ* τρίγωνα.

6 α ο. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β'. Τ ϊ «0/βμ« των ΐληφων SsteVre*, ^ T>j5 axrivofi κανονικόν τολνγωνον it )  τί}ς 
yiji flWjffoi, ifct/pmKf, tj ίλλφ τψ, «̂ντ*λδν.

Λ Τ 2 Π £ . Κ ? « £ «  (5 ^ . j t )  τον Titov
I i  it) tog) το I, ως tig) χίντρον̂  χροκεή&ω ffû crcu (. 
ξάγωνον Mvavtxov it) αχτίνας ΙΑ =  180 οργ»

i .  E’v τβντί ίξαγώνψ κανονικφ tj tgo( τφ I xtv· 
τρφ ταντος τρίγωνα τ« ΙΑΒ tj τψοχομίνΐή vto
iva  τλαγίων ακτίναν IA , IB, s w  =  6o° (396) * i# 

' T? I av iiotrsiAsfffw Six ts tas ·3Γ̂ 5$ tj ?ex«y μ/.τ$ 
ακτίνας, ίμ η τ η χ ία  ρκ&Φς κατά το X * ΤΛρ«#λίδίντβ$ Si τ5 δρομςως μοίραις 6 ο (μαετηχβω svraZQa κατά την φβ̂ βν ΙΨ ίλλί} (5άβ&« * ΰ  Si τ#Γ8 *άλιν τ*ρ«. χλ/0·«ο< 60 άλλων μοιρών γηομίνt}$, *μτ£* η'χδω «Mtj ρ«€ίβί #βτά Ttjv 1κ φοράν,  £ «τωί ιφιξης.

β\ Ε'χ is  Stj tv  I μετρημάτων it )  τΤς IX οργί
ων *8ο,  ̂ it)  της ΙΨ S i, κφτ) των άλλων «νβ«ων, 
χροκό^ητιν ύ  tCbiTat ΙΑ , ΙΒ, ΙΟ χ. τ. λ ., rr/£tt%i«. 
<ruv H των sCto&v ΑΒ, ΒΟ κ.τ.λ· γενητεται ιξάγω . 
νον κανονικόν το ΑΒΟΔΕΖ, κχΤϋΓχευααμόνον i t  άχτΐνος =  ιβο οργγχΤς κατά Ttjv £tjrv}Try,  $ καΒ* tavro tgo·
2tjX«y (*49)·ΕΙς is  καταfusvfy κανονικά τηηχγωνν, τβ̂ «τ$}. 
pvjflvjTio) «η  tj jrpa$ τ£ κεντρφ γωνία ταντος τρίγωνα
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r5 εν α,υτφ ε?/ν=7 2 ° ( 249)* ταδ* ά>λα δ<απεπράχδω, 
cos ανωτέρω.

Τ>ερ δε ΐ&τρ&γώκ τελεία ε̂νε'^ω η προ* τώ 
χεντρω ΰπο ΧΙΖ γωνία =  9°% $  =  12°° όπερ τρ^ώ. va (249)9 ^ τ* λ«7ΤΛ πεπράχδω, ώ* ^ ρ̂οτερον.

Τ'περ δε xavoyiKB επτα^ώνΒ, ε’πεί η προ'? τώ κεν. 
τρφ ywy/'a ε<?ίν =: so 0 4* 2 5 * ■+* 4 2 "  χ .τ .λ ,, δ<ά τδ 
7 ραφομετρ8 τά τ^ν πρά£εω? 8* αν ε£αχρί£ωδεΛ] * τάυ- 
το'ν δε νοητέw $  περί παντο? αΜ8 χανον/«3 πολυ^ών», β 
 ̂ προ? τω κεντρω <ycovte I 8« αν ε’ιη εν αλο^ερεΛ μο/· 

ρα/5 εχδ̂ λίψενν] * υπέρ δε' οχτχγωνκ γενέ$ω η <ywv/« 
=  45  9 υπε'ρ εννεα<χώ8 =  4ο° ,  ^ερ δεχα^ών» s  3 6 ° 
λ. τ. λ. ( 24 9).

6 2 1 ·. 2ΧΟΑΙΟΝ. Ε’άν δε μη ό%ζ εκ τα {«Vb τδ 
ε'χνροτοιηθηρομενε τόπε χαταο’χενάΰ’αι πολύγωνα, Ιια» 
τραξψεΰζ τλ έξης»

ά. Α'ναμνηςεον, ώ? ε’ν γίνει εκάςη εξωτερική <χω- 
ν/« κανον/χδ τοΧνγάνον "κτη εςί δί? τβιταυτα/? ο’ρδαί? 
πλη'ν τεσσάρων ή aταί πλευρά* εχε< το πολύγωνον, δί. 
α/ρεβεΛΓα/? τωάρι&μφ των πλευρών (267)* εντει&εν τρι- 
•χώνβ μεν ε?/ν =  6υ°, τετραδών» δε s  90% πεντα. 
T'tova δε == ιο3° j εζαγώα δε' =: ΐ2ο°,  έτταγωναSs 
=  «28° +  34* χτ* j οκτάγωνε δε =  »35° $  τ* fijis.

β\ Ε’αν 8V ξητηται κανονικόν ΐξ  άγων ον, «ά« εν τω 
.σ̂ μει'ω Α, είλημμενφ περί τον ε’χνροτοιηβητάμενον τόνον, 
προοτηλα ρ'α̂ διον επί τι?? τ2 δρο/ζεω? φορα? ΑΒ * ςρεψα* 
δε τον δρομέα προ'? το Ζ, εως άν δ/αδρά/ζι̂  μο/ρα? ΐ 2ο β, 
προΐηλύ ετερον ρ*α€δ<ον επί την ΑΖ φοράν.

Παρατ̂ ρκντ/ δε, ώ? το εν εξαγωνφ χχνονιχφ τρ.- 
ω̂νον εςίν /(Γοπλευρον ( 2 5  Ο ο γενάτα εκάςη πλενρά Τομ. Γ'. F



8ft XWOVlSAB, AZ i<Τή Ty axTTvt = igo οργ^ζΐς * των δε &mb τλενρων AB, AZ ντως όρ<ο9·ε«Γων, <Γυν««τωΤΛν ετί των xarr* αντάς τράτων Β , Ζ δοω νε» γωνίχι txxrtgx == iso0 5/ct των νέων τλη/ρων BO, ΖΕ « ων εχβτε̂ α yii νβο&ω =: ΐ8ο οργ^χΐς,  £ ε£?$ cocraJrcoi* εντεΓδιν <Tw«. fcim# ετ< τκί Ο'ζί ίξχγωνον χανηιχον ίτ ϊ  Tvj? λ*τ$}. βίΛΠ}ί «χτίνο*.Εν ταντίδε«>λφxatyov/χω %ημχτ< οριςίον τριγωνο- 
μττιιχχς ,  ο<Γ» δεΓ εΓνχι To ftvjxo? εχτςν?? χλίνρχς, τβ τ>}{ άχτίνο* δεδβμε'νε μ«ίχΜ.62*. ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ. Κε/<$ω x&raffxtvxcxi χχ- 
ναηχον xtniym xv  ε’τί βχτΤνβί tijs ΙΑ =  ΐ8ο οργγχτς · έτεϊ «ν 4 εΤωτερ»χν} ντο ΒΑΖ <̂ων/ίτ τ5 τεντβ̂ ωνβ ΐ· î'y =  ιο8* («67)1 Μ ντο ΒΑΙ γωνία τ ί  ΑΒΙ τριγω. 
η  νιμίσνα χΰτ^ς ε ί« , είτ ίν 54* ι »ί δε τρος τφ χίν- 
ΐρφ γωνίχ ΑΙΒ =  7** (24?)· T̂ /yeivx w tS IB A yy&wev ό>των τ&τε δνω γωνίαν A, I ^τ?ί χλ(νρζς IB =  ΙΑ =  ι$ο όβτν®Γί» Μ 0“try*i5»}< των τρ<ών με'ίοδβ* (516) Twvjft. A : IB:: (Τυνν,μ. 11AB εχδ̂ λωτε* το ftvf- xo$, o «rovifit}d?v« δεΓ εχα«̂  τλει»ρ£ AB ,  ΑΖ χ τ. λ* T? τεντατ'ωνβ* τ« δε λο«τ«, ώί xportpov,  δ/ατραχδη. β*ετ«. Ο* g t 9 μ ο ( .β«3· Τ’τοτεδί/ο&ώ το ημίίζάγωνον (%. 5 2) α ΒΓΔ ί?μ«Γν ετ<τεδ«, εν 79 γονομίνης 'νχνροχοιίχς' το μεν «ν ΑΒΓΔ χαλεΓτβι χ ο Χ ν γ ω ν ο ν  ε£ωτερ<χο'ν* το' δε' χ0Τδ,τολΰ γ ω ν oy ετωτερt x i v ' ^ y g αμμι }  μεν 
τ η ς  β χ σ ε α ς  χαλεΓτΛμίατις τλίνρχ ΒΓτ« ε£ωτερ/χ« 
χολνγων** τ J ρ 7 0 5 δε, ολον τό με'ρβί ΒΕτχΖ’ ν|
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δέ γραμμή  B E , ij BZ ττροτ J  p γ ι ο ν *  ^δε δνώ π υ ρ  * 
y  β ί διακρίνκΰβ. γραμμή ho , χ ο ρ τ ο ί.

624. Η* #Ζ γραμμή καλείται π λ ε υ ρ ά ν .

625 . Γων/'Λ ^λβττωμε ' ν ΐ ί  ί φ  ή ί π ό Γ Β Ζ ή  J. 
-Τ5 τί}? /3άσ*εωϊ ΒΓ % ενός προπυργί» ΒΖ  περιεχόμενά, 
γ ω ν ί α  δε π λ ε υ ρ ώ δ η ς ^  ή ΰπό δι/'ω προπυργίων των 
B E , ΒΖ περιεχόμενά · χέκλητοί δε άτως tos φρπρκμε. 
νη υπό των δυω προπυργίων Μ ο, ΠΡ.

626. Γων/ί? Αενρίί  εςο» tj Ζχο vj ΰττο τ5 ττλευ.
Ζχ $  τ? χόρτα no περιεχόμενά4 γ ω ν ί α  δε vwta,

vj ΒΖχ q περιεχομενη υφ ενός προπύργια fa Β Ζ ,  % ε· 
Λος πλευρά fa Ζ κ .627· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ 'β Αοίεντος τ» κανονικά no· 
λυτών» , *«-&’ ο πρόκειται χαταοκενάοαι έχυροποιΐαν τ ινχ» 
h i  χάρτα , λο?/οα£α< δ/ «wa τά$ γωνίας χ̂  tag γρομμας 
τής ini τής γ ή : χαΐοοχευο&ηοομένης έχυροπΟιΐας»

A T SIS . Ε'εω αν εξάγωνον τό κανονικόν πολύγω
νον Α Β Γ Α 4 «♦  γενέ&ω ή γραμμή τής βάαεως ΒΓ =  »8ο 
όργγοΐς περίπ» ύπερ μέτριας εχυροποιΐας * εςάέόω κα
τά το μεοον αυτής ή{ κάίετος H I, ήτις εςω ίοη τώ έκτη- 
μορίω τής ΒΓ ύπερ έξαγώνκ, τώ πεμπτημορίω υπέρ nty- 
ταγών», τώ όκτημορίω υπέρ όηταγών» X. τ. λ. · διά δε τά 
I διήχίωοαν πέρας μή εχκοαι at evUelat Βίο , Π»,

β '. Τριγών» »ν τη ΒΗΙ, γνωςών Ιόντων τής πλευράς 
ΒΗ =  i f *  =  go όργι/αΐς, κ, τής HI =r *-%*■  =  3 °  όρ- 
γη α ίς , >y τής όρ&ής γωνίας Η, προς εΰρεοιν τής ήλαττω- 
μένης γωνίας ΗΒΙ φημΙ: τό τών δύω Αλείψω» ΒΗ, HI 
άθροισμα ιαο εςι προς την αυτών διαφοράν 6ο , ώς ή 
απτομενη τ5 ήμια9ροίσματος 4 5 °  (812) Τ(*>* δύω γωνιών

F 3



Β , I ηρΰί τήν % άπομίνψ τής ζητχμίνης ήμιΙια'Ροραίς 
των if «β» 7ωκών (4 ί»9)* 9Τ;> λ* μί&»5β t«3l» rp«Jl> <tJpioxfra/ =  «6° -f 34*' **** /ω·y/α ΗΒΙ — ή*6 — 26° —  3 *1 (βίο) s  18® +  26' 
βφ«ιρ8μ?ν>?ί iv τής »8° +  2 6 1 άττό 6 ο 0 i?,u/fffa»i 1% 
γωνίας Β tS ηόλνγών», !s«* icaraXo<?toy 4 10 4·  34* ήμι- 
yutvii nktvpahjs ZB$ * cip* 0X1717 ffXftpcu’ii?£ y<uW« IsiV 
=  83® +  8*=ZBE.7'. E’mXvSfVoi if  re BHI rp/r«;a ftipf$?eft*/ e. 9 7a»/e I =  71*4* 34*· 5p* 4 BIT =i 143® +  8* * 
B . η Bl =  94 οργηαίς +  sffffi 5*

i*. A‘iio«yij$mos ev ru> ημοπνργίω ZB μι?**$ «>  
pi re ilia» ίητημόρια ΐής ΒΓ» h 5* W· <»fc$«ff?$ r?f 
ZM, 9 21, $ Mi iff»? Isow 94 opyifaif x, 5 nooJ —  31 
epTyujy, fir ί» iff? 43 όργι/χΤς x, 5 noff/. Tρίγωνα iv i* 
coexfXes re ZMI, ya»y/e μιν ή Z ίση egi τρ ήμιηλαττω* 
μίνρ ΖΒΗ δννατον άρα γινα&κομίνης χ,.τής Ζ\ ,
τής γωνίας 1 ss »43° 4* 8% *?f γωνίας Μ =  Ζ ινριϊν 
την ΖΜ έχ τής αναλογίας Μ · Ζ Ι: 1 · ΖΜ =  83 όργηαΐς 
iif noil 1.

i .  Γινομένων ΖΟ χ, Μ* =  ΖΜ* χ, άχ9 ίντων των 
ηλινρών Μο ,  Ζ» |<ν; rwv τκρβΓω» ο , χ , ναιμήν ty r i  
χόρτα on, fse» Ιο ~ 83 cpr· 4 * 1 ff°i· — ΖΙ as 39 opr. 4" 2 ηοσ/ * <χ if i? τών όμοιων loootukm τριγώνων ZM l, Ixo Ist Z l .  ZM : Io.xo as 74 opryefr 4 * 3  nooi =  roi jgopro».S'. Ets if  fvpfffif r?p Zxo γωνίας re nXfDpe, rpi- 7oire iooffXfXes re ZM*rwoesfra* ή γωνία M =  Γ (132) s= τρ ήλαττωμίνργωνί$ Bs= i8 °+ * 6 ‘ · άρα ή vno Mx

84 ΣΤΝ0Τ1Χ Τ Η Σ ΕΧΤΡΟ Π Ο ΙΑ Σ.



Ι 8 ο ° ~ ι 8 0 — 261 .
Ζ rw/g ~  ---- ----- -----  (2ο6 , 2ίο) s  8ο +

2

4 7* * ονναφ$ε(οη$ if  rj)y Ικο γωνίας τί) ήλαττωμενν/ γω
νία Γ =  Β > άηοληφ&ήοεται ή γωνία re ηλενρα Ζχο =5 

99 ° 4· ι 3 1 * εύρε&ήαεται if  at!ro ro nXet/po v Zx sm\νομενα 
τα τρίγωνα Ζ*Μ, χ, με9ό$α γινομίνης #. ΖΜ : Μ.Ζχ =: 
26 opYijtxtS *f 3  noai‘ f* ^  re Zxo τρίγωνα <χηο\ηφ$ή- 
ctrai η γωνία τα νώτα ΒΖχ =  «+·ο (2 ΐ 6) =  5 9 ° -f 13* 
+  J 8 ° -f 2 6 ' = π ? °  +39**

ΚΕΦΑΑΑΙΟΝ ΠΕΜΠΤΟΝ.

Π ε $ χω ρομετρίας.

Π ΕΡΙ Χ Ω ΡΟ Μ ΕΤ Ρ ΙΑ Σ. 8J
♦

6 2 8 . Κei’&totrav $vta δένδρα (%■  5 3 ) δ, ζ έκ\ rtfs 
χορνφ̂ ς ορχς τίνος τα ©Π, « ro τον ΗΟ ορίζοντα 
ν-φος εςιν ημινείας Xsvyvjs · τα δε icvipa α/λνίλων άττε- 
χετ/ν οργιάς 3  * *«ν «πνοηδκβϊ χατιοντχ κατά τχς 
φοράς iK , £Κ rvjs βαρύτατος, συμπεοτανται εν τω rtfs 
γηςχέντρω Κ* εχεν το τ̂ κον οργιών διάςψα, το ταυ· 
τα ορίζον, ολο^ω ί αφχνι&ηιτετχί μετά το διχδραμεϊν 
τα δένδρα λεύγας *433 ο 5<* το rt$v rtfs «*τίν« 
οτ/ εγγιςα ίσα&χι λεΰγαις Μ32£·

629. Ε’αχ 3ε fiovoy χατελΟωο*/ μεχοι τε o0/£ovtos 
ΗΟ, 'κροΰ'κελίαατιν αλΚ̂ λοις τν\ ττοτότητι, ν,νερ vjΗΟ 
εςιν ελάττων τνς δζ’ «Τλά δΚ: ΚΗ: .* δζ: ΗΟ, ή 1433 
: M32? : · 3 o’pytfa} ί χ* με^ου γενομενης των τριών 
ΗΟ <ν5τα/ τν\ δξ —- Tj-r  οργή ας * εχεν τα δαο δεχ. 
δ^α δ, ξ χατελίίόντα μέχρι τ5 ορίζοντας εΐτ’ εν δια-



δραμόντα το ημισείας λενγης νψο$ τη όρας προσέγγιζα, 
αν ά?λήλοις τφ yfyvVfW*** 0περ αδε γραμμήν ολψ
ϊίνίςψΤιν.

•630. Ε αν χρα CiroTidq το ΘΠ όρος επιααλνπτο* 
μενον δενδρεσι, τρεις οργιάς άπεχασεν «Μ^λων, προς 
ορδχς εφεςν,χίοΊ τω όρίζοντι χατχ τας ενδείας δΚ, ζΚ , 
itMvfiZcrt δε χατιόντα μέχρι τ« όριξοντιχα διαςηματος 
HO, S περιλαμβάνει το όρος9 άχ^λοις άπαντα προ#, 
εγγίξασι %εδαν μιφ γραμμή

6$ ι* Δηλον άρα εντεΖδεν τοσαΖσα μιχρα δίίνοιόντε εί
ναι φιτείσαι δένδρα, roVei οίκοδομησασ^αι οίχΗςχτλ. ♦ επ) 
τη οριξοντιχα διαβήματος όρας τίνος* ofoc χμτι τνμ επι. 
κάμπες αντα εχιφανείχς.

63*. K'rrsMt/ άρα χωράς μετρανης οί Γεωμετραι 
τψ όριζοντιχψ αίτων επιφάνειαν μόνον εκτιμωσι  ̂ ^ τ*ο- 
τψ at) μετρεχν είωδασι * ιη ιίίο  *(>« « χ^&τβ* τ# β*. 
prr̂ vfff« <yi$s ccvamw , ή χατάντους, αλλβ μονο7 «V 
XoV<p ό̂ ιξδ>τ<υί{ί βντζί επιφάνειας * £ τ2τ* iw ,  ο 
<ωβ» χβταμττρίΓ^».

6^3* ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α#. Καταμετρείται τψ  όρι- 
ξοντιχψ επιφάνειαν.

Ύ $ σ  χνιδίω. Χχεδιάσοντες το όριζοντιχον επίπεδον 
τη χωρία (<5*7)* λογιαμεΟα το εμβαδόν χατά τάδε.

Ε'ς« το' επ'ι χάρτα εχεδιασμενον τη χωρία επίπε* 
δον το άχανόνιςον πεντάγωνον (%. 34)  ΑΟΠΡΧ * ά. &*- 
ρψ$ω είς τρίγωνα διά των χατεςιγμενων ΑΡ* ΑΠ4 β\ 
ει’λνββω διά τ%ς χλίμαχος ή χατεςιγμενη ΑΡ* ως TiSif- 
ναι έχασα είς χοηην βάσ» των δυω προσεχών τρίγωνων 
ΑΡΧ* ΑΡΠ, ^ επ' αντν,ς ηγερ&ω ώς ΐψος τα ΑΧΡ 
τ ρίγωνα χά6ετος *j Χ$* tj δε ΠΓ χάδετος, ως v̂ oc τ«

g$ IffiP I Χ α Ρ Ο Λ ΙΕ Τ Ρ ΙΑ Χ ,
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AIJP τρίγωνη · τβτων 5ε των 5ιί» χαθέτων χλ/μβίχί

Α „ , , ΑΡ X 5Χμετρηβε/<Γων, ες«/ το μεν ΑΡΧ τ^ωνον ........  ....  ,
2

ΑΡ X ΪΙΤ
ΤΟ 5ε ΑΠΡ =  -----------  (285, 32 »>2

Το' 5ε τρίτον τρίγωνον ΑΠΟ, μετρηΑείσης τη
* Λ / - */ ν ΑΟχΠν)χλίμχχι της ΑΟ βαίΤεωε, $  τ« εςαι =  —— »

Το' 5ε των Tp/oSy raray τ̂ /̂ ωνων ά&ροιτμα εχΰη. 
λωσει την όλιχην τη χωρία επιφάνειαν̂  ην ε5ε< μετρήσοι.

634· ΑΑΑΛ2· ΐ'να μετρηόη η επιφάνεια τη τρι. 
γωνιχη χωρίη (%. 5 δ) ΑΒΓ, μετρηύητφ πρώτον τη όρ· 
γι/Λ 4 ΑΓ ω« βάσις · επ αντης 5 ε προαχ ε̂ίσης ηγερ- 
$ω κάθετος η ΒΖ ως Ι'ψοί, £ μετρηΟητω τη όργt/£, $  
πο>λχπλασιχ<&ητω έπ) την ΑΓ βάσιν * τ> 5ε τ» /̂νο- 
μεν» ημιΤυ εςχι η επιφάνεια τη τρίγωνη (*$5,  288)·

635· Ε*«ν 5ε εόχερέςερον ως βάσιν μεν λα€εϊν
την A Β «Λείαν, ως 5ε Ι'-φας την ’ ΓΔ κάθετον, εςαι
e , , . , ΑΒ X ΓΔ
vj «οτ̂  επιφάνεια s ----------.

<">3rt· ΣΗΜΕΙΛΧΙΧ. Α/ε< 5* άναμνηςεον επ} της 
χωρομετρίας, ως ε! το προς καταμετρησιν τρίγωνον ΒΓΔ 
(%. 56) χεχλιμενον ε“ιη επ) τη ορίζοντας ̂  η αΰτη μεν 
επιφάνεια ηχιςα  ̂ τη 5’ άντιςοιχηντος ΒΓ5 όριξοντιχη τρι· 
γώνη9 μετρηθησεται* μετρητεονηντη οργή** βάσιν μεν 
την ΒΓ, ί'·φο; 5ε το Γ5 , χχ& ον προει ρητοί τρόπον 
(605) * ταυτον 5ε νοητεον εν γενει περί πόσης χατάντης 
επιφανείας.

637· Ε’αν το' προς κχταμετρψιν πραχείμενον χω-,
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ρ(ον παραλληλόγραμμον ή, μετρητε'ον διά της όργφς 
την βάαιν, ^ το ί'ψος * το δ* uiro' τάτων ι̂νο'μενσν εκΐη. 
λώτει την βο’τ« επιφάνειαν.

6 3 8 . Ε*άν δε το' καταμετρηθηιτόμενον χώρον κανό, 
vmv yj πολύγωνον, ο σπανιωτατα %υμ€άινει' α. δάω χάδ. 
ετοι, εκ των μέσωνΰίω τλεο^ων ΰυναντηθεϊται ά/ληλαις, 
άμφαννΟΊ το αντ* χεντρον' β'. διά τν?ί οργιάς μια πλευ. 
ρά μετρηθείσα πολλχπλαϊιχάητω ετη' τον αριθμόν των 
πλευρών εΙς ειρεοΊν της τη οτολν̂ ωνυ περίμετρέ · εκ 
τη χε'ντρΗ μια πλευρόί χα&έγτη άχ&εΐιτης > $ τη όργι/α με- 
τ^δει'ε^ς, δ/ catvjc οτολλαΛ-λχίΓ/Λ̂ τω το της περιμε. 
τρν ημκτυ* ό6εν Ζηρευθήτεται vj τη τολν̂ ωνοο επιφά. 
νεια (297).

639 . EVyew μεντομ εάν η π ροζ καταμίτρηΤίν ε- 
πιφάνεια (%. .54) μνίτε παραλληλόγραμμον ή, ρίτε χλ· 
νονικόν πολύγωνον, βία vj ΑΟΠΡΧ* διηρη&ω είς τού 
γωνα τά ΑΠΟ, ΑΠΡ, ΑΡΧ* ^ ha τ5 γνώμονος, ij 
τη γράφομετρπ, ηγερθωσαν «άδετοι, ^ τη όργιζα μετρηθη- 
τωσαν at Χδ, HT «τί τν}ν κοινήν τοΓ« δυετ* τ^^ωνοις 
ΑΡΧ, ΑΠΡ βάαν ως υψη αυτών των τρίγωνων, είτα 
•✓ ε̂̂ δω ΐ} Itvj κάθετος ως ύψος τη ΑΟΠ τρίγωνα (2 87)* 
τε'λοί δε τοΜαττλατια^τω $$ εχάςκ τρίγωνη βάσις L  
π) τό ήμκτν τη εόρεδεντβί υψπς ( 2 8 5 )*

64ο. Ο*ταν μεν βί τι?ν /JaViv ^ το' ύψος εκ^ηλην- 
τες αριθμοί αμιγείς περιεχωαΊ ποσότητας  ̂ τκτέςιν όρ. 
γνάς · μόνας κτ., άπονος όλος υπάρχει ό πολλαπλασιασμός' 
εάν γάρ τό μεν ψιΤυ της (%- 5 $) AF βάτεως η ζζ 1 2 
όργΐ)ΧΤς' το δε ΒΖ ύψος τα »2 άργι/αΐς, ευχερως πάνυ η ε
πιφάνεια ενρεθηϊεται περιεχατα <44 τετραγωνικός ορ*
γνας.



64 >· Η* νίκα μέντοι ο τψ βάσιν, ή το ύψος, ij $  
αμφίτ$$Λ) έκδηλων άριύμος Ιπ άρχει συμμιγής  ̂ περιέχων 
ο.μα οργιάς >y πόδας  ̂ ή opyyir ^ ^βδβί ^ δβχτνλβί, 
ο τέτων· ττοΜαοτλαιΤ/αΤμο ς πολύπλοκος τις Habfearat.

642. Ενρψται δε είς τκτο δύω μέθοδοι γενικά) <> 
έκατέρα Πατέρα είς βάσανον <Τνμ€ά?λ\ι<Ται * ΰμφότεραι 
δε τφ τβ μείζονος εΊδζς τετραγωνφ ίποτώέασι μέρη τϋ 
έλαττονος r ι$βς, έμφαινόμενα τφ τετραγωνφ τφ από τ« 
αρΛμζ τέ έκδηλκντος  ̂ ποσάκις τφ μείξονι γραμμικφ ίΐ· 
δει εμπεριέχεται το έλαττον γραμμικόν ef$os(28o)· «. 
τος δέ ό των μερών αριθμός εςιν ο ένντοτ«δεις τ% τετρά- 
γωνιχη όργι/α0 η τφ τετραγωνικφ πόδι «τ. βοτί tS Joro. 
$ρωδε>τβς πίνακας (Α'ρώμ, 15.5) * δεδε*κτ«ι δε (β8 ο) 
ως το' πράγμα ντως Ιπάρχειν οφείλει (%, 57)* *ί γάρ 
τετραγωνική οργγχ ΑΗΒΠ περιέχει ε£ «νβ^νις 3β ΐτο. 
δας Τίτρα̂ ων/Λΐίς, έμφαινομένκς ύπο τ« άττο 6 τετρά· 
γωνκ * ο δε τετρα̂ ωνικοΥ ττοος περιέχει αναγκαίως 
(ago) δύτκτΐ/'λ«ς T£T0«y»v/K8S 144 9 oiff?»v ο* «jto 1 a 
γραμμικών δακτύλων τετράγωνος * εντεΐβίν vj τε. 
Tfaywvix·̂  0,07V* περιέχει άναγκαίως δακτύλχς τετρα
γωνικές 144 X 36 ζζ 5* 84<> τετράγωνος άπο τ* ο of 
έκδηλοΐ*) πάσας η οργψ περιέχει γραμμικές δακτύλας.

Ο ύκΰν δίχως ίντις ε'ύρο/, πόσα φέρ είπεΐν ςίγματα τε
τραγωνικά περιέχει άργι/ά ύ τετράγωνος * ά. αναγόμε
νης της γραμμικής όργιμς είς ςίγματα 10368 , ^ τα ά- 
ριΒμν τκδε τετραγωνιζόμενα * β\ είδότεςη ως η μεν τε
τράγωνος οργι/ά περιέχει a 6 πόδας τετραγωνικές, τέ- 
των δέ εκαςος 144 δακτύλας τετραγωνικές, των δε ε- 
καςος, 144 τετραγωνικας γραμμάς^ τέτων δέ έκάςη<> 
<44 σίγματα τετραγωνικά , πολλαπλασιάξομεν τρ)ς

ΠΕΡΙ Χ Ω Ρ Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ Σ . 8ί>



ex διαδοχές τον $ 6 εν) »44, το' δε ε%χτον γινόμενον 
ι o74s»5424 /(Γωδ̂ ιΤίΤΛ/ τ$  τετρα^ώνω τω άττο 10368, 
« ί νοτερόν ενρηται * εντενύεν δζίλον, ώί ο; διίω btoj 
τρίτοι άμοιζχδόν άλληλοις εις βάαχνον Ο/μ&ίλλκΟ.

643· Ε’αν δε γνώναι βελώμε^χ,  οτ< άλ·^Η« q 
TcTftfycowxti o^yya ^ριεχει τα είρημενα τετραγωνικοί 
ςίγματα^ εννοηΐτωμεν (%. 57) Ttjv ΠΗ βάτινόχ) <Τυγ#ει. 
μενην εκ τοδών 6 , αΜ.’ ε« ς/^μάτων *0368, ώτβν. 
τω? δε ^ το' ΒΠ υψο?* ^ δ»} «τω> tj τετρ^ωνίχ^ of. 
yya , ά τι tS οτερίεχε/ν έ'£ τχραλληλόγρχμμα εκ το. 
δων 6 εχ«?ον Ο/νθβτον, τεριεξει παραλληλόγραμμά 
ν 0363 εκχςον εκ ςιγμάτων τετραγωνικών 10 3 6 3 , εΐτ 
«ν τεριεξει ςίγματα τετραγωνικά 10368 κ 10368 =  
>07495424·

644. SXOAION. Κ'τει δε' το' 3·εω̂ εη> είδος βνω- 
τε̂ ον εν επιφανείς, διηρημενον εΙς μέρη είδβ? ηττονος, 
αεί τχρεχει τρχξεις αρώμητικχς αλ/ί μαχροΓχελεΓ?, ε'οτ- 
ενοψΓίίν οί Γεωμετ^α* ε*7Γ/τίμωτε̂ «ν τ/vi μέθοδον, ε'ν τί) 
τρακτιχη as) τρό των α?λων αντην εγκρίνχντεί, ην ^ >ί· 
μΓν o y y  ττα̂ ελθεΓν vjxfsa εδο£εν.

6 4 3 . Ε’αν τί}? τετρα^ων/Λ ί̂ όργιας (%. 5 8 ) ΑΒ 
ΓΔ το' ΔΓ νψοί μόνον διαιρεθη εις εξ ΐ<τχΜ.ηλα μέρη 
Δ£, £3·, χτ., ε/? εξ δηλονότι τόδχς9 εις τκς Αζ τβ 
νψ«? τχρεξει εν τχραλληλόγραμμον ΑΔε£, ο χαλεΓ- 
τλι τκί τί}? τετ̂ α̂ ων/χί}? όργιας, ^ ες/ τροδηλως της 
τετραγωνικής όργιας ΑΒΓΔτο' έκτημόριν/ εαν ΰν 0άθ? 
V} ΑΔ μιας η τλεώνων οργιών τολλχτλατια&η ετ) ν. 
ψο? ενο'ί, ij οτλείονων τοδων, ij τ’ ανχταλιν, τ̂ οχωψ». 
Ον ε’ντείδεν οτο'δε? τί}? τετρα̂ ων/χί}? όργιας' ΑΔ φερε

9ο Π Ε Η  Χ Ω Ρ Ο Μ Ε Τ Ρ ΙΑ Σ.
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μία «<τα όργΐ}ά, πολλαπλασΊχ&εκτα έπ) Αη =  3 ftotr), 
ναράξει τρεις πόΰας της τετραγωνικής όργιας.

646. Ε'αν %ν επινόηση είς πες ο Δξ Τηρημένος εϊς 
12 δαατνλ«ε, εκαςος δάκτυλοί, όϊον ο Δυ, παοίξει παρ. 
αϊληλάγραμμον το ΑΔτν , ο εςαι Α  τε πόδος της τε* 
τραγωνικης όργ$ς ΑΔεζ" tout) δε το παράλληλό-  ̂
γραμμον καλείται δάκτυλος της τετραγωνικής οργιάς.

Ε*αν δε λ ^ 9$ εν δωδε«βτ̂ μόρ/ον μόνον Δυ δα- 
ίτνλ», ^ οτολλ£ΜΓΑ«α7β<$$ί st) rvjv ΑΔ όργιαν ̂  τ#τ) 
τό παραλληλόγραμμον εςαι Α  τ« δακτνλ» rifs τετρά* 
γωνικης όργιας ΑΔτυ ' ο καλείται γραμμή της τετρα
γωνικής όργιας* τέλος δε' Α  Τκδβτ» ε^ατβ υ\£«ί , ij 
τΑ '™  δακτνλ« Δυ παρέχει μετά τηςΑΛ βάτεως παρ* 
αλληλόγραμμον9 ό καλείται ςίγμα της τετραγωνικής 
όργι/ας.

647> ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ «. Το' της τετραγωνικής όρ· 
γι/ας ςίγμα εςι δωδεχατημόριον της γραμμής της αν* 
της τετραγωνικής όργιας * η δε τκ δακτυλ#,
ο* δε', τ5 οτοδο'ί* αντο'ϊ δε, της τετραγωνικής όργιας, β/β*) 
δωδεχατ̂ μο̂ α.

<548. ι orovi Δχ, ΐΓολλβιτλαΛβο£*}$ ε̂ * ενα 
πόΐα Δξ, δ/δωον π̂ οδηλιοί £ τ5 δακτνλ» rifs τετρά* 
γωνικης όργιας ΑΔεζ1, κ.τ.λ . $  $η τό ΰιπλνν τ« δα. 
«τυλ» ΑΔτν τί}? τετ̂ α̂ ωι/κί}? όργιας, «V av δνω δα* 
<ίτνλ«ί τί{ί τετρα̂ ων/χί̂  όργιας' εντεΐβεν άρα, όταν 
παριςαται γινόμενόν τι εκ ττοδων, το' δ/ττλ«ν αυτί τγλ̂ϊ- 
ε£ε/ δαχτνλονί tsj? τετραγωνικής όργμας, α< χατα* 
ypâ vjVovTa/ εν τφ χωρφ των δακτύλων τβτων.

649 . Τ'"· » 7r?s, οτολλαοτλασναο̂ είί ε’ρ’ ενα δά
κτυλον , παρεζει Α  τ« γινομενκ νπό πόΖος, ε’®’ ενα τολ*
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λχτλαοΊα&εντος) είτ κν TV 2ων δύω δακτύλων της 
τετραγωνικής όργι/ζς, ή 2 γραμμάς της τετραγωνικής 
όργιας* εχοντες τοι'ννν γινόμενόν τι ντο Τοδων ^ δακτύ
λων , Ζιτλασιάζομεν αυτό $  τιδεμεν εν τφ χω.ιφ των 
γραμμών της τετραγωνικής οργιάς.

650. δ'. ι δάκτυλος 0 'ΤολλατλΜΤία&είς εφ εν a 
δάκτυλον̂  οφείλει ταρεχειν TV τκ ηδη τροκν-̂ αντος τολ- 
λατλατιχιτμφ τκ ι τοδός εφ ενα δάκτυλά <, είτ «ν 
των δύω γραμμών <, τίνταν είτεΤ» δύω ςίγματα της τε
τραγωνικής όργιας $ όταν κν η γινόμενόν τι ντο δακτύ
λων ̂  ^ δακτύλων, λαμβάνοντες το δ<*λ«ν τίδε τβ 
yjyojipva, τ/flfftfv ev τφ χωρφ των ςιγμχτων της τετρα
γωνικής όργιας.

Ε "ςωσχν κν ηδη 2ο όργι̂ αι ^ 5 $  9 δά
κτυλοι βάτεως εφ ω τολλχτλατια&ηναι ετι 6 όργιας 
^ 4 τοδαί £ f  δβκτύλϋί

92

20 5 9
6 4 7

ΤβδβίΤ̂ ί δβκ.τνίί γραμ. νγ*
**>7· Τ5Τ. ο$γ. 7£Τ«0^ της τετ. της τετ^

1 2 0 3« 54 όρ όρ
8ο 4ο 72

14 0 70 12 6

1 4 » 4 6 8 6
so Ο'ργι/α) τολλατλατια^εϊται ετι 6 όργιας 

διδν,Τιν 12ο τετραγωνικός οργιάς (233)9 *» γεγρά- 
φδωσαν.

5 Ποδ. ττολλατ. εττ) 6 όργ. διδουΤι 30 πόδας 
τετραγωνικής οργιάς (645)9 « 'ypy^Sioffav.
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9 Δα'χΤολ, ττολΧα*. eiri 6 of/. δ/δ5<Π 5 4  δαχ. 

terf. of1/. (6 4 *0  <$ /€/()«^9ωο'Λκ.
so o’f/ . ΐΓβΤΧβττ. sVi 4  ·7Γοδ. δ/δίτ* 8 o πόΰ· 

r«Tf. Of/. (6 4 5 ) 9  <® γεγ$χφβ(ύ<ταν.
5  Ποδ. ToMcfff. «οτί 4  «‘βδ* /̂55<T/y 2 0 , toy to 

δίτλίίν fi< 40  δαχ. T6Tf«y. <?f/. ( 6 4 8 )» οΐ ysy^i. 
φ^ασαν.

9 Δαχτ. ToXXawr. iV) 4  οτο'δ. δίδίοΛ 3 6  0 toy 
to SnrXtv εςιν ?a 'yfttft. T5Tf«/. of/. ( 6 4 9 ) 0 a? 
/f/fct f̂lwc’ey*

2 0  p'f'yvei oroXAaff. it i δαχ. 7 ταφίχανη i4 o 
δαχτ» Titf. of/. (6 4 Q) 9 βϊ 'ye'/fo f̂lcom.

5  Ποδδ{ τολλατ. iofi 7  δ«χ. δίδχβν 3 5 9  coy το 
δίτλ5ν 7 0  y^xytti TfTftry. of<y. ( 6 4 9 ) , αί 'ys'yfa* 
Ŝcotray.

9 Δαχτ. οτολλαττ. επ) 7  δαχτ. îhuffiv 6 3 , “ y 
-το' 5 ιιτλ?ν ε’ς/y *2 6  ς//μ. tijs TSTf* o’f. (6 5 0 ) 9  a ys*

XojTro'y, *· ffvvâ at cos Iflos (A’f/βμ. 2 0 9 ) 
ταότας τας οτοτβτητας, αναμίμν̂ Χχομενονς μόνον $ οτ< 
δίβ/ftfy δίΓ δ<ά 1 2 , ly«9 τα μεν ςίγμχτΛ είς γρχμμχς, 
αί δε, ε<« δαχτόΧες 9 °ί δε, </ί ιτοδας, aya%fl«Tiy 9 '/y* 
e/s o’f/yas δ* Χ'/Χχβ£<Γΐν ο/ οτο'δες , δ/ά 6 .

Σννά^κ £y orfoxô ecny εττ< τβ προτεάεποί οίΓοδεΔ 
ηματος *4 * ogyi/xi τετfaycov/xâ , ^ 4  «·οδες,  ̂ 6 δα. 
χτυλίί 9 χαί S γρχμμχι , xccl 6 ςίγματχ rerfayuvu. 
χ?ς o’fVJ/as. ;

ΣΧΟΛΙΟΝ α '. ~χφες δε, or/ exasoy είδος ανα. 
χάνεται χ̂ ταΓβα ε/ς τα με/'̂ oya' ^ /ctf 80 οτοδες ε̂. 
£ε tJjs T8Tf«7 «ytxijs o ŷySf συμπλ-ή̂ νΟΊ ι$ o’f/yai τ<·

i>5

^«^δωΛτν. Οοδεν «y



Η 3}£ΡΙ ΧΩ ΡΟΜ ΕΤΡΙΑΝ .
τραγωνικάς,  ^ 2 Trod ας της τετραγωνικής όργήάς * ^ Jij γραφησονται, ι 3 μεν όργιιαι εν τω χωρφ των ο'ργγ. αν, α δέ πέδες εν τω οίχείφ αυτών χώρω.6 ji . 2ΧΟΛΙΟΝ Β'. Τ ο πέρας,  προς ο αγπσΐ 

των προεκτεθεισων έκάτέρα μέθοδος ( 6 42), διαπιςοΐ η. 
μας σαφέςερον περ) των συντιθέντων μερών έπιφανείας, ως 
τετράγωνε Ζεωρνμένης, επ' εν ως {ίσης τετράγωνε α
πό τη αριθμέ των γραμμικών μερών, α περιέχει η τλεν- 
ραταύτης της επιφάνειας* πάρεςι γάρ εντεύθεν όρον ως 
ο τετραγωνικός πες οφείλει περιέχειν δακτυλας τετρά* 
γωνικές »44<> ός έςι τετράγωνος από ιά τη έκδηλεν. 
τος ,  ο τα περιέχει δακτυλιαϊζ μέρη γραμμικά οπές.Η' μέντα τρίτη μέθοδος ,  επε'ι τοΓς αυτοίς όνόμααι 
καλείται τά τη έν επιφάνεια μέτρα μέρν}, οϊς ^ τά ό-
μωνυμζ μέρη τη γραμμικέ μέτρα (ητε γαρ τετραγωνι. 
κη η γραμμική όργ^α πόδας εξ περιέχπσιν ένταΖ. 
θα, £ ο πές δέ ο τετράγωνος δακτΰλπς ι 2 , όσες πε
ριέχει ^ ο γραμμικός κ .τ .λ .) ,  τω κοινωνικά, βίω μάλ
λον καΖέςηκε χρήσιμος* εργάτηςτις, φέρ' είπεΐν συνθέμενος 
επί λίτραις a ο έργάσα&αι έκάςψ όργι/b διηνυσεν οικο
δομών 14* οργιάς, ^ 4 πόδας, ^ 6 δακτίλκς , % a 
γραμμάς,  ιέ, 6 ςίγματζ* τελέσαι hv αΰτω οφείΑω ά. 
είκοσάκις 1 4 » λίτρας * β\ f  των 2 ο λίτρων* γ\  £ λΑ T̂ sts ντερ ενός ποδός * δ'. \ υπέρ ενός δάκτυλά * έ. £ 
υπέρ γραμμής μιας.

6^α. ΣΧΟΛίΟΝ Γ · Αυτη,δέ η τρίτη μέθοδος 
έδέν ολως διενηνοχε της των συμμέτρων μερών, πλην 
ότι άυτη τη τετραγωνική όργι/μ υποτΛησι μέρη ομώνυμα 
τοΐς της κατά γραμμήν όργιας, $  ότι, της υποθέσεως 
ταΰτης τηρηθείσης , ο λογισμός έπιτομωτερον έκτελεΐται.
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653. Εαν είδένχι βηλωμεβχ πόσοις μέρη της τε. 

τραγωνικΊ-ς opytfXii ευρεθέντα ha της τρίτης μεδίδβ, /„ 
σοδί/ΜμκΰΊ τετραγωνικοΐς μέρεσι, σν^λογιαμε&α b'tms * 
c»i πας τετQxywtws οργιάς ΙσόδννχμεΤ 36 τοσϊ τετρά, 
γωνικοΐς̂  διαιρε̂ εϊσι διά 6, sir αν 6 ποσ\ τετραγωνικοΐς4 
εϊς δάκτυλος τετρα̂ ων/χίίί οργιάς Ίσος έςΐ $84 δακτ. 
τετρ. διχιρεΰεΐσι δ/ά 72 ο *»τ av Ίσος 7 2 δαχ. τετ. ό 
γαρ δάχτιΑβ$ εςιν -fa Tvfs οργιάς * μία δε γραμμή της 
τετραγωνικής όργ if ας Ίση έςι τφ·7 VVV * =  8^4 γραμ. 
μχΐς τετρχγωνικζΓς, εί^ε  ̂ γρχμμν έςιν =  -j4 T τί)5 ορΤ'ν̂ ί (Α'ρ&μ. 449)* εν sty**» τ̂ $ τετρα̂ ων/χί]* ορ. 
yj/itt ες<ν =  1 °Ή }Η *4 =  *°368 τετρα̂ ων/κοΓδ ς/y. 
μχσιν* επει το ςίγμχ έςιν =  riv̂ rsT οργιάς»
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ EKTOR

Π ε ρ ί $ΓρακτΜ ίί5β ^ 'τ ε ρ ε ω μ ε ^ ρ /sg.

6 5 4 · Ε άν χι€ικης όργιας της ΑΒΓΔΕΖ (%. ^7) 
«ΐ Ι'ττερδεν |3aVii ΑΟΕΖ, είτ tv η τετραγωνική 

ο ρ γ ψ , ε»ί εξ  ̂  τριάκοντα τετραγωνικές πόδχς, είς πας 
ό ΑΙ Tcoy εν τ$ ΑΒ παράξει ςερεόν το ΑΙΟτυΕΖ, 
ΟΊ^χε/μεν» εκ ποδων κυβικών ε ξ 4 η χρχ κυξίκη οργηχ 
περιεξει κυ&χας πόδας 6 x 3 6 = 2 1 6 .

5̂ 5 · Ω'σχότως, έπείπερ ο τετραγωνικός πας ΑδτΡ
περιέχει 144 τετράς ων/χ« δα«τύλ«ί, ixassi των δακτύ
λων Ay, των εν ενός κι&κα ποδος νψείΑΐ  ̂παρχξη ςερεον το 
ΑνΛγδΙ* ΐ 44 κυ&κων δακτύλων* ο κν&κύί άρα τβ? ε. 
eat σύνθετος εκ χυ&χων δακτύλων *44* ί 2 =  1729' 
2‘χ τον αυτόν λόγον  ̂ όμενχυ€ικός δάκτυλος περιέχει κυ.
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&KCCi γραμμας 1728 * <\ δε κυζική γ^αμμή  ̂χν&χζ ςίγ. 
μχτχ ι ? 28 .

656. Ε'ν rivet δε κυβικόν τι ςερεόν ηεριεχει κυβικά 
μέρη, εχδηλΖ μένα 1mo τη «ύβκ τΖ άρβμΖ, τΖ δηλΖντος όοα 
αατά μήκος Tt μίτραν ομώνυμον τώ ςερεφ ηεριεχει rotate 
χατα μήκος μίρη' «τως ό αριθμός τών κυβικών ηοδών, 
τώντή κυβική όργηα εμπεριεχόμενων, h i  216 κύβος ra 
6 · Hj γάρ ή κατά μήκος όργηα περιέχει 6 πόδας κατά 
μήκος* ο if  αριθμός των κυβικών δακτύλων των έμπιριε· 
χομίνων τώ κυβικώ noii ε?ιν ιγαθ,κύβος τΖ 12.

6$7. α . Ω’ εί εΰρεϊν εζέςαι πόοα ςίγματζ φέρ el* 
πεiv κνβ:»ά περιέχει ή κυβική oprya διττώς, ή ηοΑαηλα- 
oiafομέν» τρϊς έξης τΖ 2 1 6 άριθμΖ των ίν αυτή κυβικών 

ποδών ini 1728. β ·  η κυβφμενα τΖ 10368 άρι$μΖ τών 
κατά μήκος ςιγμάτων, a περιέχει ή χατα μήκος opyyi. 
έχατέρως ev εύρεθήοεται ή κυβική oprya ηεριεχκοα κυβικά 

μίγματα ιι  ΐ45»255όο32·
638. IV  άναχθή είδος τι κατώτερον eis τό άμέοως 

άνώτερον, αϊ κνβιχαί φέρε γραμμα'ι εις κυβικής κοδας, 
διαιρετέον τον τό κατώτερον είδος εκδηλΖντα αριθμόν διά
17 2 8> Οζαιρβμίνων τών κυβικών ποδών, ή διαιρεί» δε! 
διά 2 1 6 , ϊν άναχθώοιν είς κυβικήν οργιάν ( Αριθ. 169. Γ .) .

6,59· Oiros is ιν ό αριθμός τών μερών, $ προλαβόν· 
τες έξεθέμεθα εν τώ ηίνακι τών κυβικών μέτρων (Αριβμ. 
Μ 6), ηροοφνέςατα εχων τρ, ήν ουνελάβομεν,ιδίτχτΖςερεΖ 
ώς αύβλ ·&*ωρ«μ£νβ * έξεθέμεθα δε εν tjj Αριθμητική % 
δύω γενικάς μεθόδχς τΖ λογί{εθαι ταΰτα Τα μίρη, ή την 
τΖ ςερεΖ χωρητικότητα (Α 'ριθ. 2 17·') χΓλ.

66ο. A’Aa γάρ τΖ αριθμΖ τών δε τών κυβικών με*
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ρw  f i t  ανξοντος ( λ ρ ι& . *56)* avayxaitug ixarip ct μ#·8ο> 
bos μαχρά καΜ ςατκ» £  έηίηονος * τα ύ τ a p t  ίηινένοήχχσι 
m pi rtre, κα$ά 4? ^  mpt r i  n5> e iu fa ve M P  μίίρ* (644), 
τρίτψ  τινά μίβοδον ^ ήν ο ΐη  Τ α νμ ίτρ α ι >y ο ί Μ^χά^χό; 
f i t  npoxpivnot τών άλω> i n i  τής n p xfy u g .

- 6 6 1. Τ π ο η Μ & ω  yap ή τf  τράγων ιχή opyya ΛΜΚχ 
η τμ η μ ίν η  ( % . ^8 .) i i s  ί ξ  n o la s  ΤίΤρχγωνιχής ο ρ γ ι
ά ς  ( 6 4 5 )  α ντη ονν πολλαττλ«σ;α ο $ (to* in i  την τον 
ΰφους opyyyp Μ Θ η α ρ ΐξα  την χνβιχήν όργηάν ΛΜΘ 
ΗΠΚ’ noM an lxotaoSeT oa be ίφ ’ νφ ος iv o g  nobog τ5 
Μ Τ ,  η χ ρ ίζ α  stpebv το A MT o Z f c K *  ontp x * \ t i -  
Tttt n ig  τής χ ν β ιχή ς  op yya g , xsei ig t  προδήλως i  τής 
χνβ ιχή ς ο ρ γ ιά ς  * n o W a n la o ia S e lo a  be t n i  Me =  evi b x-  
χ τ ν ίω  δ φ χ ς , η α ρ ίξα  gepibv to AMe^iKr, 4 U w  tt f* 
nobog τής χνβιχής o p y y ig ,  ^  παρά t ir o  x a le tr a t baxrv* 
to g  της χνβ ιχή ς ip γι/άς* n o X xn k a o i«$ e to *  b't e<# ύφος =: 
i γ ρ χ μ μ ν , anobuoei gepeov £= Vt tH b a xrv to  τής χνβιχής  
οργψάς * ^  irttf»' ejjvs.

66*. To y^pwov tijro rroicuvis» xo'4«i, b m k a o ia S r;, 
napefyt b a x ru to s  τής χνβ ιχή ς op yyig ' το 4’ vno nobuiv i -  
n'i b a n n i n g ,  γραμμάς~ τής χνβ ιχή ς οργηας' to  4* vno  
b a x r v k w  in i  b a x tv h tg y  ς ίγ μ α τ χ , x a $  ον Ιή  to y o v  Ι ί ·  
bfixrat x f  ni των ΐηιφαναώ ν (648· χτλ.).

663. ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ. ΟΙχΐοκα τίνος t Ιχο ντος μ η -  
χος μ ΐν  4 οργιάς Μ, ι «ο'4α, π Μ τ ο ς  be 2 ipytf&s >y 5 
«ο4*ί, δφος be T it o s  i  οργηάν > a n ob a g t ^  4 4s~ 
χτΰλχί, «009 i s iv  ή χω ρητιχότης;

β. j j in t p a m a  τής β ά α ω ς , ή το e b a p o g rZ
οΙχίΰχ»χατά τηντρίτηντων m pi eniφαναων anoboSeiau·· μ f* 

Ύ ό μ . Γ. «
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H EPI ΣΤΕΡΕΟΜ ΕΤΡΙΑΝ98ββίοΐ' («44* * ϊλ ·) , % δή εύρε9ήοααι n  όργψ τετραγω* 
νικώνt 4 ποί. itj ίο  δακτύλων τής τετραγωνικής όργιας 

1 1 όργ. τετραγ. 4 π όί. ι ο $axr. τετρ■ όρ.
1 * 2 4

όργ. κυβ. πόδ. τής iatxr. τής γραμ.τής ςιγμ- 
κυβ.όρ. κυβ. όρ. κυβ. όργ. κυβ. ip 

* ι 4 »ο23 16  4 °44 3* 8ο16 2 4 6 3
0 .  Το γινόμενον υπό ι 1 οργίων τετραγ. >£ μια; 

όργ. t ψβί ί/ί«σ<* 1 1 όργ. κυβικός * τό δέ vni 4 ποδών 
ft, μιας όργηας, 4 ηόδας της κυβ. όργ. τό δε ΰ*ό ίο  δα
κτύλων η,  t όργη&ς,  1 1  ηοδ. τής κυβ. ο'ρ. εξής δε τό γι
νόμενον ύτιό ip  3 ηοδ. δίδωΰΐν 22 ηοδ. τής κυβ.
όργ. τό δε υπό ίο $α*η>λω» £  2 ποδών, 4ο γραμμάς 
τής κυβ. όργ * τέλος δε τό γινόμενον υπό 1 1  όργ. η,  4 icutr. tiltnet 44 ίαχτνλ#* τής χνβικ. όργ. το i* tied 4 
ηοδ $ 4  &aKr' * 32  γραμμας τής χυβ. όργ· τό δ' υπό ίο  
δακτ. χ, 4  $«xr. go ςίγματα της κυβικής όργη&ς (66ο).

Τόυνήφ9ωααν δε ώς ε$ος (Α ’ρ/$. 209)» διαιρεμένα 
εκάςα είδας διά ΐ2 « των δε ποδών δια 4 ,  προς την επί 
τα με/fio των είδύν αναγωγήν * X, δή ενρεΒήοεται c olxi- 
οκος περιέχων ιό  κυβικός οργιάς, λ , a ποδ. ^  4 i«*r. 
1i  6 ?ρβμ. $  8 ςίγμ· τήί κυβικής όργιας.664- ΪΧ Ο Λ ΙΟ Ν . Πόιτβ τά επί της τρίτηςμεβόδα τής 
των επιφανειών καταμετρήσεως (6,5 », 632) παρατήρησε ντα 
κατά λεξιν έφαρμοςέον ενταΰ$α* τιθέμενων μόνον ενκνβοις των
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δυνάμεων, αϊπιρ ixet&t εν τετραγώνοις ετίθεντο. $τως ενρε- 
&ήαεται ή δύναμις ποδός τής κυβικής οργιάς h  ttool χι· 
β ιη ο ΐς , διαιρούμενου του 2ΐ 6 διά 6 (66ι ) ,  ΐοη nooi χν- 
βιχοίς 3 6 ' δακτύΧα τή ς κυβικής ό ρ ίγ α ς , διαιρα-
μ ίν α  τα 37«3248 7 2 > 4  £&7$ »«*»«** (Α>θ. 149,

»5θ *
ί ΐδρί  Μ ε τ ρ η τ ι κ ή ς  ρά€δου.

665,. EViysv-Ô TM χνλίνδ̂ ος ο ΑΒΓΔΕ (ο£, 59% 
ον ή χωρητικότης άχρ<€ώς ές< φέρ είπεΐν ςάμνος , χ«) 
γεγράφΰω ή της βχτεως χυτά διάμετρος ΑΓ (^. 6ο) s’* 
7Γί ιτ/ν«»3ί όμχλα \ϋη τή ΒΑ0̂  υήά<&ω επί τα Β πέρα- 
7 ος Λυτής κάθετος ή απέραντος ΒΜ* *} είλήφ6ω έπ) 
Τν?ς ΒΜ ή Βι ~  Β A , ^ «ν^ίνχβω ή' <Α, ή δν} !?«/ 
διάμετρος βάαεως κυλίνδρα νεον, β$, ίΰΌυήι}ς ών τωπρο. 
τερω, περιέξει δν« ςάμχας * rccy yap δνω τ«των χνλ/V- 
δ̂ ων ΛΤονψων cvrcoy, «ί ^βοτ^τες έτοντχι ως χΐ βάσεις̂  
iW Ζν cos αί £7πφάνειχι των κύκλων, οίτινες είΰιν αυτών 
βάτεις ( 422) , αί δέ είτ'ιν ως τά «ιτο των διαμέτρων ΒΑ, 
/A TSTfiitycova (3 9 8 )* «/λ* ro .wo /A τετ^β̂ ωνον δ/. 
πλάγιόν εςι τα άπο ΒΑ (3 4 9 ) * ° κύλινδρος άρχ ό έχων 
βαΤιν,  ν,ς εςι διάμετρος ή /Α, διπλας εςχι τα κνλίνδρϊ 
ΑΒΓΔΕ * περιέχει δέ εκείνος <ςάμνον , ακαν έτος περί, 
έζει δίω.

Έ?πιτε%εί&ω δέ ή <Α έπ) τής Β Μ , $  δκ) προκυ· 
ήει Β2 jc, έπεξεέχθω ή Α χ  ,  vjt/s εςα/ διάμετρος /2α<Γε. ως χγγας τριών ςάμνων περιεκτικά* ^ γάρ A a 4 ιζ Α Β 1 +  Β2*· άκαν ή επιφάνεια τα κόκλα,  η διάμετρος ή A s ε?< τί} επιφανείς τοΖ κύκλον ,  ον δαμετ^ος vf ΑΒ, 
βάτεως δντος κνλίνδρ8 ,  ος περιέχει ςάμνον,  πννάμΧ'τ% 
επιφτνείμ τα διάμετρον τήν Β'-’ έχοντας κέκλα,  ός έ,-»
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βάσις κυλίνΖρ* ζεριέχοντος δνω ςάμνας' χρχ Α2 ες: 
διάμετρος χυλίνΰρν, τρεις ζεριέχοντος ςάμν*ς, και έζνμ 
ωσαυ τως.

666. Εκ τί}$ τδ %‘ίματο; χατασχενΖς , vj Β» =  
ΒΑ εμφαίνει εν μίτρον* Ba — Αΐ , δυω· Β3 — Α2 , 
τρ/α * ^ «τα* s£i$ τω xtA/Vipcp* ό αι Ζιά-
μετροι των βάσεων αυξνσι τω «fyjjjifyqa λο^φ, £\£«ί·<χί» 
τδ κΰτδ, ο είχε το εν άρχ% ληφΰεν άγγος,τό ενός με
τρ* περιεκτικόν.

66γ. Ονχνν κχτΛσχενΛ^τω ρά̂ Ζος σώηρχ, $) ξυ. 
λ/VJi, vj βΓ, vjTti κΓ;?ν αΜ* ή *Λ^α>λΐ}λί TnrsSτ/ χο̂ /ως 
ις< λ/ay ί»/μΐ)Χ*$ , έχη μ̂ χος ανάλογη τοίς χγγεσινη 
ή κάΖοις^τοΐςζρόςκαταμετράν άε'ιζροβχλλομένοις'έγ- 
χεχαράχύω Ζέ j| ρά&ος βΓ η&ψένων εχ* αυτ/ςάχρι. 
βως των χχτατομων Β ι ,  Ba χτλ. α'ι έσ̂ μειω6ν,σχν έζ) 
τδ τίνχκος * βδίν zpoxCtyTiv εν'ι της ράβΖχ β t , βα , 
03 χτλ. οσφ Ζέ χλεηάχις jj υχοτείννσα λαμ€άνεται εζ'ι 
τδί ΒΜ τλιυρχς  ̂£ 0σω τλ̂ Αονοχτα* «ί χατοτίμχί Β ι χτ. 
«*< τζί ΒΓ ράβΖ*, τοσάτφ έτιτηΖειοτέρχ γίνεσαι tj 
ρά€Ζος ζρός χΛΤαμετρνβιν μεγάλων άγγεων * χαλίσο. 
μεν Ζέ τκτ'ι τό επίμαχες έιΑυγρχμμη βΟΓΙ πλευράν  
των βάσεων.

668» Είλ^δω είτχ τό ΑΕ υ-̂ ος τδ χυλίνΖρ* , ος. 
ζερ, εκ τ»}ί Ζιαμέτρ* ΒΑ , εν μίτρη περιέχει, ^ Ζι. 
ζλΛσια&έτω, τ^τλχΛα^τω χτ. χχτχ τχ μν,χος έτέ. 
ρχς ρά€Ζ*, vjV/ί xXjj9ijVfT*< τλ?ι>^«τώ^ ftijxw/.

ΠΟΡΙΣΜΑ A'. AyroAfy κατάδηλον, ως αί έζ'ι τν,ς 
πλευράς των βάσεων χχτατομχ), όσφ άνισιν ές τό Μ, 
τοσέτφ έλάττζς γίνονται, ^ επομένως, cV̂  άνχ€χίν*σιν 
εζ'ι τό Γ * ^ *{ vTrt̂ â tj τδ Aa , vfr/; δςί τρι.
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zX i τετράγωνε, ύτερ τν;ν ιΑ 8* Ιςιν «τω μεγάλη , 
ιοί 1} τΐ}ί ιΑ  «ντί}« v<rtf$ TiT(>*y»v8 διτλ» ύπερ 
την BA =  B i ζίζαν τετράγωνά περιέχοντας h  μέτρον * 
αλλά γάρ at xtraroua), τά μηκη έχδηλϊίσαι, £ε) όφεί. 
Xaσηι that at αντa) ' α! γχρ  ςερεότητες δύω κυλίνδρων, 
την χύτην εχόντων βάριν, $1σ)ν απλώς ως τα μη. 
κη ( 460 ). %

Η* τοίνυν ράβδος, vj εκατέρωθεν, ως ε’ίριγται, κατα- 
τετμημένη εςιν, ο καλείται μ ε τ ρ η τ ι μ η  ράβδος,  η 
χρησόμεθα ντω.

669 . Καίτοι ή διάμετρος κάδου παντός οίνόδόχου 
άεϊ μείζων ές) κατά το μέσον, η κχτχ τάς δύω χύτου 
βάσεις τχς κνκλιχάς, θεωρείο$·» μίντοι ως κύλινδρος ά- 
κριβης, εχων αμελεί την χύτην διάμετρον διά παντός του 
μηκας, τοιάνδε μίντοι, οίχν είναι μέσην μεταξύ της κα
τά το μέσον, κατά, τχς βάσεις' εΐληφθω h  διά 
της ράβδε τχύτης εκ Τ8 της πλευράς των βάσεων μέ
ρες η διάμετρος *5 άγγκς, ^ δ η ευρεθηΤηται, έξ ντο- 
δέσεως της ράβδα εμβαπτιζόμενης τω χγγει διά Της κα
τά το μέσον γινόμενης οπής, δί ης ο οίνος, η έτερόν τι 
υγρόν εγχέεται, κα) καθέτ8 έφις&μένης τη εσωτερική 
χυτέ κοιλότην, s ο κχτατομχΐ έπ) της πλευράς των βάσεων' 
είληφδω είτχ ο αριθμός των αυτών κατατομών, αΐ εμ
περιέχονται τη ράβδω, εις τχς βάσεις τεθείση τ2 κάδον' 
§ 2»ί εόρεθη'σονται κατατομχ) S8 * τόδε ψιάδροισμχ τέτων 
των δύω αριθμών, ε\τ w a9 , έςαι η μέση διάμετρος, ητις εμ
φαίνει 29 μέτρα, άποδοθέντος τφ κάδφ τκ μήκας τΖ χυλιν 
δρικν άγγνς, ω έχρησάμεδχ πρός κχτατκευην της ρά- 
βδν, Τ8 ΐκδηλψένχ διά μιας των Ίσων κατατομών των 
σεσημειωμίνων έγ) της των μηκών πλευράς' έκΖν μετρη.
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6·/]τω ο αριθμός των δε των 1<Των κατατομών, αϊ αν εμ. 
βχττΗ&είνραν τω χάδω χατα μν,χος' ^ δ>$ εί>ρέβονται 
εξ ιτοθεατεως 1 ο * εντεύθεν άρα συμνερανθηΟ’εται, ωί ο 
χά̂ ος χτος έξκΓπται 2 ο χάδοις  ̂ vj χυλήδ^οίς ,  έχα<Τιν α~ 
-ηaft) διάμετρον μεν ϊ<Την τξ} gaorS μεϊη 0 δε ftf. 
αν ftovvjv «ατατψ^ν, ή εμφαίνει το 'ίψος αγγους ε- 
νό$ ψετρν' ετε) δε εκαςος τέτων των χαδων* ή' χυ- 
λ/νδρων , περιέχει 29 μέτρα  ̂ ο πρ&εΟείς περιέξει 29 
X 20 =  jgO.
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Π δ £ i τ ω ν  Κ α μ π ύ λ ω ν  γ ρ α μ μ ώ ν .

Τ Μ Η Μ Α  ΠΡΩΤΟΝ.

Π ε ρ ί  τ ω ν  f  β Κ ω ν a τ ο μ ώ ν .

ΚΕΦΑΑΑΙΟΝ ΠΡΛΤΟΝ.

Π ε £ ) γ ε ν ί @ ξ ω ς  α υ τ ώ ν .

ΤΡ'-ψ >ι λ ο τ β 0 β καλείται Τεωμετρία ή τερ; τ«5 των «αμ
ύλων γραμμών άχολψενη ιδιότητας επίςημη δήπν̂  ο. 
σον ενρεΐ«, τίσβτον ΙχΒΤα ^ Τί!' χρησμόν * των δε' ««μ. 
τύλων β? μάλλον Ζρνλλόμεναι, ^ τ£ Μαδ^ματ/χωτε- 
(ΐμ Φνί/«5 λ/αν (Τυμ€άλλΗΤαι, elfflv al χαλύμεναι Κ ω· 
ν<καί τ ο μ a ) , περί α« ΐτμενδίί βραχότι μοχβη- 
ffctvrai τ«ί τάλαι Γεωμετ(3«5' τκτων «ν ^ ημείς τας 
χνριωτερας εχΗμενοι ιδιότητας, $  Tvfi των αΜων 3 ·εω. 
f/«$ ακροθιγώς νςερον έφα-φόμε&χ.

ι. Κωνβί απας δΐ επιπεδ* πενταχως αν εχοι διχη 
τμηΖηναΐ.

Η'' γαρ τό τεμνον επίπεδον (%. 6 ι)  ΑΒΓ δ/ά τ?? 
TS Κων» χορνψης A ^ τ? /3άί« ΒΜ' ΓΜ* τ»



χων8, είτε τρος ορΙ̂ ος> είτε τλαγίως^ εφεςηχε * ^ ^  η 
εντεύθεν τρούφα τομή ΑΒΓ φε) εςαι τρίγωνον * οτερ 
χαθ’ ε«υτο 3ί}λον * ΐ» το τίμνον ετίτε$ον, μι} 3/χ τί}« χο.

Sixes', χατάτηα των εφεξής τεσσάρων τρίτων τον 
κώνον τέμνει.

8. Λ. Ε*αν το τεμνον r»/*-«5oy 5ΜΤΜ τχρά?λη. 
λον η tvj Τ8 χωνβ βτΰ'Λ ΒΜ' ΓΜ#, «} γινόμενη τομή 
ΜΜΤ έςαι χίχλος, ως εν των τ ί  πάνα ςοιχείων ΰτάρ. 
γασα (Γεαμ. 444)·

3 · 0'. Ε’αν το τέμνον έτίνε%ον ίΜ ΤΜ  χεχλιμενον 
η τη Τ8 xaya (3*Vi; HMvf, oro/J δβ μετά τί}$ /3:«Γεως 
<yuy»«v τΧάττονα (ο/. 6 *), ή τ;}ν vto μι~ς Τκ xccva τλεν* 

ΑΓ ^τ?{ 0τ«Γεως τε^εχομενην, vj χχμτόλη ΗΜΜΐ} 
εσετχι χχμτνλη τρος έχυτήν άναχάμτησο (*), ητις 
Ε 'λ  λειψις ονομάζεται* έτεί av ο' χοχλος ^ΜΜΤ (β£. »6) «χ αν γένοιτο ίλλεφς HMsjM (%. 6χ ) , ε/μη 
το τρα τη βάσει ταράΜ^λ» ετίτεδαν ίΜ ΤΜ  βρχχΰτι 
αυτή τροσχλι&ειη* $εωρη9*νχι δυνατοί ό χυχλνς ως ε λ* 
λ ε φ ί, ής το ετίτεδον ατειροςόντι τη βάσει τρασχε. 
κλιτοί.

4· γ> Ε’άν το τεμνον ετίτεδον ΤΜδ injxjj εχ 5/χ- 
iofcijs διά τόσων των τρος την βάσιν ΒΜ 'ΓΜ ' τ2 χώχ 
γενεάχι δυνομενών εγχλίσεων (οθεν τροχ^κσι τχσοι 
«ι τοιχίλαι *ΜεΛ$·ε«, αί εχ τν κάνα τροελ&εΐν δυνάμενοι) 
εςτ αν τέλος ίίτω τρτχλ/^ει'»}, ως tt, μια των τ£ χων» 
τλεν^ων ΑΒ · ωστερ χλίσεως έχει το ετίτεδεν ΗχΜ'ΛΓ *

ιη + ΪΙΕ ΡΙ ΓΕΝ ΕΧΕΩ 2 Τ Λ Ν

Κ χ \ ν  i t  άνχκχμψτιιταν κ α μ τ ν λ χ ν ,  η ς  ο I κλωνί ζ Η Μ χ , 
Η  M u ,  * W  τ β  Η  ifyo'tevo  ι ,  cvtfaortv ά δ λ έ λ ο ι ς  * « $ ’  t v  ·>*- 
titiov τβ if,
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σαφές τηνιχαίτα. το τεμνον επίπεδον παράλληλον τη τ» 
χάη πλευροί ΑΒ γίνε&αι , κδ' αυτη συμπεσεΐν ποτέ δν- 
να&αι ■ £  διί οϊφ μάλλον ο κώνος αν πρηχΖείη, τοσύτφ. 
ο\ κλωνες ΗΜ/, ΗΜ' τί?ς ευ’τεοθεν χπογεννωμένης το
μής άποχωρασιν άλληλων ' ε<Γετα/ άρα a I'm τομή άπει
ρος, tj καλείται 1 1αρα€ολη.

5 · e V s< -r<j/Vuy κκ αν γόνατο παραβολή., εϊμη το 
ττ̂ ϊν fV} μιας των τ» «ων» πλευράν κεκλιμένον επίπεδον 
(ο/. 6 a), $  εντεύθεν έλλειψιν προάγον , παραλληλως 
άχδείη μιατινι πλευρφ τη ΑΒ («£. 6 »), $εωρη5ψαι 
δίναται ^ η παραβολή ως ελλεφς , συνιςαμένη επ) επί
πεδε άπειροζόντι προσκεκλιμέη τη τε κάνα πλευρά ΑΒ, 
ώσπερ έλλει^ις επομένως, ητις «διίνατο» ΟΌμοτεΤεΓν τ  ̂
τβ κων« τλενρα ΑΒ, εΙμν\ μετά διάςημχ άπειρον , κμν- 
τευ^εν εξ ανάγκες καΒιςαμένη άπειρος.

6. δ'. Τέλος δε, εάν το τεμνον επίπεδον Η7γΜ/Μ/» 
το πρ)ν τ% πλευρά ΑΒ παράλληλη (%. ι 6 ) , έγγίξη  
μάλλον tS είναι κάθετον τη j3zV«; ΒΓ, η  ̂ ττλεί/̂ ά , εIt 
νΓν oro/vf τι}ν υπό ΗΠΒ γωνίαν μείξην της υπό ΗΒΐί, 
οΐον το ΗτΜ (%. β4), η κάθετον αάτ  ̂ έφεςηκη * 
vj εντεύθεν παραγομενη τομή it, αυτη άνεμος γίνεται' 
καλείται δε όμως Τ' περβολη'  εάν δε υποτελή κώνος 
ετερος ό Α δ Δ , κατά την κορυφήν Α συνημμένος τω 
πρωτω , *, αυτφ “ίσος, το' τεμνον επίπεδον προαχδέν . 
έςγ" επ' αυτόν, ζ, τεμόν κάκείνον, άπογεννησει νέαν υπερ- 
€ολνjV ϊσνμ τη τροτέζα την ηΧχ,  ητις άκύει Α’ ντ ι κε ί 
μενη t'περ€ολη. &

ΣΧΟΛΙΟΝ. Δηλσν άρα ως εκ των είρημενων κωνι
κών τομών μόνα το τρίγωνον % η νττεο&λιί δίναται έ· 
χειν αντικειμένων τομήν, εν/*ν, ών τ ό επίπεδον προ-
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αγόμενον ές τον κατά κορυφήν άντικείμενον κώνον, παρά- 
ο'ίΐ τομην τη προτέρα ίσην, καν γάρ άει εκ) πάσης το
μής δυω νοη̂ ωσιν ο! κώνοι ίΤοι $  κατά κορυφήν συνημμέ
νοι <, ντε μην το τον κύκλον, «δε το τψ παραβολήν, 8- 
δε το τψ έϊλει^ιν παράγον επίπεδον δυναται προχχθη- 
ναι ές τον ετερον κώνον, «δ’ ά-̂ α&αι χυτ« , μητ/γε τε- 
μεΐν9 ως παντι τφ μικρόν επιςησαντι προφανές.

7· Η' ευθεία (%. 6 », 6 2 , 64)  Ηοτ, περί ην δυνα
τό/ η τομή περιαχθψαι 9 Α* ξ  ων άκέει ’ το δε Τημεΐον 
Η , ij τά Η, η9 δ/ ών ί ά£ων ΰυνάπτεται τη τομή 9 Κ ο. 
ρυψη9 ή Κ ορυφάι τν,ς τομής * «I δε τω ά£ον/ κάθε
τοι ΠΜ, τ Μ , Τ ε τ  α γ μ έ ν α ι  έπ) το άξονα’ ο λ η δε 
τις ευθεία ή ΠΜΜ, Δ ι π λ ή  Τ ε τ α γ μ έ  νη’ Α’ ποτέ- 
τ μη μεν η δε μέρος τ« άξονας το ΗΠ το άτο της κορυ
φής Η καί τίνος τεταγμένης της ΠΜ άπολχμξανόμε- 
;ον* νκεν η ΗΠ έςιν άποτετμημένη υπό τεταγμένης της 
31 Μ,η δε Ηοτίπό της πΜ’ Σνναποτετμημέννη  δε, 
ίκτερον μέρος του άξονας το από της τεταγμένης ^ της 
έτερος κορυφής η απολαμβανόμενοι (μ%. 62) ·  κτωί εν η 
ηΤί συνοποτετμημένη έςι τη ΗΠ υπό τεταγμένης της ΠΜ.

8 · Οϋκκν παραβολή ή ΗΜ'Μ/ (j%. x6) , μίαν μό- 
νην έχασα κορυφήν Η, άμοιρε! συναποτετμημένων ’ υπερ
βολής δε ( 0£. 6 4 ) ,  των δυω κορυφών Η, η 9 πρόςγε 
την αυτήν τετχγμένην ΠΜ επί τά αυτά κειμένων, ητε 
αποτετμημένη ΠΗ ^ η συναποτετμημένηΐΐη επί των αυ
τών λογκ&ησονται.

9 . ΕΙωθχτι δε, διά μέν υ τάς τεταγμένας ΠΜ, δ/α 
δε χ  τάς άποτετμημένας ΗΠ, έμφχίνειν * δυω δε' διάφο
ροι τεταγμέναι έκδηλενται διά υ, Τ , διά δε χ ,  X δυω 
διάφοροι άποτετμημέναι.

jofi
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ίο. 0 ΡΙΣΜ0 2 . %ννεχθε<ην ποιότητας αποχα-, 

;\ω τήν αυτής ταυτής μετ' αϊλων ποσοτήτων σννεπιπλο-

κήν' ίίτως 2υ, ~  , ν* 9 υ* *f *> τέτταρες διάφοροι <Τυν-

εχβεσεις παρίςανται της τεταγμένης υ.
ι ι .  Λόγο; άτρεπτος  εν τη αυτή τομή έςιν, ον 

εχει ωρισμενη τις καί μόνιμος συνέχθεσις των τεταγμέ. 
νων προς ωρισμένην χα) μόνιμον συνεκθεΰιν των νπ αυ- 
των αποτετμημένων * ευρίσχεται δε άτας δ/ά τής άνιχνευ- 
σεως τής φυσεως χα'ι των ιδιοτήτων τής τομής.

Η* εξίσωσις δε ή τατον τον λόγον εκτώεΐσα χαλεΐ- 
ε ξ ί ΐ ω σ ι ς  τής  τομής* a'rws (%. 6 3 ) *ν τρίγωνο) τω 
ΜΔΜ ληφθείσης ως αξανος τής ΤΧπ̂  Ζια τα ομοια τρ(·. 
γωνα ΗΠΜ, ΗτΜ, εςαι ΠΜ: τΜ : :  ΗΠ: Ηττ (α )* 
άϊλ' αι χάβεται ΠΜ9 ττΜ ε!σ) τεταγμέναι if) τον ά
ξονα (7)9  ^ HH ες)ν άποτετμημένη υπό τής τεταγ
μένης ΠΜ 0 ή δεΗτ υπό τής ττΜ* άρα εν τριγώνφ ul 
τεταγμέναι είσ)ν ως α(ι ΰπ αότων άποτετμημέναι * έςω αν 
ΠΜ =  ν , £ ττΜ =  Τ , i  Η Π= χ ,  ^ H i =  X* 
\καν ή αναλογία Α γενήΐετφ ν : Τ : :  χ  : X ' άρα

(%υμ€. Αογ. 250) υ — ----  (β)* τοιγαραν ή Β εξί-
X

ffcoftft %ης παρίςηϊι τον λόγον rtvog tfwsx&sfftm rij( Τ5- 
ταγμένης ν (ήτις συνέχθεσις ενταύθα ή αυτή υ ες) , ε»τ* 
ήν n X i=v) ,  ον έχει προς τήν νπ’ αυτής άποτετμημένην 
(εςι δε ο λογος έτος ή ίσότης τής τεταγμένης, καθ' vjy 
Λυτή ΐσαται τω πηλίκφ τφ προχυπτοντι εκ τής Ιιαιρέ- 
?εως τα γινόμενα υπό τής άποτετμψένης *5 έτέρας τε- 
ταγμενης, δ/α τ>}5 X απ t/τετμημένης υπό τής συςοίχα αυ- 
χή Τεταγμένης)  ̂ ες)ν ή τα τρίγωνα εξίσωσις.
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1 2. Τίσαυτως έτί ts κύκλδ . δ<ά Tify t<£ a£s>v κα- 

tfτ<3/ ΠΜ , $  ε r  «Jrov τεταγμξ^ν, ε (Σψ £. A ry. 
248, καί Γεωμ. 3 4 3 )  IXM1 (t/’ ) =  HH X Hvj
(P)* εςω avHq =  2α, ^ΗΠ = % * επομένως ε$%ιXIvj 
=  2α —  χ* δε Ρ εξίσωσις εςαι ν* =  2αχ — %4 , 
ητις έςαι τκ κύκλ».

13. Καί αί μέν τη τε τρίγωνα κ. τη κύκλ« κυριω-
τεραι ιδιότητες έκ της ςοιχειωδας Τεωμ?7ρίας εγνω&η. 
σαν * τχς δε της παραβολής, >y ελλε/ψεω;, ·£■ ύτερβολης, 
έζ7ς αν είη έκθέ&αι. ►

ΐ 4· ΘΕΩΡΗΜΑ Α'. Ε*ν παραβολή τα ατό των 
τζταγμένων τετράγωνα πρός άλληλά είτιν, ως αί «. 
ποτεμνόμεναι vt αυτών απο τηςδιχμέτρν πρός τη κορυφή 
τ7.ς τομής,  fir  av ΠΜ4 : τΜ ' 1 : :  ΗΠ: Ηττ (ο/. 6 ι) .

ΔΕΙΗΙΣ. Ε"ςω κύκλος ό δΤΜΜ παράλληλος τη 
βάσει ΒΓΜ 'Μ ', *$ τρίγωνον τό ΑΒΓ έζά&α τώ κυ- 
κ?̂ ω τωδε κάθετον «< κν διάμετροι Τ δ , ΒΓ των δύω 
κύκλων, αί είτιν άμα ^ ςοιχεΐα τη τρίγωνα, έσονται 
παράλληλοι * άρχ αί εν τοίς δΐ/Γι κυκλοις τετχγμέναι 
HM , τ Μ ', κάθετοι ησαι ταΐς διαμέτροις Τ δ , Β Γ , ε. 
σονται ωσαύτως % τοΐς τριγωνικοΐς ςοιχειοις Τδ ,  Β Γ , ζ, 
επομένως άπάση γραμμή τη τριγωνικό επίπεδα , εΐτ av 
τη Η Πτ, έφ ην τΰυτα πίπτπσι (Γεωμετρ. 4°ο) ‘ επε) 
γάρ ΗΠττ *, Τδ εμφότεραίείσιν, ως εθδομεν, έπ) τβΑΒΓ 
τριγωνικό επίπεδα, η ΠΜ, κάθετος όσα τη Τδ κατά τό 
σημεϊον Π , καθ’ ο τέμνασιν άλληλας αίται αί δύω γραμ. 
μα) ,  εςχι κάθετος £ τη Hit*”  δίά τον αυτόν λόγον η 
τΜ ' κάθετος έφέςηκε τη ΗΠτ κατά τό π * έχέτω νν η 
άτό τη Η αρχομένη παραβολή ΗΜ'Μ' το εαυτης επίπε
δο:1 κάθετον τςό έπιπέδω τα ΑΒΓ τρίγωνό. <u τοίνυν a

1 ο$
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ά£«νΗΠπ , παράλληλος ων κατά την της παραβολής ιδιό
τητα τ/i πλευρά ΑΒ, διελευτεται αναγκαία διά ray 
σημείων Π , 7Γ τϊ ΗΠτ τριγωνικά ςοιχείβ * β\ αΐ τε- 
ταγμέναι ΠΜ εν τοϊς κνχλοις, κς χαύέτχς είδομεν κατά, 
τα II , π τφ τρ/γωνικφ ςοιχείφ ΗΠτ, έσονται κάθετοι 
τφ της παραβολής χξονι ΗΠτ * hhHv cel εν τοϊς κύκλο;ς 
τετ αγμέναι ΠΜ, τΜ ', έσοντχι έδέν ήτταν τεταγμέν.ιι 
καν τη παραβολή (  7 ).

Πα^α ταντα, δ<α την φόσιν τ2 χνκλκ, I?/ ΠΜ* 
=  2Π X ΠΤ (2νμ|3. Α ογ. 248 , £ Γίίψετ^. 343) $  
ττΜ'* =  ττΓ X Βτ* άρα ΠΜ’ : τΜ'* : : δΠ X ΠΤ 
: τΓ  χ  Βτ * «Μα, διά τον τvj ΑΒ πλευρά παράλληλον 
άξονα, Η Π τ, k t  ΠΤ =  Βτ· a*«y ΠΜ’ : τΜ *: :  δΠ χ  Βττ : ττΓ χ  Β τ , £ δ>ι ΜΠ* ί τΜ'* : : δΠ : τΓ 
( 2 ι·/ζ|3. Α ογ. 2 4 7 )·

Τελευταία; δ« εν τοϊς όμοίοις τριγωνοις ΗΠδ, ΗτΓ, 
εςι δΠ : τΓ  : :  ΗΠ : Ητ · άρα ΜΠ2: τΜ '* : :  δΠ : 
τ Γ ' έςι δε,  ws ε’ιδομεν, ^  δΠ ί τΓ  : : ΗΠ : Η τ ' άρχ 
ΠΜ* : τΜ '1: : ΗΠ : Ητ. ο. Ε. Δ.

ι.5· ΘΕΩΡΗΜΑ Β\ Ε*ν ελλείπει (%. 6a) τα από
τκ; τεταγμένων τετράyxvx προς χλληλά είσιν, ως τά 
γινόμενα ίπο των σνςοιχζσχν άποτετμημένων ^ σσναπο. 
τετμημένα;,  ειτ’ έν Π Μ 2: τ Μ '2: :  ΗΠ X η ΐ ΐ : Ηττ X ηπ, Δ Ε Ι ΐI X . α ' πάντων άνεϊλειπώς προκατασκεύαζε;, 
των, ώσπερ έπ) τβ προσεχώς εκτεβέντος θεωρήματος, εςαι 
εν τοϊς ομοίοις τ ριγωνοις Η Π δ, Η τ Τ , Πδ : τ Τ  : : ΗII : Η τ , έν δε τοϊς ομοίοις τριγωνοις ηΐΐΟ ,  ηπχ ,  ΠΟ : 
π χ  : :  η ΐ ΐ : ηπ · πολλαπλασιχάεισω; δε τάτων των δέω 
αναλογίων επ άλλήλας (Σψ/3 . Α ο γ. 2 (3 2 ) ,  έςχι Πδ X  ΠΟ : πΤ χ  πχ : : ΗΠ X ·<Π : Η ν  X  ηπ% δια δε



Tl{V φόσΊν tS χόχλε εςι ItM7 — Πδ X ΠΟ, ^ TrM̂ zr 
tT x  πχ (Γεωμ. 3 4 3 ) ‘ άρα HM3 i τΛΓ : i ΗΠ x  
j)H t Ηττ X jjtt. Ο. E. Δ.

16. ΘΕ52ΡΗΜΑ Γ . EV τα ατό των
τεταγμένων τετράγωνά ως τά γινόμενοί ύτό των 
συςοιχεσκν άτοτετμημενων £ συνατοτετμημένων, εϊτ kv 
ΠΜ2 : τΜ1 : ; ΗΠ χ  : Hir χ  νν>.

ΔΕΙ5ΙΣ. α. Ε*ςω χόχλος ό ΤΜΜΟ πχρά)λν;λος 
7 % βάσει ΒΜΜΓ , ^ τό ΑΒΓ τρίγωνον χάθετον τά, βά
σει , η δε ότερ&λη ΗΜΜ κάθετοί τω τε τρίγωνε έτι. 
τεδω * ως $  ανωτέρω, δείχνντχι ότι η ΠΛΙ κοινό εςι τε. 
ταγμένη εντε τω κδκλω £. έν ντερ&ϊ^.

0'. Ε\ Tifs ό̂ ϋ/ί/ς τριγοίνοις ΗΠΤ, ΗττΒ, εςιν ΗΠ : ΠΤ : :  ΗΠ : τΒ ■ έν δ? τίΓς ν^ΠΟ, ν,τΓ όμοιας 
*, αότοϊς τρίγωνοι; εςιν ν,ΤΙ ; 110 : :  ψ: : 11Γ* το/λχ. 
τλασιασμω δ έ , ΗΠ χ  : ΙΙΤ χ  ΠΟ : : H r χ  ψ  : 7γΒ χ  ιγΓ ·  αΜα, hix τ\ν χι,κλιχν,ν ιδιότητα  ̂ εςι Π Μ 2 — ΠΤ X Π Ο , £ 7γΜ 2 — τγΒ χ  7γΓ * Λρζ H ll X  vjH : Π Μ 2 : : τΒ X 7τΓ : τ Μ 2* άρα (2 ι^ € . Α ογ. 2 4 2 )  ΠΜ* : τ Μ 2 : ; ΗΠ χ  -̂ Π : ττΒ X τΓ . Ο. Ε. Δ .

i ,o  Π ΕΡΙ Κ Λ Ν ίΚ . TOM .

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΎΤΕΡΟΝ.

Πε^Ι <ρύσεω; των Κωνιχων τομώ ν εν εσηπεΰω 
χα τα γεγρ οίμ μ ένω ν.

»7« Ιΐίίσζ καμτνλ’ή (%. 66, 67, 6s) ΗΜΜ, 
HMMtj, εν γ, δυω άτοςν,μχτα, καθ' 'ά άτεχνη δ̂ ω τι. 
να σψεϊα αότν,ς Η, μ, ατό τίνος εντός κειμέ-.ε σημείκ, 
c καλείται Ε' ς ία , ανάλογά sicί δι·σ)ν άτοςάωχτ', καθ'



ΕΝ  Ε Π ίΠ Ε Δ . ΓΕΓΡα Μ. i l lά τα αυτά (Χημεία άτέχaffiv ατό τίνος ευθείας Γ Γ , εκτός 
της καμπύλης κείμενης,  ην καλψεν Δ ι ε υ θ ε τ  5<ταν, τίΐτεςιν, ευ η Ιτάρχει HE : μΕ :: HA : μΟ ,  Κωνική 
τομ ή άτοκέκληταΐίΚαί εάν μεν η HE =  ΗΑ 66  ,  6? , 6 g), »j 
κχμτίλη εςι ταραβολη' εάν δε HE Η Α, έλλει^ις· 
εάν δε Τελβί HE >  ΗΑ,^υττεβ&λΐί.ί8 . ΠΡΟΒΛΗΜ Α. K wwkvj>> τομήν κατχγρχ^χι. Κ Α Τ Α 2 ΚΚΤΗ. Ηχδίο ($/. 6 6 ,  6 7 , fig) ij δ/ευ. 
Άετέσα X T , $ έςά&ω αυτή τρός όρθχς η ΑΗΠ* ^ ε/- λν«̂ δω ε’τ ’ αυτζί δυω (ΓψεΓα τά Η , Ε ,  τιθεϊχιν HE =  Η Α  ε/s K«Tay0«^v παρασόλι}?, V  HE < !  H A  ε/s κα. ταγραφην ε’τλειψεω*, $  Η£ >> ΗΑ ε/s καταγραφήν 
υπερβολής ' ^ εςαο&ω κατά το Η κάθετος ή ΗΒ =  H E' διά δε τε τέρατος αυτίjs Α  sfoico vj ΑΒΤ τέρατος άνεν 
£  είά^ωταυ κάθετοι τη ΑΗΠ τροτεχέςχται ά?ληλχ:; 
αι It Δ ,  Π Δ  τεριοριξόμεναι ντο της ΑΗΠ ^ της άτε- 
ράντα ΑΒΤ * ^ δ/ά τ« δ/α&}Τ8 εκ τη Ε έκάςη ΙΙΔ  μετ- ενεχδ^τω ετ αυτήν τχυτην την ΠΔ* τροκυ-φηχιν οίν 
εντεύθεν (Χημεία έξης κείμενά τα Μ , Μ , άτινχ μετά τΖν 
άτ ευθείας αυτοί* αντιθέτων,  ^ ϊ<Χον έτέρωθεν τα άξονος 
άτεχόντων, (Χυγχροτηϊη'Χΐ την ζητημένη·/ καμ.τόλην.ΔΕΙΗ 1 2 . Ε υ έκάςφ γάρ των ητω κατχγρχφέντων 
τριών οχημάτων,  τά όμοια τρίγωνα ΑΗΒ ,  ΑΠδ τΧρέ. 
ξηχιν Α Η  : ΗΒ : : AH : Πδ' ά>λά ΗΒ =  H E , καί Πδ =  Εμ (έκ κατασκευής), ^ ΑΏ. =  μθ (Γεωμ. 127Υ 
άρα άντικχταςάσει έςαι A H : HE .* μ Ο : Εμ. 0 .£ .Δ .(  ι γ).ΐ9 . ΟΡΙΕΜ ΟΣ. θ' ρθ ία τ  λ  ευρά άκάει ευθεία 
(%. 69) η ΕΜ , η άτό της έςίχς τρός έν των της χχμ~ 
τ  ίλης (Χημείων αγόμενη' Α ' τ τ ο μ έ ν η  δε, ή καθ’ εν μό·



I 12 ΠΕΡΓ ΙΓΑΡΑΒΟΛΗΣ.
■jo'j σημεΐον Της καμπύλης επψάνχσα?0 οΐα η ΤΜ. Το δε 
ΤΠ μέρος rS άξονος̂  το απολαμβανόμενο·/ από της απτό, 
μόνης ΜΤ ^ της τεταγμενης ΠΜ, νμις τάττεται εκ 
τ» σημεία της αφής Μ επί τον άξονα, καλείται Tf φ α- 
π το μεν η' εάν δε τη άπτομενη κατά τό της αφής ση. 
μεΐον προς όρΰάς ςαΘη η ΜΤ0 αυτή καλείται Ιδία. Κά
θετος, η Κ ανονική· το δε μέρος ΠΤ τα αξονος, τό 
από της κάβετ», ^ της από της άφης σημεία τεταγμό
νης απολαμβανόμενο'/^καλείται Τ 'ποχάόετος^ηΎ'πο. 
κανονική.

20. Χίαράμετ ρος ακόει η διπλή τεταγμενη^η 
ha της κατά την καμπύλην εςίας ίιηχζσα.

2ΐ. Το ΜΕ απόςημχ της κορυφής Η από της εςίας 
Καεί κληύησεται a * q δε τεταγμενη^ ν ' δνω δε τεταγ- 
μεν at) η μεν ν , η δε Τ * η δε άποτετμενη, X * δυω δε 
άποτετμημεναι διάφοροι , η μεν χ  , η δε X · τέλος δε η 
παράμετρος χληΰήσετχι π.

ΚΕΦα ΛΑΙΟΝ ΤΡΙΤΟΝ.

Περί Παραβολή

22. ΘΕΩΡΗΜΑ Α\ Παραβολης (μ%. 66) ο* δι,'ω 
κλα/ες ΗΜ, ΗΜ', επ' άπειρον προίόντες̂  άποχωρόσι τ5 
αξονος ΗΠ.

ΔΕΙΗΙΣ. Ε’ττεί ΗΒ =  Α Η, ^ πάντα τά έξης χεί· 
μένα τρίγωνα ΑΠΔ όμοια τφ ΑΗΒ, εκάςη ΑΠ ίση εςί 
τη έαυτής ΠΔ · αρα π Δ — Απ =  ΕΜ,#4-Ετ (*) * ww

(*)  Ο τ ι  E M  vs Μ  τ  Ο  γ )  — Λ Ε  ( Γ Ί κ ^ ε τ .  23  6 δ



μεταφερομενη η τΛ  άτοςησει τό Μ'" άτ® t5j« ΑΠ ft «λ. 
λ$ν, ή vj ΕΜ" άτε'ςησε to οίκετον χυτής Μ" · ά'^αΕΜ"' 

ΕΜ" * τακτόν δδ νοητέ ον περί πάντων των άϊληλο· 
δ/αδοχων σημείων των ευρισκόμενων ιφ εκάςης ΠΔ =: ΑΠ, 
μετχφερομένης εκ τβ Ε ε ’̂ εχυτψ* Ο. Ε* Δ·

23. ΘΕΩΡΗΜΑ Β'· Παρ«6βλί{$ fi/Λ ftwjf i?iv * 
κορυφή Η.

ΔΕΙαΙΣ. Οί γαρ κλανιζ ΗΜ, ΗΜ' ha, μόνα τβ 
Η σψεία σκάπτονται τω αξονι (22) * επε'ι δδ AH =  HE, 
τασαι αί υπερϋεν τβ Η λαμζχνόμενχι ΠΔ, ε’λάττΒί Ζσαι 
έκχςη Της εχυτης ΕΠ, β δυνησοντχι υτερ το Η εν) της 
ΕΑ προαχύείσης σημεία χαράξω επχνή κοντά τη κχμπό. 
λη * άρα vj καμπύλη εν εν) μόνφ σημείφ τφ Η συμπί. 
πτει τφ αξονι ( 7 )· Ο. Ε. Δ.

ΠΟΡΙΣΜΑ* Τ1αρχ€ολης μία εςχι % η εςία Ε , κ, 
ο άζων χυτης ύποτεΟηναι δυνχτat =  » .

24» ΘΕΩΡΗΜΑ Γ\ Ε*ν παραβολή το χφ οίασΐν 
τεταγμενης τετράγωνον ΗΜ1 =  ν*, 'ίσον ες) τ$-γινό
μενα υπό της συςοίχα άτοτετμημενηε ΗΠ =  χ ^ τβ τ«- 
τρχπλν HE — α άποςημχτος της κορυφής ατό της ετίχς * 
«ΐτ υ'ν κ4 =  4αχ.

ΔΕΙΕΙΣ. Ε’ν γαρ τω όρΟογωνίφ τρίγωνα ΕΤΙμ, 
εςι Π(Α* =  ν* =  Eft* — ΕΠ1 , Α (Γεωμετ. 35 0 *
Eft =  Πδ ( 18) =  ΑΠ ( 22 ) =  ΑΗ +  ΗΠ =  χ +  χ 
(fiy* ΑΗ =: HE =: ά) $  Ell — X — χ , iuy η υπέρ- 
δεν τβ Ε η ΠΜ,  »ί χ  — a ,  εάν η ενερ̂ εν * τετραγώνι
ζ ε  ίσων δε των δυνάμεων τάτων τηςτε Eft, Κ) ΕΠ, y εξι- 
σωσις Α γίνεται ν2=  α4+> ααχ-\- %* — α2 +  3 αχ —  χ 2 ’ 
αναγωγή δε υ2 =  4αχ. Ο. Ε. Δ.

2 5 . ΠΟΡΙΣΜΑ Α'. Ε’χ της υ2 ~  4&Χ εξισάσεως
Τόμ. Γ\ Η

Π ΕΡΙ ΠΑΡΑΒΟΛΗΣ» u j



U 4 Π ΕΡΙ Π Α ΡΑ Β Ο ΛΗ Σ.
πρό&σινt/4: T a ΐ : 4 « χ :4«X::χ : X (Σνμ€.Λογ. 247), 
ητεςι ,,τά απο των τεταγμένων τετράγωνα προς ίλ* 
,, ληλά ftV/v, ω$ «ί <V «ν’των άποτετμημε'ναι  ̂* vj χ«μ. 
τύλν) βρ* αντί} Ις/ν »f αντιί Tijf ex r« xcova προκυπτάση εν 
επιπε'δω μιαανtS πλευρά παράλληλοι τεμνομεν* (4ι 14)·

26. ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Π«(>«6ολί}5 (%. 66) η παρά
μετρος π εςιν =  4ΗΕ =  4«* ά> γαρ κ* =  4αχ (24)’ 
αλλ’ επί της παραμέτρ* εςι χ  ε= α, ex xereTxevifr * «fa 
ν’ =  42 X e =  4«* * άρα υ =  2«· ^ ay =  1Γ =  4* ' 
εντεύθεν άρα

27. Παραμετ  ̂ (ο̂ . 7°) ϊ? ί μΕμ δοθείσης,  5/ 
αι/τίί xareypê vjVtTe/ ffefO&Xjj *j ΗΜΜ, εφιςαμενης 
τωμεσω Ε r«t/nji απέραντη «^«/βίτ^ΕΑ, ^τ“ί Εμ «V 
cJtv)v μεταφερομένης, £ το Αόριξήσης' imv το μέσον σημεΐ- 
ον Η της ΑΕ εςαι της παραβολής η κορυφή ά, γαρ «τως εςαι 
Εμ =ΗΕ =2β* τα hi λοιπά έκπερανβησεται, ώ{ προ- 
ΰιωριςαι ( ι3).

28. β'· Η* υ* — 4αχ εισαγωγή της παράμετρό
γενν,σεται υ9 =  πχ* τκτέςιν ,,ev παραβολή το απο τν,ς

τεταγμίνης τετράγωνον Ίσον ες) τω γινομίνω εκ της 
,»wr αντί̂ ί αποτετμημενης, ^ riji παραμίτρα. “

29. y . Ex τν,ς S  — πχ προέρχεται χ ΐ ν : :  ν: π 
(Σνμβ-Λογ. 241)* τατέςιν 0 ο ταυτόν τω ηδη είρημενφ 
,, >ί παράμετρος εςι τρίτη ανάλογος εκάςης άποτετμη. „  μβ'κρ, ^ T»fs αι/τ£ συςο/χυ re rayfisvtji. “

30. rf'<;e Jaif/'TjjS μ»«{ αποτετμημενης της Ητ, ^ 
7<« T<T2yf4iv>ji irM, eJfeflijireTe/ t* παράμετρος της 
παραβολής , φτι^εΛ^ς -r̂ /rvji άναλόγου των Ηπ , ττΜ 
(348).

3»· ΔίΟίΧΓων άφ« μιας άποτεμημένης της Ητ, ^



Π ΕΡΙ Π ΑΡΑΒΟΛΗ Σ.
της άντιςοίχου τεταγμένης πΜ » άναγράψαι invar ον έ- 
ςαι την άηαΐς έπανηχασαν παραβολήν ' εϊγε, της προς 
τάς Βοθείσας τρίτης αναλόγα ευ ρεθείσης, το τέταρτον 
αυτής προς τα άνω εκ τα μέσα Ε μετενεχΙΙεν, εμφανεΐ 
την κορυφήν Η, εκ Βέ Η προς τχ υπέρ a n  ο πάλιν μετ. 
svtχθεν0 σημανεΤ την Βιευθετασαν' έκαν της Ε ές/ας̂  
της Η κορυφής, ^ της Βιευθετάσης αήης$ iofl«Vr«v, ά- 
ναγρχφησεται η παραβολή*

32. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Διά τα ioAevros έπ) της πχ. 
fâ oXvji σημεία Μ άπτομένην αυτής αγαγεΐν (%. 69).

ΛΤΣΙ2 . Η %9ω η ΕΜ, ^ έςάι&ω ΜΟ τη Βιεν- 
θετάση κάθετος' αχάν η ΜΤ» η Βίχα τέμνασα την ΕΟ, έ· 
αετοί) ην ξηταμβν) η άπτομένη.

ΔΕΙΕΙΣ. %'πε\ ΜΟ =  ΜΕ ( 17 , *8 ) το ΜΕΟ 
εςι τρίγωνον ισοσκελές* αχαν (Γεωμετ- is ? ο 2 ,7) ΜΤ 
χάδίτοί έφέςηκε τη ΕΟ * πάντα τοίνυν τά της ΜΤ ση- 
μεΐα ίίσον άπέχασι των Ε , Ο (Γίωμ. 249) * εκ Βέ τά- 
τα άπαν σημεΐον πλην τα Μ, τι Β φέρ είπεΐν, αχ έςαι 
χάνον τη καμπύλη  ̂^ δν} η ΜΤ άπτομένη έςαι της καμ
πύλης Ο?)* άχθεϊσα γάρ η κάθετος Βχ, έλάττων I. 
ςαι της ΒΟ (Γίωμ» 1 13), ^ ii) Βχ <  BE (επε) BE 
=  ΒΟ)* άρα ( 17)  Β αχ έςαι έπ) της καμπύλης' ωσ. 
Ούτως if σνΤλογιάμεθα $  περί παντός άλλα σημεία, ο 
κεΐται υπερθεν ή ενερθεν τα Μ * άρα χτ. Ο. Ε. Δ.

33· ΠΟΡΙΣΜΑ. Ε'πειΒη η υπο ΑΜ/3 =  OMT =  
ΤΜΕ (Γίωμ. 99» 217)* σΰμάτι προσπίπτον έπ) τα Μ 
κατά φοράν rijv AM παράλληλον τφ άξονί) £ την γω
νίαν της άνακλάσεως ΤΜΕ Ίσην ποιαν τη της προσπτω* 
σεως γωνίφ ΑΜ/3, άναχλχ'&ησετχι έπ) την έςίαν “ εν
τεύθεν άρα.

Η 2

ι 1 5



I l6 Π ΕΡΙ π α ρ α β ο λ ή ς .
34· «♦  Α’πενΜέντος τα ΗΠ άξονας τα πχρχζο* 

λοειΖας κοίλα (τάματος προς το τα ηλά κεντρον, ατα. 
(Τα/ α» vjAiax*} ακτίνες παράλληλοι ασαι άλληλχις^ (*) 
επομένως 5ε ^ τφ a£<s« ΗΠ, μετά το προσ€χλείν τοΐς 
κοίλοις του παραβαλοεώνς <, άνκχλα&νρονται προς τψ  
Ε f;/aty, (**) κατακαίσασι τάς εκεί τώεμένχς χχυ- 
σίμας ι’λας.

35* Ε'ξέςχι 5ε ^ τψ έςίκν ραςχ 3είναι, ερ 8 αν 
/38λώμε9« σώματος, λχμ€χνοντχς πχρχ6ολοεώές  ̂ έφ 8 
ij ε?/'α Ε βρχχυτι απέχει τ« Η, καϊ ίκχνως χποτέμνον. 
τας αυτό προς το Η, ιν vj έςίχ έκτος κεητχι τα πχρχ- 
βολοεώίίς *

36· β* Ε’αν έν τη εςία. πχρχ&λοειΖας κοίλα τα 
ΗΔ$ (θ'. 7 Ο λαμπάς τεΰη, αί φωτιςικχ) ακτίνες ΕΑ, 
Evj άνχχλασύν,στνται πχραίλήλως τω άξονι, £ έν bia- 
ςήματι 3 ° °  ο »} 4οο iroJcov ιίτω περιλάμψασιν , cc$ εχεί 
ίτχοτβς όντ5< ευ7τετώ« j3<6X<'ay άναγινάσκειν.

Ο* ί;λ/ος (αυτό δ» τβτο toqrff'o* *> ^τί Ι̂ *ΛΡΤος α>&« φ^τοβολ» α ίμ α το ς) ta v r*  β ά Α ? ι το ζρ«ς*^  tv β ϊίίΐ σφαίρας, ως οψομ*3α εμ τ# o V r ix *  * ίαν $vw Μλιαχαι axr7pr$ eVi φωηζομίν* σώματος νοδίαί» το 'τλα- το$ 3ε«$>}3αίτιρ, Λ< δυω αυτών φοράι, αί *μ τ £  τ5 ϊ?λι* x iV  ^uv«(j^o'rxfyaif μ ίτα  τ« ττ’Κχτνς τ ϊ  φχΠζομεμ» σαματο*; τ^'γ-Μίαρ σογχ^οτΐσ/μ ,  » μία μίν των πΧενρνν ίς ι mohiaia , 
ξ*χτίρα $6 τ«ρ λοιταν δύω i*aj « £ / * «  Λ«νγαις.β  l  OOOOOO 4 >J TOisup τ*(ίθ'ς r 5  »rprf« re <Χί» γωνία sirei Jvoreivfi Jr o  ^rXeupay TO$jaiav, ώτείροςι} εχλιρττ*»· 5 , ο 5m ravrotr,  αί 5u« ^Xiaxal axr7vf$ aveo a£ioXoye 5i«T*r«οματο$ εχλ»}- 
τ τ ία ι ticlv ως τα(>α/&>}λοΐ·

(**) ATat γα<ι το φίς T>jy γωνίαν τί[ς av«xXxV*cc$ 
7Άί£ ari iVijp ίγοι?7 τ? τ?ς ίιτίηττωσεως γωνίφ ΛΜ$.
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37» γ *  Ε λ* τάραβολοείδες (%. 72) άτοτμηζη 

τρος τη κορυφή μέχρι της εςίας, #αχεΓ τε$ξ} το ςόμιον 
ϋάλτιγγος' τασαι αι φωνητικοί γραμμα) EM, ΕΜ 
(*), άτοχωρπααι τ5 Ε, ^ τροσ€χ>λκσαι τοΐς κοίλος της 
σάλτιγγος9 «νοίκλασ^ψονται ταραλληλως τφαξονι (_♦ ♦), 
^ τροχγόμεναι κότα τάς φοράς ΜΑ άλις τόρρω προς 
το Τ άκν&ηναι τοιησκοτι τάς κατά το Ζάταγ ελλομεν ας 
φωνχς.

38. ^  Ε’άν ίΡ̂ ο'ί τη τ» κοιλβ τπ^α&λίε/δΒί ΕΜ 
Μ (%> 73) ίϊί'«9 btccc «;Γ3τμν|0ε'»τί< rvjV x^t'^y, 
αρμο&η άνεμοτορΰμεΐον το ΚΠδΜΜ, ^enjVirai άκεςικόντι 
οργανον κάτλιςον <, ο ol 3vVxaŝ « ra ωτ/'φ ενπδεμενβι ε# 
τβ Π τέρατος, 73 δε λί/ττον οργανον τρος τον λχλίίν. 
τα ςρεφοντε«, των φωνητικών ακτινών τρος το οργανον 
τροα€χ?λ*?ων 9 ^ τρος την έςίαν μετά την άνάκλαΟΊν 
άτο(Των Cvvmc&v , axovCovCiv εντελώς άτα-,τχ τά λ$. 
γο'μενΧ.

39· β· Ζ'άν οΐ δνω ταραςάται χαμ/vs τίνος τα. 
ρχβολιχον εχωα %ημα9 γεννωμενον αμελεί ντο των 
κλωνων ΒΔ9 Βδ ταρα?ληλως εαυτοΐς κινηΗντων , κχ)
τρος ορύάς ίςαμενων τω ε$άφει* ο δε τότος, εν φ έςΐ 
το Τυρ9 κατά την εςίαν της γεννήτριας τχρχβολης 
κεηται, η κάμινος εν βρχχυτάτω χρίνφ τον θάλαμον 
3ερμζνεΓ* κατά γάρ ταΰτην την κατασκευήν 0 εάν ετ) 
τ3 Ε κάθετος ετινοηθη , ετ αυτής κείνο1/ ται εφεξής τα- 
cat αι ε<;ίαι των ταραϋολων ακαβων, ας καταγράφει η

( Λ  ^  *  ν  <  » .  , μ  .  ι  ο  » ♦  V) Ttr «ςιι» «* tv3et*f, qp5̂ ?r«io *ιχος.
Ο *α£α $*ί $ το , uvuxKwiibvg;

^οιϊ! rqv γωνίαν τΐ; ανχκΚχϊεχς tfqj τ% τ̂ ς 8iri*rw*wi%



Π ΕΡΙ Π ΑΡΑΒΟ ΛΗ Σ,I IS
xivvfietffa γεννήτρια, παρα€ολη * «χδν μ χατά ταντην την 
ευθείαν αΙρομενη φλόξ, χατά πλευράν τη χαμίνφ προ?, 
ζάτλχσα ανακλά τάς χαυςιχάς αυτής αχτίνας Ε Α , Evj* 
παραλληλως τη ΕΤ ττβος το έδαφος τ« Βαλάμα, os εν 
άκαριαίφ χρόνιο ΒερμανθηΡεται* ά}λά γάρί χατα την 
χοινψ των καμίνων χαταϊχευην , αί α’χτΓνεί άναχάμ* 
πτονται προς το fteVcv της παμίνν, ^ £/ά τδ οχετδ εχ- 
ρεχτι μάτην.

4ο. ς .  Ε"ςωταν δυω παρχ&λοειδη αντίθετα τά 
ΗΜΜ, ^ΜΜ, κοινόν εχοντα άξονα τον Htj (j£. 74)" 
εάν ίν άχτινο€όλνν τι τεθη sVj τδ Ε, παααι αί αχτίνες ά, 
6̂  οι&ησονται χατά τό δ, χφχεϊ άν αγνών at γράμματα 
καθαρως εξάςαι, xccv μεγ άτυχη ον το από Ε άπόςημζ ■ 
ωσαύτως̂  εάν πυρ τε3η εν τω Ε , αί φλογιςιχάι αχτίνες 
εν τφ δ άθροκ&ηϊονται , £ εν μετρίφ από τδ Ε άπας η* 
μάτι σωμάτι χβνθητεται.

4»* Ε’άν τά διαλνιφθε'ντχ παρα^ολοειδη φυΤιχχϊ 
ωσι ςβαί, V! ^ χειροποίητοι* δύω ηνες<> ό μεν επϊ τδ Ε , 
ό δ' επϊ τδ δ , ιςάμενοι προτδιαλεχθφαι άλληλοις δυνη. 
ΰηδΌνται, καν μεγα η τό μεταξύ αυτΰν άπόςημχ Ε§* 
ετερα τίνος, επϊ τα μετχ Τ !ςαμενχ9 μηδ’ ακίειν αυτών τβς 
λόγας ολως έχοντας * $  γάρ αί ηχητικά) αχτίνες ΕΜ 
από τδ Ε απαχωρεται κατά τό δ συνάπτονται, τεναν
τίον̂  ^ δη την των λόγων άχρίατιν επαι&ητοτάτην χα. 
τά τό δ εργάζονται * αΰτα'ι δε αί αχτίνες εκ τ« Ε προϊ. 
Ζσχι κατά τό Τ λίαν εϊσϊν ασβενεΐς, ^ μιχράν 0 η νδε* 
μίαν, προσβολήν τφ άκχςιχω εμποι&Τιν εκεί όργάνφ.

42. ΘΕΏΡΗΜΑ Δ'. Η' υποκάθετος ΠΤ «ε/' εςιν 
άτρεπτος, εξιτψενη τφ *<> είτ νν τη ημιπαραμετρω 

69).■■✓"ο



ΔΕΙ21Σ. Αί ΕΟ, ΤΜ ευβεΐαι (32), al τρίτη τινϊ 
τη ΤΜ χάδετο», £ ΙπόΙνω παραλλήλων Τ Τ, οΑ πε- 
ρατίμεναι  ̂ είσ'ι παράλληλοι (Γίωμ. 13?) ^ ΐ<τα< (Γ«ομ* 
127)· hkhv τα τρίγωνα ΠΤΜ, ΔΕΟ0 ΰιχ τάς Ζυω ΐ. 
σας πλευράς ΕΟ, ΤΜ, ^ τα? ΪΤας γωνίας yjfy 
Μ a  Ο (Γεω/ζ. 132) Π =  Δ , ^ επομένως T a E )  
s/(7iv Ίσα (Γ*ωμ. 2 3 1 αρα ΠΤ s  ΔΕ a  aa a  
Ο. Ε. Δ.

43* ΠΟΡΙΣΜΑ. Ε*ςιν olv η κανονική Μ Τ s= 
j/Vfc +  $ J* iv yap τω ορδο̂ ων/ω τριγωνω ΠΤΜ ε» 
ςιν ΤΜ4 =  ΠΜ* +  ΠΤ1 (Τεωμ. 349) =  ^  +  ί  =  
* *  +  ? 2 ( 28)* άρχ ΜΤ =  χ/πχ^τΫ*

44* ΠΟΡΙΣΜΑ Β. Το τη (Τημείη Τ , x«S’ ο η 
κανονική συμβάλλει τω άξονι, από της κορυφής Η από. 
ςημα ΗΤ =  χ  +  £ =  ΗΠ *f ΠΤ.

4.5 · ΘΕΩΡΗΜΑ Ε*. Η* όφαπτομενη ΤΠ εςι ί/- 
πλη της άποτετμημενης ΗΠ , ειτ hv a  2χ.

ΔΕίΞίΣ. EV γ ίρ  τω ορβογωνίφ τριγωνφ ΤΤΜ 
5/ά την ΠΜ κάθετον εςι (Τεωμ. 34») ΠΤ a  (*) 2α:

ΠΜ a  υ ί : ΠΜ =  υ : ΤΠ* ape ΤΠ a =  — -
ex ax

(2 8 )=  2%‘ Ο. Ε. Δ.
46. ΠΟΡΙΣΜΑ A'· EffiJ ΤΠ a  a% , £ ΗΠ a  

X' αρα ΗΤ =  χ  =  ΗΠ.
47· lV  «ν άπτομενη κατά τό ϊοδεν σν,μεΐον Μ ά. 

χΗο άποχρηΐτει τεταγμενως αγαγ όντας την ΠΜ9 λα. 
€εϊν ΗΤ =  ΗΠ, % την ΤΜ επιζευξαι.

ΠΕΡΙ ΠΑΡΑΒΟΛΗ Σ, 1 1 9

(*) ΠΤ a  * (42) '  <3·a 4* (26)· α?« /7Τ a  2«.
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48. ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Τm i rij? άπτομενης ΤΜ ετ 

r/y ο ΐ/^τχ4-4%2 * «ν «χαο τω ορ&ογωνίφ τρίγωνα ΤΠ 
Μ εςι ΤΜ2 =  ΠΜ* (=  πχ) (28) +  ΤΠ* ( = 4χ 1) '
άρα Τ Μ =  χ / ' κ χ Λ ' ■

49. ΘΕΏΡΗΜΑ ς . Το τετράγωνον το άπο rtfs 
καδίΤΒ ΕΓ, της αγόμενης απα της εςίας ετ) την άπτο. 
μενην ΤΜ, ΙοΌν εςί τω> γινόμενα νπο της ορύίας πλευράς 
ΕΜ, της επ) το της αφής σημεΐον αγόμενης, ^ τ ί  τε·

ταρτημορί'ύ της πχρχμετρζ · tlr ην ΕΓ* — EM X
4

ΔΕΙΞΙΣ. EV τοΐς ομοίοις τριγωνοις ΕΓΤ, ΕΓΚ 
εν  ΤΕ ; ΕΓ :: Ε Γ : EH* ixw Ε Γ  =  ΤΕ x HE' εν  
Ιε παρά ταΖτα γωνία η Ιπο ΤΜΕ =  ΟΜΤ (32) =  
ΜΤΕ (Γεοψ. 133) ' τοιγαρνν το τρίγωνον ΤΕΜ ivy

Ισοσκελές' άρα ΤΕ ~  ΕΜ* εν  >ί HE =  *~ ( 2 7 )  *

άντιχατα^χΤίί χρα των 5c των δυνάμεων αντί ΤΕ , *£, Ε 
Η, η εξίσωτις ΕΓ2 =  ΤΕ χ ΕΗ γενητετχι E p = E M  

π
X — Ο. Ε. Δ.

4
30. ΠΟΡΙΣΜΑ, Αί άπο της εςίας επί ίι'ω απτό, 

μίνας ίςχμενχι κάθετοι άνάλογόν tifft ταϊς τετρχγανι. 
καις ρίζαις των αργίαν πλευρών  ̂ των αγόμενων επ'ι τα7Γ
της αφής Τημεΐχ' ^ γαρ εςιν ΕΓ1 =  EM X — * ίκοιν

4
π π „

ΕΓ2 : εγ1 ::  ΕΜ χ — : εμ X — * αρα Ε Γ : ε γ  : :
4 4

j/EM  : ι/εμ  (%υμ€. Λογ. 263),
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5ΐ» ©ΕΩΡΗΜΑ Ζ\ Τύπος της όρθιας πλευράς
V , . τΕΜ εςιν ο χ  +  —.

4
ΔΕΙ5ΙΣ. EM =  ΜΟ (17) =  ΗΠ +  ΔΗ (Γ£̂ .

ν *127) =  % 4---- Ο. Ε, Δ.
4

52. ΠΡΟΒΛΗΜΑ» Bf̂ ilr«icriy ευρεΐν της κυρτής 
ζαρα€ολης  ̂ άνχφερομίνην προς rvjy HP απτομενην, τηντ$ 
κξονι κατά το σημεΤον Α κάθετο·,/ (%. 7&)>

ΛΤΣΙΣ. Ε*ςω HP =  χ ,  ^ ΡΜ =  ι, * ί$ιν tv δ/ά 
την ιδιότητα της παραβολής («8) ΠΜ* =  HpJ =  τ ·χ  
ΗΠ, εϊτ «ν χ 'ζζπ υ ' άπόχρη αρχ εν τη ενρεθείση(τθ) 
εξισώσει το υ ε!ς χ  μετχξχλεΐν, ^ τ’ άνάπαλιν̂  εις ευ. 
ρεσιν τ%ς την κυρτήν παραβολήν̂  ως το πρό€λημμα άπ· 
αιτεί 9 εμφαινάσης εξισάσεως.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΤΕΤΑΡΤΟΝ.

Π ε ψ  Ζα μετρω ν τί}ς τ α ρ » β ο Χ η ς .

53» Κεντρον κωνικής τομής ακάει (%. 67) Λ}' 
μεϊον Κ τ« άξονα, εν ίσφ άφιςάμενον εκατερας των κο. 
ρυφων' τοιγαράν κέντρα πραγματικά η παραζολη ημοΐ. 
ρν,σεν (23)·

54· Α'Τλά γάρ της παραβολής εΤλεψεως ίσης, 
ης η έτέρα κορυφή Η της ετερας απείρως αφίςαται (5)1 
δυνατόν υποθε&αι το κεντρον at ο της Η κορυφής άπεχον 
άποςηματι =  ψ.

55· Δ ι ά μ ε τ ρ ο ς  εςιν ευθεΐχ διά τν της τομής

Π Ε Η  ΠΑΡΑΒΟΛΗ ^.
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κεντρ» διηκασα  ̂ % προς «υτ?ί τη τομ% εκατερωδεν -ττε. 
«̂Τϋμε'ν*}.

56. ώςε β. ·£ β άξων αυτός υπάρχει διάμετρος* 
β'. ευθεία από σημείν Μ της παραβολής αγόμενη, κα) 
μια των αυΤης διαμέτρων υποτιθέμενη Τω κεντρφ « μη 
συνάντησες πριν η προαχθηναι έπ άπειρον * διάμετρος κν 
εν αν τη έςαι μΰτόςτε ο άξων, £ πάσα ευθεία τφ «few 
παράλληλος η AM (%. 69).

57‘ EV/ rt|y διάμετρον τεταγμένη ονομάζεται ευ* 
δ«Γ« »ί νδ<) tj ΗΒ (%. ?5 ο -76) ο 4 ά.πο της διαμέτρου 

της καμπύλης απολαμβανόμενη , ^ παράλληλος \σα 
τη διά της Μ αρχής της δ/«μετρβ διηκέση εφαπτομένη.

$8. Το Μδ μέρος (%. 75*) τβ' έναπολαμβανόμενον υπό 
της αρχής Μ μιας τ/νος διάμετρέ $  της επ' αυτήν τεταγ· 
μένης νδ, καλείται Α' ποτ ε τ μημέ νη"  ένγένειδε έ. 
π} των καμπύλων, άφ ης άν γραμμής άποτμηθωσιν at 
εΐρημεναι γραμμαϊ 0 εκείνη εν) των τριών των δε δάση. 
μαίνεται ονομάτων $ Α"Ι~ ων των άπο τετμημένων^  
Αι άμ ε τ ρ ος  των άπο τετμημένων, Τραμμη

ΠΕΡΙ ΔΙΑ Μ ΕΤΡΟ Ν

59- Αιάμετρος σ υ ζ υ γ ή  ς η ΜΜ (%. 76) έτερο, δια. 
μέτρφτη Μ/Μ// καλείται, όταν η έτέρα παράλληλος η 
τη άπτομένη ΤΜ, τη διά της αρχής της έτέρας διηκέση' 
άμφότεραι δέ ητε ΜΜ £  Μ' Μ#/ καλονται διάμετροι 
συ ζ υ γ  εις.

6ο. Χυζυγων άρα διαμέτρων άμοιρος η παραβολή (23).
61, Παραβολής διαμέτρχ παράμετρός εςιν ευθεία τ«. 

τραπλη τ» άποςηματος ΜΓ (%. 75) > ααθ' ° απέχει η 
της διάμετρέ άρχη Μ από της διευθετάσης ΑΓ.

62. ΘΕΩΡΗΜΑ Α\ EV παραβολή η ησννοσνν



TH E Π ΑΡΑΒΟ ΛΗ ^.
διάμετρε MB παράμετρος Π Ιτεται τη τδ άξονα παρα* 
μέτρα π ffvv τξ τετραπλή άποτετμημένη ΗΠ, ητις ay. 
τιςοιχεί τη Μ άρχη της διάμετρε' έςι δηλονότι Ϊ Ι τζπ  
4- 4 χ·

ΔΕΙΕ12* Η* γαρ παράμετρος Π == 4 ΜΓ ( 6 0  
άλλα 4ΜΓ =  4 AH =  4 ΑΗ +  4ΤΗ =  π + 4Χ (*7> 
27 , 7)* Ο. Ε. Δ.

63. ΠΟΡΙΣΜΑ. Η’ πάβης διαμετρu MB παρά, 
μετρος Π τρίτη ανάλογός έςι προς την άπατετμψένην 
ΗΠ, άπτομένψ ΤΜ * έςι γάρ Π =  π
$  ΗΠ =  χ , i  ΤΜ =  [/π χ  + 4* ’  ( 48)* « >  % « 
l/ π χ + 4Χ’ : *· I / π χ + 4^  ' *  +  4Χ (& 1&  ΑΰΤ- 24°>  

<54* ΘΕΩΡΗΜΑ Β\ Τα από των τεταγμένων νδ0 
ΗΒ επίτινα διάμετρον ΒΜ τετράγωνα *Μν, ως αί αν. 
τίςοιχοι Ιπ' αότων αποτετμημέναι, τετέςι * νδ2 : ΗΒ5:: 
Μ Δ: MB (£.73).

ΔΕΙΕΙΣ. Ύετάχΰωσαν επί τον άξονα αί It Μ « Ιν' 
έχεν ά. τα τρίγωνα ΖΡΜ,ΤΗΖ προδήλως ομοια (Τεωμ. 
2 2ο) εΐσίν Ιτι % ϊ?α , οτι ΜΡ =  ΗΠ (Γ«ω{Ζ. 127) =  
ΗΤ (Γίωμ. 148), ύγωνίαι αί Λνταίς προΤχείμεναι Wat, 

β\ Το1 τρίγωνον Η Β Ρ ’/Τον έςί τφ παραλλη. 
λογράμμφ THEM* αα) γαρ παρά τό έχατέρφ χοω 
νόν ΗΖΜΒ το ΖΡΜ =  ΤΗΖ.

γ . Το' τρίγωνον ΟνΙ ίτον έςί τφ όρύογωνίφ 
ΗΙΡΕ* έςι γάρ επι των όμοίων τρίγωνων ΤΠΜ, ΟνΙ, 
κί το ΤΠΜ : ΟνΙ ::  ΠΜ1 : 1ν* (Γεωμ. 38j>) * ά>λά 
ΠΜ’ : Iva:: ΗΠ: HI (14) άρα ΤΠΜ: ΟνΙ: :  ΗΠ: HI, 
tj ΤΠΜ:ΗΠ::θνΙ:Ηΐ (Ρ)· αΜα ΙΕ =  ΠΜ (Γίωμ. 
127)* έχ της Ρ άρα πρόξκη καινή αναλογία · ΤΠΜ:
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* 24 H EPI ΔΤΑΜ ΕΤΡΩϊίΗ  Π  X  Π  Μ  : ί C M  : H I  χ  Ι Ε  ζ ,Χ υ μ β . Α ο γ .  2 4 6 ) ·  ά λ λ ά  Τ Π Μ  — Η Π Χ  Π Μ  (Γ ε ω μ . 2 3 5  ^  ενταύθα  4 6) ’ 
άρα O y l =  H I  χ  Ι Ε ,  ε ΐτ  *ν τω π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ α  Η Ι Ρ Ε  ( Γ ε ω ρ . 2 8 3 ) .δ '. Τ ο  τρίγω νον  G H «  ίσον ε ς ϊ  τω τρ χπ εζίφ  χνΡΕ* 
iu y  γ ά ρ  απ ό  των facoy Ο ν Ι Η Ι Ρ Ε  άφαιρεύη το xo/yo'v H x lv  ,  ε σ ο η α ι too, τα  κ α τ ά λο ιπ α  Ο Η χ  ,  « ν Ρ Ε .ε· Το' τρίγωνον  ν δ Δ Ε  Ίσον $ζ) τω *·«ρΛλλΐ}λο. δ Μ Ο Τ *  άπ οχρησει έν ε/ί τοωτο "να τα^ά 
το κοινόν ν Τ δ Μ  J  Τ Ε Μ  s s  Τ Ο ν Τ  * α λ λ ά  Τ Η Ρ  z t  Ζ Ρ Μ  ( V  )  * εάν άρα τοις Γ Η Ζ ,  Ζ Ρ Μ ,  το αυτό π  οπόν κ Ζ / Τ  7.£}<τ£εντες, ά^ελω μεν άττο' των ίτων όλων τά« ίτ α ς 
ποσότητας Ο ϋ χ   ̂ χ ν Ρ Ε  ( 5 " .) ,  ε£ομεν Τ Ο ν Τ ^ Τ Ε Μ *  ά» f a  το τ ρίγωναν νδ£  =  τφ π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ ά  δ Μ Ο Τ .ς . Ε ν  τοΓς όμοίοις τριγιόνοις ν δ Ε , Η Β Ρ  ( Γ ε ω μ . 
2 2 ο )  εςι ( Υ ε χ μ *  3 8 9 )  νδΕ : Η Β Ρ . : :  νδ* :  Η Β 2 επ εϊ δ ε νδΕ =  δ Μ Ο Τ  (άνω τ) ^  Η Β Ρ  =  Τ Η Β Μ  ( $ ' . ) ,  ε * «  δ M O T : Τ Η Β Μ : :  ν δ *: Η β * .

ς .  Τ ε λ ο ί  δε τ ά  π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ α  δ Μ θ Τ  ,  Τ Η Β Μ , εν τα ΐς αυταΤς π α ρ α λ λ η λ ία  Η Γ ,  Β Μ  όντα, εΙσ)ν 
ccs α ! βάσεις  Μ δ ,  M B  (Γ ε ω μ . 2 9 0 ) .Ε ’ντενδεν άρα αυτόματος π ρ οχεϊτα ι η ΰ εϊζ ις  * δ Μ  Ο Τ : Τ Η Β Μ  ί : ν δ * : Η Β *  ( * ' .) ·  ά λ λ α  δ Μ Ο Τ  : Τ Η Β -  Μ : Μ δ : Β Μ  · άρα  νδ4 : Η Β 3 : :  Μ δ : Μ Β ·  ο. Ε .  Δ .

6 5 .  Π Ο Ρ Ι Σ Μ Α .  Ε *ςω  νδ =  υ ,  $  Η Β  =  Τ  ,  ^Μ δ  =  χ ,  ^  M B  =  X  * πορισ6ησεται τοινυν υ* i  Τ *Τ *  χ χr : ^ : Χ *  άρα υ* =  —  ■ .  T0/y«fiiv.



Τ Η £ ΠΑΡΑΒΟΛΈ Σ.
ΐί&ν\j «ρΛ τεταγμένη νδ Λντ<?ο;χεΓ to? λεήτκΤΛ (ε»τ «ν κατ’ αντίθετον έννοιαν) έτέρα τεταγμένη Ίση η δΨ * 
αττασα άρα διάμετρος διχη τέμνει τάς εφ εαυτόν διπλας τεταγμένας ,  νδ =  δψ * κάϋ r«ra λ διάμετρος αχέ. 
ειν εχληρωσατο*

**Χ  , ,6/· (3 . κ7 = ----  εςιν εξίσωσις των εφ απασχν
X

διάμετρον η λ ψ  τβ a£svaj τεταγμενών * ά?λ’ έςιν εν ·:α: 
ετϊ τον άξονα τεταγμεναις ν* : Τ * : :  χ : X  (2 5), ίδϊν >;

Τ 1* tfCĈSαντη t$ ανωτέρω προκύπτει έξίσωσις ν* — -
’ Aεν παραβολή η τ~ν εφ' 'άτι αν αν διάμετρον τεταγ μενών

έξίσωσις εςιν η αντη τη των επ) τον άξονα' διάμετρος 
άρα πάσα τάς αυτάς έχει τφ άξονι ιδιότητας, ναό όσον 
α\ επ' έχείνας τεταγμεναι πλαγίως Ίςανται ’ γίνεται 
δε τετ ο, ότι η τ» άξονος απτομένη Ηχ 4 προς ό^άς εφ. 
έςηκεν αντω* αί δε των «Αλών διαμέτρων άπτόμεναι 
πλαγίως επ' αν τάς πίπτχσι * πάσα δε τετ αγμένη τταρ. 
άλληλος υπάρχει τη Της έαντης διαμετρν εφαπτομένη
( 57).

6 8 . ΠΡΟΒΛΗΜ Α Α'. ΐίαρα&λης δοθείσης  ̂ τον 
άξονα αν της εΰρεΐν (%. 77)»A T S I2 . Η'χδωΤΛν δύω παράλληλοι αί δ ε ,Β ζ" , 
% τετμη&ωσχν δίχχ κατά τά σημεία ο, τ * διά δε Λυτών ηχθω η ενθ;ΐχ Π Ξ , η γενησετat μία των διαμέτρων 
της παραβολής (6 6 ) , *, έςά&ωσαν in) την Π3  προς ορ. 
ΰάς αι Π Ρ , δΤ, περατέμεναι εκατέρωθεν υπό της πλ .,λ- * αίται 8V έσονται αί διπλαι τετ αγμεναι επί τ'ον 
άξονα,  ότι η Π 3 ,  διάμετρος βΤλ ,  παράλληλος έςαι τφ 
άξονι (5 ^)* δίχχ νν τεμνσα ταυτας τάς δύω εν6ε<ας
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κάθετος η AM  (Γεωμ. ιο6) έσετat άξων ο ζητάμενο;. Ο. Ε . Δ .

69· HPOBAHM A Β'. ΖοθειΟΊjs τηςHMJVP, εΰρεΐν αντης την παράμετρον C%. 66).Λ Τ Σ ΙΣ . Εν^θι^τω ο άξων HH («νωτ ) $  απότινος 
Τημείχ Μ '" ηχθω τεταγμενως ή πΜ"\ ^  ξητηθητω τρ(· 
Tv, ανάλογος προς την άποτετμημενην Ηττ0 ^ την τεταγ- 
μένην irM"' (Γεωμ. 348) * αυτή Ιν έςαι q ζητνμένη πα
ράμετρος C3 ο).

70 . H PO BAH M A Τ'. Τετραγωνίζει ·ήμιπαραξό- 
λιον το Η Δ Ε  (%. 7 8 ).A T S I2 . Η’χδω η Τ Δ  απτομενη κατά το Δ  (32) ,  
% τετάχθω η Δ Ε  έπ\ τον άξονα,  ^ «Οτφ ίτα^κΜ^λοί

4  Δ Ο , »?τ« Ζιηρηβω εΐς μέρη ίσά^ληλα έλάχιςα 
τα Γ Α , Α Γ «τλ . 9 ·£ ηχθωεταν παράλληλοι τη Δ Ε  Ζιχ 
των χ ,  I  fî xt/tay βί Α Β ,  Γ ϋ ,  Ty δε Δ  Ο βί Θ Κ ,  ΖΤ* επε) av r i  Τ Δ Ε , χ Δ Κ  τρίγωνα (Γεωμ. 220) ομ«ά είοΊν,  εςι Τ Ε  ί Δ Ε  : :  χ Κ  : Δ Κ  * άλλβ Τ Ε  χζ 2ΗΕ ( 4 5 )  =: 2 Δ Ο , % χ Κ  =  ΒΕ* άρα 2 Δ 0  : Δ Ε  :: BE : Δ Κ * άρα 2 Δ 0  χ  Δ Κ  =  Δ Ε  X BE * εϊτ ay το 
έκτος της παραβολής ορθογώνιον Α Δ ΒΕ Ζιπλνν έ<ς) τ« 
έκτος αυτής ορθογώνια ΚΘ ΔΟ  (*)· έπε'ι άρα άπαν ορθο.

ia  6

( * )  Τ  otor(Smu ro A  A BE ως ολον ίντος κιίμινον τ^ς 
trapαβολ^ξ, οtrip aarcpa?Mp -roi^rai δύναμαι' ^  yap ro ικ · 
'ΓΟζ *efjxt*oy 'τμγννίδίον Α  χ  Α  γινάμηον υ·πο τβ a'trstfοςϊ—  £  «  α^αρος* Λ χ  α^τρίβοςον ρς·ι $$υτ*ςοΤΑγξ$(Σνμβ.

Λογ.5*7% ***? *$ προζ ™  tqoctotaγες αττ$ιροςον A ABE 
ρχλαμβαν*ται $nv (Σνμβ. Α ογ  5 2  δια *·Λ aJrov
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γωνιον ,  ο Τυντ/θησι την Η Δ Ε  μερίδα τδ Η Ο ΔΕ οβ. Ocywy/t̂  δ/ιτλδν εςί τδ ορθο̂ ων/» τδ αντίςοιχδντοί έν τξ[ Δ Ο Η  μερίδ/ τδ ε»τβ'« τδ ημιπαρα&λίν * β^α το ολον είΓωτεβ/κον εμβαδόν ΗΔΕ διπλκν έ<ςι τδ όλ/*δ εξωτερι. αδεμ^αδδ* αρα το' Η Δ Ε  τδ ημηταρχβολίχ εμβαδόν ίσον 
εζι δνσ) τριτψορίοις τδ o’pfloyiovia Η Ο Δ Ε , τδ βασιν 
μεν την τεταγμένην Δ Ε 4 u -̂οί δε τον H E άξονα έχον- 
70S* Ο , Ε . U .Α Λ Λ & 2 . E V f/Τίβ Δ Ε  =  V  =s ί/4 ·χ ( 2 8 ) 1 δ«ντέδν; T t i i ,  Ιςαι ν =  i/ χ ^  εϊτ υ ν υ = .χ  4 * το '̂ββδν ο- 
πως αν ενρεθείη το άθροισμα των μεταξύ Η $ Δ Ε  τε.

/ . ‘ λ * ι
ταγμένων, συναπτέ ον την σειράν ϊ*  9 a2 , 3 2, 4 2 <>. . . . .  %*· α’λλα το' ταυτης άθροισμα. (%υμζ.

λοτ* 568·) *7 ·"" 3 ?  -  &  f-t Ύ 1 T=  f  ε*τ' W ( f V f < ^ j / ^ ) =  To L
pa παραβολικόν χωρίον Η Δ Ε  δυσ'ιν ίσεΤαι τριτημόριον 
τον έκτε της τεταγμένης και της αποτετμημένης γε- 
νομένου,  εΊτ ονν τον ορθογωνίου Η Ο Δ Ε *  ορα δέ 
Το άντο κα'ι άλλως έτι δεικννμενον έν Τόμ» Β'. σε. 
λίδ. ι ι 6  twv μαθηματικών ςοιχείων Νικηφόρου του 
Θεοτόκκ.7 1, Π Ο ΡΙΣΜ Α . Α"ρα το' τδ ημιπαρχβολίκ έμβχ.

“λόγον οΧον το 0&JK ίκτός τ̂ ςοταραβοΧης t/Vor/Siyir «τ- 
αντιβς ας εντός μιν οΧον ΐκίνχοβαι τό ο(3ογάνιον ΒΠζχ , 
ας οΧον St ίκτός τό ΤΘνχ’ $»ίκνυται S· »κτ·#τ»ς xj ερ τ*« 
το/ς, οτι ΒΠξχαζ ζΎΘνχ.
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δόν εόρεθησ&αι, πολλχπλασια&είσης της ε%χτης τε- 
ταγμόνης επ) δυω τριτημόρια τχ HE αξονος.

^2 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'. Ένρεϊν την ςερεότητα της
παράβολούj$ χωνοϊδος.

ΛΤ2Ι2. Εν τω την χαμπόλην (%. 6d) ΗΜΜ 
περ) την ΗΠ περιάγε&αι, i, απογεννφν την χωνοϊδα, π α- 
Cat al τεταγμεναι ΠΜ κίχλες χαταγράφχσιν' όι ·δε 
χόχλοι Ισοι από της Η κορυφής προϊόντες ανξχσιν, ω; 
τα απο των ΠΜ τετράγωνα (Γεωμ. 398)* ταντα δε, 
ως αϊ άποτετμημεναι ( 23)* at δε ως ι. 2 . 3 * 4 . . . .  . «  » ■ ί  « ί “ f  ο. ι ,  8 . 3 . 4 . . . .  « ,  Α '  αρζ ο\ 
χόχλοι, εϊτ «V τα ςοιχεία Της χωνοϊδος χνξχσι, χατχτην 
αριθμητικήν πρόοδον Α ’ ^ δη των αότων το άθροισμα εμ- 
φαίνεται διχ τχ αθροίσματος της αριθμητικής προόδχ Α.Α ’ριθμός δε των όρων ταότης της προόδχ εςίν ό ά. 
ξων ΗΠ * ό δε ένατος ο’ρος α> εμφαίνει τον χόχλον, ος 
εςι βάσις της παραβολικής χωνοϊδος, *£, ον ημείς χαλί?. 
μεν ηδη Β* άρα τχτο Το άθροισμά ίςΐ (Έ,υμβ. Α ογ,Β X Η Π
217) ■ .......· άλλα Β χ Η Π  χόλινδρός εςι, βάσίν μεν

2
εχων τόνχόχλον Β, ν-ψος δε ΗΠ (Γεωμ. 45 ύ) * άρα το ά- 
θροισμα των ςοιχείων, εϊτ χν η ςερεότης της παραβολικής 
χωνοϊδος, Ίση ες) τω ημίσζι τχ χνλίνδρχ ,  χ βάσις μεν η 
της παραβολικής χωνοϊδος, ’ό-̂ ος δε ό άςων. Ο. Ε. Π.73 · I V  αρα εόρεθη η της παραβολικής χωνοϊδος ςερεό
της, Ζηρεντεον το εμβαδόν της αότχβάσεως, £ ποΤλ-απλχ- 
σιαςεον.αότό επϊ τόν ημιάξονχ' σαφές αρα, ως ό από
λυτος της παραβολικής χωνοϊδος κυβισμός εξηρτηται τχ 
απόλυτα χυηλιχχ τετραγωνισμέ (Γεωμ. $6$. κτλό).
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·/Π ε ρ ί  t a  ό π ω ς  υ π ο ν ο μ ο ι  κ ο ι λ α ί ν  ο ν τ  at·*

τ 'π ό νο μ ό ςεςινό π ό γειο ν  κοίλω μα^ εν φ χόνις π υ ρ ίν ϊ  
τίθεται προς το' αυτής αναρρηξαι την νπερχειμενην 
γ η ν  4 ii& v  >} ίκάνχιτα Της κονεως ποζάτης όρι&ηαεταί
Ιί*TCO,

Α η λ ο ν  ε κ  πείρας  ω{ εν γ η  πάντη ώσαότως «v9i 
ιςΛμενης το κ α τά  την ανάρρηξιν χαταλειπόμενον κενόν 
'εςιν ( %  7 9 )  οΐα η Τ Η Γ  π αραβολική κωνοϊς 4 ορι. 
&·εί<Της «ν της  τβ'τ β  ςερεότητος α π ο τ ε λ ψ έ ν η ς  εκ  τ β  ό π ο. 
ν ό μ χ ,  γνω·$·ή<τεται $  $| \χανΖ<τα χόνις ,  y/voftiviji ιτεΑ f  ας το πρώ τον ,  ο<τ*ί faevij Ι?β/ «V ανάρρηξιν γ η ς  χ ν & χ ΰ  
ποίός·7 4 · £<’τ} δ’ ε«  πε/ρ2 ί  βέβα ια  κα ί τ χ Ζ τ α 4 ά . η ε ξ  
υπονόμν % ημ χπ ξομ ενη π αραβολική χωνοΐς Γ Η ΐ 0 εχε/ τι}χ έςίαν εν τω μεΤω  τ β  χ ω ^ Β , β» φ η χόνις4 i3'. t| B E  « ά ίετ ο ί cy^ioj'vuftevii τω ίπονόμω  ,  ^  μ εροί αιτοτίλΒ,αε'. 
νη τ β  κατα τ>»ν «ωχο»δ« άξονας^ \<Τη εόρίτκεται τη άκτϊνι Β Γ  τ «  μ ε γ ίς α  των εν τη κωνοίΰι χό χ λω ν * εςω  h  ΰ ιεν . 
β ετ ΐτ α  η Ο Δ *  όθεν Γ Ε = Γ Ο  ( 1 7 )  =  Β Δ 4 ε?ω  δε $  Β Γ = Β Ε ,  ω? ηδη είρηται — ν  επε) bv το' Β Γ Ζ  τ ρ ίγ ω ’  
νον εςιν  ορθογώνιον4 αρα  Γ Ε *  ( Β Δ * )  =  ν 4 =  2 ν * 4 Β Δ = ( / 2 ί ® 4 Ε Δ  =  j / a v ® — ν * %  Ε Η  =
( ^ Ϊ Ξ  (Ι7 )· β η  =  ν + S E L ·!  (Π).

a  *
7 5 .  ry«t^f/crtj5 sy της κάθε τα  Β Ε  =  ν ,  καθ' ην ε -  

qtv υπορωρυγμενος ο υπόνομος,  άπαν γνω ςόν εςα ι δ α  
της  ί ΐ  εξισ ω α εω ς4 π ο λ λ α π λ α α ιχ & ε ν τ ο ς  δε τ β  χ ό χ λ ν  ,

Β Ηa άχτϊς  Β Γ  =  ν ,  ε’ττ) το — > ατως εΰρημενον  ̂ άπ ολη-
ί*Τ-;μ. Γ: · 1
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φβησετχι η ζηταμενη ςερεότης X , αλλά γάρ εν$ηλον ̂  
cof η μιχρά πχρα€ο? κ̂η χωνοις ΗχΕ ΰ!£%ημχτΐςχι προς 
το Α βία. Της χόνεωςή της πράγματι άπορςαγείσης γης 
«σης μόνης της χολέρα κωνοϊδος ΓΤχΕ * «κ άποχό-φαι 
της εύρημενης X ςερεότητος, την τα ΗχΕ.

7 6. ΕΙς 2>ε γε τατο  ̂ γνωςόν μέν εςι τό ύψος ΕΗ

*- — * ίίΤίί δε Έ Ζ  =: 2ΕΗ ( 27) ,  γνοαςη άρα

ΐ3 β

2
εςι £ η άκτίς της βάσεας χίΰΖ της χανοίδος %ΗΖ, 
4$ £>) ^ η επιφάνεια αυτής της βάσεις (Γεωμ. 298) ,  jjV

πολλαπλασίασαντες επί —  <, εξομεν την ςερεότητα τα

ΗχΖ, >j$ άφαιρεθείσης άττβ S , #αταλί<φδν}(Γ£Τί*< /] ά* 
ληθως άποχραύεΐσχ γη.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΠΕΜΠΤΟΝ.

Π ε ρ ί Ε λ λ ε / ψ ε ω ς .

77* ΘΕΩΡΗΜΑ Α'. Η* ελλεψις εςι καμζυλη 
ανακχμπτασα.

ΔΕΙΗΙΣ. EVe< α Η^>ΗΒ (%. 67), πάντα τα 
εφεξής κείμενα τρίγωνα ΑΠΔ όμοια είσι τω ΑΗΒ τρι. 
γωνφ, αί ΑΠ τάχιον αίξασίν  ̂ η αί αυτών ΠΔ' τελευ~ 
ταΓον αν εςαι τις £Π =  ΠΔ τί? εαυτης4 αυτή αν η ΠΔ 
μετε/εχβεισα εφ εαυτην εκ τα Ε, πεΤεϊται επί τα άξονός 
κατά τό η * ο'ι 5νω άρα κλώνες HMvj, HMSj συνενω. 
θήσονται κατά τό η. Ο. Ε. Α.



ΠΕΡΙ ΕΛΛ ΕΙΨ ΕΩ Σ.78. Π ΟΡΙΣΜ Α. Τν; ελλείπει χρχ, δύω μεν Ιθ*υν. τα< αί *σ0ν<ραί Η , ν;, ε/s δ’ ωρισ μένος αξων ο Hvf.
7 9 . ΑΊτγ,μχ. Ε ττ} -riji Ηvj ε/λν'ιρω ηε =: HE, ^ εττ «ύτ?5 τ^εχ^λ^ε/τν#, Itf =  Η Α* ε'?άο9·ω κατα 

Τ5 ν; κάδετδί ν; φ  =  ΗΒ, ^ dice τ5 β ίχθω η Ιτ* ε. 
7τε/ δε τά τρίγωνα ΑΒΗ» ϊβη Ίσα, τ^ντατε τα τρκ 
y&jya ΑΠΔ ίσα εςΐ τοΐς αντιςοίχοις ΐΠδ εκαςον $κά· 
ςω, £ at Πδ ϊσχι ταΐς ΠΔ, ταΐς άτιεχόσαις από τ5 Η, 
ο Τον αί Πδ από τ2 ν\, ε’ντείίθεν άρα . . .

8ο. χ. Τ5 (Γ̂ εΓϋ' ε εςιν εςια ω« Ta Ε , $  δ/ 
αντ5|ί γρχφψχι <ούναται ή καμπύλη * δύω αρα τη ε’λ. 
λε/φε; αί έςίαι Ε , ε, iers? απεχασαι εκατόρα τ^ί κβ̂ ΐΛ 
?>ί« Η, ή

8». β'. Αί τεταγμέναι ΠΜ, ^ αί δ/τλαΓ m a y  
μεναί επομένως, αί Ισα̂ ιεςωσαι των κορυφήν Η, q εχα· 
τε̂ α εχατερας  ̂Ίσαι εσοοται * sj εϊλειψις αρα εν hjTiTtCtv 
αντώέτοις σημείοις την αότην εχει καμπυλότητα * ^ ε’- 
ττί ΠΜ=ΠΜτί| εαυτοί avr/sG/'yo δ̂ τυβεν, χ̂αμίτύλν; αί?τ̂  δίχα τεμνετχι h i  τζ &£ivi5 Ην;.

8 2 . y .  Ε’ λα'ττων αξων κχλεΐται η διπλή 
τεταγμενη ΜΚΜ'% v; δΐ'<χΒσα h i  τη μεσπ τη άξονος 
ος καλείται μείξων ωί προς γόν ε’λάττω * εχάτερος αρα 
των αξόνων δίχα τεμνεί τ·<ν ελλείφ/ν.

83* Το σημεΐον Κ, κ:ώ' ο άλληλνς οϊ άξονες τε. 
μν8Τ<, Κεντρον καλείται της ελλε/φεως · τβ δε' ΚΕ, vj Κε άπόςημχ τη κέντρα άψ εκατόρας εςίχς Ε’ κκεν. 
τρό της καλείται της ελλε/ψεως.

84* ©EftPHMA Β". θ' μειζων αξων Της ελλε/- 
•φεωί /οΦτα/ τω α’δ̂ ο/'ίΓματί των σημείου παντός μ της

1 2

*3ι
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καμπνλν,ς δνω άζοςημάταν αφ εχατέρας των ες/ων * είτ'
εν H*f =  Εμ +  εμ.

ΔΕΙΕΙΣ. HE η ΗΒ =  ηβ, ^ tjE =  >}Δ (ε*χ χα. 
ττΤχε^ί) * αρα Η·̂  =  βηΔ , — μιατ/ν; Δδ (ετε< Ιτ 
■7ταρα/λ»}λοί τί$ AT* «*Δ»}δ »δ» μιμτινι Δδ).

Παρά ταντα Εμ =  ΠμΔ' (ε’κ καταΤκ.)' ύ εμ =  
ΠΜ δ , εΐγετα μ^ Μ ” σημεία ενρεβησαν μετχφερο· 
μεννμ εχ τ* ε T»fs ΠΜ δ ε  ̂ εαι/njv ^8ο)· βχκν Eft +  
εμ =  ΠμΔ" +  ΠΜ "δ 0 είτ έν τ£ ολη Δ μ — Μ ”δ , η 
μιχτινι Δδ.

Είτε/ τί/vtv Η>)=:Δδ, ^ Ε μ  +  εμ =  Δδ* αρχ ^ 
Η·̂  =  Εμ +  εμ* Ο- Ε. Δ.

35' ΠΟΡΙΣΜΑ Α'. Ε'ντεΓθεν αρα ειΐχερωί ΤΛευ 
ελλεφν γράφει/ μεμαβηχαμεν' είλήφβω γαρ (%. 8ο) 
«£ων ο *5 *$ίαι Ε 0 ε, τ/δεμε'νων Η .·: =  ^ε, <y 
γενε&ω AH — HE * ^ χεντρω τω ε γεγράφβωσαν εφε* 
ξν,ς τό£χ τά ΜΟΔ, ΜΟ Δ' ° εϊτα δε εκ τ£ Α ε!λη.Α̂ω εκα-'τν αιτό-ςημχ Α Δ , ^ μετ^νεχΑω εχ τ5 Ε fiyj το έχκτω «>τ/?ο/χ5> τδ'ξον · ύ, δν| ττα'ντα τά έίτωί ειρε. 6stx σημεία εσονται εζ) της χαμννλης.

Και γαρ εΜ' =  εΔ' (Γεωμ. 4·) άλλα ΕΜ — ΑΔ' 
— ΗΔ' +  «1 (f# χατβίΓχευ̂ ί) * αρα ΕΜ’ψ εΜ' =» ΗΔ*f* fvj 4 '  εΔ" =  Hvj · πάντα άρα τα βτ«< ευρεβεντα σημεία 
εςαι ε’ν ελλει'ψε< ( 84).

86. Και άπλβςερα δε «?λη ζορίζεται μέβοδος τθν 
γράφειν ελλει^ιν, $ο6εντος τ« με/̂ βνί» άξονας Hsf, 
τκ των ε̂ ίών άτοςημχτα Ε ,  ε* νήματος γάρ Ίσα τω
Η${, θάτερβν μεν πε'ρας ζετηχβω ετϊ ra Ε , Ζάτερον δε ειτ) τ5  ε* ήλδί δε ό Μ' ενδυίεν Τ5 νζμα τε/νων ο’ρΑβ'? 
5Τρο$ 79  ιζοχείμνον ixiztlov ζεριηχβχ * λε^ω δν{ ίτ< ο
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i%λος Μ' «λλ?ιψιν καταγράφει · ev ταντ) γάρ (Τψείφ 
τψ Ct ανΤ8 γραφομένφ $ςιν EM* +  ίΜ" =  (84)·

87. ΠΟΡΙΣΜΑ Β Των ευθειών των «το τ« τέρατος 
τ» «λάττονβί «£βνβί «τϊ τ«$ fvfai ίτιφι̂ 'ννμινων ίχ«, 
ςν) ίθ*ν} ί’ςί τφ με/ζονι ημιάξονι * V, yap (5/. 67) £M"-f 
*Μ"ι =  Htj (84)* ά/λ’ ΕΜ"=ζ <Μ", £Ts< «£Γ̂ ί ΚΜ" τλΐυ. 
ράς κοινές , ^ ΚΕ =  Kf, ^ της Κ ycov/'«$ όρ$ης , τά 
τρίγωνα ΚΕΜ", Κ ε Μ " εϊοϊν Ira (Τ εω μ . 23 1)* «ρ« .// Hij ν
EM =  — “  sM .

s
88. ϊ ' τ όΒεΤις. Τον μ«ν μείξονχ νΙμιάξονχ εν 

τοΐς εφεξής χνοχχλίσομεν χ\ ^ isj EM" =  a (8 7) « τον 
V ελχττανχ β* rvjv 5* txxfvrpoTifreΚΕ, ή Κ« s x *  χ 
if το άτόςημα μιας τίνος τεταγμεννις ατό τ3 XfVrpti * 
ΰ«ν ί  aymTftijfwvij εξ ΰτο9έ(Τεως ίϊ'Η ~ χ  4* y, if if  

κ * γινόμενον if  ντο των ατοτίτμ̂ μίνων Π'Η 
χ Π if fv T? fXXtAJ*/,

89- ΘΕΛΡΗΜΑ Γ'. Ο* «λαττων ιίμ/ά£ων ΚΜ'' ί. 
νι μ<ν« avccXoyov ($£. 67)  των άφ* έπατέρας των πορυ. 
φων iJw «τον*}μ«Τ»ν τ?{ «τ·ραί των ίςιων, fiT* «ν HE 
=  « -  Κ : ΚΜ" =  β : :  ΚΜ"= 0  : Ε* ς: « +  Κ.

Δ Ε ίΐΐΣ . Εν τφ όρ&ογωνίφ τ ριγών φ ΕΚΜ", ίςι 
ΚΜ"» (μ;) =  ΕΜ"* («*) — ΚΕ* ( — χ1), V} 0 * = * * —* 
χ*· £Τΐν3>}9ΐ)Τω vyy το Ζεότερον μβλος τί?ί ί ι̂ΛϋίΓίως ω$ 
« +  * X ιΓ—* (Συμβ. Aoy. 44) * ότεϊ is τίτα εζ/ϊω* 
(Τις αναλογίαν ταρέχει (Σνμ&Λογ. 34α), εςιναραα— * 
:/3 : :  β : α +  χ. Ο. Ε. Α.9 ο. 0 ΕΟΡΗΜΑ Δ'. Το «τβν τάο̂ ς Τ£Τβ̂ μίνΐ)« 
ετ) τον μείζονα άξονα τετράγωνον τρός το γινόμενον ντο των ντ «ντζί άτοτετμψένων ενν9 ως το «το τ5 ιλβτ.
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Τ0 <κ χμιάξονος τετράγωνον τ$ος το ato τβ με/ξονος tj. 
μιόζονος.

ΔΕίΗΐΣ, Φψί Ssj ώ$ εςι (a .̂ 8») HM* .=  ν* : ΗΠ χ Hjj =  a’ —fc? (8?) ί : KM* sr β* ί «% ή S  : 
β* — χ* i : (3*: *’·

Β’«  r*V *· Π® — #» ^ ϋί=5χ4· *« *> Εμ
*f«εμ χ  »« (84).

TrffioS-ω ννν εμ — Εμ χ  ay · ^ <hj ίςαι «μ χ  a 
+  ν, £ Εμ =  α—- ν (Σνμδ. Λ»/. 44»)*0'· Ε’ν τφ τριγκνφ ΕΠμ «ς< Πμ* (ν* )  x  Εμ* 
( * w  =  α2 — 2«ν +>a) ~  ΠΕ* (·~ χχ  ** χ  — χ ’ -f 
ίχχ — X* )  Α.

γ ,  Ε’> τφ5 ̂ /ων/φ rf Πμε εςι Πμ* ( ν’ )  χ  
μι* (β* 4* ίαν *Ί* >'2 ) — Πί* (*^%^*2 S5 — %* —> 
»χκ — χ* ) Β.

δ'. A'mxxrxsaffsi ΰ$& art) ν· <V τ% Β *£/0Ίύθ·ί| 
Της εν τζ  A ίκναμίωί εςβκ α* —· «β/ +  *’— Χ % +  »*χ — ** χ  «’  -f ««ν +  — ** —  ***
—  χ* * awrywyq 5ε <y<ViT# 4«ν χ  4*Jc * αν 5: ·

* **XV flfflX KS—.β
i . Α*τ<χ«τ«ςν'τ» yv? ayr) y  if aurn Ζάαμις εν τ%

> (7 / 2tf/tVA tfyffafftt , *)τις. '/ίνΐ'Τιτα/ =r β* —*» -.....  -f

«*
* v

Λ*

— 5ί 4* 5x% — ** * α νχγω γζ Z$t v* x  a5 4*

— X* — x1 * ανχΜαγζ τη χ λ ά ϊμ χ τ ο ς , β* t>?

x a 4 +  x**2 —  «2 ;<* — *· x* CM),
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Ε’ττε) δε «ναΛίσΤίίΤ/ν ευρίΰκετχι ν\ Μ εζίΤωσις γ ι· 

νομεννι υπό δνω παραγόντων των λ2 — χ 2 , α2 
γεγρχφθω α2 κ2 =  α2 —■ χ* X α2 — κ2 Ν * προς Τ» 
δίνχ&αι διχγινωΤκειν έκχτερον παράγοντα.

4 . £*«< δέ α2 — κ2 =  0* ( 89) * δυνατόν άρα δ»ε. 
λείν τψ Ν εξίΤωσιν διά β2 (Χψ€. 393) 4 ^ δη γοι^. 

α2ν2
τετχι —— =  α2 — κ9 1ΐ.

/3s #
£\ Τε'λοί δε έπείπερ η Π έζίΤωίΤις αναλογίαν pcs) 

προ€χλέ<*ται εχει * έςι δε τό κατ' αντ/,ν πρώτον μέλος
Λ21)2 , 4
— — κλχτμχτιχόν 0 νποτεθψαι δνναται <, ο μεν εν χότ$

β2
αριθμητές ως παρχγόμενον ίπό των δύω άκρων τ~ς άνχ. 
λόγιας, ο δε παρονομχςης ως εϊς των μ ετών * το δε β2 
— χ2 c«iff των με των ο έτερος' εντεύθεν «ν α2 : β2 : : 
α2 — χ 9 : κ2 * ί} ν2 : «2 — χ2 : :  β2 : α9. Ο. Ε* Δ. 

9*. ΠΟΡΙΣΜΑ Α\ Ε*κ δε ταύτ^ς τν,ς αναλογίας 
α2 β2 —· β2 ν 2/  t  * ( 4 /  /> w  Η  r  Λ  .  ι  w  ♦  ν7T$0£J6W *ί ίξ/ΓωΛ* t/* =  ------ ^  $  «Ι/TVJ

vj Tiflff εδλε/ψεω? εξίτωΤις 4 τε̂ /εχυο·# τα« ττρο'ί τω «εν. 
τ̂ ω αποτεμνομένχς.

Λ
ΠΟΡΙΣΜΑ Β\ ρχ ν = —*1/(« 2 — fc2)* εαν

/  V  Μδε' γένήτχι χ  ^  ο, ε?«ί i s -  (/“ζα2 — ° 5 ) s  u cs
&

β y  β βΛ Λ-  |Χχ2 =  — α == — =  β. 
α α α

92 . ΣΧΟΛΙΟΝ. Ε αν δε' άττοτε̂ νωντα» τ̂ ο'ί TtJ 
κορνφy Η, εςα/ ΗΠ =  y  > £ »*Π =  2« — χ , 4> ΗΠ
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χ ijU =r *αχ — χ2·

νν,σεται υ2:2 αχ —χ2 «0Λ η προεκτεθεΐσα αναλογία ys.

..β ,. ι>2 =

0/3ί$ Μ =  —

Tvf χβρνφ? άΐΓ0Τ$τμν,μ&Ηύ» νεμεκτιχνμ
93 · ΠΟΡΙΣΜΑ Γ\ Ε*λ\  «V ry amXsy/a: ι»2 : λ2

— X2 : * β* : it2 (Ρ) ο ντοτε&% j32 =  λ% $ΐτ* w «fly
irc$ ο μ$/£ων τω ελαττονι αξονι, άτοΧν^ψεται υ2 =
&&· —   ̂ % * 
ι------ -— —· αναγωγή δέ , έζίσωσις

ζζαχ  — χχ) έξίσωσις της έ>λεΐ· ε̂ως των

τκ χοκλκ, οτεριέχύσα τας προς τφ κέντρφ άτοτετμημε'. 
νας * ΐ} ya^ υ2 =  2αχ — %2 ( 12 ) περιέχει τάς προς 
τη κορυφή" σαφές αρα επευΰεν ως ο κύκλος *Μ«ψ/$ έ. 
ςιν, ής ο έλάττων άξων ανειροςόνrt διαφέρει τκ μείξο.
νος, η £ Ίσος ες) τφ μείζονι" η δ' αυτκ €Kx«yT0oVtjs ε?ίν
=  4  = °  ( θ ) ·

94. ΠΟΡΙΣΜΑ Δ'. Β * δ£ω 'τεταγμένων t/, Τ· 
εχομεν α\ υ7 ". α7 — χ 7 : :  /32 : α2 * β\ Τ2 : α2 — X2 
: :  /32 : a2 · αρα υ7 : Τ1 : :  α* — χ* : α2 — X2, τκτ- 
εςιν ,, εν cJfefy» ^ δη ^ εν κύκλω τα αττο' των επί 
,, τον με ίζανα άξονχ τεταγμένων τετράγωνα προς αΜη- 
„  λα ε/Λν, ωί τα γινόμενα έκ των υπ αυτών άποτετμη. 
,, μενών ^ συνατοτετμημένων.44

95· Tari α̂ α το %ημα ταυτόν έςι τη τκ κω>« 
τροελδκΤη τομή ( 1 5 )' uVoT/flfftivcov, τκ μέν 2a > .  2/3 , 
τκ δε ν2 α2 — χ2.

96 . Τελεΐ/ταίον δε, ίχ  ότι εν καμπύλη έςΊν υ7 ί 
Τ* : ;  α2 —  χ 2 : α2 — X2 , τα̂ α τκτο έςαι έϊλει+ις
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η χαμπόλη άνίσας έχασα άξονας * ταύτην γάρ την βιό. 
τητα ο χόχλος έχων ευρίσχεται (93) * εςαι εϊλει· 
ψ ς, εάν η i  ο2 <  α2 — X*'

97* ΠΟΡΙΣΜΑ Ε'. Η* παράμετρος (<£. 67) MEM* 
— 7Γ τβ τράτα της ε/λεψεως άξονας 1 <ς» εϊβεϊα τρίτη 
άνάλογον τα τράτα £ τα δεύτερα των αξόνων' νπέρ γάρ 
της ταραμετρα όντας χ  ~  κ (88) η Ρ αναλογία ( 93)  
γενησεται ν2 : αβ —  χ2 : : β2 : α4* ά)λ' α· — κ2 =  
/3* (89)* ν2 : j3* ί : : «2 * : β : : β ί a
(%νμ€. Αογ. 2 6 3 ) 4 $  επομένως αν =  τ :  2/3:: 3/2 : 2*, 
ή 2« ? 2/3:: 2/3: τ*

w / 4/3* 2/3*
98· α’$βτώτβ( πες& ζζ*— —

2& a
99* Κυχλα άρχ η παράμετρος Ίση ός) τη ΰιαμέτρφ*

έτεί γάρ β =  α, εςαι ir =  —  s  a β.
a

100 . ΘΕΩΡΗΜΑ E'. O* tJtoj 0 τ% μεν μεφνος 

offl/ας τλει^Λί εμ ε φ  a +  —-, τί^ δ* ΰλάττονας Εμ =

. - « ο , , ο .
(X

ΔΕΙΕΙΣ. Εϊ^ε εμ =  «-f 7, $  Εμ =  « — ν(89·
#y

«V τη δείξει) * «Τλα ν =  — (89* δ"·) βρβ «τ. Ο. Ε. Δ»
#

» ο ϊ .  ΘΕΩΡΗΜΑ ς. Το της έλλεψεως ΗΜ'ηΜ' 
*μ€α$όν ρ (%. 8») tf/Joi το τ»ΗΒι$0 χνχλα  ̂ ταγεγραμ. 
μένα επ) τα μείζονος των εκείνης αξόνων, εςιν άς ό ε’λάτ. 
χων άξων προς τον μείζονχ * τυτες/ f : Ρ :: Μ'Μ': ΒΟ.

ΔΕΙΞΙΣ. Ε\ ι  μεν γάρ εν τη είλείψει ΠΜ8: Π M's



*38 Π Ε Η  ΕΛΛΕΙΨ ΕΩ Σ.: :  HU X Π>; : ΗΠ' κ  H'if (94) ‘ έςι δέ άσχυτως καν .τω χοχλω : Π'β* : :  HU X vjH: ΗΠ X Π 'if (β«,τ.> 
άρχ Π Μ 2 X Π 'Μ '2: :  Πβ2 ί Π'Β2 * χρχ Γ£Μ: Π 'Μ ': :  Π 3  : Π'Β * ΤΒΤίςιν, χί εν τη εΤλεΛΙε/ τετχγμενχι οίνχΧογόν 
είσι προς τχς εν τω χΰκλφ χντιςοιχίσχς * &ρχ το (δροι. 
σμχ πχσάν των τετχγμένων,  εΐτ’ bv το εμ€χδον ρ της ε Τλε/'φεωί, ir̂ os το χδρησμχ των τετχγμένων,  είτ ay το Τ8 χν'χλ» έμ€χδον Ρ ,  ωί μίχ τετχγμένη iv τη ε’/λε/. -φε/ if Π'Μ' T^os μ/orv χντίςοιχον τετχγμενψ εν τω χν- 
κλω την Π'Β ,  εΐτ’ b  ρ : Ρ :: Π 'Μ ': Π'Β * ά̂ ιζ (Σο£Ζ§. Λο?'. 2 S 4 )  f  : Ρ : : 2 Π'Μ' =  Μ 'Π'λΡ : 3 ΠΒ =?Ο. Ε . Δ ,ιο2. ΠΟΡΙΣΜ Α. Το της εΤλε^φεωί έμζχδον ρ 
έζιΤετζι τω κόκλκ Δ  0 « vj διάμετρος χ  εςι μέση χνχλο. 
γον τ» μειξονος χζονος Hvj,  ^ τ» έΧάττονος Μ 'Μ " έςω <ντρ το τ5  ΗΒΟ χόχλ» έμ€χδον =: Ρ * axsy έςχι κατά 
την νπόύεσιν^τ Hif: χ  : Μ 'Μ " «£« (Συμ€. Λ ογ. 269) H if: Μ 'Μ '::  Hif2 : χ 2 * αΤλ* Ρ : ρ ί : Η ι,: Μ'Μ' ( ίο )  · 
ζόρζ Ρ : ρ:: Htf2: χ 2 * ^ Sif Ρ : Δ  i : Hif2: χ 7 (Γεωμ. 398) * 
χρχ Ρ : ρ : :  Ρ : Δ  (Γεω^. 327) * if Ρ : Ρ : :  ρ :Δ *  χρχ 
ρ ~  Δ  (Γεω/x. 3 3 &· Σ χ .)  * exijy if τ?ί ε’/Άε/φεωί εττι. 
(ρτνειχ ρ =  Δ  ε’οπφχνειφ Τη κοχλ« ,  « διχμετ. κτ.ι ο3. Π ΡΟΒΛΗ Μ Α. Tij$ ε’Με/φεωί χγχγεϊν χπτο. 
μίνψ χχτχ το δοδέν (Τημεΐον Μ (ο/. 83).ΛΤΣΙΣ- EV i Tiji εΜ orpotr̂ tei'crvjs ε/λ^θω ΜΡ =  E M , ενε^εΐ'χβω if ΕΡ* £ΐ}μ< £vj ώ« η ε^εΓίί Τ Μ Χ , η 
δι'χζ τέμνασχ την ΕΡ ,  ες/ν, ην ξητνμεν  ̂ή ζπτομενη’ επέΐ 
γχρ  ΕΜ =  Μ Ρ , ή Τ Χ , ij διχχ τέμνασχ την Ε Ρ , κάδε. τοί χοτη έπιςησετχι (Τεωμ. 164, 2 » 7 ) ' fcxav ΟΕ =  ΟΡ.E.’<zy ay ληφδη έπι της Τ Χ  έτερον σημεϊον παρά τβ



ΠΕΡΙ Ε Λ Λ Ε ΙΨ Ε Ι . 139Μ . το Ο φόρε,  φημ) δη ,  ω? τΖτο «« εςαι εττ) τί ί̂ #αμ- 
πίλης' * 7 '«ί> εΡ =  εΜ +  ΜΕ (ε* Μτασχευης) ζζ ttvj (34)' αΤλ’ «Ο +  ΟΕ =  εΟΡ >>εΡ (Γεωμ. 17), ^ δ;| 
μείζων της Htj · άρα ( 8 4 ) Ο L· αν fty επ] της χαμοπί. 
7^ 5» Ο. Ε. Λ·ιο 4 · ΠΟΡΙΣΜ Α. Αί γωνίαι ΕΜ Τ, εΜ Χ, at περί. 
εχόμεναι επ) τί?ς άπτομένης ντο δνω όρύίων πλευρών εΜ, EiNl, είσ)ν ΐ(ΤΛ< * ** yap ΕΜΤ =: Τ Μ Ρ  (Γεωμ. 2 1 7 ),$  ΤΜΡ εΜΧ (Γεωμ. 99) * α?* ΕΜΤ =  εΜΧ.105. Ε ’χεί τ9&υνη γωνία της ανακλάσεως Ίση εςί 
τη rifs ε»/»τώβ’είδ5ί αί φωτιςικαί ακτίνες,  αί έ« t ŝ ες/'ας Ε  sV< το ττεοι ε̂ρες τίμ ε/λείψεως προσ^άϊλη,σχι,  ανα. κλαδώνονται ττ̂ οί ετεραν εςίαν ε * εντείίδεν άρα. . .ι ο 6 . a .  Ε ay τω Ε ςομ/'ω (ο/. 84·) παραβολικής σάλ. 
πιγγος (37) ε^αρμο^ το ε'τλε/̂ οε/δε'ί ΙεΠ Ε , £ q μεν 
των εςιων συμπίπτει τη τα παρα6ολ<)ειδ̂ ς εςία Ε ,  η δ* ε'τε'̂ α ε κεΓται ε’ν τω τόπω,  ενϋα ε̂νε'οδ’α/ δεΓ Tvjv φω. 
νην ,  αί ij^vjwa αχτίνες άποχωρνται εκ τ5  e Cvva î! ,̂ Γοντα/ «ατατο Ρί, κακ τκτκ πρόςτας πλευράς της παρχ. 
€ολικης σάλπιγγας προσπίπτκφα^ παρχίληλως τω άξονι 
χωρησνσι * Χυτη τοίνυν η σάλπ/γξ αίρετωτε'ρα ες) της 
περ) ής εϊρητat (37) * αί γαρ φκνα) αί εν τω είλειπτιχω 
ςερεω γενόμεναι  ̂ προς το Ε άύροιξόμενχι πχσαι,  ίχυρό- 
τερον προχεοντχι της σάλπιγγας,  $  άκαςάτεραι κχύ. 
ίςανται.107- (3) Ε’αν χατα το' ε χποτμηΰη το ε’Με/ ο̂ε/δε'ς ΕΜε (%. 85) 9 to? πίπτειν το ε έκτος τ« κχταλοίπκ ε7λειψοε/δ?ί, ε’ρ vjs αν βνλωμεβχ υλης^ λαμπάδας της 
εν τω Ε επιτεθζίσης, πάσαι αί φωτιςικα) ακτίνες κατά το € σννχφΰησονται,  ^ οταντα τα εχε'ώι ελάχιςα μόρια όρα-



π ε ρ ί  Ε λ λ ε ί ψ ε ω ν .ι4θ
βησοντχι * 61 τοίννν α%ολψενοι περ) ru ελάχιςα μόρα,  
χςησαιντ αν τφ ε?λει·φοεώεϊ τίτφ ως λχμπά^ι φαν. 
ςιχωτάτη,ιο 8 . γ .  Ε’αν η Ζαλάμχ τίνος ςοά ε?9υεψοεώης ·| 
ως Ε?Μ · χαί τις εν τφ Ε  λάλων ηΤυχον προΐηται τψ 
φωνήν4 ετεοος εν τφ ε καημένος i t αν&σαί αντί ΰυνησε. ττ<, 4> τχνχτχλιν, κχίτοι των μεταξύ χαύημενων π (Ας τφ Κ  επχΐειν αν των μη δυνχμενων * αΐ γχρ ηχητικά) 
ακτίνες εκ τ ί  Ε  απαχωρίσχι,  άναχλωμεναι εκ της τ ί 
εΤλεψοεώίς κοι7Ατητος% συνάγονται τασχι κατά τό ε ,  

άνχπαλιν.109. ΘΕΩΡΗΜ Α Ζ*. Ο* της όνοχαβετα τόπος εςι Π Τ  =  ( * .  8 3 ).
AEISIS. Ε*πε) ΜΤ πχραΜ,ηλος τη ΡΕ (Γεωμ, χ $ ? \  

εςι (Τεωμ. 3 1 8 )  εΡ ^  2β ( 1 0 3  εν τη £ειξε() : εΕ ^

2χ ; :  ΜΡ =  ΕΜ  ζίκ κατασκευής) =  a —  — ( i o o ) s
α2 — «X β2 — «ν 2 ^ «  — a χν.--------- - : ΕΤ 2* X ------ * — -  — -----------------Λα2« —  κχ

: αχ τα
<Ζ 2Χ·
\ / « /(Α ) * της Α  δε ΰυνάμεφς αφηςη&ω κ — χ^

επ' ίν ■ .—* * ^ Sij εςο» Ε ϊ  — ΕΠ =  ΠΤ τζα2χ — χ*χ  — αϊκ +  χ ΐχ ^  α7χ — χ7χ _ ( α 7— κ7)χ ' 
a7 a7 a7

άτλα a7 — κ7 s  β7 (89) * <*?* ΠΤ =· Ο.Ε. Δ.



ΠΕΡΙ ΕΛΛΕΙΨ ΕΩΝ . i4 l
ί »ο. ΘΕΩΡΗΜΑ Η'. Η' υφαπτομένη έςι TH s  

Λ3 —

%
ΔΕΙΞΙ2. EV τω ορβογωνίφ r̂ ycoyw MTT ( 19% 

5/ά rvjv T̂ jcf ô flas r£ vTorstvify TT Ιςαμένην MT(7), 
fl3v«V πτ s  Π Μ =υί:Π Μ  =  ν:Τϋ(Γί£0^.34ί)

β2χ  a2 , x &*β2 —  β7χ*-  ν3 : —- =  ν3 X ---- * βΜ« U3 = ----------- ——-
α3 02χ «3

# . „ λ3 02 —  02 χ 2 «2
( 9 3 ) * &ρα ΤΠ =  - -  —  *  X —  =

β3 β 2 χ
α* β ' — α 'β 'χ 2 α2 — χ*

• Ο. Ε. Δ.
α*β*Χ χ
111.  2ΗΜΕΙΩΣΙ2. Ε αν «V τφ ητφ  ΗΤ =

( * β*
■"-" ■■ - " υποΤεθη χ  =  ο, e<j«/ ΠΤ =  — =  οο (Χψ€.

X ο
Αογ. 539)* #λβϊ 9 κατά το πέρας τβ βλΛί·<Γ»9ϊ 
άξονας της έλλείψεως άπτομενη άπειρός έςι<, £  τφ μεί. 
ξφΐ άξονι παρχίληλος* τώεμένης hi λειπτιχης της χ ,  
^ νί ΠΤ χαύίςαται λειπτιχη * ο δη τεκμηριον υπάρχει σα. 
ψες re ίτα̂ Λν ιτ̂ ' τ τ̂λ ?£ υπάρξεις έπ) λεΐ-ψιν μετά· 
GafawaV't νυν μεν διήκειν διά τ5 άπειρέ νυν δ/β τ« μη. 
δενός, ωβ καταφαίνεται εν τη άριύμητικη προόδφ ~  4 ·2 . 0 .  ----  2 .  —  4  ΛΤ. * Ο δέ Τ8Τ8 λ θ ^ Ο ί <, 3Ti ΤΟίΓβΤΙ}?
c£ ΰπαρξεως έπ) λεϊ-ψιν μετuSaivvirx οφείλει ευρίϊχε&άι 
εν ορω0 ος μη μάλλον εϊη υπαρκτικός, η λειπτιχόςΛ 
«Μα τό τ̂ε μηδέν £ τό άπειρη ύδέν μχϊλόν έκτι λειπτι.
χά ι η υπαρκτικά' ποσότης μέντοι η χ/'α — χ  εδΰναται
εκ πραγματικής γενέ&αι ανύπαρκτη ντε μην εξ άνυτ,.



14*
ίρχτη πραγματική ε! μη η α— χ ποτότης  ̂εκείνως μεν 
εξ υπαρκτικής Χειπτικη , κτω δε εχ λε/ττ/xvji υπαρκτι
κή γενοιτο * ποζάτης άρα πάσα εκ πραγματικές άνίπχρ. 
χτοί, ί  εξ άνντάρκτκ πραγματικέ γενε£·αι « δι̂ χτ*»· 
(/ μν| δ»ελΑ« δ/« ο , ή, δ/ά »  * β«β αχ^€«{ εςι <τψ 
μειατεον.

1 1 2 . ΠΟΡΙΣΜΑ. A"pa ΚΤ απόςημα τη κέντρα 
άπο τη σημείκ , χα9’ ο ή άττομενη συμ€ά/λει τω «£;»/,

ίίίν =  —· £ yea ΚΤ =  ΤΠ +  ΠΚ «  4-V
χ χ

- ** ζ ι  * * +  * 2 _  α?
X X

»ΐ3* *£?« ΚΤ (Χυμ€. Aoy. 4o<S),
τβτεςίΐ> „«f ΚΤ τρίτη άνά\ν)'ός εςι προς την άποτετμη. 
μενην , £ τον μείξονα ή μι άξονα. “

> ·4· 3". Μ/5< άποτετμημενης ̂  ^ τ« ημιαξονος 
ΗΚ, 3s9cVr«r, εν̂ νίτετΑ» jj ΚΤ r̂ irij aie?wy0i χσχ 
τόαν δ ιίω τ̂ ττερων · ευρεβψεται δε vj ΰφ&πτομενη ΤΠ, 
άφαιρεδείσης τηςχτζΤΙΚ ατ? της ΚΤ της η$η ευρημε'νης.

ι ι  5* ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Ε'ξίσωσιν εύρεϊν της εν τη 
ελλε/ψει χυρτότητος, αναφερομενψ $1ς την κατά κορυφήν 
αυτής άπτομενην, ^ τω άξσνι κχ&ετον ΗΝ (%. 7 6). 

ΛΤΣΙΣ. Κ'ςω ΗΝ =  χ, £ ΝΜ =  * =  ΗΔ* hkhv

Δη =  8Λ — «* ^ ΗΔ X Δη == »« — νΧι ;  =  2βι*
—  uu · ετε< δε ΔΜ2 =  ΗΝ* i ΗΔ χ Δ η : :  32: α* (ρο)·

3*
αρα χ* : αχν — υ ν ί : 3* : «*' $ δ») χβ =  — * (ταυ

a2
— ον). Ο. Ε. Π.

ΠΕΡΙ Ε Λ Λ Ε ΙΨ Ε Ι .
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΕΚ.ΤΟΝ»• Π ε $ ϊ δίαμέτρω^ < τ % ς  εΑ ε/ψ εω ς.
ι ι  6 . ΘΕΩΡΗΜΑ A*. Tiara διάμετρος Μ Μ  οίχα 

τεμνεται κατά το Κεντρον (%. 8 6 ).Δ Ε Ι ΐΙ Σ . ΎετάχΟίύ εκ) τον άξονα vj Μ Ε , ^ εςω Κ Δ  =  ΚΕ * ^ Ίσα εςαι τα τρίγωνα Κ Ε Μ , Κ Δ Μ  * 
καρά γάρ τάς ορβχς γωνίας Ε ,  Δ ,  ε/τ)ν ΐσαι ^ at ο ,  ?  cos κατα κορυφήν * ΐΓά:<Γ«< αρα αί αντ/ςοίχβ/ γωνίαι εΐ. 
tfiv Ίσαι* τα Svco αρα τρίγωνα, εχοντα ^ μ/αν κλενράν 
ϊτην την κρος dvTiv Ίταις γωνίαις,  ί/οΐν ΐτα * «ρ« ΜΕ =  Δ Μ , ύ  KM — ΚΜ * «Μ.’ η ΜΕ τεταγμενη άκίχ-ι τδ κέντρα ,  oCov £ η Μ Δ  * «ρ« Μ Δ (8 1) εςι $  αότη τεταγμενη' άρα το Μ σημεΐον, κεράς της Μ Δ $Tvji Κ Μ , V'v εν καμτύλη * αρα KM ~ ΚΜ ε&ναλη. 
όες μέρος της ΰιαμέτρβ,  κείμενον μεταξύ τδ χεντρ» χ«) Tijs καμκνλης. Ο. Ε. Δ .117. ΘΕΩΡΗΜ Α Β\ e ’«v «Vo των κεράτων δνω δεδομένων «ν^ν^ών δ/αμετρων 85) T<icv Μ Μ , Μ 'Μ " τετ^μενως άχθώοΊν εκ) τον άξονα αϊ ΕΜ , Μ/Π το Κ Ε 1 

τετράγωνη, το άκο τδ ακάματος τδ κέντρα ακο τετχγ~ 
μενης,  Itrov ες) τφ κεριεχομενφ νκο των άκοτετμψενων 
νκο της ετέρας τεταγμενης,  είτ αν τω ΠΗ χ  Hvj.Δ Ε ΙΞ ΙΣ . EVco ΚΕ =: ρ * οθεν Evj =  « —* ρ ,  καί H E =  « -J- ρ ,  £  EH X Evj =  « 2 — ρ2 * εν αν τοΤς ο- 
μοίοις τριγωνοις Τ Π Μ , Κ Ε Μ  βςι Π Μ ': Ε Μ :: Τ Π : ΚΕ *Λ
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Μ '*  : EM* ΤΠ*

g4 --- 2Λ*Χλ +  X4

X*
(n o ) :

ΚΕ* =  ρ2.
Α’>λα ΠΜ'*: ΕΜ *:: ΗΠ Xfltj= «* — χ*ίΕ Η χ

_  g4— 2g*y* + ν *
Eij=:g* — ρ» (94)* a?* (Tfcofi.3*?)—---------------- -

X*
: ρ* : :  2* — χ2 : g* — ρ*· gpg (2ομ& Λ ay. 238) 
g6 — gg*%* 4* g2x* —  g4p* *f 2«*ρ*χ* — ρ*χ4

X4_ ~
s= g*p* —  ρ*χ* * grg/Agy? r? κλάσματος i a* —
ag4%* +  **%4 —  g4p* +  2g*p*x* —  p’ fc4 =
a*ρ*χ* —  p*X4 ‘ («Tgfl<V« δ ι tw* ορών g4 ρ*, a«*ρ2χ * ,
—  ρ V *  ^ »«r»y5i · * — **4x* +  **x4 ** x4p*
—* g*p*fc* * δ/gtptffe δ/g g· , g4 — 2g*Jd+ «X4 =  
g*p* —  ρ*χ’ « (Ρ) * ixf't hi to htCrsQW μίλος rifi P 
ίξισάΑΠως άνασχττνμίνοκ ινρ/σχίΤΜ γινομινον ντο δνω 
xgpgyo'moy ρ* , g* — χ* , δ/g/pfVft δ/g 2 * — χ χ , 
ίςαι ρ* '«· g* χ * , tlr *y ΚΕ* ®* ΠΗ x XX»}. Ο.ε.Δ.

H8. ΠΟΡΙΣΜΑ A'. Ere) Jy xpaf το δοχβν *ΐ. 
Xiftrgi το' ΚΕ άτόςημα τ« *fVrp« ατο τζ? άτοτίτμ»}. 
μόης ΕΜ , ^ το' eJrt τπράγωνη ΚΕ* «τον hiheixiat 
τφ τιραχομίνφ $κ τω» βπτβτίτμψήων ν*ο' τί}< w e y ·  
μΐΜ]( ΠΜ#, <gy λ»)̂ δ5 το' ΚΠ άτοςιψα τ» κίντρα ατο 
7 vti  TiTgyfttwji ΠΜ', η «  ΚΠ* =  £Η X £η.

1 1 9 · ΠΟΡΙΣΜΑ Β". Α'λλβ ygp ττταγμή^ς της 
ΕΜ, ίςι ΚΕ =  %, ΚΕ* =  χ* * uffavTw ηταγμίν^ς 
τ»}5 ΚΠ, Ιϊ / ΠΜ' ■ » X , 4 ΚΠ* *“  Χ· * ««) «νΚΕ* 
« χ , Β  ΠΗ X Π;), tj ατΜ τμψήη ΚΕ ■ » χ  ντο τ/· 
Tgyfifwji τζί ΕΜ ϊσ*ται fecV»j ϋλοχοί rijf άτττητμ·^



ΪΗ 2 ivAAEitfESij;* *45
* \ *+ t /μενης 9 % τv,t <Γννακοτετμν\μενν\ς υκο t>js ετερας Τεταγ. 

μόηςHM'* εςι £ γάρ ΠΗ i χ :: χ : Π»; (Σψ€. Λογ.299) 
ΐ 2 ο. ΘΕΩΡΗΜΑ Γ\ Το άφ oKotaab τεταγμε- 

ν\}ί δΐ (^. 85) όκ) Μ'Μ" διάμετρον τετράγωνον 
εςι προς Το γινόμενον έη των νκ αΐτης άκοτετμνιμενων 
MV X ΙΜ" ως τό ατό της (Τιζνγες ψιδιαμετρχ ΚΜ 
τετράγωνον προς τό άνό rtfs ετερας ψιδιαμετρν ΚΜ, 
ιϊτ Ιν δΐ4 :Μ Ί X 1Μ "ί: ΚΜ1 : ΚΜ'β.

ΔΕΙΞ1Σ. α\ Ύετάχύωσαν εκ) τον άξονα αϊ Μ'Ιί, 
δΠ', Μ Δ, ΜΕ, $  ν,χύωταν αΐ χάβεται Ιο, ΑΓ.

β\ ΕΓ«ο ΠΚ =  χ , i  ΚΜ =  ν, I  Κο =  $
οΠ =  ΑΙ =  S-* ο6εν yltsa a +  a — Ho $  ΗΠ' s  a 
— 2 —  vj9 *η 'Χ Η Π '= λ* — S ’ — aS*i— t?8*

γ \  EV τοϊς όμοίοις τρίγωνος ΤΠΜ*, ΙδΑ (Σεωμ.

220) εςι ΤΠ =  ? ■■ CJ *°) i ΠΜ* =u ί : ΑΙ =
X

ζ χ ν
S : Αδ =

β2 — X*
δ'. Ε’ν τοΐς όμοίοις τριγωνοις ΚΠΜ*, ΚοΙ εςι ά *

ΚΠ =  χ :  m V  β  v lsK osr j j sh  =  —  ‘ /3'. ΚΠ=τχ
X

1 /^#

: K M 's jii ΚΟ =  vj: Π  =  — · εςι δε χα) ΜΊ - ν  —-
Κ

«ί VVJ— ,  Ηβ) ΙΜ" =: ν -J---- ,  ^ άχολάϋως ΙΜ 'χ  1Μ "=
X X

ν41J*

X*

ε. E"<j< καρά ταΐτα δΐί' =  Αδ (=  

Ύόμ. Σ'. Κ

Ζ%υ

* β—X*
•J· Is
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Λ W* * % 2* χ* ν* , aHiju*( = — ) * araat δΙΙ * =  11 11 — 4 * ■■ -—■ -

X α4·= ~ 2 « ν + χ 2 α2—χ1X
V}2 V4

(Ρ).

5 . Ε "ςι δε ^ δΠ'2: Π Μ'2 =  b« : : ijfl' χ  tftt 
=  α2 — Η2 +  sHtj +  v? : ΗΠ χ η Π — ss2 —  %2 5. 

α2 ν2 — Ξ2 «2 +  βΗν} υ· — μ2 ν2
<“  '5Π 1  ------------- — ^ -------—  (*>·

ζ .  Πα̂ αΦελλομεκων «ν των δνω rs δ Π'2 δυνάμεων
/ t ♦ ι/̂

Ρ ,Χ  (ε.ο ς'.) αναφύεται μ ε£/<Γω<Γ<5 —— -------—
’ ν Ύ α4..ιια*χ*+χ<

ΪΣ,Υΐν1 W1 V7 Ct? V7 —· Η2 V2 *4* V2
+  - - - - 2 — + 2 ---  S  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  +

&2 —χ 2 χ 2 β*— X2
ζζ/υ1

vj2 υ2

α2 — χ 2

> Λ / « 2stjy2 «,2^*t;2
μ. Μετα5ε<τε< Τ8 —------- *γίνεται--------------- -

a * “ JC2 λ4— 2 Λ2χ24- χ2
V* —■ S2 ι/2 Μ2 V2

•  / w  .  *  Μλ if ♦: ——---------------------- εντευνεν αοχ ατ*
X2 α* —  Χ*

αϊλαγίί των κλασμάτων, % μεταΖεσει, Ξ2 =  β* —
β2 Μ2----- —  +  —  χ * ( Τ ) .
χ* .

θ'. Ε’κ Tiji Τ εξισοίσεως π$οελβεΓν δυναται η ανα.
β2 μ*

λογία, Αΐ2 =  Ε2 =  «2 — — — vj2 — χ:Κ Ε2

V2 V)2=  α2 —  χ 2 ( » ΐ7 ) : :  Μ Ι Χ Ι Μ " =  ν2 —  — (δ' . ):
ΚΜ'2 =  >2 (0'.)' ts γινόμενον υπό των άκξο», ως 
δζλ» , έξισζται τω εκ τκν μέσων.
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ί. Τ έλος δε εν τοΐς όμοιος τριγωνοις ΐΑ δ , ΚΕΜ  
Utv Α Ι : Κ Ε :  :δ Ι: Κ Μ , ^  A l* : ΚΕ* : :  δΐ2 : ΚΜ 2 .Ε*ντ«οΟεν y δεϊξις ’ ευρνιται μεν άρτι ΑΙ* : ΚΕ2 : δΐ2 : ΚΜ 2 * ά?λ' ευρηται i  Α Ι2 : Κ Ε 2 : :  M i x  ΙΜ ": ΚΜ ' 2 (θ·'.)* * ί*  3 Ι2 : ΚΜ 2 : :  M l χ  ΙΜ ": ΚΜ ' 2 · 
άρχ £ δΐ2 : M l  X ΙΜ " :: Κ Μ 2 : Κ Μ ' 2 (Β) Ο .Ε .Δ .ΐ 2 ΐ .  Π Ο ΡΙΣΜ Α Α'. Ε*ςωδΙ =  ν ,  $  Κ Μ ' “  <*, 
4) Κ Μ  =  β * οΰεν M l  «  a — χ ,  $  ΙΜ " ~ a +  χ * 
vj δε Β έξίτωτις γενητετχι ο9 : χ 1 —  % 2 : :  β2 : χ"1 .Εν τ0  έϊλεί^,ει <?£<* αί δνω c*o£oywv διαμέτρων ί. 
διότητες at ανταί είσι ταΓς των δνω αξόνων (92) ,  παρ ο. 
ffov αϊ τεταγμέναι πλαγίως Ίςχνται τχΐς διαμέτροις δια 
τό 4, τας άπτομένας πλαγίας αυταΐς έπιχεΐ&αι.122. ΠΟΡΙΣΜ Α Β'. Εκ τν}ί αναλογίας ο2 : « 2

α1 β ί   χο βΟ.—  χ 2 : :  $ 2 : α2 προέρχεται ο2 =  ■ $
=  ± |/β2 02 — * 2

(Τ’
δ. ,  τοντες/ν εκας^ τεταγ-

μένη δΐ αντιςοιχετ έτέρα αποφατική ictj j  Ιξ" β\ % 
ακολέΰως πάτα διάμετρος δίχα τέμνει τψ έφ έαντψ 
διπλψ τεταγμέννμ.123. Π Ο ΡΙΣΜ Α Γ'. Δννατον επιπετεϊν το Π τ£ Ε · Tvjy/καΓτα τ οίνον αι Κ Μ , Κ Μ ', όποτείναται τάς 
όρίχς γωνίας των τρίγωνων Κ Π Μ ', Κ Ε Μ , Wat έτον~ 
Τa t, εΐτ »ν ΚΜ =  Κ Μ ', ^ δν) a =: β , επ) bv της χ .  νωτε̂ ω έξκτωΤεως τ5  α αντί β εί<ταχ(ΐέντος,  έςαι ν9 =

β** γ12  ̂ / ♦ /--------- ■— ■ =  α* —  χ* ι όποτιβεμενων αμελεί ί-
των των δνω Τυζνγων διαμέτρων* α>λ’ έςιν η «vt»j τ·"Κ 3



i4S Π ΕΡΙ Δ ΙΑ Μ Ε Τ Ρ ϋ
τόχόχλα (93)* « συτη άρχ εξίσωσις  ̂ χυχλικη μεν ε φ  
των τεταγμεναν ΐίρός ό6άς εφεςηχγων τη διαμετρφ * τύ; 
ναντίον δε, ε^ειπτιχη-

1 2 4 . ΠΟΡΙΣΜΑ Δ'· Ε'πείπερ η άπτομενη ΗΒ 
παράλληλός εςι τω ελάττονι άξονι (%, 6?) ΜΚΜ" οι 
δόω άξονες εϊσί πάντα* συζυγείς διάμετροι (59 )* έςιν ά
ρχ η αναλογία „  το από της επί τον ελάττονα άξονα 
,,τετχγμενης τετράγωνον προς το γινόμενον εχ των ΰπ 
00 χυτίϊς άποτετμημενων εςιν̂  ως τό άπο τό μείξονος νΓ 

μιάξονος τετράγωνον προς τό άπό του ελάττονος41' 
tv τη εΝυεψει άρχ Ιδιότητες ευρίσχοντχι αί αυτάι, είτε 
ο μείζων, είτε ό ελάσσων άξων ληφβη (9°)·

ΐ2 5 · ΣΧΟΛΙΟΝ A'. Εϊς δε πλείω των λεγομέ
νων εμπέδωσιν* χείάω ευρεΐν επί της εϊλεί^εως εξίσω
ση περιέχνσχν τεταγμενας επί τόν δεύτερον άξονα, £ 
άποτετμημενχς απ' αυτό προς τφ χεντρφ* επεί τοίνυν 
C&. 87) μσ =  ΚΠ =  χ , £ Κπ — Π/ι =  ν, άπόχρν 
μόνον μετα€αλείν την υ εις χ 0 % τ εναντίον* eSty τροχό- 

β * _______
ψει %* =  —- X α* — υ2 , εξίσωσις ή ξηΤψενη * fix 

α2
raur î δε γίνεται χ 2 X a2 — β2 X α2 — ν2 X β2 $ 
μεταβεσει9 t>* χ β2 == (S2 X α“ —  %2 X α2 , cflfiy υ* :

{3*· —■ χ ’ U α* : β2 , ^ «/* =  —- Χ β 3— χ " δ η -
Γ

λον or/ aXvjflv'i ες/ν »ί ανωτέρω εχτεθεΐσα άναλο- 
γία  ( ΐ 24).

1 2 6 . ΣΧΟΛΙΟΝ Β'. Η' τό δεύτερα άξονας νφχ- 
β* — ν*

πτομενη ΠΤ εςιν — ——— —— , xX>jfli/ir>j{ « της ά-
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it ο τ5  δεύτερα άξονας άποτετμημενης Κττ* όμοιων γάρ 
οντων Των τρίγωνων τ μ ΐΐ ,  μ Τ τ  ,  £ςι τ ί ΐ : Πμ r= ::

(t* — χ 'μ» =  ΠΚ : τ Τ ,  τ5τ β ς » -----------  (  1 *0 )  5 « : :  χ :
Τ Τ = X**»

X
* αΜ £?/y β2 —“X* —

β*υ*
9 ω*ί ρα.

ςα συνάγεται εκ της κατά την εϊλεφν εξισάσεως β*

χ (α* — χ* ) =  ν9 , aflfv άταφε ρετ&ι κ&\ =
α* /3* — α% υ* , , „
------ —  —-  * αντικαταςασει αρχ των δε των δυνάμεων

. -  , X" « , 0s — «*εν τω τιτω  ---------  γίνεται τ ι  =  --------- ·.
* «’ — X* ........................ ν

* 1 2 ?. ΣΧΟΛΙΟΝ Γ'« Τον αυτόν δε τράταν ευρε» 
θησεται βνληΟεΐσι % η υποκάίίετος 9 *$ α\ λαιτχ) ει&εΐαι, 
tv χΐς εμφερειάτε των τυτων φαχησετa/, 8 v̂)y αλλά ^ TioTcrvjs area's y s  r«s ορίσεις,  cos Trs t̂e^oTefav eflvsij- 
£Γ«Λ 2ί}λβν καΰίςαται.

12  8. ΠΟΡΙΣΜΑ Δ”. Δεδεικται tie ως το ατό. 
ςημχ τν κέντρα ατό ra σημεία9 κχ$' ο ο μείζων άξων 
συμ€ά)λει τη άττομενη, τη ετ) την αρχήν της ετ'ι τον 
μείζανχ άξονα τεταγμόνης άχόε(ση9 εςι τρίτη ανάλογος 
τρός την άτοτετμημενην ντ αυτής της τεταγμενης $  
τρός τόν μείζονα ημιάξονα9 ειτ πν χ : a : ί a : ΚΤ (ι 1 3 )· 
ταυτόν άρχ δειχ&ησεται (των ιδιοτήτων ως ε’ΐρητat ταυ· 
τιξομενων) κά.  ̂ τεταγμενης ετί τόν ελχττω άξονα 9 
ή ^ πάσαν διάμετρον ·■ εςω νν (χ. 88) η ημιδιάμετρας 
ΚΙ — α9 % ή υτό της τεταγμενης ΔΧ άτοτετμημενη



*5® . Π Ε Ρ Ι Δ ΙΑ Μ Ε Τ Ρ ΟΚΔ =  χ '  £ γινομίηf* ΚΤ εντανΰχ τif* ΚΗ ,  /ςβι ΚΔ s  χ :Κ Ι= « : :ΚΙ=:«:ΚΗ.139· ΘΕΩΡΗΜΑ Δ'. Εν το ντο Swj<ry|t>ywv »ίμιδ/αμίτρων Κ Ι, ΚΜ τοριοχρμτνο» ορΰογω. 
vtn ΚΙΒΜ Ισον «?< τφ ντο τκν ifpja£oycoy Κ Χ, ΟΡ.ΔΕΙ2ΙΣ. or. H V “  vj M X, £ ίςάάω χάβετος tf HM, £  S/α τδ X ίχδω ΕΔ β>λ̂ λω* ty KM ,  ^ Stf «α/ ί<τ* τα ταρα>λ^λόγραμμχ ΚΔΕΜ, ΑΧΠΚ toΚΔΕΜ %r̂ 'yawy KMX =  — j  — , Si* njy et̂ rvjV βάσηKM ,  ̂ to «ντο Γψβ* (το α»ο τδ χάντρα άτός^μχ τϋόν 
δίω τ«£*λλ»}λων K M , ΔΕ)* *ς< Si *, KMX asΚΧΑΠ , διχ nfv βντ>ίν 0aflvy ΚΙΧ,  ̂t*« Sum τ*β*λ-

2CXifXe* Α Π , KX* ip* (Χυμζ. A ογ. *34) ΚΔΕΜ sΚΧΑΠ.(S'. Π*ί« Si τ*Γτ* ct. rcr τχραΧ^λόγρχμμα Κ Δ  ΕΜ, ΚΙΒΜ, KHtjT, εχητχ το *ντο νψο*,  ̂ κείμενα 
με ταξν των αυτών τχραλληλων ΚΗ, ΒΤ, icon οι ως 
αί αυτών βάσεις Κ Δ , Κ Ι, ΚΗ (Γεωμ. tpo)* aft*’ $ςι ΚΔ:ΚΙ*.:ΚΙ:ΚΗ (»*8)* άρα ΚΔΕΜ: ΚΙΒΜ :: ΚΙ BMj KHijT. (Α) β\ τα ταραΝνήλόγραμμα ΚΧΑΠ, ΚΧΟΡ, KHsfr Sta τας τχρχϊληλχς HO, ΚΤ slch ως 
αϊ αυτών βάσεις ΚΠ, ΚΡ, ΚΤ* *«ί h  ΚΠ: ΚΡ:: ΚΡ : ΚΤ(ΐ28) , ίρ χ  ΚΧΑΠί ΚΧΟΡ:: ΚΧΟΡ:KHtjT(B).Α*>λ* εν ταΐς Sυΰϊ σηεχίσιν άνχλογίαις A , Β L  
χάτερη άκρη τν,ς ετερας IcHrxt εχχτίρφ άχρφ rif* ετερας * 
ε ϊγε  ΚΔΕΜ =  ΚΧΑΠ (*.) * άρχ £ το μ ίσ η  Ισντχι 
τφ μεσω, ειτ Ιν ΚΙΒΜ =  ΚΧΟΡ. Ο.Ε.Δ.130. ΠΟΡΙΣΜΑ. α ’Μλ το μεν ταρχλλν,λίγραμ.



ΤΗ Σ ΕΛ Λ ΕΙΨ ΕΩ Σ.
μον ΚΙΒΜ ϊνζται τφ γινομενφ υπό της βάσεως Κ Ι , % 
της καΟετν EM (Τεωμ. 282) ,  το δ’ ορθογώνιον ΚΧΟΡ =  ΚΧ (=α)  X ΚΡ ( = β \  άρχ Κί χ Ε Μ  ~ α χ β  τ«τ- , ,  το περιεχόμενα' υπό της χα3έτβ Ε Μ , tvj« άγομε. 
„νης «Vo τβ οτ ,̂ζτοί διαμετρ* επ) th'v «ι)τ?ί £ vV αντί?? τί?5 (Γν̂ υ/κί ημιδιχμετρχ, Ίσον ές) τω πε. „  ριεχψένφ υπό των i^iajjoVoy.41

13 1 · ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α\ Ε’λλειψεω? δοβείσης της Α Β ΓΔ , ε^είν το' κόντραν ^ tbs άξονας ^ t«s eV«s αν. 
W  (%- 89)·- Λ Τ Σ ΪΣ . «. Η ν%δω5*«ν οταραλλνιλως SJco χο^δαί «{ Α Β , δ£, ^ τετμηάωσαν δίχα0 ^ δια των μέσων 
σημείων ο<> υ διηχύω εόύεία η θη, ητις εςαι μία των δια* 
μ έ τ ρ ω ν τ ό  δε μέσον αυτήςχ εςχι χεντρον τ~ς ελ- λε/ψεωί. β\ κεντρψ μέν τωχ<> διχςηματι δε τω θ;/, ye·. 
γρίφΰω χόχλος 5 os τ/?, τ̂οι « /zvj τεμεΐ ολω>· τνν ελ- λεΐ\£ιν · ^ δ̂  τότε ή. %‘άμετρος εςα< >' ό · , ΑΓ * ν) 
τεμεϊκατά τέσσαρα σημεία α , θ ,  ι , λ., ...διεςωτα των 
κορυφών Α ,  Γ* (8>)* $ δη επεξευχ&ω vj ιλ , ην δίχα 
τεμνίτω η κάβετος Α χ Γ , ητις εςαι ό μείζων άξων (81)* tj δε κάθετος ΒχΔ από τβ χ  αχ&εΤσα εςχι ό ελαττων 
τέλος Ιε τό ημισυ χΤ τζ μείξονος άξονος̂ από τβ Β πε. 
ρχτος τί ελάττονος άξονας μετενεχθεν επ) τον μείξονα,  
εκδηλώσει τάς δυ'ω ες/as Ε ,  ε (8?) Ο. Ε. Π.«32· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β'. Εν̂ εΓν το εμβαδόν της 
είλείψεως.ΑΤΣΙΣ. &. ΖητηΟητω η επιφάνεια χυχλη 9 ό «τι 
διάμετρος ό της ε’λλειψεω? μείζων άξων ΑΚ ( Γεωμ. 
268, 37°)* 0'. «̂ ενε̂ ω μεΆοδο* των τρ/ων* Α ΓϊΒ ^β

>5*



« 5  το ιόρεβέν χοχλχο» εμβαδόν τρός το' ζνμόμοΦ $μ. 
βαδόν τ ζί ώλχ/ψκρς ( ι ο ι ) .Η* £yryfls/<ry$ jitVyi ««cXo'yeo των Α Κ  ,  Β Δ , χόχλος ό Ζιαμέτρφ Ty f«<ry xmA oV ^  γραφείς εςαι Ίσος Ty ίλλν/ψ» ( io a ) .»33‘  ΠΡΟΒΑΗ^ΙΑ Γ ’. Eyftfv tyv ςερεότί}ΤΧ ryj 
(λλειχτιχίϊς χάνοι ο ος (^ . 3 *).Λ Τ Σ ΙΣ . &ΤΜΐίθψ&(ύ(Τα» νρε άμισχα ε^Μ ^ς HylvT, το yjitxuxAjovHyBt τεριενεχβέντααγαξτερ'ι Tyv Hy* ix · 5ν y μεν ημ fossa ε)λεφς χανοίδχ ,  το 3’ 4μιχνχλ& σφαΐ. 
(χν χχ ογεηψχΤι* ςοιχεΐα Ζ* αότφν sir art as) χόχλ*, fil 
χχτχγρχφόμενοι hunt rice tv Ty τετχγμένφνH M  ,  ΠΑ$', £  T«y fy τφ χυχλφ Π'Β * Π(3.a. Ovy βΐ τεταγμίν» ΠΜ' τνς ίλλ^'-ψιωί εσονταε 
τρός τάς τη χόχλκ H B : :  ΠΜ* :ξ  0:. Π'Η =  β (»0*) χλχδί/σΐ}? βν «V τ ί  ελλείψει riff Π Μ  ^  ν £  tiff Π'Β =  Τ  ry« εν τφ χυχλφ *m$«fc¥<ryi - ίς«ί ν : Τ α β : α *  ^  3χ ν* Κ ό λ π ο ς ο Ty ελλείπει τ  εγγεγραμμένος,  « το yfW<Tu =  ΚΔΗ χ τρο'ς χόλναρον τον Ty σφαίρφ « .  
ριγεγρχμμένον ,  χ το χμ/Τν s  Α Η Ρ χ, «ς ό χοχλος, χ y χ Δ , χ ο* ελάττων ιχυάξων 0 , εςη> αχτίς* τρός τον. χό~ χ λ » ,  χ «χτίς yP f  (*£<?«» νιμιάξων α· εχν/τις sy γαρ 
το αότο νψος Hy οϊ χόλτδρ»^ εσονται ως as βάσεις ̂  χ 
οί Ζυύο χόχλοι έχοηες,  ο'μο» Δ χ~  ο Ζέ χΡ — $ , α-χτ^χς (2*μ& A oy. 3  °  6)* βλλ* βί 5υω χόχλοι εΙσ\ν ως τα «Tfeywwt χΔ* «  £* ο χΡ* == «* (Γκομ. 3 9 8 )*  χό- 
ληΖρες αρχ ο Ty ίλ λ ιΛ ^ ί τεριγεγ ραμμένος τρός χν· 
λνΖρον τον Ty σφαίρα τεριγεγραμμένο» i: β*: α*.

γ ,  Ε”χ«ς?ς xt-χλος ?.'ά fw5< f/ Ty

152 Π ΕΡΙ A IA M E T P fllf



ΤΗ 2 Ε Λ Λ Ε ΙΨ Ε Ι .
ξλλεϊψει τεταγμενης ν ως ςοιχεΐον της- κωνοίδος προς 
τον άντίςοιχον χύχλον τον διά της Τ τεταγμενης ως ςοι- 
χεϊον σφαιρικόν γεγραμμενον :: ιΐ·. Τ2(Γ«ψ·398)’ ηκην 
το άθροισμα πάντων των ςοιχείων της χωνοίδος προς το 
άθροισμα πάντων των ςοιχείων της σφαίρας, ε\τ «ν η 
χωνοΐς προς την σφαίραν ί: ν2 : Τ2, $  επομένως ( 1 3 3  
εν τη λύσει") :: β*: α* · επει τοίνυν ο τη χωνοϊδι περ·.. 
γεγραμμένος κύλινδρος προς τον τη σφαίρα, περιγεγραμ- 
μενον : :  β*: α* (ανωτ.)* άρα (Τεωμ. 3 27) V σερεότης 
της χωνοίδος προς την της σφαίρας * ως ο τη χωνο’ίδι 
προς τον τη σφαίρα περιγεγραμμενον κύλινδρον.

Α°ρ% ^ εναλλάξ· η ςερεότης της χωνοίδος προς 
τον αυτή περιγεγραμμενον κύλινδρον ̂  ως η ςερεότης της 
σφαίρας προς τον τούτη περιγεγραμμενον κύλινδρον.

1,34* Α7λ* η ςερεάτης τ$ς σφαίρας εςι |· τ« αυτή 
περιγεγραμμένη κυλίνδρη (Τεωμ. 4^3)* σρα % η ςε. 
ρεότης της χωνοίδος εςι |  Τη αύτη περιγεγραμμενα χυ· 
λίνδρκ.

Α*ρχ η της χωνοίδος ςερεότης εύρεΟήσεταί ζητη· 
θε'ντος κυλίνδρη, έχοντας βάσιν μέν κύκλον, η εςιν άχτίς 
ο ελάττων ήμιάξων Δ'η 9 η Π'Μ', ύψος δε τον μείζονα 
άξονα Ηη (Γεωμ.ψ$2)) ^ της αύτκ ςερεο'τητος \  ληφ&εν. 
των. Ο. Ε. Π.

ϊ 3 5 · ΣΧΟΑΙΟΝ, Ο' άρα της ελλειπτικής χωνοί. 
δος, xafta δη ^ της παραβολικής (7 3) ο χυβισμος τ δ χα. 
τα τον κύκλον τετραγωνισμέ εξηρτητοίι * άμηχανον γάρ 
αίλως αυτών εύρεΐν την ςερεότητα, πρίν ί{ της πολλά. 
πλασιαςεης χύκλης τετραγωνίσαι.

* 3 3



>54 Π ΕΡΙ Χ Ρ Η 2 Ε 0 Χ  Ε Ν  Ο Π ΤΙΚ.
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΕΒΔΟΜΟΝ.

Πε$ΐ τ ϊ ;  εν τ ο ϊζ  ο τ τ ίΛ ο ϊς  χ ρ ή τ ε ω ς  τ ω ν  τ?ς 
ελε/ψεω$ Ιδ ιο τή τω ν .

t$6. Cfret» to φως are μέσε διάφορε it)  μέσον 
διάφορον τλαγίως εμβάλΚη, άτ αέρας φέρ* tlttft είς 
νελον, άφίςαται της οικείος φάρος, Βραννόμηον ̂  ως 
λέγει» εΐωίασι * »j ί ’ έτιςημη, ♦} Tt̂ J reimj» ηρ» τϊ(ρω. το'ί Jfyawttv άχολεμέηj *,-ααλιΓται Δ ι ο τ τ ρ ι χ  η ,  τ ί. 
ρ) ης tjftTy είρησεται νςερον,>57» Ε'ςω *Λ*Γα vj ΕΜ Δ («£* 9β) χόύετος τη ΒΤ tτιφχνείφ τ ί fua* HMtf χατα το' σημεΐον Μ  * έ». 
6* εισδύει φωτοφνης άχτ)ς η ΠΜ* καλείται εν γ ω . 
via  ε τι ττώ σεως  jjvVo ΠΜ Α,ι| τερΊεχομένη ντο της xaifr# Δ Μ  ^ τίίδ ΠΜ τ^{ αχτΓνοί* </ων/α it  ί^αναβω* ι| ντο ΖΜ Ε, Η τ# *̂χομ«>  ̂ ντο της νέας 
φάρος Μ Ε , χαβ’ ι?ν rijs τροτέρας ατοχωρεΐ, £ τ>5< *α$* 
έτβ Μ  Β * &α Ti/Jpai το/η» δεδειγμένα είσ) to έξης.>58. Λ. Κ'αν φωτοφνης αχτ'ις ί  ΔΜ  δια τ ί αντί 
μεσε διηχη τρός ορ&ας τη έτιφονείφ αντί τ ί μέσε,' έδε. 
μίαν νφίςαται δραάτι», «ϊτ ίν φέρεται χατα την αντην 
<μ) οδόν.«39. & · Το' ημίτονον της γωνίας της ετιττωσειας, 
4, to ημίτονον της γωνίας της δράνσεως, τον αντόν έχε. 
σιν φεϊ λόγον, της μετχ€άσεως ατό τ ί αντί ετί το αντο 
τελεμένης μέσον * εάν φέρε γνωάη η γωνία της %ράυ. 
σ$ως̂  ην νφίςαται το φως, ατό τί αέρας μετατίττον «τ>



TG N  Ε Λ Λ Ε ΙΨ . ΪΔΙΟΤ»
την υελον· είτα, ετερας εΥΐΓτωΤεωί Ιοθείσης̂  δ/ άνχλο. 
γίας γνω&ησεται η οικεία αυτής θ-ραΰίΤ/ε.

14 0 . γ '· Ο’ λόγος των ημιτόνων των τ« φωτός 
<yων/ων, αΥ «7ροί είσιόντος ες υελοΥ·, ες/ ε̂δον :: 3 *2 , 
α<ρ’ ι!ελε# δ’ εΥ άόρα .*: 2 : 3 * τεδε/Φωταν δε ά«̂ €εΓϊ 
βί λ«7 « 8Τοι.

ΐ4». Ε'ςω εδΕε/ /̂ί, εν $ Ηη : Εε:: 3 : 2 * 
καταγραφομόνη πρώηλως τωάποτμηθηναι ε’ς τρίαίσάλ. 
ληλα μέρη *rvjv ενδεΓαν Hq , »j ω$ β£ων με/ξων λαμ€άνε. 
τα/, £ μετενεχδζνα/ α  ̂ εκάςκ πόρατος εΥ αι)τν}ν τα ενοί 
τ/νβί των δε των τμημάτων ημκτν Ε Η =  εη9 είς ευρεσιν 
των όσιων τ?ί γραφηΤομόνης ελλείψεως* τοιγαρνν ίσης 
ϋη =ζ 3 ,  £ εΕ =  2 , εςα/ Hvj t Εε::  3 : 2 * μετά ταν. 
tvjv δε τν*ν κατασκευήν φημί.

. 1 4 2* Παιτα/ αί ακτίνες τό φωτός at παράλληλοι 
τω a£oy/ Hq, ως η HM, δ//«τα/ δια τί;ί ε̂ λεί̂ τ/« 5̂ 
περιφέρειας, σνλλίχΟνίτονταί «ατά τν)ν ες/aiyE, τ^μαλ. 
λβν άπεχκιταν τε άκτινο€όλκ σώματος.

Είς %έγε την τύτν δεΐ£/ν, ά. ε/λ^βω εΥ της 
ΕΜ προαχθείσης ΜΡ =  «Μ · ούεν ΕΡ =  Ηη (84) * η 
δε κατά τό Μ άπτομόνη ΜΤ επιςησεται προς όρθάς τη 
Ρε ευθεία, (ι 03).

β\ Εαν επ) της τη άπτομόνη ΜΤ κάθετε ΔΜ, 
ληφθη Δ Μ = ΕΜ =Μ Τ, ά, κεντρφ μεν τω Μ , άκτϊνι 
δε τί; ΜΔ, κύκλος γραφή /̂ερχόμενος δ/ά Δ , Π, Ε, vj 
κάθετος ΠΙ ημίτονον εσεται της γωνίας της επιπτώσεως 
ΙΙΜΔ, η δε κάθετος £Ζ, ημίτονον τύς υπό EMΖ (Γε- 
ωμ. 482).

Φημ'ι Ζη ως η υπό EM Ζ ες/ν η aYvj tvj τί?ί θράν. 
σεως γωνία., εάν η τ? φωτός άκτ)ς Μ Π δ/ελΟί̂ Λ δ/α
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Π ΕΡΙ ΧΡΗ ΧΕΛ Σ ΕΝ  Ο Π Π Κ .Μ ftgqTcu τρός το Ε* ^ γα ρ  ορίων iffav Των γωνίαν HI Μ , ΕΖχ, κ, της Ιτό HMI = Εχ Ζ  (αί γαρ *βρ*?λ  ̂λ* ΠΜ» Hjj τεμναηαι ντό riji ΔΕ ευθείας) ,  τα τρ/. y«ya ΠΙΜ* ΕχΖ ομ«* «/Λ* ^ δι) ΠΙ:ΕΖ :: ΗΜ = ΕΜ (εκχαTcterxtwfi) :Ε »Οiffccv δε ταρα>λ̂ λων  ̂ των Μχ ,  Ρ* ώ$ ΜΤ· jrairre» ( 1 0 3 ) tlffi £ τα ΒΜχ, Ε̂ < τρίγωνα όμοια*ΕΜ:Εχ :: ΕΡ=Η», : Ε»* άρα HI: ΕΖ :: Η*: Κι' *τ<} δ« ίχ κατασκευές Htf:E« ί·* ** εαν αρα
rd y  HI —3 ,  εςαι χατα tor νόμον τν,ς ^ράυΟεως £Ε — *, ifft/row Ttfc γωνίας τνς θράωτ«ω« ? αρ* tj yaw/* riff ρ̂άοΛω* ZME <?Oi το/άδβ, ώ$ Ttfc αχτίνα ΠΛ$ φόρε· 
t&at τρός τό Ε. Ο. Ε.Δ.143* ΠΟΡΙΣΜΑ. Eay αρα *>λιφί , *V Jj <V Htf: Ef :: 3  : 2 τεριενεχόείσα άτογεηνμτ*j ε)Κειχτικνίν 
χωνοίδα^ »&*« αΐ δ/ «Στη* δΐίλίϊτβι τ5 φωτός ακτίνες y *«ρα>λΐίλ«<'τφ α£»ι ««Ιρ*«$*ΡΛ» ,  rvJ^i^Vomw «* T? £ς/$ Ε.*4 4 . Ε'£* τofav εν ry γεννψρίφ είλείψει HOtjx, μ  τ5 Ε 7 W ? τβ£« #υ*λβ τό Mrr * £ το % ψα Μ πη  
ηριχχ6% τερ'ι Tifv rvj ώς τερί άξονα , ατογεννψ^Τεται 
μέρος τξς εΐρημενης κωνοϊδος τό ΜνΠ), εν φ τασαι al 
τω 9ij «few ταρχΗ^λως εμ&Μ.κο'αι ακτίνες ΠΜ σ̂ λ. 
λεχ^Τονται κατά τό Ε τιςμα»^ τό εκτός τ?ί χϋνοϊδος 
κείμενον · ilTtyffat γάρ φέρονται τ&ται τρός τό Ε , ως $*Ι δεδνχτχΐ,  ίξ ιίτα ι δε χατα τάς φοράς ταίτας axrU 
νζς καΛίςαηαι τ» Μντ κνχλβ, τ« «  τ« Ε γραφεντοςΛ 
εξύναι φ̂ μ* χα&ετως τζ xs/\if η  χερος ετιφανείφ , «δ- 
ύλης Spav&yffovTXi ( 1 5 8 ) 1   ̂ *affat τεϋ/Τι τρός τόΕ.



1 45 · Α'ποχαΰίςαται, άρα το είρημένον μέρος, νελι. 
ye< χαυςιχός φακός εξαίσιος,

ι46. ϊ'να μη η ttuxvsτΐ{ί τν;ί «5ελ« εξα<&εν/ξη ταμ* 
παντό φώς9 ληπτέον νίλαν λεπτοτάτην* οπερ Ζ$αι λαμ. 
έανομε'νης γεννήτριας έϊλίψεως μεγάλης, £ ταντ̂ ί 
Τ9̂ « Α/αν μ/xpa είς χρησιν τιΟεμένχ·

ι47· Καί των ειττά δε χρωμάτων, s σνντώέασι μίαν 
τιναΰέσμψ Τν φατος^ΰιαφόρως Ζραυομένων επι την αυτήν 
της επιπτώσεις γωνίαν, ω$ άτοδε/κν̂ Ησνν βί ττεΓρβ» τ« 
Ιελίνκ τριγωνιχχ πρίσματος , περί a έρβμεν, εν τη ha* 
ληφΰείση περιπτώσεις a ανοίγονται πάσαι αί άχτίιες 
άχριξώς χάτά την ες/'αν Ε , άθ* ώς εγγίςα κατ αν την.

> 48. EVo ο/ψα αποτελνμ&ον από της μερίΰος 
Μητ της εΟεί-ίεως , *' άτο Τχ Χντόξκ χνχλχς Τχ χέν* 
τρω μεν τω Ε , άχτίν/ δε μείζονι, ·<ί Εν;ς γεγραμμένες 
συνημμένων δ/ά των ευθειών νΜ, Χτ* ^μί δν), ώς τχτί 
το χίμα, τερ/νεχ0ε'ν τερί α̂ ονα τθ'ν jjy, άπογεννησει ςδ· 
(jfo'y, 9/9> άπασαι αί τφ άξονι παράλληλοι αχτίνες ΜΟ, 
είσελ(&σαι είς την κοιλότητα Μντ, συγκροτήσει, μετά 
T>jv aJrcov έξοδον εκ fa ςερεχ φερόμεναι προς Το ·ψ, αττβ- 
χωρέίτα/ αΜν̂ λων C‘ 3»)·» Τ̂ίΓερ *» «Έτα/ aVa ra Ε exu 
νίκησαν4 >{ ΟΜ φέρε χωρήσει Tvjy φοράν ΜΡ, προάγω* 
γην aσαν της ΜΕ.

ΔΕΙΕ12. Η' άκτις ΜΟ, είσιχσα είς την εΟειπτι* 
χην κοιλότητα Μ»]Τ κατά το Μ, αποχωρεί τοσχτον της 
τη καμπύλη καθέτν ΜΔ, όσον η προαγωγή αυτής MH 
είσδίνσα είς την κυρτότητα Μ^τ, άφίςαται της Μ Ζ  προ« 
αγωγής της ΔΜ · $  γάρ της κατά την επίπτωσιν γω
νίας ΟΜΕ Ίσης ίσης τη χατά τ̂ 'ν επίπτωσιν γωνία. 
ΙΙΜΔ, ωί χατά κορυφήν  ̂ η της θραύσεως γωνία ΔΜΡ

tfflN ΕΑΛΕΙ#. ΙΔ ΙΟ ΐ. ίύϊ



ΠΕΡΙ Τ Η 2 Τ Ε Ε Ρ Β 0Λ Η 2.*5$

ίση έσεται τή τής δρχυσεως γωνία EM2 ( 1 3 9 ) * άρχ 
ή φορά PM  ̂ 1?v δρζυ&ετσχ φέρεται ή MO, επί τής αν- 
rijs xsfrflw ευθείας, έφ ής $  ή MB * άρα ή ΜΟ %ρχυ- 
<&εΐσα κινηΖήσεται ως φερομε'νη από rS Ε * αΜ.' έξίέσα 
διατηρήσει προς το Ρ TtjV φοράν ΜΡ, cos τ» IX ct/t-ris 
ΡΕ, κάθετος τη τή αέρος επιφανείς IX · !££<<Γ/ν«ρα rvjs 
νελυ, ««0«ιτερ £ι εφέρετο εκ τκ Ε.

ΐ49* Φζ*ίί όφ* όμοιό%ημος Τω ί/Λλνίφδενπ υελί. 
yes £νντελεΓ λ/αν τοΓ$ άμ€λυ'ωψι * $  yap αί cwtTjVfs cci 
cm σώματος λίαν αφεςωτος άποπεμπόμεναι προς αί&η. 
οτν, κσαι παρά̂ ληλοι̂  μετά τόδιελθεΐντήν της υελκ kou 
λότητα ε!%ωρήσ*σιν εις τον κατά το Τ κείμενον όφθαλ. 
μον̂  ως εΐ εφέροντο πασαι από τής έςίας Ε* δυνήσεται 
άρα Ιδεΐν το άφεςως ορατόν <> cos ε! έκειτο κατά το Ε.

ΐ3°· 2ΗΜΕΙΩΣΙ2. Έ,αφες άρα εκ τής προεκτε- 
θείσης δείξεως 0 cos εν καμπύλη οίφδήποτε τή 
ή γωνία της έπιπτωσεως Ο ΜΕ =  ΠΜΔ ή αυτή εςιν 
έπ'ι άκτΤνος τής OMH, τής είτε εις τψ κ υρ ιότη τα  ,  είτε 
εϊς την κοιλότητα τής καμπύλης είσιύσης * £ δη £ Λ 
γωνία τής θραύσεως εν έπατέρα των περιπτώσεων ή αυ
τή εσεται ΕΜΕ =  ΡΜΔ.

--=32><©<Φ=--

ΚΕΦΔΛΑΙΟΝ ΟΓΔΟΟΝ.

E s g i  τ η ς  Τ 'π Β ξ β ο Κ η ς .

>5** ΘΕΩΡΗΜΑ Α\ ΟI υπερΰολιχο) κλωνες 
ΗΜ, ΗΜ' επ' άπειρον άποχωρήσι τ« άξονας ΗΠ (%. 68).

ΔΕΙ3ΙΣ. Ε>εί ΗΒ >  AH ( 17 ) ,  ^ τά εφεξής 
κείμενα τρίγωνα ΑΙΙΔ ομοια τω τριγωνω ΑΗΒ , έχάςη



ΪΙΔ τάχ/ον βί£ε:, ή ι\ Ell* εκάςη αραΠΔ m τ«Ε εφ 
ε«ντψ μεταφερομενη άποςηϊει μάλλον 4 μάλλον την καμ. 
πόλην απο της ΗΠ. Ο. Ε. Δ.

1 5 2 . ΣΗΜΕΙΠΙΠΧ. ϋροηχύω η μεν AT προς 
το ξι, η δ’ ΑΠ προς το ε* mv at υπερ̂ εν τα A is το 
ε, ΠΔ εσονται πρώτον έλάττas, η βί αιίτων ΕΠ* άλλ.’ 
επείπερ βί ΠΔ δ/άτο είν«/ Η Β ^  AH r«fc/w αυξασιν̂  
ij αΐ ΕΠ, ει̂ εδ̂ τετί» τελβ? μίατις ΠΔ — ΕΙΪ, εΐτ* Jv 
η ν}Δ', ijV/ί, μετενεχΑεΚη* «λ fa Ε ε ’̂ εβντψ, πετεΐται 
sort τα cvjftf/'a vj ‘ Toiyagav μετενεχβειΤων από τα Ε ε’ρ’ 
ε«ντ« Των εφεξής ΠΔ', ε̂ εΑ̂ ίΓονταί δώο νε'β/ υπερβο
λικοί κλωνες vjk, vjM' ‘ tSA’ oVep ι}μΓν ^ δνί δειχΑ>ίο*βΤΛ<.

ι.53· ΘΕΩΡΗΜΑ Β\ ΑΙ δνω κατα crv̂ y/ev αν. 
τικείμεναι καμπύλαt ΗΜΜ, η«Μ' μιφ μόνη υπερβολή 
επανηκατι.

ΔΕίΗΐΣ. Εν γάρ Vοΐς όμοίοις τριγωνοις ΑΗΒ , 
ΑηΔ' εςιν ηΔ' ί ΗΒ ί : η A i HA* επει δε *]Δ' =  ijE, ^ 
ΗΒ =ΗΕ (** κατασχευης) αντικαταςάτει αρα εςαι ν)Ε : 
HE:: ι̂ Α :ΗΑ (·7). Ο. Ε,Δ.

154· ΠΟΡΙΣΜΑ· Η* υπερβολή αρα δίω μεν κορυ. 
φας Η, vj, ενα δε αξονα Hvj ώρκτμενον εχει.

1 55· ΘΕΩΡΗΜΑ Γ'. Η* υπερβολή μόνη ΰυναται 
εχειν αντικειμενας καμπόλας. .

ΔΕΙ3ΙΧ. EV γαρ τη παραβολή εκαςον (Τημείον 
ΙπερΟεν τα Α κείμενον (οζ, 66) αυτή επανηκειν αμηχα- 
νον (23)* εν δε' τη εϊλι(·±ει, οτ/ ΗΒ<^ Α Η (%. 67 ), 
ττασα υπέρ το Α κείμενη ΠΔ αμη ίτωΰητεται τη ΠΕ* 
αρα «S’ εν τη ελλείψει (ΤημειωΰηΤονται υπέρ τό Α Τημείχ 
αυτή επανήκοντα. Ο. Ε. Δ. -156. 5 Χ 0ΛΙΟΝ. Ε'φανη δε τετβ καπ'ι τχν τα

ΠΕΡΙ ΤΗ2 ΪΠΕΡΒ0ΛΗ2. 1594



16ο HfiPI Τ«Χ TltEPBOAliX.
κωνα τομ& (4)* ως snuiAtt iv faff κατα το ΐτι'τΐ* 2ον y«γραμμεναις χωνιχκΤςΤομαΤς.

*37· ΑΙΤΗΜΑ. Ε « *  ληφΰεί^ς ηΒ a  H A , ^ 
fl2 a= HB, ^ hs =  HE (<£ $8) ,  TspfteTta oysv 
t| E J, ^ ‘ 4 2isv$rr2<r« Ej3, ευρεύησετΟι% h i  ταντης 
της axspam* 4 χααη χαμχόλη 9*M'* α>λ’ ετε) το *rp/l <ywyo> ΑΗΒ =  Eiji · «ρ* ^ 4 ββρτίλΐ, ΗΜΜ =  ι,χΜ'* 
i f  a *, ha τις Η/χς $ γραφηνα tiCvartat «μφότερχι αΐ 
χαμχνλαι ΗΜΜ» tfitM'* αχόνa . 4 ίτερ^ολη αναγχχίως 
ί χ ε ι  lw> εςίας Ε , *· β\ αΐ τιναγμένα εν ταίς χαμ- 
χνλαις ΗΜΜ, vjxM", al Ίσον άτεχασα των xopupay, 
fIciv Wat*

*$8. 0PJXMO2. Evitri 4 tttj χαλεΐτα τρίο, τος ά£ων τ^ί ντερ&λής* το 2* fisVw σημείο* Κ Της Htj, κέντρο*' 4 3s xaflsfos ΧΚ Χ τροχχβεΓσχ #τω<, 
«ί το β*οςι,μβ ΕΕ τ5 χήτρβ i t ο fijf ετερας των εςίων 
μετενεχ&ε* εκ τβ Η t τϊ τ4» ΧΚ Χ *ν'ττ«<ν *’τ< των τέρα* 
των X , X , osvrspo$ a£wr ,  4 <Γν^ι/y *ί<τ
4 2* v*Tsp€ljX4 κχλεΤτχι μεν Ισοσκελής^ 4 «^κλι* 
* 4 , Ον 5 ΧΚ Χ =  Ht,, σκαληνή 2s, 4 ε λ λ ε ι .  
χ τ ιχ4» soy ώϊν »<το/ ο/ Χ Κ Χ , Hvj ά£»«.

ι^9· Τηρήσομε* 2s sV T9 χαμτυ'λητα avri

τοΐς εν τ5 ε/λε/^ο ονόματα (88) , sir* ϊν —= « , £ ~
=  0 , ^ Π Μ = ν , £ΠΚ =  χ ,  $ Κ Ε * χ · όδ»ΗΠ" 
=  * — «ο $  ·ίΠ'" =  χ  +  « , 4 24 HIT' χ  ι,ΙΙ" =  
X2 — **·

160. ΘΕϋΡΗΜΑ Α\ θ ’ τρωτός αζων Ht, Ίσος 
ffJ τ$ T«y ενός τίνος σημεία της χχμτίλης αφ εχατίρας



Π ΕΡΙ T H S ΪΠΒΡΒΟΛΗΣ* ι6 ι
των ες<ων αττος̂ ματων όιαφοροο £ιτ μ Μ β — M e  
=  Ην,.Δ Ε ίΞ ίΣ . e V  7 *? μ " β =  π"δ, 4  μ "έ  =  π "δ '
(«χ κχταΰ'χενγ,ς') * αρα Μ' 'Ε —  Μ ε =  Δ'δ * χϊκά 
α'. ιτ«ραλλν}λ8 bcvjs tvjs Εδ -ττΛβά tvjV Α ί ,  τλ(Γο» «I Δδ 
ί/ίτίν Wat (Γεωμ. >27)· /3'. Hvj =  Δ'δ * fi<yf H*js= vjE 
— HE =  ί?Δ — φ  (εκ κατασκευής) =  Δ'δ* άρα 
Μ"'Ε —  M'"e =  Hvj, Ο. Ε. Δ.

ι6 1 . E’mifov «ρβ α̂ςα ίτ«ρ€ολtjV καταγράφει·/ 
ΖώασκόμεΙιχ' ληφθε'ντος γαρ άξινός τβ Hjj, ^ των ct). 
δίΐων HE, vjs, HA ΐτων , £βν κίντρω τω s γραφωσιν 
έξης (%. 9 Ο το'£α τα ΜδΜ, ^ μετενβχδ# sx τ5 Ε 
ίχαςη Αδ το εαντης σίςοιχον τόξον, τβ ίίτωί £ΐ̂ «- 
δεντα σημεία Μ , Μ' εσσνται εν ΐτ$ρ€ολη* *j 7 ^  fM' 
=  εδ\ ^ EM' — Αδ' (ί*χ κατασκευής) · άρα εΜ' — 
ΕΜ' =  εΑ · «Μβ #Α =  Hvj (*V«i «ij =  ΑΘ) · άρα sM' 
—* EM' =  Hvj, βιάτης της ΐτερ&λης (»6ο).

1 6 2 . ΘΕΩΡΗΜΑ Ε'. θ' ΰείτερος ημιάξων εςιν 
ειΰεΐα μέση ανάλογος προς τα δκ'ω άτοςηματα των δοω 
τεράτων τ5 τρώτκ άξονος ατό της ετέρας των εςιων,  £Ϊτ κν ΕΗ =: χ — β : Κ Χ  =ζ β : :  Κ Χ  =  β ί Evj ss 
κ +  α (%. 68).Δ Ε Ι5 ΙΣ . Ε y τω όρΙΙογωνίω τρίγωνα Η Κ Χ εςι ΚΧ* =  Η Χ 2 —  Κ Η 2· άίλχ Κ Χ 1 ~ β \  κχ) ΗΧ- =  Κ Ε2 
(158) =  xa, i  ΚΗ 2 =  β2· άρα β* =  χ2 — ^a· αρζ χ —  α : β : : β : κ +  α (Σψ6. Λο^. 240). Ο. Ε. Δ .

163 . ΘΕΩΡΗΜΑ ς .  Εν ΰτερ€ολη το ατο τεταγ· 
μενης ετ) τον τρωτόν άξονα τετράγωνον τρός το εκ τω. 
ίτ  aCτης ατοτετμημενων γινόμενον εςιν,  ως το ατό τ«

Τοα. Γ'. L



Π Ε Ρ Ι τ η £  τ π ε ρ β ο λ η ς .102
ZsvTsp ιίμιάξονος τετράγωνον νμ ς  το ατο τ ϊ  τρατ» 
At w Π" Μ"* : χ* — «* : :  β* : β*.ΔΕΙΞίΣ. EVv *Π"' a: χ 4* χ* Εΐϊ'"—χ —χ, 
$ ?Μ" —* EM " -  β* 0<$°) * ««» &} ^ «Μ:' 4* EM" 
=2 »ν· Toty&pxv εςου *Μ" =  > +  α5 «? EM"5= ν — α. (Σνμ& Αογ. 44 }̂.EV τφ ô fleywy/̂  τργωνφ ΕΜ"Π'" εςηι ΕΜ"" (ζζ 
ν* — 2αν 4* «*) =  Π'"Μ"* (s  ι/5 ) *f*EHs (= χ2 — 
2 χχ -f χ2 ) A * «V ϊ* τφ βΠ̂ 'Μ" «ς» *M"a (r: ν* 4*
*α* +> «*) =  Π"Μ" (= ν*) +  *Π"'2 (= * β 4* **Χ +
Xs )* αφχίζίηι 3* τί)« Α εξιΡωσεως άτ® τ?ς Β, λα.

✓ if jtV
φ$ή(ΓετΛΐ 4 »  =  4χ%’ ®9ίϊ χχ, ^ ν =  — ν’ = -----

α χ*Α’ντιχχταςχΰεί αντί ν της aCri ίονάμεως it} της Α 
χ1 χ*

εξκτώτεως,  γ(νέτου -■  ■ — — 3χχ 4" α2 =ι»7 +  %2 —
Λ*

/ % ^
2χ% 4· #** μιταδίΟΊΐ ί* τβ — βχχ, —— 4* «* =  -3

χ« γ4+  X* +  X* * «£« ν* =  —-■— +  λ* —  χ* — χ* · «τ. 
αλλαγή τ* κλάτμχτο; , α5®* =  κ2χ2 4* β4 — λ2 X

χ* —  χ* (μ χ* —  α* X 4* α* — χ9 x  λ3 ) ( Δ ) .
Α>λ* χ3 — α2 =  0· (ifts)· 3jj «* — χ* =

— 0* * η Δ οβ* εξίΟΌΧΤίς γενηϊετου β* ®* =: β2 χ 2 —
α2 β2* tVrclfcy άρα ** : χ* — α2 : :  β2 : α2 (Χψ€.
Αογ. 4*0 (ρ) Ο.Ε Δ.»6φ ΠΟΡΙΣΜΑ a '. Ex rfo Ρ αναλογίαςν* — α2 β* , γ2 δ2 — «2 β2
TfMIflnr a· =   ----------~(Ρ), *} =  — —  -----fL

«■



ΠΕΡΙ Τ Η Σ  ΤΠΒΡΒο λ Η Σ. 165
εζίεΤωΐης γένικη rijs νκερ€ολης ’ εάν μεντοι νκοτεύη β* 
«= α2 , hat υ* =  χ 2 — α2 , εξ/ϊωΡις επανηκκτα Τη 
χυχλικ̂  νΐτερ€?λ#.

ιό5 · ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Η* ε<5ρεθείντα ri)s υτερφ?.
|3λ 5̂ εξίσωΰΊς εχτεύψαι ΰυναται 'ίτως" u =  — j/ fo 2 —a*)·
Λ

εάν δε' ΐ} άποτετμημενη τω a£ow Λτωβίϊ* εϊτ’ βν γενηται

χ  =  « ,  hat ν =  — i/ t « 2 —  α2) =  — X ( / ο  =  — 
a a κ

X ο =  ο, 7ητ’ Ιςίν, Ηρεμία αύτη άνηςοιχη<Τει τεταγμενη'
η οτί^λΐ} άρα δ/α των τ« άγονος διηκει κεράτων.

1 66. ΠΟΡΙΣΜΑ Γ*\ Ε’αν δε άκοτμηθωΜ πρός
Τη κορυφή Η αΐ ενΟεϊαι, ετεται ΗΠ " s  χ  · οδεν Π̂"
=  2α -f % ο ^ ΗΠ  ̂ χ Π' *j =  3χχ  +  X2 * >3 δε Ρ
αναλογία τρέπεται είς ν2 : 2αχ +  X2 : : J32 : α2, η δε'

2<*Χ$2 +ρ εζίαωτις εςχι ν2 ~  — -  —— 9 ή ν2 s ------·
α2 α4- ^  **- 

α2
1 67· ΠΟΡΙΣΜΑ δ '. EVi) ςαδερός εςιν ο λόγος 

β2 : α2 ,  vj ρν-δείνα αναλογία Ρ εν Ζιαφόροις άποτετμη. 
μεναις νροβαλεΐ u2 : Τ2 : :  χ 2 — α2 : X 2 — α2 ,  τ»τ* 
εςιν εν ταντη τη καμπύλη ,,τα  άκό των τεταγμενων 

τετράγωνα προς ά/ληλχ εΙ<τ)ν, coj τά εκ των υκ αν. 
„ των άποτετμημενων ^ ιίυναποτετμημενων γινόμενα"" · 
άρα ν, καμπύλη α.νΤη η αντη εςι τη εύρεθείΤη εκ της τε 
κωνκ τομής (»6).

1 68. ΠΟΡΙΣΜΑ Ε\ Η' παράμετρος ΜΕ Μ' τ% 
?..ί··'τ» άξονος τϊς ύτερ&λης εςπ εν'ίεία τρίτη ανάλογο;I, 2



ΠΕΡΙ THE ΤΗΕΡΒΟΛΗί.164Τ« Sevrept «ξ»ος $  τ» τρωτν * £ yep iVrij T«p«ftrrp$» ες» χ  as KE =  x ( 159)* «ρ* αντιχαταςάτα γεήηται ι| P αναλογία \i2 : x* — «* ; :  0* : a* * «pa ,  «τεί x* — «* s  0* ( i6a)* v* : 0* : : 0*: «* ,  >) * : β :: 
0 : «* άρα 2w: 20 :: 20 : β« (Evfi^.Aey, 246).

169. ΠΟΡΙΣΜΑ τ . ϊΓς< i t  ^ tv τζ ε>λε/ψε< * ί  
20 ::  20: 2α (97)* «>λ* tf τβρα&λί} $ν χαί «/TiJ «λ. λε/ψ/ί (5  ) * «ρ« ^ ή  avry » : «0 : : 20 : ««* Τΰτε',» *ν «r*<r»j xwwxg τομζ a', tf ταραμετροί χ ίς ι rpmj «να. λβγ35 τ5 ίεντερ# κχ'ι τν τρωτν των β’£β'ν«ν 0'. τ =: 40* _  «0*
2« β»7». ©ΕΟΡΗΜΑ Ζ\ Τ;·Τ5{ τ>*ί μεν μί/ξονος ορ.

6/«ί τλευρίί ίςη» «Μ" =  · tiff is βλάττονχ
«

ΕΜ" =
χχ — a*

Δ Ε ίΞ ΙΣ . Καί γά9 «Μ" =  ν + a ,  ^  EM " — ι·
— « ( 163. εν tjj htt%v) ^ ν (ά«τ.)* βρα«Μ"β

£
*κ . __ *κ +  « * _ ._  , . Λ / __ „ **— +  * *  "■ ■ * ωΤ«ΐ/τω? ενρεβ ε̂τα* ΕΜ *« —« Λ a

«ν — β*
— a sb —-------. Ο .Ε.Δ.

a
17 ». ΘΕΩΡΗΜΑ Η'. Τώτβί τν «to it) τον 

ελα«<τ« άξονα tίςσοσίίν τίταγμεννμ τιτραγάνν εςι« V  +  «*0* ,„ . «* ,—  ----------------— ,  sir lv — X (ν* +  0*).0« ’  0* κ y
ΔΕΙαΙΣ. Ε’τε) γχ$ ν* ; χ* — α* :;0* : «· (163)*



.Π Ε Ρ Ι ΤΗ Σ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ. t*5
X2

a2 v2
a2 = ugu X

a2

a2 v2 -f a2

T *
• ά/λ« MI* =  KIl'2 =  χ 2 · afx Mt*

at v2 4. Λ® a2
*-----~ ---- — =  — X (v2 4·02). Ο. E.A.

1 7 2 . ΠΟΡΙΣΜΑ. Ex TjJi δ/βλ^βε/Λυ ff̂ /flfwVsco? 
προέρχεται M̂ I2 : u2 4* ί̂ 2 · · · ^’ CH) * aM* tf *·
ποτετμημένη ΚΙ,  ̂ άντιςοιχεί τη M4 =  ΠΜ* =  w0 
apa υ* =  ΚΙ2 * -τατέςι <,,73 ctao rijs Tfray^ev î cVi 
,, τον δείτερον ά£ώα τετράγωνον προς το αύροισμα των 
,, τετράγωνων τα τε άπο της συςοιχάσης άπατετμημένης  ̂
,, ^ τά άπο τα δεντέρα ημι άξονας , ώί το τετράγωνον το 
„άπο τα πρώτα ν μι άξονας προς το απο τα Νεότερα44 * 
δνίλον αρζ έντεΜεν, ώί «< /έ/οτ̂ τβί των της ΰττί̂ δλ·/; 
άξοναν ηκιςα ταυτίζονται , χαβα ξψβαίνει τη εϊλείψει ( > ·̂ 4 )  ■ ^  8TW5 ώρα of $Jco υ «ρ ·ώ λΜ ο} «ΐ-ονεί «κ αν 
jtXijtaVjcrey tfv^uyifi.

1 7 3 * ΠΡΟΒΛΗΜΑ. A Vo tS δοθε'ντβί eVi riji ν- ΐΓ££<?3λ ? ί  σημεία Μ άπτομένην άγαγεΐν (%. 92)·
ΛΤΣΙΣ. Πεπραχδω τα ταντα, ώί ετ) τί̂ ί ελλεί. 

ψεως (*03)* εΐληφθω αμε'λε/ fiV} Tvf? εΜ, Μ Ρ=Μ Ε, 
£επεζεόχθω η ΕΡ* φημί δη ως εν&εΐα η ΤΜΧ, $ίχζ τε. 
μνασα την ΕΡ, |?/ν, ην ξηταμεν̂  η άπτομένη * επεϊ γζρ  
EM =  ΜΡ, η ΤΧ Ιίχα τέμνασα την ΕΡ, άυτη επι. 
ςησεται κάθετος (Γεωμ. ι64, 2 1 7 )* αρα ΟΕ =  ΟΡ* 
άπαν αν σημεΐον της ΤΧ παρά το Μ, τβ Οφέρ είπεΐν̂  
α ΰνναται είναι εν τη καμπύλη * >y γάρ εΡ =  εΜ —- 
ΕΜ (έχ κατασκευής) =Η^* αλλ’ εΟ==ΟΡ <  εΡ* «ΐ·



1 6 6 Π Ε ΡΙ T H E  ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ.
ty  tV *f« OP γανιοίδη γφχμμψ <Τν»(ς̂ σ̂  τν,ς tO (vQtfstt a, 
(Της* Op<Hi(. ffti e^ O P sO B , ϊς&ι «Ο
—* ΕΟ <  Hu * *$λ το Ο ffiffww ax εςιν iv ry **μτΰ* 
λ* Ο.Β.Π.

1 7 4 · ΠΟΡΙΣΜΑ. Καίχτίβ χα< *ν τϋί «λλ«/·ψί» 
(ιο4)* ί  y«y/a EM T=fM T, S<* το τψ  ΤΜ 5/%λ 
τεμηη τψ  ΕΡ (Γ*ω|*. 2 1 7 )·

>37· 0ΕΩΡΗΜΑ 0'. TuVfli τί){ υτοκαδίτ* ΠΤ 
, & Χεν

α*
ΔΕίΗΟί. EVrtT*0*JXijX4< eV τζ ΤΜ «J ΕΡ (Γοωμ. 

* 3 *Ρ : «Ε :: ΜΡ ί ΕΤ (Γ«ωμ.£ΐ8)* άλλ* *P=s 
«Μ— ΕΜ =  «λ , Ζιχ τψ  ΕΡ =  ΕΜ (ξκ xXTfiW’xfuvji,),

^ ( B c  *χ, ^MPaME — “  ( 170)· «*

Xflt g2
πχατΛςάσο/, a« : ax :: --------

*
* X — ** #*%— * **  r—-------  : ET = — -------- , «

a **

: Et ,  »} λ : a j j  
έφαιρεβέντος ΠΕ a

^  x^Y— aFx
ΠΚ— Ke =s χ —*x* ΠΤ a  --  —------ — fc+x

a*
_  χ* χ— e3x-»-e2x + « 2x *2χ — **><
*·» *>■  1 S  P *■ " »■ CS

a3 a2-— -  -  —*  · «XX* κ* — a2 S3^2 ( 16 2 ) άφαΠΤοι



ΠΕΡΙ ΤΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ. ΐ(>7

1 7 <5. ΠΟΡΙΣΜΑ. Η' #ανον/#0 ΤΜ =  \ζ*ΠΜ1 +  !77*

Κα· ν 2— α2ί*2 ' /34ν 2
-------+ - £ f - ( i 64, >75).

ΤΠ iv

ctL α4
177* ΘΕΩΡΗΜΑ 1'. Τνττ« της νφχζτψένν,ς 

X2— *2
X

ΔΕιΗΙΣ, £> τψ δ̂ Οδ̂ ων/ω ΤΥΜ (19)

W ~f ΠΤ as i l L  ( 1 7 5 ) : ΠΜ «  ν : ΤΠ (Γεωμ.

34»)· «f* ΤΠ »  ν2 : —  - f a ^
8 '  * α2 α2

--- «2$» α1
(164)* agg Τ Π «  —  X

β'%
€*5ε2 — λ2^2 %2 — α*

* Ο. Ε. Δ.
& Χ X
ι 78. ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Εαν I' εν τώτφ ΠΤ =■ ----------- - αϊ εν&εΐχι άκοτετμψΜαι m t κ$ος 70 xopvipfo

X
ειτ #ν 70 αρχ0 τ5 α£βνβ$, τψικΒντα % fge^nat ε!ς 
α +  χ , 87/νβί αντί % χντιχαταςαΟεντος yeyifeww ο 7ια,

irci ΠΤ =  * εαν δε άττο ΠΤ άφαίΰεθξί ΗΠΘ
α+Χ

. . 2αν+χ3
χ , ysv^nai ΠΤ— H g c  Η Τ » -— ------- ■ —» % ®

«+χ
------* εν χύτφ «ν τψ 7οτφ ντατεδεντδί χ θ  «  9 eJ.

α
« + Χ

psOqrtrw ΗΤ sa 0009 g* »} αρχ ΗΤ μείξήν 7ν,ε



* Π ΕΡΙ Α ΣΥΜ Π ΤΩ ΤΩ ΝΗΚ &ετοτε γίνεται ♦ ^ vaffcti al της ντερβο\ξς «ττο. 
μεναι μεταξύ των If, Κτίττ«σιν· α λΧ  εν τζ ταρα€ολ% 
Η Τ =  χ  (46), ντοτεΛεντες χ  «ο , ΗΤ x<t&i<fcrrx( α- 
*Hf*·

κ ε φ α λ α ιο ν  ε ν ν α τ ο ν .

Π$$ των ά σ υ μ τ τ ά τ ω ν  τ%ς ν τ ε φ ο λ ξ ς .»79· ΟΡΙΣΜ ΟΣ. Ε  «V ετιςζ χώηος ($£, 93) 
τρωτφ αξ»ι κότα τψ χορνφψ Σ ·< £tj — ΚΝ , *Ττ *ν τφ 
Ζευτερφ ύμ/άξονι,  ^ ΣΕ;ξ Σι} , ^ «το' Τβ #«Tf# άχ$ω. 
fftv ενΙΙεΤαι οι Kvfr,  ΚΗΒ* αίται Α ' σ ύ μ τ τ ω τ ο ι  «+ 
*iwn τ&  vTf̂ faXvfi * at Ζ' tiitTcu Μί,ΕΜ,ΡΜ at tag. *>λ>ίλ* ,  «irt τφ τρωτφ,  είτε τδ SfvTiga ft£ow, tire 
xa) Ty aw  0/τφ άσνμττωτφ ,  r  ετ χ γ  μενχι  ετί tip  
άσνμττωτον ονομάζονται.

»8ο. ΘΕΩΡΗΜΑ Α'. Το τεριεχόμενον ντο it)  
τνρ άσύμττωετν τετχγμενης ταρα&ν,Ζχ τω Sfwrffφ ά- 
£βν/, £  τ>}( Wri}5 τ^οβγω^?* ΜΑ τβοεχ&τλλομί^ί Ttjy m f*»  άσύμττωτον  ̂ φεΙιΤον ε<*) τφ άτί τ« devrs. 
ρχ tf μι άξονας τετρχγωνφ · «ϊτ* «ν Μι X ΜΑ 5= ΚΝ"2 =?62.ΔΕΙλΤΣ, EV τοΓζ ομοίοις rgtycSvort KS*f, K ni ί ,/3ν
si ΚΣ =  β } ;: ΚΠ ϊ χ  ; Π«* «fa Π« =  — ,

«'λλβ Μ« =  Π* — HM ^

0 *

£ *
«

( =

— ν ,  <£ ΜΑ =  Π* 

) +  1ΪΜ ( - Ο *  Sga Μι χ Μ Α »9



ΓΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ. 1 6 <> -
α2

€;χ2 β*χ> α*β* 
α2 ’*”* « “ +  ~

(164) * ^  * άρχ

ΜίΧ ΜΑ· =  ^ ·  Ο. Ε. Δ.
ι8*. ΠΟΡΙΣΜΑ A*. EV«) ε κάπρον των γίνομε* 

νων ME X ΜΑ» It XΙΒ εςιν ea^2 , ^ αλλν-'λοίς ί/σίν Ίσα' 
$  οσα δήποτε Si αΜβ σο/α£ί γινόμενα Ίσα εσονται.

182. ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Ετ«) Si Mi X Μ A =  
ΚΝ2 , άρα Μί : ΚΝ :: ΚΝ ί ΜΑ, τβτίς/ν ,,β 5«υ. 
,,Τίρβς ψιάξων εςΐ μέση ανάλογος της τεταγμενης it) 
„την άσύμπτωτον,^ της προαγωγής αυτής προεκβληθεί- 
,,σης είς την ετεραν άσύμπτωτον.^

1 8 3 . ΠΟΡΙΣΜΑ Γ'. Η* υπερβολή προσεγγίζει 
μάλλον £ μάλλον τη άσυμπτωτφ4 % γάρ Με X ΜΑ

£Ζ
2= ΚΝ2 =  & · άρκ Μ ε&ζ-----(1υμ€> Αογ. 2 5 3 ) ·

ΜΑ
άλλ' οσον επ εκτείνεται η υπερβολή, ψεί αίρεται >)ΜΑ, 
άρα η Μ« ελαττηται (Σνμβ. Αογ. 359)

184. ΠΟΡΙΣΜΑ Δ*. Η* υπερβολή,, καίτοι επ' ά
πειρον της ασύμπτωτα εγγύς γίνεται, κδάποτε μεντοι αυ

τή συμπίπτω* εςι γάρ Πί2 (»8ο), $

€®ν2
ΠΜ2 β  ν* =  — ±------ &  * άρα Πί9 <  ΠΜ2» $

CC2
Πί <  ΠΜ αείποτε δείχνυται (ΊΒυμβ. Αογ, 2 9 1).

ΐ85 · Αία ταυτ άρα καμπύλης ασύμπτωτος εν 
γίνει καλείται ευθεία, η επ' άπειρον αύτης εγγύς γ ι
νόμενη, μηδέποτε δε αυτή συμπεσεΐν έχασα.

186 . ΘΕΩΡΗΜΑ Β'. Το γινόμενον εκ τεταγ μό
νης επ) Tijy ασύμπτωτη πχραλληλν τη ετερα, % της



J7* HEPI ΑΣΤΜΠΤΟΤΠΝvx’ αντί}$ areτετμημένη ΡΚ, ίς<ν ας) ενςα&κ 1<τύμ$νον 
Τψ ΣΔβ.ΔΕΙΕΙΣ. ϊΓςω Μί ταράλλ^Χκ τζ FK’ cflsy Me s: ΡΚ · a. tv τΛζ ομούις Tpyuw s XAtj ,  MP* (Γβωμ. *ao) *ςί MP : ΣΔ i i Ms : X»j (0) * άλλα Mi : β 
ft 0 i MA (»8«)* ttQct MP : %A :: 0 : MA.0'. fiV toft o/*o/<#s τ̂ νω'νο/ί ΧΔν}, MAa εςι Ση =  0 : MA :: tjA =  ΣΔ (*) : Me ■ = ΡΚ* a> MP : ΧΔ :: ΣΑ i ΡΚ* Mp x PK = ΣΔ*. Ο .Ε.Δ.*57* OPIXMOX. To aro' rvf« fah& yw fo  ΣΔ 
rtrgetyuvov ΣΔ% tj ΣΔ x ΔΚ (σ ψ , re 0'.) ivy*. Jrfp€A<*tj ονομέζίΤΦ.188* ΠΟΡΙΣΜΑ A'. Ef*« MP ςτ t» £ PK 5= * ’ «5 » itj jgv ss ΧΔ* ( * 8 6  0'.)· iav *v χλ*$ί ΧΔ ae * f **·«■ :%« s«u τω ν  fi($ vr«f€oAij$β<Γϋ|ίττωτων.ΠΟΡΙΣΜΑ Β'* Η* άηφ&λαβ) ΰίναμίς 1<τϋται τψ τ«.
ταρτημοφ/φ τ% α&$οίΤματα των τετράγωνων τδτ* areτδ r$»r« v'fuâ eyx  ̂ τ* are τ» ifvrs'f» £ «ŷ V ΧΔ**ΣΝ ,  ν „ ΣΝ* , ,- (Γ<ωμ. *44) *f* ΧΔ* ai — ' αλλαΣΝ*=3gvt χ  ΚΝ«ΚΣ* +  ΕΝ* (Τ$ωμ. $49) * *β* ΧΔ* s  "■·■■' 1 .....  .4

1 8 9 * ©EQPHMA Γ*. Β*άν «νβίΓ* Ns are rsfc «τε̂ αί ΐτί r»{V ετεραν αΐυμττωτ» άχδξί, δίατ̂ ώβ’α rt}V ά τ ι^ λ ι* ? , εςου Να β  M i (%* 94)·
(*) £Vi»*«f *1 itVYmvKH Kit ΝΣ τ* ο(Ζογ*η(»ΚΝ-

«Σ »Μ» ϊα*ι, j£t* ίμ/rtj , £4 «Vi* tret (ftwu, *44)'



ΤΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ. ι ; ιΔΕΙΗΙΣ·. a . Ε'ςωΤαν Μ Γ , Μ Ρ, καί χ 0 ,  κτ 
παράλληλο/ τζΓ$ aV^TwTO'S* &*< «'ν ΜΡ χ  ΜΓ (=? ΚΡ) =  ΣΔ2 ( ^ ,  93) ^ *τ Χ κ 0 = = Σ Δ 2 ( 185)* αρα 
C%‘ 94) ΜΡ χ  Μ Γ  «  *τ χ  χ® αρα ΜΡ : χ© :: *τ : Μ Γ (%ψ€. Αογ . 24»)·(3'. Α ’λ λ ’ «χ των όμοίων τρίγωνων Μ Ρ?, εχ® ε=: ΜΡ : χ θ  Με : εχ* Ms : εχ :: χτ : ΜΓ.V ·  Ε’ν τοΐς όμοίοις τριγωνοις Ν χτ, Ν Μ Γ , ες(χτ ί ΜΓ : :  Νχ : ΝΜ · άρα Ms : sx :: Νχ : Ν Μ :
αρα (%νμ6. Aoy. 244) εκ —>· Με : Ms : :  ΝΜ —  Νχ: Νχ* τκτεςι Μχ : Ms :: Μχ : Ν χ , η Μχ : Μχ ίί Ms : Νχ * άρα Με «  Νχ * Ο. Ε . Δ.iyo . ΠΟΡΙΣΜΑ Α'. Ιίχσα άπτομενη α£η περχταμε- 
νη προς τατς ασψπτωτοις h/χα τεμνεται κατά το της 
αφής συμεΐον β *j απτεται γάρ χα9’ εν μόνον σημεϊον τό 
β της καμπύλης (  1 9 ) ‘ τa hi αότης μέρη τα ΰπο των 
ασύμπτωτων της καμπύλης απολαμβανόμενα, είσ'ιν ΐτζ (»89)* Ζρα «β53 β*1·*9ΐ .  ΠΟΡΙΣΜ Α Β'. Δ $5ί/ο*ων των ασύμπτωτων 
(%· 9 Ο  Κ Τ « Κ Ζ , $  σημεία τυχόντος τ« ν ντο tjj\ «/ων/ζνΤΚΖ κειμρχ,  καταγρχφησεται υπερβολή, hiixtfa 
hta τ« cioDsVrof Σημεία ν * αγόμενων γάρ τών εΛε/ων ρνΡ, ΖνΖ" χ τ , ^ λαμβανομενων a? =  ρν, % ΔΖ' =  νΖ χτ ,  τά Cvjj/srz Δ ,  ο χτ εσονται εν υπερβολή (» 89) ' δννά- με9ζ δε fcpvjVaci&z/ ^ τοίί ο̂ με/'ο/ί, Δ ,  Ο , χζδάτερ τφ 
ν εις εΰρεσιν $ άλλων της υπερβολής σημείων,  κάχείνοις 
εις εΰρεσιν άλλων, ^ κτω$ εφεξής, μεχρις αν πυκνότα
τα εόρεβεντα σημεία σνγκροτησωσι την υπερβολήν.

192 . ΘΕΩΡΗΜΑ Δ'. Τ ζ  γινόμενα Μ Τ Χ Η  Μ, ΒΔ X ΑΒ (%. 95) εκ δνω ωνΤΜονίν βνΰε/ων, αγόμενων
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*74 ΠΕΡΙ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΩΝ
φχ Κμ : Ky :: νν : μμ ' αρα ομ i fly :: νν ; μμ 0 ^ ομ 
χ  μμ ζζ fly χ  yy, εΊτ «V οομμ =  fl-yyy * ά^α τα ςβίχεΓα 
τβ χω$/8 vafi/i i/Viv ϊ<τα τβΓς ςδ<χε/ο*« τα χωρά μνμν 
τόπε αριθμόν 4> ϊβ μέγεθος " άρα τά %ω£ί'α ταντα ε/ffiy 
ίαα ά?Λν'λϋ»ί. Ο .ΕΔ.

197· ΠΟΡΙΣΜΑ. E’ay Xvĵ SwTiy άττεφ» άποτε. 
τμν,μέναι κατά πρόοδον χωρέσαι γεωμετρικήν 0 εκ των 
αριθμώ απείρων διάφορων προκυ-^χσιν υπερβολικά χωρία 
/(τάλλν{λα, πεπερασμένα μεν καθ' εν έχαςον -> αριθμώ δε 
άπερίληπτα * Τ3 όφα το άττο Tifs aVtrpflTWTB ^
τ?$ ofl-if&Xiji απολαμβανόμενη έςιν άπειρον.

198, ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ Α'. τ'Α-3Τε5ε;τα< ey TaJrvj τί} 
δε^«( τά ςοιχεϊα, είτ *y τά τραπέζια ομομ  ̂ πνπν ορ
θογώνιας οπερ ηχιςα αληθές · αλλά -yap τ«ν ευ’5ε»ων eu, 
fly afl-f/f55«y eVcoy, τά τραπέζια ομμος δυνατοί έκλν- 
φθϊ,ναι ως ορθογώνια 0 κυ«λ/«ίίϊ <y«y tvjs όττε^λί-ε όττ. 
αρχέσν,ς" τψικχΖτα γχρ  jj υπό των ασύμπτωτων πε. 
ριεχομέννι γωνία έςιν ορθό, , ε’ίγε έςιν ( 15 8 ) ($£· 93)· 
Σ Ξ =  ΚΗ =ΚΣ, δχερ Α"3ίεΓ Ισοσκελές τβ Tgrycovay ΚΣΞ, 
άρα έχατέρα των γωνιων Σ Κ 50 2 Kj3 έςιν =: 45° * βρα 
νΐ υπό ζ,Κβ \σνι 9ο°* υποτιθέμενης αλλ' h  ελλειπτικές 
της υπερβολές τά τραπεζίδια (οζ. 96) ομομ εχληφθη- 
ναι δΰνανται ως παραλληλόγραμμος ών αί παρακείμεναι 
ταϊς ϊσαίς γωνίαις μς ν πλευράί άντιπεπονθίτως ε/σ'ιν α
νάλογοι.

ΐ 99. ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ Β'. Ύ^ς υπερβολές έλλειπτι- 
κν,ς έσν-ς τα τρχπεζώιχ οομμ,  ππνν έσονται Ίσα τω γι* 
νομέα ω ΰπό τί-ί 0ά(Γεωί ^ rvji καδετκ, τνμ από τοΰ πέρα- 
τος εκάςν,ς τετχγμένης μ μ , w επί τψ  βάσιν καταγόμε
νη;" αί δε κάθετοι αΰται μεθ' εχάςνμ τεταγμένης περιέ-



ΛΟ ΓΑΡΙΘ Μ Ω Ν .
ξασι την άπόμοιραν της άσυμπΤωτα9 την απολαμβανόμενης 
από re της τεταγμένης £ της καθετα τών όμοίων τριγώο 
νων9 ών τά tψη ekv ανάλογα Ταΐς άντισοίχοις τεταγμε· 
van * τα άρα9 περί ών προείρηται, παραΖληλόγραμμχ9 ε» 
χοντα νψη τάς καβετας ταντας, εχασιτάς εαυτών βάσεις 
άντιπεπσνβότως ανάλογης τοΐς υψεσι: διά εΐσίν Ίσα αλ« 
ληλοις * εϊσ) δε αί χάβεται αΐται ^ ms τα ημίτονα των 
άντιςοίχων γωνιών οομ =  χ γ μ  ‘ άρα τα υπερβολικά χωτ 
ρία της υπερβολής ελλειπτικής όσης προς τα υπερβολικά 
χωρία της υπερβολής όσης κυκλικής είσ'ιν,  ώσπερ τά 
ημίτονον της ΰπά των ασύμπτωτων της ελλειπτικής υ
περβολής περιεχομενης γωνίας τρος την ακτίνα,

2οο. ΘΕΩΡΗΜΑ. Ε’αν επιζευχθώσιν εΰβεΐαι &ί Κα, Κ μ 9 Κν,  Κ% κ τ 9 ο! υπερβολικοί τομείς Καγ^  
Κμν9 Ky«,  #τλ. εσονται Ίσοι ά?ληλοις τε $  τοΐς υπέρ- 
βολικοίς τραπεζίοις αγμμ ,  μνμν,  νκνκ.Δ Ε ΙΕ ΙΣ . &ςι γάρ Κγ  χ  α γ =  Κμ χ  μμ (ι8<>)Λ 
οβεν S y  : Κμ :: μμ : α γ 9 τατεςι τριγώνων των Κγ% 
Κμμ αί τάς Ίσας γωνίας περιέχασαι πλευράί χντιπεποΓ 
βότως είσ'ιν άνάλογον * Ζήλον αν ώς τα υ-φη των δε των 
τριγώνων είσ)ν9 ώς αί πλευράί α γ 9 μμ9 τάυτάν είπείν9 εν 
λόγω άντιπεπονβότι των βάσεων 9 ή των ημιβάσεων “ 
άρα τά τρίγωνα ταΖτα είσίν Ισάίληλα * κοινή Ζε άφαιρε» 
βεντος τα Κηγ τρίγωνα 9 καταλειφβησεται Καη ζζ ηγμμα 
κοινή Ζε προςεβεντος τα αημ,  εσετχι ο τομευς Κχμ ζζ 
αγμμ* ^ επί τών άλλων ομοίως* Ο. Ε. Δ .

20 ΐ .  H OPISM A· Ε'κ τών δυω προτεθεντων 5εω·. 
ρημάτων Ζηλον0 ώς οί τομείς$ ^ τα' υπερβολικά τραπέζια„ 
τά επί τών κατά γεωμετρικήν πρόοδον χωρατών αποτετμη- 
μενών βεβηκότχ9 συνιςώσι πρόοδον αριθμητικήν * δινχνταε



ηΕΡΙ ΤΠΕΡΒΟΛΙΚίίΝεγό

>άρχ $εωρη/θηναι «ί όντα χυτών λογάριθμοι Αογ^

$ 1 $ ) '  **Ζ» toy ΰτοτεθη ως άρχ Κ γ  εμφαίνει αριθμό/, 

Ζ λογάριθμος ε ς ι ο , το χωρία/ χ γ μ μ  εμφανεϊ τον 

λογάριθμον τΖ άριθμΖ Κ μ, το hi α γ η , τ5 Ky, x r  ά, xxeTi 2* «τ« λ ο γ ά ρ ι θ μ ο ι  ν τ ε ρ €ολ'/χοί τί}< ο* ?*ΐ€ολί}{ xvxX/xijs Ζσης-

2 0 *. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. TVoMiv/iTsfi χι/χλιχί}ς της 

ΰτερ€ολης αχ, *, τ ν ς  άτοτετμημενης Κο =  τ£ τ ε τ α γ μ ί ·  

νη οο = * , tvpifv το χ, -̂ >/oy cow.
ATS1S. Δια rifv foT/#tfy Ιδιότητα τ^ςτίτορζολν,ς 

ρφείσης ον =  fc, f£<?fuy oa X Κο =  Κνχ yy (1 3β) , <ίτ ιν ι χ  ι s  ( ι + fc) *  *»Τ «ν ι = ο Χ  ( ι + χ ) *  οδ»
* =  — ~ —  =  1  +  J t *  —  fc %  X T .*  Τ « Τ * ~ Τ ΐ δ « Τ Ο ί ,

 ̂^  Λ
.*βν άδ̂ οίο̂ ώβϊ txffcu al ν, βί «το των τεταγμενων so, ^ 
yy άτολαμζχνόμεναι, eî dvjmoy το ζητάμενον̂  ή, ο by 
τάυτόν ,  ιά> το' άίββύμα τόσων των σκρων χ 1 — 
Χ +  χ*— χ**τ. Twy άντιςοιχυτων εκάςη υ * άλλα 2ον«- 
μ*δατ« % ittvwflxt αΰξύσας κατά την τρίοδον ~~ ο. 
* ♦ * · 5 . 4» *τ· μ*χ?< της τελευταίας χ  =  ον, vjViv ό- 
τοτεθηναι ίχ « =  «ο , ω{ «τα άτειράχις μείξων της τρω
τής ι ητις ντοτίθεται εκείνης ατειροςη ’· *άν «ν λν̂ δ̂  vj 
άτ«ρο{ σ*/ρ* των %°= », «Ιτλ tj άτίψχ Τί/ρά των —  
χ , ιίτ ίν των «ατά ôevxtjv τόξα τροίόντων λειττικων 
αριθμών —* »· —  * .  —■ 3 · 4 ♦  *τ.,  έξης δε η &.
τυρός σειρά των τετράγωνων των ατό ι . * .  3 .4 . 5  *τ<* 
^ βί Tiif« Των «χολχδων of«v όμοώχ, ovfsflvfrsrju το 
ξνρνμενο* χωρία/ * λΜλ το' άθροισμα των άτν/ρων-ό̂ β»· 
ι ,  ι , , * χτ. εςιν — χ* Το' 2ο των — χ  *«,y =  —



ΛΟ ΓΑΡΙΘΜ Ω Ν . \ y 1

η  Ζέ τώ'ν χ5 ϊς/ν =  -  χτ. (ως ε* τη αττοδοδεν- 
2 θτ<3ί (2νμ£. Λ«τ· 5 67) Tutts δ^λον)* αρζ το ζνρψαον

κ 9 <yS
νω0ΐ*ν wiy =  X —* ---- 1“ — ------- χΤ.* εχ? δε υτrors-
Α * 2 2 4Ρ > ' W0  ̂ oy £= — χ  (or/ at airo τ« o t;o$ to v χωρ^α» ^ 
«ΛΤ bantu·/ b/oixv ran ίδη τώεμε/αις έληφύψταν) , 
h'M Κγ — i — Xo ^ offoTiSf/Tvi at y =  y , τβρκ$νμ

(ΓεΤΟΗ ( l *=- χ) X  *y =  I , είτ 8V U =
** ‘ 11 ___ ^

l —  fc
, V? (τ ί̂ δ/·

«^Vfto* btpytlcf. γ&ομ&ης) v =  i -f- χ +fc* +  fc% χτ.
v ' /C* /Ĉ ^To δε χωρίο/ οοχγ ε-'ρε^Τεται w = χ  +  —  - f  —. ο

ι» a λx t . Ο. E. ΤΓ.
ΠΟΡ12ΜΑ A . E πείηρ των διίω δ/Λλ;μ 

φϋίηων χωρ.ω/·, το μεν ίμψϋύει τον λογάρώμν/ τη «?ριβ. 
μί Κν, οςέςι μο/χΖος μείξων, &«τερ«ν δε, τ« αφύμα 
Κγ <* 1 — Κο, ί£ JiroisVicoi, ι*ί <δΐί ημΓν ενρεδεΓΤΛ/. 
Ccjpiti έμφχ>η<τι της ίτεβολικης λίγα ρώμης των βο’των 
*ρ:θμών i+ % , ^ 1 — 2 * ° λογάριθμος τη αρώ
μη: ι — χ , 5i£W ε’λάττων μο/άΖος, ^ έπομέ/ως χλτ. 
<?μ*τ/β$, οφείλει είνα» λειζτιχος (Σιμ€. Aoy. 3 3 0 ) * 
τρεπτεοζ Λρ2 το των ορών τ<> δίντερ.τ-,· τε/ρ.?*; (Γι-μ̂ ολίν, 
$ κάηας τβ« ορ« χ/αΖεικτετ/ λεπττικής' b’xbv τψι&ή.

V· Λ/4» / » _ ' L Λ α- λ /ν I.<?ετα< εν ε̂νε/ vj Τειρ» +  ^ ---- — X  — — — χy$ /♦ j ι \ / *
— χτ., δ/ vjs εχδ̂ λβντat οί υπερβολικοί λο̂ αρ/δμ?/ α.
3
ρώμη ru/τος με/̂ ονο?, vj γη/ ελάττονος., τ ·̂ μον̂ δο,.

Το μ. 1ν. Μ



HEPI ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΟΝ
204. ΣΗΜΕΙΟΣΙΣ. Η' σειρχ αυτή ί  /χνΐ ενχρη· 

ς-ζ,'Τει, */μί) vT5T£0fi'vj χ  =  ι , ί  * * aMcaf <y«p
ax αν γενοιτο σνγχλ/ννσα*

soj. ΠΟΡΙΣΜΑ Β . lV  «Ι'ροομεν τον Xoyâ ifljzcv 
κ̂ /djxa χλφΤμχτωΖβς ̂  αφχιρεΐν εχχνχγχες τβ xora tj? 
a f̂lpfni5' Xayâ /fyx» Toy xara ray χχρονομχζοντχ (Σνμ&

t *
Λογ. 33  6 ), άρχ Λ ( ------) ενρε^σεται αφχιρνμεηις

‘ “ fc

τί}* σειράς —»% — —  —  — , χ. τ. λ. «χβ riji Λ/.3 3
ΰ«ί , % —  — +  ~Χ.Τ.λ. O0£V ί^£δίί<ΓίΤΛΐΛ( —ί - ? )3 3 * — *
SS αχ +  ------- r —·“  +  Χ.Τ.Λ»3 3

2ο6. ΠΟΡΙΣΜΑ Γ*. TViTiii/oJa 1 +  X *
* — χ  *

^  3j} τ«κ χλ«Τμάτων αφεντών νψ&ησετχι χ + χ χ  — τ  
— ^ Ι«τ«9iV«, — τ -“- χ » ^

δίά τ + χ ,  χ  = * “ '*  . . . »  - ** «λλα Λ ( — ) a  2* +  
Τ+Χ X

«Xs χτ. * εαν άρχ εν rauTtj τ% σειρά, είσχχ^ωσιν χ! dtu

νάμεις τζ χ , χ  , χτ. τοριζόμενα εκ rif< «£ΐ7ωτ*ω( χ  
«■ £

— ——  , Stj0£b0jjV£T« β Xaya^^ss *τ<* <y άρώμβς
X +  Χ

yy»«tty ίχοτώεμενων των αριθμών τ  $  κ.
Ζγτηΰητω f/xify άριθμπ τ ϊ  fl ο ίχερβολικπ

λογάριθμος * axay £ί»---------=  — » =  — , τιοεμενα
»— X χ ι



Λ Ο Γ Α Ρ Ι Θ Μ Ε .

α =s 2 <5 * — 1 (f/S* εί'-ί ο νροχείμενος αριθμός κλα<ϊμα±
ητ

τίχς £  =  4 yiVJjViTW 4 =  —  )* ft, δν) εξομεν

Τ-- X
=: y * τιθέμενης όε ταίτηξ της δυνάμεως

*Χεν rvj σειρά 2χ 4------- Η *r. τορκ&ησεται ό ζητψενος
3

έτερΰολικος λογάριθμος · ο δη τραχθησετχι αναγόμενων 
των κλασμάτων εις δεκαδικά προκΰτττοντα μέχρι των ε
κατόν μιϊλιονίων

χ  =  4 =  4 X ο, 53333333 =  ® ι  33333333

— =  4 χ ^ = |  χ ο ,  03703703 =  Ο, ο ι2345^7
3 3
V * νς—  ^  =  ‘ X  ο #, 0 0 4 *  * 5 22 — ° 0  0 0 0 3 2 3 0 45 <5
ν τ y <---  — :  X ■ -  =  ; - Χ 0 ,  0 0 0 4 5 7 2 4 = 0 ,  0 0 0 0 6 5 3 3 7 7
V9 V7— =  !- X — r i x o ,  οοοοςοεο =  0,00000364
9 9 7
ν« ν ’-— X  —— =  £ Χ  Ο ,  0 0 0 0 0 5 6 4  =  f>9 0 0 0 0 0 0 5 1
άθροισμα =  . ο ,  34057351«ί το &ττλ«ν . . . .  ο ,  6931 4708

ο 7̂Τ£̂ ίλ/«5ί £$/ λογάριθμος τκ 2 .
207. ΘΕΩΡΗΜΑ. Εν £u<riv ίπερ€ολαΐς τά εν 

ταΐς άσνμττωτοις άντίςοιχα χωρία, τχ συγκείμενα έκ 
των βε€ηκότων έτ) ταΐς διάφοράΤς των εφεξής κειμένων 
άποτετμημένων, των κατά πρόοδον βαίνασων γεωμετρικήν,

Μ 2 1



ΠΕΡΙ THEPBOAIKS1NΙβ®^ Ισζμίνων εκάςζ έχάςψ,  είσ'ιν εν λόγω άτρεττφ τΐ 
της ireρας τρός το' εν Surtax.ΔΕΙΞΙΣ. ΈιλήφθωΤανγαρ τεΤΰαραχωρία τΓ« ίτ/^> τ$9<τχρα της ετερας ντερβολης ■ ταϊτα ζν εν έχζτέρα /caMtfXa ετοηαι (»9<0* τ« αντών αθροίσματα̂  ω> ιχότζαν εμφαίνει ο λογάριθμος της μείξονος άτοτετμη. 
μόνης (της τασων ελάττονος ντοπθεμίνης =  »)ι econo: 
προς ά/ληλα ως εν ότοιονζν χωρίον της ετερας τρός εν 
c totrm χωρίον Των εν Πατέρα * άρα χτ.*ο8. Πό ρ ισ μ α . e *«v ί^β νχίτ*δ£ ν « ^ ο λ ^tv η τα μεν χωρία των άΐνμττωτων ταριςωσι τ «  των 
κανονιών λογάριθμος ,  *f J ’ αχ® των α̂ νμττωτων axe. TtTfttjftcvx/ τος αιτοΐς σαςοιχζντας αριθμός ,  εόρεθησεται 
φεί ο λογάριθμος αριθμό ταντός τ5 tv τοΓί χ«*Όν»«ί, τε »ο δός ε/τείν, λόγον εχων τρός τον ντερ€ολιχόν λογάριθμον T8 atV« αριθμό, ον έχει ό εν τοίς κανονίοις 
λογάριθμος τ ϊ αριθμό a τρός τόν ότερβολιχόν λογάριθ
μον τ? αντί ap/flfi* 9 * β̂ β ο , 3 ° ·°3 ° (λ??· «V τοίί 
χάνον, τ» a) : 0 , 693*47 (Xoy* ντερβ. τ» 9 «ν εττά 
μόνοις χαρακτηρσι) : :  * (Xoy. *ν τοΓί χάνον. τί 10) : β *308585 (X®y. tlxo^. τ ί ιο )* τοιγαρόν, οτως αν εν- 
ρεθείη λογάριθμος ό εν τοίς κανονίοις αριθμό ταντός χ ,  
ζ δεδοται ό ντερ€ολκός λογάριθμος, ντοτιθεμόνζ μ τί 
ΰτερβολιχζ λογαριθμζ τζ χ ,  γενε&ω η αναλογία* a ,
302585 : I :: μ : ν =  μ X — ,  ί) (ενεργεία

τραχθε(σης της τ ί ι $ι« 2,302585  δ/«β«Γ<ωί) ν =: μ Χ ο ,  434*94* όφζ* V  ενρεθξ ό τοίς κανονίοις λογά
ριθμος ταντός αριθμό,  άτόχρη τολλχτλχσιάίΤαι τον «ντε Ιτερ€ολιχόν λογάριθμον ετ'ι ο,434894’ *«< 2ε ν



Λ Ο ΓΛ ΡΙΘ Μ αΝ .Λ / vX I'^  l i X o ,  434 9 *r-*> πορίυτηΣεταί II  ---------- —-
1 v  ̂ 0»43*> i XT-

-  u X 2 , 3 0 2 .5 8 5 , tbt’ έςιν „o υπερβολικός λογάριθ.
.,μος 7ra>T5i <ψδ/ζ8 ί<Γος «V τφ ?y r<jf5 Karvoy/ois Xoyat'irt.
„  μω Ta «ι/ra apifya, ττοΜατλαΤ/Λο^ντ* sV< 2,302585.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΕΝΔΕΚΑΤΟΝ.

H q ) υπερβολικώ ν ημιτόνων $  ffyy^iTsvwy.

209 . Ε*πε'ι δε περ) υπερβολικών λογαρίθμων εΊρη. 
τχι0 ax αν εϊνj άτο (Txoffa ‘ff̂ aOfio&e/ βραχέα ^ 7Τίβ! J. 
τερβολικαν ημιτόνων £ Συνημίτονων * υπερβολής av χν. 
κλικης της ΧΑΖ (%. 93) ® ημιάξων Π A =  Ο καλεί. 
&ω ολόκληρον ημίτονον άναλόγως τφ κατά τον χόχλον* 
έςω δε =  μ ό υπερβολικός λογάριθαος 'αριθμέ δηλαμέ* 
V6 δια ΠΘ, ^ τετχχθω Τ®πρός όρθας τη άτυμπτωτφ 
Π ®, % ηχθω κάθετος τφ άζονι η ΓΒ * τοιγαρνν η μεν 
ΠΒ εςαι το Συνημίτονο·/, η δε ΒΓ το ημίτονον fa αριθμέ 
μ· $  τό μεν ημίτονον τ5 μ δηλό-άω δια ημ. ν .μ 0 το 
δε Συν η μίτονον διά Συνημ. ν μ '  επε'ι δε προς τφ Σημείφ 
a &ϊ< βγ  =  ο, ΠΒ == Ο =  Πα  «χδί/Των των ευθειών 
ΣΡ, ΑΚ irejeiAt}Xwi τί} ΘΓ, orô v̂fiTfT«< fa 
άρίδ/ίΒ Π Κ , ημ, ν,μ  =  ο, ^ erwjjft. ν. f* — Ο* of άρι- 
(3μο< μ οί έλίττονες τ5 ΠΚ, ον t/Votarycf/jr 1 (tj
ycfjj » εςι ποτό της λαμβανομένη προς το δοκνν') εΐΣ\ 
λειπτικο), υπαρκτικά μεν Συνημίτονα, λ«;ττ.·χα qj*/'- 
τοντ, εχοντες· « ν  ay H ® : ΠΚ:: 11Κ : ΠΡ , πο.

ρι&ητετχι Π Ρ — —i — (οτι Π Κ = ι) · ixb ό λογάρι

1S ι



μος * *5 Π Ρ εΤεται =  Λ . ι —  fi =  ο — μ =  — μ, 
είγε ο ΰτερβολιχος λογάριθμος Τα ι εςιν =  ο, ωατερ $ 
ο εν τοΐς χανονίοις * άχθείσν,ς αν τν,ς ΣΡ, ετιξενχίθεΐσχ 
q ενθεΤα ΧΓ κάθετος εφεςίήξει τψ ά£»Γ «»«# γάρ τχ 
τρίγωνα Ι0Γ, ΙΡΣ cfitt* e/βϊ διά τ «  χ«0*?λ»ίλ*ΐί ΘΓ, 
ΡΣ. αρχ 10 : IP ::  ΘΓ:ΡΣ J: ΡΠ:Π0 (διά τψ  /δ«. 
τητ« τν,ς ντερ€ολ~ς) (*) ς) ΖιαιρεΤει λο'γα , I© : Ρ© :: 
ρΠ :Ρ0· ββΛ 1 0 =  ΠΡ* Ιςι δί ^ ΠΡ:ΡΚ::ΤΡ: ΑΚ 
(διά τά oftoi* τρίγωνα HPT, ΠΑΚ) £ ετείτερ ΠΡ: 
ΠΚί: ΠΚ : Πβ : :  ©Γ: ΑΚ , εσεται ΡΤ : ΑΚ :: ©Γ: 
ΑΚ, ε\τ »/ ΤΤ : ©Γ:: ΑΚί ΑΚ* άρα ©Γ =  ΡΤ* άρχ 
τα ορθογώνια τρίγωνα ΠΡΤ, 1ΘΓ εχαΤι τάς tjjj/ ορθ ψ 
γωνίαν τεριεχάσας αλευράς foot εκατερχν εχατερφ * ά-, 
ρα εϊ&ιν tea άϊλήλοις * ij δ* γωνία 0ΙΓ =  TUP * άλ- 
λά TUP =  45°* *9Λ ^ Τ* Λντξς ταρατληρωμα ΠΤΡ 
=  45° * άβ« τρίγωνα τα ΠβΙ εςιν %τε Π ^ I «χων/ίχ *. 
πατέρα =  4 5 ° ' άρα *ί ya'/fo Β =  9 °β * *ί 
2 Π  κάθετος εφες^χε τω άξονι,

βίο. ΠΟΡΙΣΜΑ» νίχταύτης της ΰείξεος extra/ 
είναι σννημ. ν .μ  ζζ (Γυνημ. ν .— μ* εχάτερον γάρ εςιν 
=  ΠΒ, e'ye Τυνψίταο» τα μ εν  μέρος τα άξονος ενχ. 
τολαμ€ανψενον ντο τα χάντρα , £ της άτί τον άξονα τε+ 
ταγμένος αγόμενες άτο τα (Ταμεία, άρ* ί  άγεται κάθε* 
τος τ£ άτνμττωτφ κατά το Τημείον, *αβ’ δ Xijyei δ ά. 
ριθμος ΠΡ, ij Π©· άλλά ήμ. υ ♦—μ =  — ψ . υ*μ* £

(*) Pv<r» y*V u% =  χ* ( ι 88) - * »  ΠΡ ss
4 ΡΓ =  v, 4 J70 =  χ ' ,  4 ΘΓ* =  «Λ *ς*ι χυ=χ%* * } . ■* __ » ι *» < *>♦ ·'♦ '% υ ΞΞ χ · agu γν ΖΖ % u · «f« y ; ;  χ  γ  } ur tsv

i-Γ: ΡΣ : : ΡΠ : Π 9.

*82 ΠΕΡΙ ΤΠΕΡΒΟΛ. Η Μ ΙΤΟΝ Ο Ν



ΚΑΙ ς τ ν η μ ιτ ο ν ω κ »*3
γάρ ψ · y. μ =  ΒΓ , y . — μ =  ΒΣ* «Λα χαι'το:
ΒΓ — ΒΣ» το μεν εμτης νταρχτιχόν, θάτερον 5ε «χ. 
λνιφίφεται λαττιχον 5/α rijy ίναντίαν aJrccv 3-sV<y.

a n . ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Δίθεντων τ£ν όμιτόνων χζ) 
των σννψηόνων ίιω Xoy«f %wy μ, ν» fJff/V το ψ/. 
rww ^ το ifmiftinvw τ« «υτων αθροίσματος μ·\*,ν.

ΛΤΣ1Σ. Ε*ςω ΠΒ =  σννψ. y. μ , $  ΒΓ =  ν,μ. 
ν . μ ,  ■£ ΠΔ =  y. ν , χα< ΔΖ =  ψ .  v .y  χ«;

νχοηθεί&ω ΠΜ — (Γυν̂ μ. y. μ 4^ ι ^ ΜΝ =  ημ. υ.

μ 4**' *“Μι δ* *ί ywwflf ΑΠΚ =  45° =  ΠΙΒ, H;at ΠΒ 
:= ΒΙ, £ 5ij ^ ΠΔ =  Δ Λ , $  ΠΜ =: ΜΗ* εςβι «f* 
ΓΙ =  ΙΒ —  ΒΓ =  ΠΒ — ΒΓ =  ον^μ. υ, μ — ημ. υ .

μ  ̂^ Ζ Α ^ Τ ν ν ψ . ν.  y —  ημ. vy,  ^ Νχ =  Τννψ. ν .μ  +  ν

—  ημ, y.ft+v* **fa τ«Γτ«» m i το' Ιτοτχελίς τρί.
γωνον ΑΠΚ $ς)ν ορθογώνιον χατα το Κ , £ ΠΑ =: Ο,

„ Ο*
**« ΠΒ? 4* ΛΚ% q «ΠΚ1 ss 0% i  ΠΚ’ =  ~  ^ ΠΚ

S5 —ρτ * 5;α 5ε το (ΟΌίΤχίλεί of Uoyoowoy τρίγωνον Ι@Γ,

„ ., ΓΙ (Τυνημ. y. μ — ημ.ν,μ,
$ςΐ 3©Ι* =  Γ ΐ1*, *ί ©I =  Τ  =  — 2---- ■ · ■ - -------

|/3  |/2
, , . .  TyvHfi· y . y —  m u . y . y

wcreyTttf ΗΛ =  ■— , ■ ----  . xxi xO s
|^3

Λ*Μμ· υ (μ+ν) —  *}>· ν (μ 4 * 0 . * „ ,-■ ■ ■ ■ ■  —y— > - ■« TtXevrxTov 5*.  tru
\S*

το τρίγωνον ΠΒΙ ορθογώνιόν sv xarcc το B, xfoW/ΠΙ* 
— ΠΒ1 4- ΒΓ =  3ΠΒ* , ί} Π1 =  j/a x σων,μ.ν.μ* 
χχτχ^λον is  , ΟΤΙ £ ΠΛ s  ι/a  X o*y> .̂y. y, £ Π#



ΠΕΣΙ ΤΠΕΡΒΟΛ. ΗΜΙΤΟΝΩΝ= X (Τννημ. ν μ  +■  ' iV’nZtsv αςχ Π0 =  (/» χ 
,&ννιμ. νμ — ψ . ν . μ

ffw-ψ. νμ — (--------- —:---------) , Ί Μ«χβ(*τας τη
V 2.. , _  ν. μ 4* *ίΜ· t*. μ

ολ^£·?#ί sit χλα<Τμβ , ΠΘ = ------------------------- - ·
Κ 3« / « «  _  ° - 51 4· lift. V. Vπάντως ΠΗ =  -----------y—--------- , xai ΠΟ ~

|/β
ζίν-Λΐμ, ν (μ + Ο  +  W · « (μ + 0  ,------ ---- ■■■ ·~ · ■■- ■ ■ < «Μ* HK\ Π0 : :

r *
__ _____, Ο σννχμ. ν μ +  ν,μ. ν μ

j/ ί  ( ΑCuWjft. u. ν 4· ψ . ν . ν (ϊυννιμ, t (μ 4~ Ο 4» ι?μ· ̂  (μ 4-
\S* ' | / i

city ar^sgsrat >j ίξίϊωσις(A) etoigx. κ(μ4*0 +  *ΐμ·ν
(μτνν̂ μ. ν . μ+»»μ· ι>. μ) X (σν^μ. υ. χ+*5μ· ν·ν) (μ + ν)= ---------------------~--------------------- ’£Τ£< 3* >5 Tifi *ν*λΐ*5μ VTt^oXiji i|fi6W/5(t<i4)S/&».

ciy t/5 — ΒΓ1 =  ημ. ν . μ* =  fc* —■ <*2 =  ΠΒ’ — ΠΑ =  <Γυν̂ μ. ν . μ* —  Ο* · xgx (Τννίήμ. ν . μ"» — ν,μ. ν . μ* ζζ
Q* =(<τ«^μ υ. μφί}μ.ν♦ μ)X (βνι̂ μ. w · μ -^ μ . ν«ν)̂

( * )  Ο *  μ * *  y e p  λ ο γ ά ρ ι θ μ ο ς  τ ϊ  / 7 Λ Γ  r :  ι  ϊ ^ ι *  “  ο  *  τ  *  3 «  

Χ Λ Τ «  Τ Ο »  1 7 0  ί#« ο » - τ ο {  » £  CtoSirrAt; τ$ Λ 5 ρ ο / # μ Λ Τ 4  τ£ν 
> Λ ν * ? / ί μ · »  τ ϊ  7 7 Θ  ^  τ β  7 7 Ϊ Γ ,  of  λ ο γ ά ρ ι Λμ,οι τη  Π Κ  ^  τη 
Π Ο  to o .rx i Spot axfot Ληχλογίχς  ά ρ ι ^ μ * τικχς,  5 ?  μ » » ® !  ϊ -  

rotTOt of λ ο γ ά ρ ι θ μ ο ι  ΤΗ Π Θ  $  ΤΗ Π  Η '  β ί ρ α  β ί  « ρ ι > μ ο ί ,

f >  #  rot t in  λ ο γ ά ρ ι * · , · β ι ,  Tvyt^orH fn asaXoyiai y tx ^ t  rfimi*.
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Ο*

ί» συνψ. υ .μ  +  ψ .υ .μ  — -——■r r συνψ. υ . μ — ψ .υ .μ ·
Ztsi Ζε τον αιτον λογον , <Γυνι>ί̂Λ· υ.ν -f- tjjx. μ. ν rr

--------- °  ■ — ^^συνψ. υ . μ 4- v 4* ψ · υ · =
CtyUjfZ. υ.ν— ψ .ν .ν

Ο*
--------- 7—Γ—>----- -------Ζ “ί * ' dffv&Mfo Ζε ε:συνψ. ν (μ +  ν) —* ψ . υ (μ +  ν)
7% εξισώσει Α των ευρι&εισών Ζσνάμεων τ« συνψ. νμ 
4* ψ . ν μ , ^ τ« ewtfyt. ν. ν 4* ψ» υ . ν, ^ αναγωγής

Ο*
γ ε ν ψ , ε ν η ς ^ π ο ρ κ & η σ ε τ α ι . ....... . ...

συνψ. υ (μ 4> ν) —* ψ . ν (μ+ ν)
Ο*

5? ̂ νψ . ν (pHO +  Ψ· υ (μ+Ο =  ;------■ -■  ■■ ■ ■  ■ ν
(συνψ· υ μ ^ ψ .ν μ )

Ο*
—--------- ---------------- - ’ αιρόμενων αα& των χλασμά.
X (συνψ. ν . ν — ψ . υ. ν)
των* Ζίαιρεσει Ζιά Q8 ^ μεταδίσει, «̂δν/ΓετΑ» vj εξί.

“ 7“  ·—j— (ΟΊ^μ.υμ— tyi.vft)
σωσις συνψ. v fx-fv —  ψ . ν (i+v = : --------- ---------- —·

X (συνψ. υ.ν <=» ψ . ν . ν) ,
------------- ---------- ;----  (Β)* συναστομενης Stj rift

ίξισωσεως Β τη εξίσωσε/ Α (τας Ζε Ζυω εξισώσεις ταυ- 
τας ώ$ οΰω εξαίρετα δεωρψατα έχληπτέον) ♦ εϊτα αφ. 
αιρψενης Β χζο της Α είρεβησεται συνψ. ν (μ ~{-ν) ~

(συνψ. υ μ 4  ψ · ν μ) X (συνψ. υ . ν 4* ψ · υ .ν 4*
2 0

σν,ημ, υ μ — ψ . υ μ) X (συνψ. υ ν — ψ . υν)
(Ό20
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4 Ψ» ν (μ  +  y) =

(<Τννψ. ν μ +  ημ· ν μ) X30
(«rv>sjfi. ν . ν X ημ. ν. ν) — (9υνημ. ν (ί.—  ημ. ν μ

80X  νυνημ. uy —  vjfi. υν) _  <Γι/νΐίμ. υ. μ X  tfft. y . y +
20 ό

Gw/,μ. ν - ν X  ημ. ν . μ *■ ■ '" 1 -  ■  ■ ■ ,Ι1 1
Ο

(Δ). Ο. Ε. Π.

2 ΐ 2 . ΠΡΟΒΛΗΜ Α. EvffJV το ovyiflx/'Tovoy £  το 
ημίτονη τί< iiat^ocJi 5uo Xoy«(>%&>y μ y.

ΛΤΣΙΣ. Ε’αν yf oTiflvt μ >  ν, aTô fvj θίΐν» «V 
τοΓ< 2ιβ·<ν εχχτοις τότ«ς βντ} σ^μ. ο. ν ^ήμ. ν.y, τ*ί 
ΐοσίτητ&ς Λνμ* ν— y £ ι)μ. ν— ν* «Αλα ημ. ν— ysr 
— >}μ. ν. y * ^ <Τν'/ημ. ν — y =  σοι̂ μ. υ. ν ( ύ  γάρ ΠΡ 
ironUfy Wot αριθμφ^ t =  ΠΚ, το μ*ν ημίτονον eturS 
Σ Β  εςιν αριθμός Χιιττιχος, το' δ* «ντϊ σν̂ μ/τβνον ΠΒ 
νρώηλως i t  αρκτικός' ά»οχρ»} β̂ β *y τοΓβ τ^οίχτι. 
βίΓΛ τιίτο/ί ατβνίΓμο» το' συμϋολη — τφ ημ. ο. y · χ«) 
2»ί τορΐ'$η7£ται

. „ β’Μ'ΐίμ. ν . μ X erwuu. « . ν - —&ι>νημ. ν ( μ —»y) = -----------Σ --^ ----ΣΙ ,  -  ,»5μ . ν . μ Χ  ημ.ν.* , „ * <ΤΜηιμ.ι/.y Χημν,μ
0 ------ ο ν?μ/τ.ν(μ—y ) = --- Σ Ζ------ ί-----— .cV/νμ. t/.μ X  ημ. t .y.

E’av 3 ντοτεΰη μ — y, Cynĵ fleo  ̂ Δ  τ£
tyGxtrsi Γ} ^ «ίτα άφηρη&ω η Δ της Τ '  ^ 3ν* «iff-
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θν'σονται ivw έτεραι stiffenσεις
___ (<Μψ- ν .μ Α -ψ .ν . μ)' , „ Ν

(Τν/ημ. t/. 2 μ 4· *ΐμ·  ̂. 9μ — 1 ο  W
(ΰ’ννψ. ν. μ — vjft. υ· μ)1βν,^μ. w. ζμ —  *ίμ· ν· 2μ =: - ------ "  —-■  (Θ ).

σκαπτόμενης is τξς © τη Ζ $  διζ 2 Ζιαιρψένης  ̂ εϊταi f  τν,ς 0  «xs τ·<ς Ζ  αναγόμενης ϊ, δ<« 2 $/αιρψέ·;ης,
προϊαΰιν al iJw εφεξής εξισώνεις

(σν/ημ· ν.μ  +  ημ. ν» μ)*+ 
σν>ψ. ρ · 2μ — -----------------— -------------------
(σων,μ. ν .μ  — ημ. ν . μ)* ,--------------- — ----------------  ,  ψ . υ. 2μ a
(συνημ. ν μ +  ν,μ. ν μ*)· —  (σνί/κ/μ. ν μ — ι$μ. t-μ)’

2θ"
cay i f  χρίν ή αΤλ '̂λα/ί σνναφ^ώ σιν,  vj αχ’ αΜ^λων βρ* 
αιρεΙΙώσιν α! εξισώσεις Θ, Ζ , εξαχθώσιν eel τετραγω- 
uxcc'i ριζαι αντων, c‘y ry μετ' «Τληλων <Γκν*ψ«, $  ε: 
τ>ί «V aM̂ Xtoy αφαιςεσει, τροΐασιν α! εξισώσεις

(σν/ημ. ν 2μ -f *ίμ· ν 2μΥ* +  <Γ̂ ι«μ* ν μ =  —-------------------  τ γ  .
2 Ο*

(σννημ. f  2μ  —  « μ . t; 2μ Υ *  ,
~----—--- i—-j—  ------ —  , ν μ ,ν μ ζ ζ

2 Ο*(<7ννψ. u μ +  ^μ, ΐ; 2 μ)γ —  ( σ ^ μ . υ 2μ — ν;μ. w 2μ)ϊ.
2 Ο®

say ie τοΓς iuff-; λογαρβμοις μ , y ΐΓροςε9% τρίτος a τ ,  
sx τών εξισώσεκ'/ A ,  Β ( 2 1 1 ) εχετί»
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συνψ υ (μ +ν-f τ) -f mV  v (f* +  * +  *) —

Cm}μ. t/ (μ -f  v) -f  $*μ. υ (μ +  v) X συνημ. υ τ  *f> ημ. υ π ' ■ “  "
d> συνημ* u (μ +  ν +  * )  —  *ίμ· ν 0* +  y +  *0 ~

<rw$}/i. ν (μ +  ν) — »ίμ. v(jl+. v) X σ^ημ.ντ-^γ,μ .υτ

εΙΟηφειΤων 5ε εν τΛΐίτβί* ταϊς efycccCefft των δυνάμεων 
Tb <Τννψ» υ (μ 4* ν) +  *}U‘ υ (μ +  ν) ̂  τ3 Λν^μ. ν (μ -f  ») 
^ -η μ . t> (ft 4*Οι λχμβχνψένων εκ των εζιτωνεων Α ,Β , T f̂oS-^svrct/ τλΓτλ τα δυω άλλα ^εω^ματα *<rwvjft. ν (μ 4· ν +  #) 4* >ίμ· ν (μ +  ν +  r)  —
( Λ-ν̂ μ. ν μ -|- *ift. X ( (Τυνημ* υ . ν 4* μ̂· ν . ν)

Ο*X  («"ι/νημ. υ *  +  ψ · nr} (Η) * συνημ. υ (μ 4- ν *f* τ)* ,  , . (<Γι»Ημ. ν μ —ρ γμ ν μ) .—  γ,μ. ν (μ +  ν +  * )  -  ·--------------- ;--------------
(1)

((Τυνημ- u ν —· 'ήμ. ν ν) . («ν^μ, υ .  τ  — ν{μ. ν τ)
Ο*

εάν 5ε ντοτεβ% μ =  ν =  τ , ^ τρο?εί)>ί >{ I τί} Η, υλ)
as αυτής εϊτα άφαιρεύ%, τροκνφαΤι

(συνημ. υ.μ +  ψ · υ ί*)1 +  
σ ,ν ψ .  υ. 3 μ  = ------------ ^ ---------------

(«Γι^μ. υ . μ  +  ffp. ν μ ) · , , _
’ » % MJ*· 3J* ~

2 .  Ο *

(<Γΐ/ν̂ μ« ι>μ +  »ιμ. υ μ)* — (ον/>)μ. ί  μ — ημ· υ μ) 1 ♦
2. Ο*
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όάν 5ε 7Γ()5 -rifs νξο& έσ$ω ζ ^ â aipcVrwi λι δ̂ωσ/y «I 
κν€/#«ί ρ7£*/, ĉ cflijVcTflfi

Iν 3μ -f· Jjfi. V 3fi)T +  
o*vvi)ft. ν. μ —-------- -— — ------------- ----- ·3. 0*

ι&9

(σννψ. v 3ft — K|X v 3ft)T
2.0?

f I
(συνημ. υ. 3μ +  ψ ·»· 3μ)’  (βνν^μ. t/ 3μ +  ημ υ 3μ)τ

2.0?
κβί «V γίνει i 

(Τννημ. υ . νμ ~
(«Γί/νημ. 3 μ — ημ. ν μ )» *f*β . ο

(<Τυνημ. υ μ — ημ. ν μ )* ,
------------- — ---------  , $ημ .υ< νμ  =

s. ο
(συνημ. κ. μ +  ίΐμ. ν μ)* — (Τυνημ. ν μ — ημ. u μ)

το ν πάντα αριθμόν δκνβμε'ν». ΠΛρΛ&ιΡλομενων δε των 
δε των Ttiffwy τρβ$ τκ{ των ημιτόνων ^ β'ωημιτβνων των 
ΤίΜαττλων κυκλικών τόξων (Γεωμ, $ο? ·> 5°8)ι με- 
γάλη αναλογία φανησεται των κνχλιχων τρ« τ« wrfp. 
βολικά.



ΠΕΡΙ ΔΙΑΜΕΤΡΩΝa 9 ο
ΚΕΦΑΑ. ΔΕΚΑΤ. ΔΕΎΤΕΡΟΝ.

Π ε $ ι  ΰ ια μ ,έ τ ζ ω ν  τ η ς  ν π ε ξ β ο λ η ζ .213. ΘΕΩ ΡΗ Μ Α A '. Itacct Ζιάτετρος Μν Ζι'χα 
τέμνεται κατά το κέντρα* (%. 99)·

ΔΕΙΞΙΣ. Η’χΑω τεταγμένας επ'! τον αξονχ ή ΜΚ 
jy εςω ΚΔ =  Κ £, Δμ κάθετος Τη ΚΔ * έκαν το ΚΕΜ 
=: ΚΔμ * άρχ ΕΜ — Δμ * <χλλ* εν τη υπερβολή Zita 
ίσον απέχασαι τα κέντρα Κ εΙσ)ν Ίσαι 4 της ΕΜ άρχ τε* 
ταγμένης ίσης, ^ Δμ έσεται τεταγμένη * άςα το ση. 
μεϊον μ πέρας της Δμ £ της Μμ ωσαύτως έςαι έν τη 
καμπύλη4 άρα Κμ s= ΚΜ έςι το αληθές μέρος της Ζιχ~ 
μέτρα το από τα κέντρα Κ ^ της καμπύλης απολαμβα
νόμενο·;. Ο. Ε. Δ.2ΐ 4· ΘΕΩΡΗΜΑ Β. Πα<ΤιΧ διάμετρος μΜδ Ζίχχ 
τέμνει τάς έφ έαυτήν Ζιπλάς τεταγμένας, δΐ =  δτ 
(&♦

ΔΕΙΗΐΣ Ε*χ των όμοιων τρίγωνων ΚΜΤ, Κδρ έςι 
ΜΤ ί Ζρ :: ΚΜ : Κδ * έχ Ζέ των K£m , Κβδ όμοιων 
νΐ) αότων, Μ ξ : Ζο:: ΚΜ : Κδ· άρα ΜΤ : Ζρ :: μ £
: δ9, εναλλάξ, ΜΤ : Μ £:: δβ δο* άλλα ΜΤ =  
Μ ξ (*9° ) '  ^ 'χ ίβ =  5β* αλλα Ιρ =  or («89)* άρα 
Ζΐ =  δτ. Ο. Ε. Δ.

215. ΣΧΟΛΙΟΝ. θ'ρίξεται έν υπερβολή Ζιάμετρος 
η Μ μ συζυγής έτέρα Ζιαμέτρφ τη Μμ, Ζιαπερωμένης 
Ζιχ τΖ Κ κεντρί της λ\"μ' πχραϊληλν τη ΤΜ άπτομέ-



ΤΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΗΣ
■/γΑ ύΐχ Μ αρχ/ί Της τρωτής $ιαμετρ* Μμ ΙΐψϊΦλ,  ^ 
yoOfiSviji Κμ & KM ss TM.

2 1 6 . ΘΕΩΡΗΜΑ Γ\ Εν t/Tff$oXif τΐ τετρά, 
γανον το α.1το τεταγμεν^ς ετ) διάμετρον Μμ εςι τρς το 
τεςιεχόμενον εκ των ότ’ cri/rifi άτοτετμψενων, εϊτ »ν 
$μ X 5Μ , ωδ το TST̂ ycovov Κμ'* το «το' τζί <τνζν. 
<̂ 8δ ύμιΰιαμετρ* τρος το τετράγωνον KMJ το «το τ>*ί 
ετε̂ βδ Ti»£uyS$.

ΔΕΙΞΙΣ, Ενςω 5τ =  ν, £ Kji = £ ,  *, ΚΜ =  «, 
$  Κ5 =  χ - οόεν 5Μ =  χ  — «, £ 5μ =  χ +  « , £  
ΪΜ X $μ =  χ’ ·— «3 * 5̂ ' κ{ εςίν &a : χ1 — «’
: :  0ι : «*.

Ε ν τοί< ομο/οι< τριγωνοις KMT, K<Sf , h i  KM S  
β ϊ TM :: Κ5 =  * :  · αλλ* ΤΜ =  Κμ =  β (a 1 5 )·

«β« « : 0 :: χ  : 5f * «f« 5f = -----* ε?/ 5ε 15 =Λ

ΐ9*

β χ
, £ Ιο =  15 -{·Jr C2 ,4) ν. ipx ίβ =

U r

5χ ,
5τ +  το, =  — + ν  (ετεί τ ο= If)* apt If X Ιο =  

0*%·

Α’λλ« If X Ιο =  ΜΤ’ (»93), Κ μ ' =  0** «·
0* X* , . .... , 0* X' _  β,

?* β3 = »*
χ« — «' β*

«f« f·* ε’ντενίεν «f« ν*: χ 3 —«* : :  β*:
«* ( Ρ )  Ο. Ε. Δ.

a 1 7 · ΠΟΡΙΣΜΑ. Πρις τφ «εντρφ μεν τνμ «τοτο.% τ
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β*χ*~~α7β*
μγ,ί γινόμενης ̂  cos δεδειχται,  εςαι ν2 = --------- -— —
εξίσωϊις των έπϊ πάσαν διάμετρον τεταγμενων * ο δε τυ. 
ποζ ταυτίζεται τφ ευρεθάτι υπέρ των επί τον πρώτο* 
άξονα τεταγμενων («64).

Τίρος μεντοι τ7λ κορυφή Μ rijs δια μίτρα Μμ αργό, 
μενης της απονομής, εςχι SM =  $ δμ =  ϊα +  χ̂
Ιί, 5 Μ X δμ =  χχχ-^χ* * ij Sc εξίσωΤις hi
^  ^  , 2**/3*+ *^ *  „fratfiji ϋίαμετρν γενησετat ν -----------  — ,  ωΓττί,;
χάπ) τ« πρώτα άξσνος ε'ίρηται («66).

2 ΐ8. ΘΕίΙΡΗΜΛ Δ . Ε*ν ν3*£̂ €5λν| το ho οι·:α 
συζυγών ημιδιαμετρων περιεχόμενον ορθογώνιον ΚΜμΤ, 
ίσΖται τ« υπό των ημιαξόνων Β>}ΚΣ.ΔΕΙ51Σ. EVci My X  Κν =  ΚΠ X  ΣΠ  («86, >87) 
έςι ΚΠ : Κν :: Μν : ΣΠ  * ηχθωσαν 'tv κάθετοι αΐ Μν, 

εκ Sti των όμοιων τριγώνων Μ tv , ΣχΠ  (*) hzt Μν ; ΣΠ ;: Mu : Σχ* άρχ ΚΠ : Κν :: Μν : Σ χ ' άρα ΚΠ X Σ χ  =  Κν X Μν.
ΙΙαρχ ταΖτα α. ΚΠ X Χχ =  2ΚΠΣ (Γ£«α. 28.5) ■ 

δε 2 ΚΠΣ -  Κ*Σ, οτι ΚΠ =  Πν| (Τεωμ. 244)* χ· 
ρα Κν X Μν= KvjE * β\ Κν X Μν= ΚΜΤ * επεί Κι* X 
Μ ν= aKvM =  2ΚΜΑ (Ticojz. 237)· αλλά *ΚΜΑ =

Η ' μίν ya.f Μν  ί ς - ι  τ τ α ^ Λ λ λ ^ λ ο ς  τχ άτυμίΓΓύίτιΟ 
Κ$ 9 αΧΚα % Σ Π  *ίςι ' Μ ρ ά λ λ ^ λ ο ς  τ% αυτή άσνμπτητφ Kgy 
o n  it  KarafKivtjt ( * 7 9 )  ^ Λ ^ Λ λ λ ί ί λ ο γ ρ α μ μ ο ; .  ϊςι το Η Σ Κ i f  

α$χ Μν Ίτει^ίχκ^Κος Ιςι τΐ, Σ Π  * t v r t t f e t »  aqx $vm rqty*vx  
τλ Mv\f, ϊ/ίχ \*χ*σι hC* «̂.̂ ΧλιΙΧ̂ ς ξχ,χηςΧΦ
tx&rifa, £ ίτομίνχς έΐσι. 0*1.0



Τ Η Σ  ΤΠΕΡΒΟΛΗ2.
KMT, εϊγε εν τοΐς όμοιας τριγώοις Κ£τ, ΤλίΑ, εςι

ΤΚ : ΤΑ :: Ύξ : ΤΜ* άρχ ενε) ΤΜ =  « 2  ( i9o)»2
. ΤΚ
s w  ΤΑ --------- *

a
αρα 2ΚΜΛ s= KMT * αρχ Ky X

Μυ =  ΚΜΤ * αρχ KvjX =  KMT * εντευβεν αρχ (Γεωμ. 
a 3 7 ), τβ όλον ορθογώνιον Β>}ΚΧ, το ντο των δν'ω η μια* 
ξόνων περιεχόμενο*) Ίσον εςϊ τω όλω παραλληλόγραμμη 
ΚΜμΤ, τω υπό Ζυω συζυγών ημιΖιαμετρων περιεχομίνφ 
(Ίνμζ. Αογ. 234) Ο. Ε. Δ.

8 ί9· ΠΟΡΙΣΜΑ* Ωί δε'δεικτα/ χ«ν τη ελλεΓ·ψίί, 
«τεί ΚΤΜμ' =  μ'Κ X ΜΗ, εςαι ΜΗ X μΚ =; ΚΣ (=*) 
ΧΒΚ ( =  0) ( 1 8 1 )·

220. Ε’αν αί it) ασύμπτωτη υπερβολής τεταγμε- 
vxt ΜΡ, παρά)ληλοι Ιέ τη ετερφ ασυμπτώτψ ΚΒ, προ. 
«χδωο·/ν, (( όαν γενηται ΜΡ:=ΡΔ* αυτό δε τΖτογενγ 
τα* ^ επ) των άλλων τριών χλωνων των ονω αντιχειμε· 
νων υπερβολών , Ζιχ δε των κτω« οριζόμενων σημείων 
ΖιαχΒώσιν αί χαμπόλαι δΛΔ, Νλν, ποριάησηται δνω 
αντιχείμεναι υπερ€ολα)) αϊτινεςχατχ σ υ ζυ γ ία ν  αν- 
τ ι κείμενα* ταΐς Μ 2μ , Ο ο* ο, ω'{ % αίται εχε/να/ί, 
αχόνσΐ) τ«« αυτές εχασι πασαι χξονχς, πλην οτ/, β μεν 
δίρτε̂ «  των πρώτων εςχι πρώτος, ο δε ίτρωτο?, δεντε- 
τεροί άξων των δ εντελών ν»ε̂ 0βλων· οτ/ δε mp0oX«i 
ημίν αί χαμπυλαι, Ζήλον * οντοί ΚΡ X ΜΡ=ΚΤ4 =  
Ηα, m i ΜΡ =  ΡΔ, εςαι $  ΚΠ X ΡΔ =  ΚΤ* =χ* 
(»88) =  χν.

2 2 1 . ΠΟΡΙΣΜΑ. A*V« ν =  «τ) εχχτερο*

Ύόμ. Γ. Ν



1 0 4 Π ΕΡΙ Δ ΙΑ Μ ΕΤ Ρ Ω Ν .Των χλωνων ΣΜ , ΛΔ * cVa rofirw αυξει ή χ  , τοΰ’άτφ 
μεικτά:  ̂ ν ,  Τϋτ* εςιν αί τεταγμεναι επί tbs β^ςί/ρ  ̂χλωνας των χατά συζυγίαν αντικείμενων ΰιτερβολων εν 
λόγω είσ'ίν αντιπεπον̂ ότι των W  αυτών αποτετμημενων 
προς τω κεντρω · εαν δέ γενηται χ  =  »  , εςαι ν =

—  =  ο (Σψβ. Λογ. S3 °)ο τατέςιν η ασύμπτωτος ΓΡ

ε̂ α-ψεταί εχατε^Β κλωνί ς, όταν βίτε χλώνες <5 vj a. 
crĴ xTccrsi cV άπειρον προαχόεντα έπινοηθώσι * συνελόν. 
τ/δ’ ε/ττείν, αϊ ασύμπτωτοι των πρώτων υπερβολών έσονται 
αί αύτα) ταϊς των κατά συζ\τ/ίαν εκεινχις αντικείμενων * εαν 
ν,ν οι οκτώ κλωνες προχχύώσιν επ' άπειρον, σσ^ρχμχντα,άδ/ατμητως τχΐς άσψπτάτοις άνχ l·ύω, ^ btws απογεν. 
νηδησετχι %ημχ* προς refs τεσσχςσι τοΐς συνδρομής ση· 
μείοις περχτψεν&,τοΐς τα κέντρα άπείρως άπεχασι.

2 2 2 . Η'χθω εκ τ ί % τεταγμενως  ̂ ΣΤ, προ. 
ν,χ%ω ε!ς την συζυγή υπερβολήν * επεί αν εςι ΜΡ — ΡΔ
εςχι $  ΣΤ =  ΤΛ * T9 δε Λ εςχι κορυφή της υπερβολής 
δ Λ Δ , κχΖάπερ το Σ τ/< ΜΣ/ζ · επε) δε αί άσύμ. 
πτωτοι απάσης υπερβολής πορίζονται αγόμενων ευθειών 
εκ τα κέντρα Κ, ^ των τεράτων b, Β ευθείας χαδετΒ ά* 
γομενης τω πρώτφ άξονμ ίσαμένης τω δεωτε̂ φ, £, l·ίχa 
τεμνομενης υπό της κορυφής της υπερβολής ( 1 79 ), δί?- 
λί> οτι Ab μεν εςι ύευτερος ημιάξων, ΛΚ δε' πρώτος 
ημιάξων της l·ΛΔ υπερβολής.

2 23 . ΘΕΩΡΗΜΑ Ε'. Εαν εκ τα περατος Δ τί̂ ; 
επ) την ασύμπτωτου της υπερβολής δΛΔ τεταγμενης 
αχ η̂ εύίεΓα η ΔΚΝ, δ/α μεν τα κέντρα Κ διηκασα, τη 
δ* άίτικειμενη υπερβολή συμβχλλασα, η ΔΝ εςαι συ.
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ζυγής ΖιάμεΤρος τ~ς ΜΟ, της από τη Δ σημείχ τ£ χντιςοίχϋ 
τω Ν αρχομένης* % hx Τ8 *«ντ£δ δ/^χψ«ί{ί, ^ τ^'ί 
τ£ Ο σημείφ της Ο σΟ υπερβολές πνρχτκμένης.

ΔΕΙ5ΙΣ. Διάμετρος γάρ συζυγής Τη ΜΟ έςν η 
αγόμενη ha τ5 κέντρα Κ παραλληλως τη κατά το Μ 
άπτομένη 3Με (β ι.$) * άλλ εςι ΚΔ =  M31, £ ΚΝ η 
Μδ ha τα παραλληλόγραμμα ΚΔΜ3, ΚίΜΝ * είτε) 
γάρ ίκ κατασκευής Alt =  HM , ΔΜ — Κ 3, (ειγε
5/ά τα ομοια τρίγωνα «Δ3, ePM έπεί εςι 5ε ζ: 2Με 
(ιρο), έςί $  Κ3 =  4ΡΜ= ΔΜ)· αρα τό ΔΚΜ3 έςι 
παραλληλόγραμμον, κ, ΔΚ παράλληλός έςι προς την 
M 3, οπερ απαιτεί η ΐοιότης των συζυγών διαμέτρων. 
Ο. Ε. Δ«

ί24· ΠΟΡΙΣΜΑ. Αί αρα συζυγείς υπερβολα) 
διήκΗΰΊ ha των τεράτων των συζυγών διαμέτρων των εν 
ταίς πρώτους υτερζολαϊς, ^ τβ άναπχλιν.

22$. ΧΗΜΕΙΛΣΙΣ. Η' εξίσωσα των υπερβολών*

«Γ< άζων ες) Χτ, υπάρχει υ = ·— α* )

<>**)■  αλλά τ» Χσ όντος Ζευτερν άγονος των συζυγών 
υπερβολών , η χυτων εζίσωσις περιέχνσχ τον εϊρημέ. 

β*
vcv άξονα εςχι Τ* =  - ς -  X (α2 +  X X )* «ί ί*τ/{ έπιςχ.

μένως τα ρηϊέντχ («7Ο επισκέ-^χιτο γνωσετατ άλλ' 
η εζίσωσις αυτή της προτέρας μαχρω Ζιενηνοχεν · αρα 
αί συζυγείς υπερβολα), εάν μη ωσι κυκλικά), μ ^ ω  
Sxefffuo·/ rwy ttvroft χβτ* συζυγίαν αντικειμένων.

22.5· ΠΟΡΙΣΜΑ. Ε’χ rvji ί/^μεν ί̂ σημειάσεως 
μα'Λανομεν* ως ε! ληφίεΤεν Ζυω τ σταγμένα: έπ'ιτόν π ρω.

Ν 2
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τον άξονα τνς ίπερβολνς 2 Μ , £ χλι^δεϊεν ν Τ ,  ·£ 2ui
τετζγμεναι εν) τον αύτον άξονα %σ τξς ^ε^ολί-ς ΛΔ,

0ΐ
^ κλ̂ βεΓεν 7Γ, ΐί, xĉ t&jVcTSM t* =  —  ( χ 2 —

ct%
&1 ν 0* 

«*) χαϊ τ5 =  “  (% X — Λ» )» *«< ίΓ5 =  “ -^· α· ■ α1
β*

Qa2 -f ω* ) *<*< H2 =  (α4 +  ω ω ) * (Τν/Τομιας
Ct~/3*5ε χτ^ν οΛτεδε'ντων — =  2, χ 2 —  α* =■  7 ,  ^ j^ V  — 

α*α» == aat ω2 = £ ,  ^ « α +  » V = 2  (ω 2ε ^ ω τάς 
εν τί) υπερβολή δ Λ  Δ άποτετμν,μενας εμφχηόντων) «•βίκ^ΒΤ/ν ν1 : 2τ :ί Τ* .*22 :: ττ» : 2£ :: Π 4 : 22* (εί/ε εχα?ϋ των 2ε των λόγων ο'ι οροί εΙ<τ)ν 1<τάλλνβλοΐ)· 
Ζιχιρεζεντων 2ε εχαςκ των επόμενων ορών 2/ά 2, πρίειην
t4 : <τ:: τ2 ί 2 :: ιγ* :  ̂ :: Π* ί 2* τκτων ά̂ «
2~λ:ν βτ» ν* : σ :: π- : ξ , εϊτ tv (;ΐντ/Χ29<5αμ?'νων των 2ον?μ$ων Tt σ', £) t2. : χ* —  α2 :: ν* :
βθεν ^ t5 : ^4 :: jc2 — a* : a2 tic'* · „τ«τ ε$ι τα 
,,τετρίγωνα τα από των τεταγ μενών, ών αί μεν ε’-τί 
„Tsjv ετε^τν, αι 2* εΓ< τ̂ ν ετεραν των αντ/ςο/χων σΊ/- 
„ ^ 7 κν ίνερβολΰν τετάχχτa/, Xv'ysv εχζσν ir̂ o's άλλ^. 
,,λ*, ον τα γινόμενα υπό των αποτετμ-ψενων προς τω 
^χέντρω από τίίπρώτα άξονος προς τό άθροισμα Tt άττο τ» 
,,2ετϊ π̂ ώτβ ά̂ ονο, τετράγωνη ̂  Tt τετράγωνά τα από 
,,τί'ί TfOi τω χεντρω αποτετμψένν,ς ίπό τεταγμενν-ς 
,,αττο TofcoVros σν,μεία τής υπερβολής της (Τνξυγας επ' 
„«Jtον εχεΓνον το'ν πρώτον άξονα.“236. ΘΕΩΡΗΜΑ s .  Εαν ατο των περάτων Μ.
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N δνω Τνζνγων διαμέτρων άχβωΟΊ τετχγμίνως ετ) τον 
τρωτόν άξονα XT των τράτων υπερβολή αί ΜΠ, ΝΞ, 
εςχι το τετράγωνον το ατό ΚΗ της ενατολχμβχνομενης 
ντο τα κέντρα Κ της τετχγ μόνης NS ΙΤον τω γινό
μενα εκ των χτοτετμημενων ντο της ετερας τετχγμίνης 
ΜΠ, ε\τ αν τφ χ 2 — α2 .

ΔΕίΞΙΣ. Ε’κ γάρ τα ηδη έχτεΰεντος τορίΤμχ. 
τ'οί ( 2 2 5 ) «5* MU2 ί ΝΕ2 :i χ2 — a* : λ2 +  ω2 · 
άλλα δια την ομοιότητα των τρίγωνων ΤΜΠ, ΚΗΝ (ε- 
χαιτι γάρ δνω τλενράς δντ'ι τλενρχΐς τχρχλληλας εκχ- 
τεραν εκατερφ, την μεν ΜΠ τη ΕΝ εξ όιτοϋεσεως, την 
δε ΜΤ τν}ΚΝ κατά το 223) Ις/ΜΠ* : ΝΕι :: ΤΠ4 ί 
ΚΕ2* άρα χ* — α2 : α2 4· ω2*:: ΤΠ2 : KS2 : : 
fV2 α2 V
—-------- ( 1 7 7 ) ί ω2 * «5* ω2 X (χ2— Ο  =  (α2

X2

<+· ω4 ) X (Χ2 — g2) -( x 2 — «2) .
X2

δίΧίρεθεΙΤΧ δε

aurtj tj δίά χ 4 — «% ^ ττοίλβτΓλΛονίκ&εΓΤώ:
ότι Χ% yfora» ω5 χ4 =  («4 4· ω1)  . ( χ 7— «’ ) =  
α4 χ4 — α4 -j- ω* χ 4 — a2 ω1 · δ/Λ δε μετχΟεΤεως 
γενητεται χ· ωΖ =  χ* a1 — «4, διαιρετει δι α4 άπβ* 

ω1 =  %4 — α2 . Ο. Ε. Δ.
227· ΠΟΡΙΣΜΑ. A V  Χ2 =  «* +  ω4·
228 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α'. Τ'τερ&λης δοΖείοτης της 

ΣΜμ, ενρεΐν τας άξονας, $ τχς αΤυμττάτας, ^ 
τρον αντης (ο/. 102).

ΛΤΣΙΣ- Διά των μίτων Τημείων δόω ταρχΤληλων 
των βΖ, δρ, $  ?i'co ετέρων των οξ, ΣΕ, δι» είθεΓαι 
άχβεΐται α\ ΚΝ, Ιΰ , διάμετροι αϊχι ( 2 14 ) , Τημαννη
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£/a τκί κοτών ντ άΜ.ν)λων διχτομόjs το κέντρον Κ, $  
ΚΣ αχθείΟΉ εκ τη Κ ειτί το εγγιςα σψεϊον τφ Κ, 
εσεται ό τράτας ΰμιαζων* επε'ι ΚΧ μετενεχδε/δ̂ ς επ) 
τtjy απέραντη κά&ετη ΚΡ, =  ΒΚ $ φψί, «ί μετενε- 
χϋείσης τ?ίΒ2 επ] tvjv ΚΣΘ, =  ΠΚ, ν. τεταγμένη ΠΜ, 
ν[τ/ί αντιςοιχεΐ τω σνιμείω Π, ειτεταν ο Νεότερος £vjth. 
μενοί ψιάξων Κχ, =  β.

Καί γαρ ΣΒ2 =  ΚΣ2 +  ΒΚ2 =  2ΚΧ2 (εκ χατχ.
(Τχενϊ,ς) =  2α? * άρα ΚΠ2 =  χ2 =  ΣΒ2 (εκ κατατκεο- 
Κί) — 2α2.

Ε ν πν τ£ αναλογία ΠΜ2 : £ 2 — α2 :: β2 : « 5 
( 16 3) αντίκαταςάδνε αντί %2 τί)« κατ αίτψ ΰυνάμεως 
2 α* , ^ ayayicyii* 7 ενομε'νν{ϊ ε?α/ HM2 : λ2 :: β1 : 
α- * Π Μ2 : β2 :: α2 : α2 * ατα ΠΜ =  £* αναςαδε̂  
<τών άρα εκ τ» Σ προς ορϋας τν? ΚΘ τών ευθειών ΣΚ, 
ΣΨ, =  ΠΜ, =  (3, άχθν'σονται αϊ ασύμπτωτοι ΚΓΤ, 
ΚΈε. Ο. Ε. Π.

229* ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β". Εό̂ εΓν τβοο'ε^Ί'^Μς 
τον ε’μ̂ α̂ ον (Δ) υπερβολής τ», ΣθΘ (ο/. 93)·

ΛΤΣΙΣ. Έίρεθείσν,ς τϊ,ς επιφάνειας (Β) τη τραπέ
ζι* ΣΗίε, i, άχθεισκν των ευθειών δθ, ΒΓ κτ. εγγιςα  
άδηλων, παραλλν,λκς τ% ΞΣ, συςχθέσονται ως προς 
ανέτψιν τραπέζια τα 5θΒΓ κτ, ών λ^φίεντος τ» Α α
θροίσματος των βίων επιφανειών ̂  έςαι Β —· Α =ξ Σθε, 
<, 2Σθε =s Δ * ο καθ' εαυτό όηλον.

230 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ\ ΕόεεΓν Τίν κυβισμόν τ%ς 
ίπερβοϊχχΐς χωνοβος ΣΤτ (ο/. »03).

ΛΤΣΙΣ. Έάςωσαν αϊ ασύμπτωτοι ΚΗ, Κ|3, 
κάθετος■ Σξ =: ΚΜ, ε\τ «ν τω δεοτε̂ ω ήμιάξηι, =  Σ5* 
* Ιέ ΣΟ τετμν^ω τών εγγιςα κάθετων Σ£,

i?8
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χτλ. tjχθωσαν δε ^ α\ ά/λαί «Jflsfa/ εν τω %ήμχτι ♦ ^ 
τερ/̂ νεχδω ολον το μέρος ΣξβΟ Tiji tvjv 20* ^ δ̂  
οταντα /ζεν τα εφεξής κείμενα παραλληλόγραμμα χατα' 
y^ao*/ χυλ/νδβ8ί * το δε τρχπεζιον ΧξβΟ κώνον χόλνρον 
τόνΣξβΗΈ,  ̂ το' δε ίμίνπερβόλιον ΣτΟ ΐπερ&ολικν,ν χ«. 
νοιδχ τήν ΣΤτ.

Ε*ςα>· ay Α μεν κύλινδρος ο άπογεννφίς εκ ΣχΊϊρ9 
Β δε ο' εχ ΣΠΜν* ^ Δ μεν χύχλοί or ypfl̂ £/'s ντο' Πρ* 
o' δε ντο' ΠΜ =  Ε * Θ δε ό ντο' Σξ  * εςα/ av A =  Δ 
ΧΣΠ, £ Β =· Ε X ΣΠ (Γεκμ. 456). άρα Λ —  Β =■  
Δ—Ε -  ΣΠ. (Ρ).

Α’λλ’ εν τΰίς δντί'ν ομβχεντ̂ οκ χνχλο/ί Δ , Ε, η 
ίτεροχν} Τ8 με/'£ονο$ ΐπερ τον ελασσόνα Δ *— Ε ϊσ·< εςι κν. 
χλω, a Μ άκτίς ες/ μεν*) αναλο̂ βί τίμ ΝΜ, (*) ** 
Μ{> · ^μ» t«vt>jv είνο» tvjv Σ£, ij τον Ζείτερον ή μι άξο
να * $  yify ΜΝ X Mf =  Σ£2 C * 93  ̂* ΜΝ : Σξ 
:: Σ£ : Μβ* ί'τως αν Θ = Δ  — Ε· ό?£* εν τ$ί Ρ ε’£μ- 
Τωτε/ εςιν Α —-Ε;= ®  χ ΣΠ,

Α’λλ' ε’ ο̂δω σνλλογισμa όμοια φχνήσετχι <, οτ< 
τίμ Σ£ μεο̂ ί ioyfi χνχλόγα μεταξν εχάςνς M'p' τ5 
ετε̂ χ τμήματος Μ’Ν* ή ίπεροχή έχάςπ κνλίνΖρα περί, 
γ ε γ  ραμμένα περ) τον κόλχρον κώνον ΣξΙΙβΈ. Ιπερ τον 
«ντίζοιχον κώνον, τον τί; ντε$3ολ/χί<ί κωνοίΖι τεριγεγρχμ. 
μενον9 εςί ©χΣΠ* άρα ή ίπεροχή re αθροίσματος παν·

Λ 'Λ ί γ « ί  το αϊροΜμα τ£ν ακτίναν τ£ν  ivt* 
κυκλαν d , £ ♦ ϊςι γα<> Ζ7Λ/ ΠΡ =  773/ *7*̂  =
M N y οτι St y ί<αφο^α tjt £  τον ^  χυκ,λον ιίσ^1ς\ Jtv*»χλίμ γ#ν*«μ.*νίρ ντο μίσης avdKoyx τ* ανθίσματος ΜΝ > 
$ τίς aV£y &α<ρορας Λί  ̂$*λον (Γ γ̂ τ.255 > 401)·
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των των τροτέζων κυλίνδρων υπέρ το πάντων των υςέρων 
έ.ςι Θ X ΣΠ , Ισάκις αν έπαναληφθιάσιν, οση τε αν η ή 
πιχνότης τάτων των κυλίνδρων' άρα η υπερβολική κω. 
νοϊς ΣΤτ \ση έςιτφχολάρω χωνφ ΞξΗβ πλην 0ΧΣΟ.

TaTfsrv, η ςερεότης rijs υπερβολικές χωνοΐδος to. 
ρυ3·ησεται ευρεθείσης της ςερεότητος Ε χων* χολέρα, « 
άχτις* της μεν νπερθεν βάσεως έςιν ο δεύτερο* νμιάξων̂  
Της δ* ένερθεν , η έσχατη κάθετος 0/3, αγόμενη άπο της 
ασύμπτωτε έτ) τον άξονα, $  α̂ αί̂ ίδ£/ίΓν{ί άπο Ε της 
ςερεότητος xvVvfya, « άχτις μεν εςιν ό δεύτερος ημιά. 
ξων, Ι'ψος δε το τ~ς υπερβολικής κώνοι δος.

ΑΙΤΗΜΑ. Το άθροισμα πάντων των περί τον χό. 
λερόν κώνον περιγεγραμμένων κυλίνδρων ως ςερεότητα 
αυτκ Tb κολάρα χωνα εχλα€εΤν * πράγματι γάρ άπειρο. 
c '-,τι αίληλων διενψόχασα (70)* το αυτό δε νοητέ ο·/ ^ 
περί των τη υπερβολική κωνοίδι περιγεγραμμένων.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΚ AT. ΤΡΙΤΟΝ.

Π φ  τ? ς  t v  Tvj Λ ιο ττρ ιχη  χ ^ ν ε ω ς  τ η ς  

υπ ερβολή ς.

»3*. Ε' 'ςω υπερβολή (%. 1 0 4 ) , έν η Σ<Γ: Εί : ί 
2 ; 3  ^ Μ/3 =  ΜΕ ’ 4> *έντρφ μέν Τω Μ , άκτϊνι δε 
τη Μβ*γεγράφθω κύκλος ο /3Ετ, διηκων διά των Ε, /3* 
η αν αβ η τη αΜ κάθετος έςαι πάντως ημίτονον της υπό 
|3Μ* γωνίας * η δέ ΕΟ η τη ΜΟ κάθετος ημίτονον της 
υπο ΕΜΟ γωνίας ■ έςω δέ >i, κατά το Μ άπτομένη η 
MS', i, εςάάωσαν προς όρθάς τη %Μχ al ΟΜ, «Ρ.

Ύατων τεθέντων φημ'ι, ως άχτις τις φωτός vj /3Μ
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ilv'bCντχ ro επίοΓεδον v I M  τ 3  ΐ/ 'τ ε ^ & λ ο ε / δ ίίς  c ry lM  ,  t s  
περ)αγωγή τής cMv καμπύλης περί την σ ΐ  άποτελαμε- 
y<s,  ε'ζελύΖτα εκ τ β  Μ ,  προς το Ε  χωρήτει,

Ε'πιςαθείΤης γάρ προς όρθάς τη Etj της Κδ , τχ 
τρίγωνα ΕΜΟ, ΚΜδ ε1τ)ν ’όμοια, δ/ά τας όρθάς γωνί. 
ας Ο, δ, $  επεϊ ΕΜΟ =  ΚΜδ, ως κατά κορυφήν* άρα 
Κδ:ΕΟ::ΚΕ:ΕΜ=Μ|3.

Καί τ α  τρίγωνα δε ΙΜΚ , α{3Μ όμοια εΙΤιν * εΊγε 
παρά τας όρθάς γωνίας I , α, εςι ^ υπό ΙΚΜ =  αΜβ 
δ/ά τ α · ;  παραλλήλκς Μ|3, ΙΚ * άρα ΚΜ ; Μβ :: ΙΜ: 
αΐ3 * αρα Κδ : ΕΟ:: ΙΜ: αβ · $  (Χυμ€. Λ ογ. 242) αβ: 
ΕΟ::  ΙΜ: Κδ.

Τελοί δε τα τρίγωνα ΕΚδ, ΕΙΜ ομοια slffiv, 
επείπερ παρα τας όρθάς γωνίας δ, I, εχζΤι κοινόν την 
Ε· τοιγαρνν ΙΜ : Κδ ::  ΕΜ : ΕΚ* αρα αβ : ΕΟ :: 
ΕΜ: ΕΚ.

Ε’-τεί τοίνυν των εΡ, ΚΜ παραλλήλων aVwy, ως 
κάθετων τη άπτομενη MS', ετι (Εεωμ. 3 1 8) EM i 
ΕΚ :: ΕΡ: εΕ, όςαι α β :Ε 0 ::Ε Ρ :ε Ε *  άλλα ΕΡ =  
ΕΜ — εΜ, εΊγε ( »73) Με =  ΜΡ* ετι δε ΕΜ — 
εΜ =: Σο* (»8ο)* αρα ΕΡ τα Χα' αρα αβ:ΕΟ :: Σί*: 
Ε ε::2 :3·

Ανρα ακτίνες οποιαάν αί βΜ παράλληλοι τω «- 
ζονι ημίτονον τής μεν κατά την επίπτωτιν γωνίας Ts/a- 
σαι.τό αΐ3, τής δε' κατά τήν SAaV/y τό ΕΟ, εχοντα προς 
άλληλα:: 2 ; 3» εκ τζς JiXa ε/ς τον αέρα μετa€aivncrû  
φέρονται προς τό Ε.

2 3 2 . Φακός βφ α  ΰ'λ/̂ υς όμοιοχήμων τω είρημενω 
εχων τήν ϊΖιοτητα Ta (Γυλλέγειν εν τη εςίμ Ε πάνας 
τας ακτίνας, καυςιχωτάτην όζει τήν Ζΰναμιν.
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233. Τανάπαλαν 2ε xxrh φωτός η ΕΜ  εκ τα Ε 
ερχόμενη, προσ€χλλασα κατά το Μ τη #νρτ«τι$τ; τη 
•vVs^sXjfiSss, χωρησει τφ βΜ φοράν παράλληλη τω 
χξονι' ^ yap το ημίτονον ΕΟ της κατά την επίπτωση 
γωνίας προς το ημίτονον αβ της κατά την SAaV/y, της 
2iidα απ' άερος εφ νελον γινόμενης, εςαι *·

234. Α Α λα  γάρ άκτίς φωτός η παράλλη
λος τω άζονι ελενΒερως φερομενη εν άερι προς το β , 
d ΙιελΒοι την κνρτοτητχ της υπερξολης, Ζλα&ηΤεται 
ατως, ως φχίνε&αι ερχόμενη at ο τα Ε» της φοράς Μβ 
γινόμενης Μη * ες« yap η κατά Την επίπτωση γωνία 
if Mr vxsp τΖς £Μ Ίση τη βΜα Τη ντε'ρ της βΜ., 
ωί χατα κορυφήν άντικε/μεναι * ω̂ αντω? άρα !·?«< $ί αν. 
r>* ^ νί *ατ% SAar/v yccwa* ες< δε ίπερ της βΜ γω- 
νίχ κατά θ λ aV/y ·< ΕΜ Ο =αΜ>; ( 23*) * ν*ερ 
εσετχι χΜβ' χρα η" £Μ ακτίί Tvjy âpay Mvj χωρησει,

. 2 3 5 . ΙΙΟΡΙΣΜΑ A*. Ε*αν εν ςερεω απογε/νωμί- 
>ω(<£. ε’χ τκ οχήματος ΠνΗΣρΟ, εφ' ά ίΙνηΧ εΊη 
υπερβολή, έχασα εςίχν έκτος κείμενηy Tvjy Τ, ^ ΠΟρΣ 
ετερα υπερβολή̂  έχασα εςίχν έκτος κειμενην την τ , ά. 
ξονχ 2ε κοινόν εκχτερφ τον Ύ%  ̂ όφΒχλμός επιτελή αν. 
τω προς το %, ο^ετχι κατά το τ το εν τω Τ κείμενον 
ορατόν' at γάρ άκτίνεί τη φωτός εκ τα Τ ηκασαι προς 
την κνρτοτητχ Πν̂ Σ παράλληλοι γενησονται τφ άξονι 
C233)* είσιζσαι 2ε εϊς την καινήν υπερβολικήν κυρτότη- 
τχ ΠΟρΣ, πτω χωρήσα 7ΐν, ως την φοράν αν των 2ιευ. 
ύΰνε&χι'πρός την τ εςίχν χύτης της 2εντερας υπερβολής 
( -34 )♦

Λντη χρχ η Ιό έλος μεγιςον οΊσει προς όράσεως ivU



ΧΡΗ Σ. ΤΗ Σ ΤΠΕΡΒ.
o/vtnv τΰΐς άμ€λυωπύσιν * ο γάρ κατά το Τ £ βεωνται 1 
^τα το τ 7 ?ν, εν διαςηματι αμελεί eλάσσονι, όψονται.

2 q6. ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Τ οναντίον δε, εάν Τ έ φ  η 
της ΙΙΟρΣ, % τ τί« ΠνΗΣ, αί am τ« τ α̂ οχω̂ τα/ 
βχτΓνεί, δ<α μεν της τρωτοί θλατεωί τοφάλληλο; τω 
a£ow 7'£Vli°‘0VTW* tijs δενΤί̂ *s * αλλν{λων ατο·
ςησονται, ως ηκοσαι εκ το Τ * όρατόντι άρα κείμενα/ χα. 
τα το' τ, οραύ£<?εται ως ε! ην «V τφ Τ * όελοί αρα το;a. 
2ε χαλλ/ςος «V ci>j φακός οπτικός τοϊς πρεσξύω ι̂ν, ot 
τα εγγύς μ£ δυναμίνοι ίδεΐν, άφεςηκότα μικρόν ως «. 
■το' τ£ τ επί το Τ τ^λαο^ά* ορωσιν.

303

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΚΑΤ. ΤΕΤΑΡΤΟΝ.

Περί τ?ς βκτΤι/ος καμτυλοτ^το?.

2 3 7 . Κνχλο? ο διηκων διά τριών σημείων, έγγιςα  
άδηλων κείμενων (%. 10 3  , 107) των ν, Μ , /  χαμ- 
orJX̂ sτίνος, ης η κατά το Μ καμπύλο'της τη το κΐ/κλκ 
συμπίπτει, χαλεΓτΛ/ χ J χ λ ο« ι λ ω ν * ή δε αυτού α. 
χτίς, JjTii 2/ο ε̂< τ*> καμπυλότητα της καμπύλης κα$ 
εν σημείο·/ δεδομένου, ονομάζεται αχ τ ις  της καμ.  
π ν λ ό τ η τ ο ς ,  η άχτΐς  το φιλ οντος κ ύ κ λ ο ,  η 
άκτις  της ε ξ  ε ι λ ι γ μ ε ν η ς .

238. ΛΗΜΜΑ. Το πλάγιον ημίτονον ΠΒ (Γεωμ.

492) τόξο άπειροί* το ΒΡΜ (%. ιο8) ες<ν =: ——*

ΔΕΙΞΙΣ. νυ =  2αχ — χ* («a) =  χ  x  aa-%‘
’JV

*e* X =  77Ζ ΙΖ  Α°Ύ· 253)· «λλά 2Τ — %/C



U E P I ΤΗ Σ Α Κ Τ ΙΝ Ο Σ— 2α, on x  ~  ΠΒ h'tv άπειρος (Χνμ& Λ ογ. 530)' 
υν ΠΜ*

αζι χ  ~  HB = -----=  — . Ο. Ε. Δ .' Λ 2ΰί ΑΒ230· ΠΟΡΙΣΜΑ. Ε νςω χ =  ξ ·  άρχ χ  =  ~  .
2ς240. Ε*ςω ο πρώτος «ζων (%, ίο 6, 107) Σο*=;2 Α ,  ^ 5 Sfurs^ii =  2Β, ^ tj AM =: 2α, ^ ̂ aJr? Β Δ  — 2/3, ^ ι* ô fl/α τ λ ^ ά  =

ζ, η 7t φιλεντα χύχ\<3 άχτΐς Μ τ = £ , ^ το μεροί ΜΟτο :<πολχμ€ανόμ&ον νπο Μ , ^ τί?$ διαμε.
τρ-d =  »{, v) άπειροςι} τετχγμενη νΐ, ί» ν£ =  υ, ^ ηυττ’ aJr/i άποτετμημενη Μ Ι, η επ'ι της Μ Α , =  %, το

, , t/u2ί τϊ χν/.λιχΐ τόξν Μν πλάγιον ημίτονον Μβ =
ν} τη χπτομενη χά̂ ετος «Γ =  ψ * τ«των «ββντων. . . 

24». ΘΕΩΡΗΜΑ. Η' άχτ'ις της χαμπυλότηΤος
ββ

ε?τε τη ελλείψει κχν τη νπερξολη εςι — . (*)
ηΔΕΙΞΙΣ. Εκ των όμοιων τρίγωνων Μ ΐί , Μ ΚΟ,ν νυεςι ΜΙ =  χ  : M f =  (239) :: Μ Κ =  x : MO ss

χυυ  ̂ __
η' ίρχ -ηχ =  ~·g  (Ρ): αλλ εςιν νυ : 2αχ -j* “XX ·*

504

( Μ\ » W , Λ> Λ» / Α» » » ♦ .  /
j  Τ ητ .εςιν κα*τοΛ τφ  τετφοίγννψ τφ  %νο ν,μΐδίαμί- 

tqh τ*ς Β4  σνζ'^γ%ς $ιαμίτφψ ξεξομενκ *Κ A M , δ ΐ^ ^ μ ί-  
νφ 3ια τη ,. '*c  ΜΟ της ακτΊνος τ&ντ*,ς9 τη  «'τολ*μβΛΡομι- 
vh κ το  της Μ  της ίη τ / ΐ τ ς *  A M  ,  $  *5$ * * * * *  συ'
?υγ*ς ΒΑ<



T H S Κ Α Μ Π Τ Λ Ο Τ Η τοΣ. 2o$

ββ:ax (92 , 2 1 7 )* it XX ΰεντεροταγες,
είγε τχ σημεία Μ, ν, ν ίπτε/ρως έτειναν εγγιςχ  
(237)» x«# Tare η άκοτετμημενη ΜΙ ~  χ  εαν άτει. 
ροςον τρωτοτχγες, «ρ a tj τετράγωνον airsrsXii'TXi 
ίει/τεροτΛ-χεί * *«» χνχμφηρίςως uv : 2χχ: :ββ:  αχ(Συα£. Λ®Τ· 52 8)* w =  — —  =  -----

«Λ , 2
EV έν Ρ εξιΤωΤει άντt νυ άντιχχτχςάτης της εν.

.  .  *  ,  ν  2<*Χ00 ί3ί3χ „

ςεβεκϊης όψχμεως, «$«/ =  ■■  ̂ ■ ■ =  - ρ *  »(?«·}

=  ^ * s = "  Λ δ } \  2 5 ο ) ·  «<>« vj£ =  0 0 ,  ^
&  £

£ =  ~ .  Ο.Ε.Δ.
λ
24 2 . ΙΙΟΡΙΣΜΑ Α'. 0Xq Wov ε’ί» τ£ γίνομε- 

;-μ tVa τω ημιχζόνων A , Β (»3υι 219) f‘T' ^  $*ί =
__ Α*Β2

ΑΒ * άρχ β — — * % ββ — —--- - «ντιχχταςάτει 5ε
ΑΒ

>»
7χύτης της Ζννάμεως άντ< ββ  ̂ εςι ξ  =

ΰενχρχ :£:Ξί*. 

Α*Β*

Α 2Β*

Α-Έ
~

• 1 **■* εντεν-

Α?Β* , , Α*Β*
• αλλ«μν)ν

Η»

** Η* η

:: Η5 : η3 (Σνμ€. Aay. 259)* : Η}

:>ί? (Π) Τ#7εςιν „  βί ««τΓνεί tjj{ χχμπυλότητος εν 5/2- 
„  φούίίί Τημείοις 7ης εΜ,ε/ψεως *, της ντερ€ολης άντι-ζε- 
„  τούότως είτ'ιν ανάλογοι τοίς χύβοις των τμημάτων ΜΟ 
, ,=  η (ζ4ο) των αχτίνων άντων, απολαμβανόμενων ν. 
,,ττο της αρχής Μ διαμέτρν τίνος AM, ^ τί)ί αύτη ον* 

£v<y£V ΒΔ.fct



20 6 Π ΕΡΙ TH E Α Κ ΤΙΝ Ο Σ
2 4 3 - Εκ της αναλογίας Π πρόεκτι ξ  —

Η X Η3

αλλά τ α γ ίσ ε ι,  της μεν ζ  προς £, τ̂ ς Ζε η προς Η, 
άχληφθηναι αεί Ζυνχτχι ως προς την ξ  η S =  ι ,  ^ ccs 
Tfo's την η tj Κ =  »* tTMi w ή ε/ρημενη εξίΤωοΊς γε. 

1 X ι I
VjjVfiTif/ £ = ---- r—  =  ~ ·

ifs >is
244 . ΘΕΩΡΗΜΑ B\ Η* αχτίς Της χχμπυλότ/.- 

τος £ εν Ζιχφόροις σημείοις της εΜε/ψεω?, η της ίπερ. 
€ολης, Ίση ές) τω χυ€ω ρ1 της όρό/χς πλευράς, Ζιχιρε. 
βέντι οιχ τΖ χΰ&χ ψ* της επιςαθεάΤης κάΰετα εκ της εςί·

ας επ) την άπτομενην (240) * είτ bv £ =  -  .
yf,3

ΔΕΙϊΙΣ Α\ EV τη ε?λεί·φει άχδείϊης τηςΕΤπαρ- 
αλληλν τη Μ Γ, εςαι η ίπό MET =  ΕΜΖ (Γεωμ. 
1 3 3 )* &λλ εςιν ίπο ΕΜΕ == ΤΜΓ (io4)‘ άρχ MET 
=  ΤλΙΓ* χ?λ* εςιν ίπο' ΜΤΕ =  ΤΜΓ* άρα MET =  
ΜΤΕ * ν2 άρχ τρίγωνό ΕΜΤ ίτοτχελνς όντος, εςι ΜΕ 
=  ΜΤ (Γεωμ. 204)· άρχ ίΜ +  ΜΤ =  εΜ 4* ΕΜ* 
άρχ ίΤ εςιν η διαφορά των δνω άποςημχτων εΜ* άρχ

εΤ
2ΜΤ +  ίΤ =: 2Α* άρχ ΜΤ 4" — =: Α.

2
β\ Εκ των όμοιων τρίγωνων ΕίΤ, εΚ·ψ εςιν Εε

=  2χ: ΕΚ =  η :: εΤ : εψ* άρχ ε  ̂=  Τψ =  ά.
2

,οα ΜΤ 4- Τ\£ =  A · άρχ Μ-ψ sr Α.
γ .  Εν δε Ty νττε̂ &λνί, χγ^είΰης παράλληλό 

■τη ΜΓ της εΤ , διά των αυτών εφόδων, τιδεμενης μεν. 
τα ε άντ'ι Ε , εςαι ά. «Μ =  ΜΤ* β\ εχ των τρίγωνων



ΤΗΣ ΚΑΜ Π ΤΛΟΤΜ ΤΟΣ,
ΕΤ

£«Τ, ΕΚψ, *—* «λλ ti/y ά Λτ^βλ?

βΑ =  EM — fM (*4°)  =  ΕΜ — Μ ϊ (βι,χ το sheet 
(Μ =  ΜΤ) =  ΕΤ — βΜΤ =  2ψτ — *ΜΤ* «̂ α A 
=  — ΜΤ =: Μ^.

. 3'. Ex rwy of£<3(«y τρ/̂ ωνων ΜεΓ, ΜΟψ, fa  Μ 
Ο stj ( 240) :  Μ-ψ =  Α (εν τζ ανα χεΐξας Ιείζεΐ) :;

Αψ „ As^*
«Γ =  ψ 0*4ο) : £ * «(Λ *1 =  ~ ~  * «{>* »ΐ3 = ---- ;----

ν f
A* Β* „ AHi

βλλ* fa  £ =  - y  ( 242) · « >  $  =  ΑΉ’ : =

Α , Β*ρ< Β*ρ* ν ν Β*
Α ^ ?" ~  Α^ϊ* *Ρ* Tijy «μετάτ̂ εΐΓΤΛ' fa

ξ = | . Ο . Β . Δ .

245- ΠΟΡΙΣΜΑ. TffVra οε όε(/.νιτχι κχί εν τξ} 
•fritf α€αλν} * «λλ* fV τφ πόχΧφ  ̂ γ, ά·/.τ)ί τν,ς χαμτυ\ί. 
ΤήΤοί ξ ,  ^ »} αχτίί Τ8 χΐ/'χλχ, ^ >j opticc πλεορχ £, ^ 
ή Ty αντομενη χχΰετος ψ, απαντχ Ιτά^χα ravrei ’ 3η

έςβ» £ =  “ 3= 4·’ εν <y*va α̂ α xtxiTv̂  xuvtx̂ g το-

μηίη Tiff χχμτνλότητα «χτίί ε*<£ —



£08 Π ΕΡΙ ΤΩ Ν  ΚΩ Ν ΙΚΩ Ν  ΤΟΜΩΝ
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΚΑΤ. ΠΕΜΤΟΝ. 

Πε$) τ ω ν  χω νιχω ν τ ο μ ώ ν  π & ρ η δ ε Τ ε ω ς .

246. ΘΕΩΡΗΜΑ α \  Η* εττϊ των άγονων γενιχη 
εξίσωσα άτάσν,ς κωνικές τομξς, περί έχασα τas προς τ\

κορυφή άποτετμψένας  ̂ ε'ϊ*ν υ* — ------ · Ip — — (A).ct cc
ΔΕ1ΞΙΣ, ά. Ε’αν τε&% a =  β , £  το <Τψ. 

€ολον — £ ν τω δεντε̂ ω ο ρω τα δεύτερα μελας, vj ε£/.
2«’*  α’ χ 4

σωτ<ί Α «/εν̂ ετο» υ* =  —ρ* — =  **Χ —

%1 , εξίσωσις τα κνκλα ( 12 ).
β'. E’av α άπειράκις μεΐζον νΑ τα β , τκ —■ συμ€ό~ 

λα τεΰεηος εν τ« δεντερφ ό’ρω, η ε’^/τωτ/ί Α  γίνετα.

υ* =
2β*χ

οο <ο «λλά — » *

, *βχςοςόν εςι δειτεροταγες, ̂  μ'βεν προς το ~ * άρ& (%υμ€

2 β ' χ *β'ΧΛ ογ. 528) πάντως ,  t,’ = ---- ------  =  ---------- = * X

( 169)* εξίσωσα τξς παρχ€ολξς.
γ .  Έ,'άν α μείζων $ τα β μεγέΒει πεπαρχσμενω, 

^ τεδ>5 — εν τω δεύτε ρω ορφ, άιτοτελεοδ-̂ ίΓετΛί υ1 =
ζβ'Χ  £ V

α α
, εξίσωσις τνμ έλλε/ψεως (92).



Π Α ΡΑ Θ ΕΣΕΛ Χ. * 0 9£ XvfpflS το +  iv τω <5ειτε$ω ή Α αποχαταςαύ^Λ.

ται υΛ =:
*β*Χ β*Χ* *
-----:— F * “  ί εζισωσις τζί

( 164)· Ο. Ε. Δ.
247 . ΠΟΡΙΣΜΑ A'. O' μΐν cipx κύκλος έ$ιν |λ-

λί^/ί, & |  « =  β * ν) δε παραβολή, ελλεφ ς, έν η a 
~  »  * jj 5i Τίλ« ελλεψίς fVv, 5$ 1} ereaa
των «5«ων, ν«} μην £ των κορυφών, ε!<τ) λειπτικα), εϊτ' 
Ζν τε6ειμέναι κατά Sitrtv εναντίαν Πατέρα έςία % κορυ
φή * ο δ>j\ απεργαξόμενον το των άποτετμημένων γίνομε· 
νον — α7 4-%2, τρέπει το δεύτερον σύμβολον της κοινοί 
έλλει-^εως έχ — έπ)

248. ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Των έςκτάτεων της τε έλ· 
λε/ψεως της υπερβολής μο'νοις τοΐς —· +  χατα τον 
δεύτερον ορον τα δεύτερα μέλας διαφερασων, οΐ λογι
σμό) χαίί ένα τρόπον έν έκατερα διαπεραν^ψαι ΐίχχαΊ.

249· ΘΕίίΡΗΜΑ Β*. Η* έν άπάση κωνική τομή 
γενική έξίσωσις της πχςχμετρκ τα πρώτα ΰζονος έςιν

__ πχ7
ν* =  VC +- — (β)*

ΔΕΙϊΙΣ. EV γαρ άπάση κωνική τομή έςΐ π —
2 ^ 4 , , , π φ  β \
—  C1 δ9 Λ ^ sirouivtof — = :---- -— =  — owarov a-

a 2 u uxvcc ά*
(X iv T% γένια* ifytrcofet A t/{ tr\ t3 ^cora u%wi;
,  -v . - , , *£a π y ρ{ 24b) αννχαταςψαι,τ μεν-am — 0 — os αντί —

2Λ
♦/ t , » ττχ
cfliv ij Α τραπήσεται εΙς την ύ1 =  πχ ίεγ — ο. Ε. Δ.2&

2 5 0 . ΠΟΡΙΣΜΑ Α\ Εκ τ̂ ς 7 Σ̂ χ7ί έξι<Τ:ύσεως 
Τομ· Γ\ Ο



ΠΕΡΙ ΤΛΝ ΚΩΝΙΚΟΝ ΤΟΜΩΝ3io
ζ χ χ  , .

νυ — ττχ ~ ----  ζροειΰΊ χχνν sz aχζχ  - f  τ χχ  == *
χχ

(χχχ  "If χχ)  ' όδεν ν} ανχλογίχ υυ: χχχ ηρ χ χ  : :  
χ χ ' άλλχμν? χχχ +  χ χ  =  ([χχ +  χ) χ =  <?Π χ  π 
2 ,  εν γίνει cegx ,,τά χτό τών τετχγμενων ετ) τ» 
,, ζρατον τί?ί ε/λε/ψεωί ^ Tijs t/Vt̂ oX̂ s α^να τετ̂ α. 
,, <ytoya ιερός τά νχο τΖν ci/55<fctsctoy άζοτετμ^μενων γι. 
^νόμενχ λόγον εχε<, oy ν; ττβραμετβοί τρο'ί toV τ̂ ωτο 
ο£ονα.4<

*5ΐ. ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Ενςϋ< αρχ^εκι μεν ΐν,ς ελ. 
*Χ* 
χχ

λε/ψεωδ ν4 =  ----- — , ετί δε τ ί̂ vircp&Xifr us =

τχ 4* (248)* εζι δε' τ» *νκλ», ε’ιτεί τ =  2«2Χ
(99)» wa =  ιτχ — χ2 * ετ< δε τελίδ Τν,ς ζχρχζολϊ,ς, 

τχ*
^  =  τ χ --------------------- —  =  7 Τ %  ( Σ ψ / 3 .  A s y .  5 3 ο ) .

352. ΙΙΟΡΙΣΜΑ Γ'. Η' ζχράμετρος τ%ς χωνιχν·; 
τομής ν  εςη'4, Wy μεν τχ HE=:y χτος·\μχτ/, κχΒ'ο χζ. 
έχει ή κορυφή αζό τν,ς εςίας, τετράκις είλημμενν εν τ% 
παραβολή, είτ κν π =  4ν* εν δε τί} εΜε/ψε/ ζ  ^  ν' 
εν δε ry ΐττε^ίλ  ̂τ >  ν * ε/λν;̂ 5κ ya',3 *ί δια τ^ί «V·

. , „ 1Γ 1Γ t
3$ δ/ΐΒίΓα ν * ^ δ·.{ ε<ςχι Χυ xx Ζ · ν =  —* ι/1 =: —* ay.3 4
τ/καταςαο̂ ί ά̂ α iv Β αντ'ι b* TaJrvjj rifc Ιυνάμεχς εςχι

-  * * ’ . * * * . *  „  X2— =  -?τν -,--------* δ/3(ίεσε/ δ/α ττ, —= ν «  α ------4 ^  3α * ’  4 ^  2αβα

-  . τ-*  =  4Χ 4- 2 *
(δ ;.



ΠΑΡΑΘΕΣΕΩΝ- a n
Α’>λ’ ύπερ της πχρχμετρκ, 4 «ιτυτετμημε'ν̂  χ =  

HE =  ν άποςηματι της Kipt/pvji άττα της s?fa$, j| ε^Λ
_ 4ν* , , ^  ,

σωσις Δ «yfyvime» 7Γ =  4ν +  e1ri ®£ tsto/j ,2α#  ̂ ν ν
εν τη παραβολή <, εςι aa := αο * αρχ-----εςι μηδέν ως

αχ
προς 4V εςχι αρχ ανχμφι&λως π —4ν* ά>λ* «V τη ελ-

λε/ψε/ £?ι τ =  4ν *— ---- * εν δε tvj ι^εβ^αλη, or
2α

4>2
=  4ν 4· ----- .2α

a53· ΘΕΩΡΗΜΑ Γ\ Ε*ν άττά<Γη κωνική τομή τ«- 
σα ορδί'α οτλει/ρά εμ Acyw ττροί τα άπο'ςψχ τ» 
ττραί τη καμτιίλη περχτος αντΖς μ άττβ παντός της δ/ευ. 
δετίσης σημεία θ, ον αΑλητίί ορδίχ πλευρχ εμ* προς το 
άπόςημχ τβ περχτος αύτης μ' άτο* τ» aura τη$ δ/ει>δε- 
TaVvji σημενα &, τκτ εςιν εμ : μ3· ί ί εμ': μ'& (σ̂ . ι ορ).

ΔΕΙ*ΙΣ. Ε"ςι 7^? Ψ : <μ' : :  μ Π': μ'Π (ι ?) * 
ά?λ’ ορδών μεν aVeov των προς τοΐς Π, Π γωνιάν, xjn 
νζί δε της οτρο'ς τω θ , το μ'Πθ τρίγωνον ομοιόν εςι τω 
μΠ'θ τριγωνφ * άρχ μΠ': μ'Π :: μ $ : μ '$ ’ ΰντιχζτα- 
ςάντος δε εκ της προτερχς αναλογίας τ£ Ttra λίγα εμ : 
εμ% Ιςαι εμ: εμ4::  μ$ : μ'3 * τάι.τά δ’ ενμαρως δει'- 
κνατ2< ετ) τα'σ*ης τομής' άρα «τ. Ο. Ε. Δ.

254 . Θ0ΩΡΗΜΑ Δ'. Ε*ν πάση κωνική τομή,, εχν 
ενδεΐχ ΜΠ, διά της εςίχς Ε διηχασχ, δΓνμ€άλνμ τη μεν 
οιενδετεση κατά το Ξ, τη δε καμίΓΐίλη κατά τά σημεία 
Μ, Π, τα δε σημείον Μ χεηται μεταξύ των σημείων 
Ε , Ξ, τμηδησεται αΐ'τη η ειδιίχ κατά τά σημεία Μ ,

Ο 2



2 1 2 ΠΕΡΙ ΟΜ ΟΙΩΝ
Ε (%. ι to), χχτχ τχ ΰημεϊχ Μ, 2 (%. ι ι 1) , gV 

αναλογία..
ΔΕΙΗΙΣ. Ε V  yap ( 2 4 3 )  ΕΠ : ΕΜ :: ΠΞ ; ΜΗ 

(£. it ο)* α>Λ.’ fy μΐν ταΐς τριΰΐν ευθείχις Π5, ΕΗ, 
ΜΗ, αί ΠΗ, ΜΗ ε!7)ν ακρχ, αί δε ΕΠ, EM, al Ζιχ. 
φορχ}, αΐς τα άκρα της μετης διχφερκτιν * sv δε ταΓ< 
τρ/ri* (%. 1 1 1 ) ΕΠ :ΕΗ, ΕΜ, αί μεν ΕΠ, EM t'm 
τα άχρα, *< ΠΗ, ΜΞ, αί διαφοραί, αί? τα αχία 
διενήννχε Της μεΤης * άρα »  έχατερφ των βημάτων τα 
άχρα st’crj τρί? αΜ^λα, ω« αί διαφορχϊ τών άκρων, αί, 
riff μεΤης διχφερκτι * τ«Τ3 S« ΐς<ν ίν αρμονική αναλο
γίά  (Σνμ. Λογ. 343)* Ο* Ε· Α.

255* ΣΗΜΕΙΩΣΤΕ. Τφ 1 10 χψ χτι χρηΤΖ'&χι 
εχομεν υτερτε της ε>λεί· ε̂ως *ί> της τχρχξολης * ;j Ss 
xo/yij αντ3ίί Si£t3$T»ira εςιν η ΞΝ.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΚΑΤ. ΕΚΤΟΚ 

Π φ  ομοίων κωνικάν τομών»

256. Διίω όμοειδεΐς κωνικαΐ τομαί ομοιαι λέγονται, 
όταν ώαν ανάλογοι οί αυτών άξονες.

257* ΠΟΡΙΣΜΑ Α'. Καν αρα δύω ομοιαι εΆεί- 
ψεις, η δνω ομοιαι νπερζολαΐ, κοινόν μΐν εχωοι χέντρον 
τό Κ (χ, ι ΐ 2 , ι«3)* w> if άξονα? εαί των αιίτών εν- 
Βειών, αί αντίςοιχοι ovfvyets αυτών διάμετροι εοοντχι χ, 
αυταί επί τών αυτών ευθειών * ηεριέχχοι yap μετά τών 
αξόνων γωνίας ίσα?, είγε αί χων.χαί τομα'ι βδενί άλή- 
λων διαφέραοιν, ει μη δτι αί εν Πατέρα εΰ9εϊαι με Ιζανες 
t'tai τών εν Πατέρα άντιςοίχων ευθειών* εν εχατέρα δε ε-



ΚΩ Ν ΙΚΩ Ν  ΤΟΜΩΝ. 2 1 3<£«<?/ &έοιν την αυτήν πρόςγε τας άξονας· ωςε rter αξό
νων η  τών διαμέτρων τής <Κοίοσονος κατά την αυτήν ·&£- σ/ν προεκ?α%ομένων, ές δ αν ίοωβώοι rats τβ μείζονος,  α< ίιίω τομα< («)ίπτ£σδ»τ«ι άΑ^λαΐί, μία εξ άμφοΐν άπο- 
ξήοεται καμηνλη-238· ΠΟΡΙΣΜΑ Β\ Ε 'αν Spa εύβεΐα r P S  τ'εμνη ίάω όμοιας ft, όμοχέντρβς κωνιχάς τομάς> τά τμήματα ΡΟ, Σ θ ' ,  τά ύηό των καμπύλων εναπολαμζανόμενα, ίοα εοον.  
Tat * άπτομενη γάρ Της έοωτερικής καμπύλη: ή σρ εςω 
παράληλος τή ΣΡ  (χ, 112 , 113» »14) * «, διάμετρο: 
ή χν διηχέτω τό τής αφής σημεΐον bxh ή ΟΗ ηταγμ&η 
εςαι επί ταντην την διάμετρον ( j? )  · «, έπείπερ ή άντίςοι- 
χος διάμετρος τής εοωτεριχής τομής επί τής αυτής κεϊται 
ευθείας τή τής εξωτερικής ( 3J7) ■> δήλον ότι ΣΡ tt, ορ 
εσονται διπλαΐ τεταγμεναι εν τή εξωτερική τομή · άρα ΡΞ 
X  Σ Η , κ ,ρ τ ^ τ ς '  επεί δε ή, Ο'Ξ =  S O , Spa >£ΣΟ' ;= ΟΡ * διά δε τον avtov λόγον, ty ΟΜ =: ΙΝ , ty δλ =: 
δ \ ·  α δ' είρηται έντΐνδα, ty επί τής παραβολής κρατεί, 
άπειρα of ον έΆειψεως βοής.2̂ 9· ΘΕΩΡΗΜΑ Α', Ε ’ά» τηςτε εοωτεριχής καί 
τής εξωτερικής των υπερβολών ντιοτε$>} παράμετρος ή αυ
τή — π χειμενη h ir e  αντβ αξονος,  it, γένηται ή άπτομενη ΔΑ r= δ , hat MO X ΟΝ — δ* (χ . 113)*ΔΕΙΕΙΣ. Ε'ςι γάρ, εν μεν τή εξωτερική υπερβολή 
π X ΑΠ =  ΜΠ3 , εν δε τή έοωτερικρ π χ  Δ Ο  ξ :Ο Π 3 (29)· άλά Μ Π* —  ΠΟ3 =  NO X ΜΟ (Γω μ. 35<0 ~ ΑΠ χ  η — ΑΠ χ  π =  ΑΔ χ  π4 καί ΑΔ  χ  ιτ =: ΑΔ3 (29) · Spa NO X ΜΟ — ΑΔ3 =  ί3. Ο. Ε. Δ.

96 ο, ΣΗ Μ ΕΙΩΣΙΣ Α . Εάν άντΐ των επϊ τον α-



2 J4 Π ΕΡΙ ΟΜΟΙΩΝ
ξονα Tcraffiimv h ιφβωσιν ai eni τχς διαμέτρχς χν, άρε- 
9ήσεται pc X  ος := Ρ Τ 3 =  Τ Σ 3 (258)·261, ΣΗ Μ ΕΙΩ ΣΙΣ Β« E'jt£<3j? ai napaCo\ai 
oca ΰδενί άλαλων &a$epeffii> on /jjj raff ηαραμέτροις, 
ωσηερ ot κΰχλοι ηάντες τω μεγέ$ει των κατ’ αντας ami· των* tarn χάριν unaoat ϋηάρχαοιν όμοια χήματα.202. ΘΕΩΡΗΜΑ Β\ Ε’ν όμοίχις εΑεϊφεοι νηερ~ £βλα<$ jet est ΡΟ χ  Ο Σ =: ρτ3 (g . ι t s , η 4 ) .ΔΕΙΞΙΣ. Κλ^θί τ̂ω γόρ ή διάμετρος χν is  2α, >? 3’ 
αυτή ον^νγης ~  αβ, % ai eni την χν τεταγμέναι ρΞ =: υ , ^  Τ ,  ai eni Την άντΐςοιχον της εΰωτεριχής χαμ~ 
τιΰΐης διάμετρον r= 2 /, ^  αδ η ον̂ υγής avrij διάμετρος, 
X) ΚΞ τζγΛ· Λ, δη εςαι, eni μεν τρς εξωτερικής εΑείφεως 
ttj τής εξωτερικής νηερξολής υ3 : +  α3 3 Γ χ 2 : :  β2 : α2 ( ΐ 2ΐ  , 2j6)* eni δε των εοωτεριχών Τ 3 i *f* γ2 ip  g3 : :  δ2 : y3 (αντ.)* ά&’ εηειηερ ai έοωτεριχα'ι ταϊς εξω- 
τεριχαΐς elctv ομοιαι * in τβτ* (256) #* : a3 : : ί 2 ; y3 * άρα t3 ί +  α3 ΐ ρ  g 3 : : Τ 2 : Z f  y2 tp  y* ,  ^  &2 : Τ 2 : :  a2 tp  g 3 ; J i  y3 i p  g 3 , ^  (άφαιρέαει
twv επόμενων όρων) ν2 —  Τ 2 (=r ΡΟ X Ο Σ (Γεωμ. 3 5 *>) ) : ν3 : : rL  a2 ΐρ  ν'1 : d t  «2 q r g 3 : : τρ3 : ** =  ( PS2)  C*) * «Ρ* ΡΟ X Ο Σ : ι>2 : :  τρ3 : I/3 > ^  ΡΟ X Ο Σ : τρ3 : ί ν2 : ν3 * άρζ ΡΟ X ΟΣ =  τρ3.

Ο  Ρ’δςΛ $* αντ/ς <rtm£o< τ?!ρ avaXoyiav Hl· λ2 ZfT y  : 
d t  tjT ’ - rf* * W 3 > τα tv το7ς (94, 2i6) αναμν*.

$ το7ς τςοίημενοός %ίμΛσι το'ν νβν μιχ$ον ΜΊτις̂ ας · 
ίςι yap ΚΙ ζζ γ  (*ς τ>}ν ιτατχρ ix̂ y χαμτ-Λ̂ ν χατα
Tify χ  «ς tijv Terayfxeŷ v tVi τιίν
διάμεr̂ ov , ^ Α"λ ^  % Λτοτετμ̂ μί'ν̂  τ ^  Tff-



ΚΩ Ν ΙΚΩ Ν  ΤΟΜ ΩΝ. 2 1Jβ 6β. ΠΟΡΙΣΜΑ A '. Εαν ai εν$εΐαι τεταγμεναι 
{Zoiy h i  τον πρώτο» άξονα, ηορι&ήοεται M o χ  ΟΝ =; ΔΛ* =: $ , χ\η$εΙοης θ τής ΔΛ.264. ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Εαν tinortSy MO rr μ , ^  
ΟΝ =  ω (ΰηοτιΒεμενχ ωσαύτως παν rtj παραξολρ χ .  1 13  « 
ΔΛ = 5)» ?sai h i  των προεκτε^έντων δω ρημάτω ν «αΐ 
τη άνωτΐρβ πορίσματος, μω — θ* * γινομίνβ &ε άπειρα ΰ  
ω, ο τή ελείψ ει κάέ m re συμβαίνει, ενρε&ήσεται μ  =
§2 φΖ— =  — =  ο , τSt /51V j? ίξωτψχ>5 χαμττυλ»} οννερχεται

τή εσωτερική ,  ̂άπειρον χωρήσαοα άιάςημα, ο Τίποτα 
ουμίαίνει ry βλί/φ«, are μ̂ίί Ποτέ in  αυτής γινόμενα 
ω ζζ οο.

I ι .r"l̂ gggB ,1 μ ι
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΚΑΤ. ΕΒΔΟΜΟΝ.

Π ε ( t r e  λογΐΰ'μα των ςοων·

2 6 3 . ΎοΤαυται ϊιαφόρχται ε\ΰει ςοα) ΰιτάρχειν ΰυ· 
ναντat, ocra ^ siivj καμπύλων ai μεντοι. μά?λον ευχρη* 
ςοι είιΤ'ιν ai εφεξής.

Χτοά μεν εγκεντρός  εςινΛ όταν ή περιφέρεια 
αυτής ΑΟΒ ($;. 1 1 3 ) ,  άρχάς εχχσα τάς A , Β, \  
μέρος τι κυκλικόν * τριτόοΊ^μος δε , όταν ΑΟΒ vj wV- 
xff rpycomvj · raTf/vvj Si, όταν ΑΟΒ $ ψιε>λεί·

ταγμπ̂ ς /’S ' τα <$£ τίτραγ̂ ίίΛ τλ aVo T̂ y nrccyiitv̂ v

μ*ν«ι* υπο τ*ν airor#τμ̂ μ/ναμ.



■φιον’ άλλα α- ε/δ καταΛκυην ςαας τκ £ο3·ε'ντβδ εί£«ς, 
ιτίςαδ̂ τω τφ εδάφει ή καμπύλή ΑΟΒ , χαΰ' ήν ή ςο·). 
τό %ημ* χατασκενα&ήσεται, ^ εφηρμό&ωσαν αύτή ίπό 
Τ6 οίχοδόμ* οι λώοι * β\ ε!ς χαταμετρησιν τής ςερεότη. 
το< μης τίνος ςοζς, ενρεύήτω ή επιφάνεια. ΑΟΒ, καί tv 
ή καμπύλη αΐ,τη τετραγωνίζεται τρόπον, ^ πολλαπλά, 
σια&ν,τ« fVi τί Μν μήκος της ςοχς · £ «τα δ fû sŜ Vi. 
ται  ̂ ςε̂ εοτ̂ δ είτε πλήρχς, είτε κενής, της ςοχς της ά. 
πογεννηίείσης Ιπό της ΑΟΒ καμπύλης, ερπνσάσης την 
Μν οδόν χ>λά γάρ μόνης της ςερεότητος τα οικοδομή, 
ματος ζητκμενης, εύρεΰήτω ή επιφάνεια Κοδ ή όμοία τη 
ΑΟΒ, £  ποϊλαπλχοΊχόόήτω επ'/ Μν* τό δε γινόμενον 
άφηρήΆω από τής προενρεδείσης ςερεότητος * τό £vj κατά, 
λοιπον εςαι ή ζητημένη ςερεότης , ή απογεννωμενη εκ τα 
οχήματος ΑΚΟΒδ , ερπύσαντος τήν οδόν Μν.

Α’λλ* εάν ή ςαχ ή εξαργασμίνη κατά τό %ήμα τα 
οιχίΤχν αβγδΟο (%. ι>6), Ζεωρηϋήναι δύναται ας γε· 
γεννημένη εκ τής περιςραφής τ3 αΌδ περ) τον αύτη 
άξονα, ή δ' ολική αύτής ςερεότης, είτε πλήρνς, είτε 
κενής, εσεται ήμίσφχίριαν, ή ήμιταρα€αλοειδες, vj ή μι. 
ενλειφ,οειδες, κτ., αμελείται ας εχει φύσεως ή καμπν. 
λη αθδ * ^ τ ^ ε ^ δ  a(32 rifi ςε^τ^τδδ ταντ>}δ, κατά 
TJj'v fî vjSfcG'av προς τό ςερεόν τό δε μεβοδον, ε ι̂δ^τω 
εϊτα $  tj ςερκτ̂ δ τβ εκ τζδ βογ άπογεννωμενα σώμα
τος" ^ τί*ί 5ει,τ«(ΐ«δ άτο τ?δ ττ̂ τ̂̂ ί άφχιρε(1$ίσης, yvw. 
ιβήσεται ή τκ 5;Kĉ j//̂ aTa? τίίς ?«δ ςερεή̂ δ·

* ι6  Π ΕΡΙ TO T Λ Ο ΓΙΣΜ Ο Τ ΤΩ Ν  ΣΤ Ο Ω Ν .



ΠΕΡΙ Κ&ΝΙΚ. TOM. ΓΕΝ. ΤΠΕΡΤΕΡ. ai?

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΚΑΤ. ΟΓΔΟΟΝ. 

Πε$) Kwvixwv τ ο μ ώ ν  γ ε ν ώ ν  ν τ ε ζτ έ ρ ω ν .

266. Ε’αν V} καμπύλη αμ Α (χ .  1 17) ·» βν y «Α 
=  2λ (ν| χλ^ε/  ̂ αν άξων) ,  ^ >f Τ£ο$ κορυφή άπο- 
τετμημένη all — %, ^ η τεταγμενη Ώμαα υή ύπάρχη 
δέ χ μ : ιμ : :  υ*: ΑΠ* =  (ία  — χ )·, προπίνει εξί
σωσα υμ+* =  χ* (aa — χ)* , ητις καλείται εξίσω-  
σις xvxXcoy <ycytov υπερτερών* καλχνταιδε ντω 
δια την ταύτης της εξισάσεως προς την τ« ew^es χύ- 
χλκ εμφερειαν * c«y γάρ ύποτεδη μ =  ν == /, πρόεισιν 
υ2 =  2αχ — χ 2 εξίσωσα τκ <Ti.vij5»< χιίχλ»* ω$ εΐ δια 
των παρά τάυτην την υπόδεσιν εξισώσεων χόχλοι γρα- 
φκσιν  ̂ εσσνται « ^j^yJXcn, χαδ* ον άπαντα ΐσμεν χό
χλον , μαχρω δε δ/αρε'ρτντεί ε’χε/ν» τ$ %ηματισμω, 
xafl* ην εχει φύσιν η εξίσωσα* εάν δε ατβτμιιδωίην αί 
ci/’flfΓα» ττ̂ βί fzcVifj τω a£<w χ«τ« τ£ χ, irepiofyVcra» 
l'*4’ ν=  (λ— ^)μ χ (α+%)* * τ« δε Αα ύποτεδεντος 
=  <*, ν' ιτ̂ ωτ̂  εξίσωσα γενησεται υμ*-* — χμ·(α—χ)»* 
εάν Sc επ) της εξισωσεως νμ+* =  χν- (α — χ)* ύποτε- 
6η εκ διάδοχης μ =  ι , 2 , $ , 4 , 5 #τ, ^ ν =  /, Τ5£». 
ofyVcra/ 0 χαλΒ/zcyof τρωτοί xJxXos πάντων τω/ 
7  cνων, τ«τ* εςιν υ2 =  αχ — χ? , ν3 =  — %3 ,
χτλ.· ε/ δε ycysjTa/ μ = 3  $ ν =  2 1 εύρεθησετat ΐ/5 =  
fc3 —χ)2, ή'τ/ί εμφαίνει τον δεύτερον χόχλον της πρώ
της τάξεως, ύποτιδεμένε δε μ = 2 9 *> ν ~  3 ο ι·5 
— χ* (α — χ)3 , ίχδ̂ λβσα χόχλον τρίτον τάξεως πέμ
πτης * cy <}'fy£< δε ο χόχλος ε ίωδ* AfV4̂ *' πρώτος̂  δεύ-



Π ΕΡΙ ΚΩΝΙΚ. ΤΟΜ ΩΝ2 1 3

τερος, τρίτος χτ , cos άν «'“1 ύποτεθειμενον το ν (δείκτη 
τχ χχταλοίπχ τχ άξονας) ~  1 , 2 , 3  κτλ.

2 6 7 . ΣΗΜΕΙΩΧΙ2» Το' γίνος της γρχμμνς έκ 
τ~6 βαδμχ της χατ αΰτην εξιΤωΤεως έχλογιζόμέθα' δυνχ. 
μέθα μεν ται αρχήν ποιητχ&αι Των γενών ^ azo τχ (ΐν»ν· 
θας χΰχλχ , ον έχλά€οιμεν άν χίχλη πρωτογενή , η ιτρω. 
τοτ&γη, έξης δε', ον ωνομάταμεν πέμπτης τάξεως, jj 
πέμζτκ γένκς, ως Τετάρτης τάξεως, ν) τέταρτο γίνκς,
έλΰέξχ&31,  «56 TOV χόχλον Τ ? ί ε’|·«3*«ί7ε«ί «ΙΑ4 < — β^»
— Χμ+Ι εγχχταρώμεϊ&Λΐ τάξει δηλψένη διά μ ή· t
— / =  μ * δν?λον χν «ί σδιάφορον τχτο.

268. Πί(7Λ< α! ττί̂ α&λαί ΐΓβ̂ Λςκδίν:» δι/ναντΛ 
δα τ/{ Σ̂ ίτώτεω? υμ4 1' =  αμχ* =  χ», ι̂ βτ/ίεμε'ν» a
— 1 ♦ ε*ν μεν χν ε\τ< πάτων τίτων των χαμπίλων γένη, 
ται χ  =  a, ε5*ι ^ υ ξ: β* εάν δε γενηταχ % =  »  , 
έ'Τεται ^ κ =  »  , a’ μονον μι] ttvj ανύπαρκτος τύπος * 
ν] 7 <μι]ν ποικιλία των δειχτών μ χα'ι ν πρπδιορίξει την 
3ε<τιν των παραβολικών χλωνων * χεί&ω γάρ έ'ξαγαγεϊν 
την ρίζαν μ +  ν άφ έχατέρκ των μελών της γενικής έξω

μ+
τωτεως * οθεν svpiCxtrai υ =  \/α^χ*' ε! μεν το/'vw μ 
κ, ν εϊεν αριθμό) περιττοί ^ υπαρκτικό), μ·+*ν εςαι αριδ- 
μος άρτιος, ^ χ* πάτον υπαρκτικόν, ^ f/£a άβΤ/β&ίδ. 
μίος xcToTijTJi νττΛύχτ/χίίί * ν Λ£2 διΓω ε£ε< δυνάμεις, την 
μεν ιρ7γ«̂ χτ/χι]ι, τη'ν δέ λειπτιχην' $  ένθεν μέν α! άπο. 
τετμημίναι ΚΒ υπαρκτικά) εϊεν (<%. 1 1 8), ij καμπύλη 
προς τάυτα άναφύσει δέω χλωνας ΚΠ, ΚΞ, τον μεν 
προς τά έπ) ΚΜ, οπκ υπαρκτιχαί είτιν αί άποτετμημέ. 
ναι, το'ν έτερον δέ προς τα έπ) KM, χ ilCi λειπτιχαί’ 
ενδεν δε λειπτιχα) εϊεν αί χ ,  *, χ ν έτεται ποτότης λεω
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πτιχη, η 2έ υ γεννιέται όέννπαρχτος, ςίξαντα άρτια πο* 
σότητος λειπτικης (τ« a υπαρχτιχκ νποτιΰεμένα) * προς 
αςχ τχ έπ) ΚΑ, οπν λείπκσιν αί χ , *2ένχ επεκτενεΐ 
κλώνα vj καμπύλη. Ε'άν 2ε συνάμα Tvj χ  $  α υπαρ. 
χη λειπτιχόν , ·£ «τωί έςαι η έξίσωσις νμ *»■*=: χ\ ν, 

εξ ης η χαμίΓϋλν}, £ίω μεν εξει χλίόνας9 ένθα λειπτιχαί 
είσιν αί άποτετμψέναι9 κ2ένα μέντοι, ένθα νπαρχτικαί* 
Βώμεν b  η2η9 τον μεν μ άρτιον, τον 2ε ν περιττόν 9 ωί 
είναι μ +  ν αριθμόν περιττεύοντα * εάν μεν tv υποτεβη 
υπαρκτικόν το χ 9 ειτεται $  χ » ΰτδ̂ χτ/χί ν, £<Γ£ται
ρ7ζα ποσότητας ύπαρκτιχης, μ/αν μΜην έχέσης
ρίζαν πραγματικήν ^ ιίιπϊρχτ/xtjv * α*αρ£$ ώς νττο- 
Tfflcpytjj εξισώσεις χ3 =  y 3 , εξ vjj πρόεισι χ  =3
j/ ^ 3  =  iy<) *< δνω λδ/ττ*} (?/£«», βϊ πορίζονται 2iaipt· 
μένης της χ 3 — ^  $ £/« χ — y  =  0 ο ε'^ ν οίνόπ»
άρκτοι, etyc ts ιτ̂ λ/χδν fc* 4* 4* Τ’* =  ° προφίλ·

* * \ *Y *Y - ^λ« ρ/|«5 ώ/υπάρχτκς τάς χ  = ----- :4ΐ  —1/-~3 ‘ «ί>«
y 2

jj χαμτνλν] (%. 1 1 9 ) tW μόνον χλόίνχ εχει τον ΚΠ, 
επεχτεινόμενον προς οπές εϊσϊν Ιπαρχτικαί αίτε άποτε* 
τμημέναι ϊ,τετχγμεναι* εάν 2' υποτεΟη τό χλειπτιχόν9 
έσεται ^ χ * ποσότης λειπτικη * άρα υ έσεται ρίζα πε. 
ρισσνι ποσότητας λειπτιχης9 μίαν μόνην, πραγματικήν μέν9 
λειπτικην 2έ9 εχέσης 2νναμιν* η άρα καμπύλη έξει $  
έτερον κλωνα ΚΕ, εν& αίτε άποτετμημεναι *, αί re, 
ταγμένοι εΐσί λειπτιχαί" 2ηλον 2έ προς τίτοις, ω« εν 
τη εξισώσει v̂ "f· * s= — α(*%ν, ταΐς μέν νπαρκτιχχϊς ά- 
ποτετμημέναις άντιςοιχέσι τεταγμέναι λειπτικαί, ταΐς 
2( λειπτικχϊς τνναντίον όπαρκτικοί' say μεν γάς i  λει*
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πτιχη η χ·> hat ΐ/μ+ ν =  — α*Χ —  χ ' ,  £  δη ι^+* 
ί= χ*χ* ‘ ε«ν δε ή uVapxraif, <yfJ'1lG‘iTCti ι'μ~ 1̂' = — X +  %», ^ 5«ί ν·*+“ =  —  αμχ * ,  *»τ w — νΉ»
=  — « V ·  ^

Θκμεν εφεξής, άρτιον μεν τον ν, περισσόν St το< 
μ' ■£ οη, Τ8 χ νταρχτιχχ όντας, εςο» TflCor̂ i ντ, 
αρκτική * Tĉ c&vjteTe/ ά^α, tcf ^ πρότερον, εΐς χλά 
c ΚΠ (ο/. ΐ 8 ο) τ£3« απερ εισίν όπαρχτιχαί αίτε χ  ^ αΐ 
1/' £/?.’ fVf/διj βαθμοί ά'ταί Λ̂ Πβί β*0 Τδί«Τν]Τβ{ λ£Ι. 
«ττ/λΓ> χατδ ,ατα/ xototvjs όπαρχτιχη ,  τκ χ λ£/τττι«8 ον. 
73ί ,  χ» γενησεται ποσότης όπαρχτιχη' υ άρα ενετοί 
9‘ζχ τε~ισση ποσότητας όπαρχτιχης * ν| κβ/ζ«·ολΐ) ®ί« 
ε£ε< -t, £Tff ον χλωνα rsV Κ£, εν&α λειπτιχαί μεν είσύ 
αί άποτετμημεναι, όπαρχτιχαί be at τεταγμεναι · r; 
δε rij εξισάσει * =  — «,χχ* εχάτερος των χλωνων 
χείσεται προς τα επί ΚΜ, j*0jt εισίν αί τεταγμεναι 
λειπτιχαί.

®~μεν τελενταϊον τόν τε μ $  τον ν «ρτάς , ω$ Jor, 
άρχε/ν ft +  ν afififiov αφτί» * ιΐτοτ/δεμεν» iv τκ χ είτε 
υπαρχτιχχ είτε λειπτιχΰ, χ» «εί εσεται ποσότης όπαρ. 
χτιχη * ν άρα hat ρίζα άρτιος ποσότητας όπαρχτιχης, ^ 
δ̂ ' ε£ε/ δυνάμεις δυω, tjJv μεν όπαρχτιχην, την ετεραν be 
>.ειπτιχην * η άρα χαμπόλη τεσσαρας εξει χλΰνας (%. 
1 2 1) , ι’ττεχτε/νο/εεν̂ ί, ενθώτε β< χ ^ ν είσ)ν όπαρχτιχαί, 
i  ενίια αί χ  $  ν είσί λειπτιχαί * η δε χαμπόλη υ ^ ·  
ί= — οαχ ν εςαι εν ταότη τη περιπτιόσει πάντη ανύπ
αρκτος.

269. ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ· ΐςεονεν παρόδφ, ότι η παρα
βολή της εξισάσεας χ,Λ+·* =  a? u* ή αότη εςι τη, περ) 
όζ η δη είρηχαμεν , πλην ότι αί εν εκείνη τεταγμεναι
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παράλληλο/ ε!σι ταΐς εν τη πρώτη i t οτετμψενας, αϊ 2ε αζοτετμημεναι π&ρκϊληλοι τατς τεταγμεναις · ντο* 
τιΰεμενα 2ε μ =  4 « ^ * «  '» ζορι&ν,σεται ν$ -  α^ ,  ε£/£Γω<7ί5 τίί * ί?ωτ»ΐί πεμπτογενας παρζβολης * γινόμενα 
2« μ — 2 ·> ^ ν =  2 , ζοριάηιτεται υ< =  α?χ%
€ολη Ζεντερχ πεμπτογενης * χαδίλΒ 2ε «’τεΓν, «< μεν τ^ώτα/ ζχρα&ολαι προκνπταβ·̂  γινόμενα y =  /, ai 2ε 2ευ- τε̂ α/, ιΤίΓδεμε'νΒ y =  a, αι 2ε τρ/ται, y =  3 ,χτλ.

270. Εαν ty Ty χαμιτνλ# αμΑ ($/. 1 17)  Jffarf- 
u* : βΠ x  ΑΠ =  αχ — χ 1 : : » : * ,  πορι&ησετα

CL
της ε/λεψεως εξίϊωϊις — ν2 =  αχ —  χ** 5/«^ε9εΓ.

τ
β“β yap αντη 2/α a , ^ πο)λαζλα<τια&εΐ<τχ it) τ , yjvvf.. 

c$txi ύ* — πχ —  —  » ενδα αντί Λ εναγόμενα a a ,

/ 4 f f 
ζροχίύει ν2 =. τχ — ---- , ê /(Ttcff(itj ενρεδείΤα^») ‘

2 ύ£
«ay μεν rot νποτεθη vf* + "  : χ *  χ (a — χ ) » : ;  π : a ,
Τ£5Χ!̂ £ί — ν>*4· · =  χμ (a — χ)» * εξι(ΤωοΊς των χατά

17
τα ν'τερτερα yfvvj εϊλε/ψεων * ^ ϊνα μεν ενρεδε«ί ττρω- 
τ»}, φερ εΐπεϊν, τεμττβ^εν  ̂εϊλειψς, γενέ&ω ν ~ ι 9 
ίνα 2ε  ̂ 2εντερα, ύτττεδητω ν =  2 χτ.

2 7 ». Εν δε τη ίπερϋνλη ρηθεντοί) α μεν τα πρώτα
Xάξονας, τ 2ε rift ταραμετρ#., αναπνέει ■— ν'2 =  αχ -}-
17

%2* εαν μεντοι γενηται ιΡ + ν ·■ χμ χ  (α-f χ)* 2: a : τ , 

εντεϊβεν προεΑενσεται ~  — Jc,A (Λ+ Χ )3ι «£<'$*·
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ας των χα τα τα υπέρτερα γένη υπερβολών* α< $έ π ρω. 
τα/, δεύτερα/, τρίται, χτ. υπερβολών αϊ πεμπτογενεϊς 
φέρε, ι̂οριάησονται γενομένχ ν~ » , a, 3 *τ.

2 7  2 . ΣΗΜΕΙΩ2ΙΣ. Ε’άν μέν ο Ζείχτης μ^ν ή  
ν η αριθμός περιττοί * το ν μίαν μόνην ρίζαν πράγματι, 
χην περιέχει * διίω δε, εάν ζ «φτ/οί* cWy«$ μεν (fya 
έχάςη άποτετμημένη μίαν σόςοιχον εξει τετχγμένην, «ται 
δε' 2όω * χάχείνως μέν εϊς χλκν μόνος έσεται έπ) τα αό. 
τα Τ8 άξα/ος, κτω δε Ζόω * ταϊτα δ* «V ήτταν κρατεί 
έπίτε των χόχλων ^ των ε/λε/ψεων των οταραφλωχ, 
Ttcv χατά τα όττε'ρτερ* γένη* έξης δ* όψ>με6α , ως έχ} 
τ αυτά κρατεί χάπι των έν ταΐς άσνμπτωτοις νπερβο. 
λων, των κατά τα υπέρτερα γένη.

2 7 3 . Ε'άν γένηται χα : α<* ::  α · : υ·, προκόβει 
X* ν* =  αμ'Η» έξίσωσις των κατά τα υπέρτερα γένη έν 
ταϊς άσνμπτωτοις υπερβολών (*) οθεν άποφέρεται υ* =  

.. r , .« y  &  vvoTsfyx απειροςϊν) irpMuirrsi trs : co,^ ν =: μ/οο * β< δ’ u-jroTiSf/vj χ  =  «ο ,  έςα/ ν* =: ο ,
«.Μ*»

 ̂ t/ =  0 * ε’χ δε της έξισωσεως ν* =  ··- —, άποφέρε-

ΐ Υ χ α+9
ρεται υ τζ y  ----- , εξίσωσις παρεχομένη τάς εφεξής

X9
συνεχείας.

(*) Λυν&μιϋζ $ί ΊΓΟίΐβ-αι $ χ» .· at ;: —* .· υί̂ —» tο 3ϊ » « μ =  οί* * χ * ,  t ri(!a ίζίσ χσ ις τκν υιτιρβολΜϊ,  -ττ«ρ»- 
5ς*β·Λ , ο £ >) τςχ,τ*,, α-9·0Γίλϊ<ΓμΛ,
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Α". Ε’άν μεν μ ν fcffW αριθμό/ περ/ττο/, $ ΟΊ/μ- 

&faf τη cwvjif/ ^Λ-ερ&λ#, ντ«φΝΤΜβ όντος τβ %, είτε- 
rat ty χμ τοιτον ύπαρχτικόν ' άρχ υ μίαν μόνη εξα Ζυ· 
ναμιν πραγματική * -δ/ί Ζη ενζ κλννα εξει ή καμπύλη 
τον π (χ· 1 2 2 ) , ένθα αϊ άποτετμημενχι ΐ, α! τεταγμί. 
ναι ύπάρχεΧιν ΰπαρχτικχί' λειπτιχν δε όντος τ« χ , εσε. 
ται χ!* ποτότν,ς λειπτικη, ^ υ εςαι πασότητος λειπτι- 
χης ρίζα περκττη , εχέΐτα μίαν μόνην Ζύνχμιν, πραγμα
τικήν μεν , άλλα λείπκτχν * εντεύθεν άρα αναφύεται 
κλων ετερος ο Η, προς ά μέρη λειπτικαί τίθενται at χ  
ηχ'ι χί υ.

Β'. Ε«ν δε ν μεν η αριθμός περιττός, μ δε άρτιο·;. 
είτε υπαρκτικέ, είτε λειπτικΖ υποτιθέμενα τ5 χ ,  χ|4 
ετετχι αείποτε υπαρκτικόν * αρα υ hat ποτότητος υπαρ
κτικής ρίζα περιττή, μίαν μόνψ Ζύναμιν πραγματικήν 
υπαρκτικήν εχατα *  ̂ άρχ καμπύλη τύγκειται εκ Ζύιο 
κλωνων Π ^ Η (^. 1 2 3 ) ,  ών ό μεν πρώτος τάςτε άπο- 
τετμημενχς £> τας τεταγμενχς εξει υπαρκτικός, θατε* 
pep δε, λειπτικα'ι μεν ετονται α! άποτετμημενχι, ώπερ. 
«τ/χα< δε αί τεταγμενακ

Γ . Ε’«ν δε τ3 ν οντοί αρ/θμκ αρτ/a, ό μ ύταρχη 
περιττοί) υποτιθέμενέ χ  υπαρκτικές εςαι κ, χ* ποτότης 
υπαρκτική, υ ετεται ποτότητος υπαρκτικής ρίζα άρ
τιος , δ Jm ευμοιρκτχ δυνάμεων , της μεν εν υπάρξει, eV 
λς/ψ« δε τί?ί ετερας' η άρχ καμπύλη (%. 12 4 ) δι·« 
προζχλειται χλωνας, τόντε Π, ένθα α! τεταγμεναι ε'.σίν 
υπαρκτικούς % τον Ξ, ένθα λειπτικαί ε!<Τιν αί υ * ε! δε' χ 
είη λειπτικόν, ετετχι £ χμ άταύτως ‘ ixiv υ εςχι ποτό- 
τητος λειπτιχης ρίζα άρτιος, ^ επομένως ανύπαρκτος * 
η άρχ καμπύλη έύενός εύμοιρητει κλώνος, ένθα αί χ  είτ\



Χειπτιχαί" εν άπάσαις δε ταΐς ρψει'σαις περιπτώσεση, 
είπερ εινί εξι'σωσις χ μ ν* — — αμ +  dvoytm^ 
τας αΰτας ύπερ€ολχς̂  μετχτρεπομενων των ίπαρχτιχων χ 
^ ν ε!ς Χειπτικχς, 4, τ’ άνάπαλιν.Δ\ TfXfwrizrey δε ,  ε’αν μ <£ ν ώ<τ<ν άριύμοι άρνα̂  τ5 χ  εϊτε ν«·Λβχτ/χ», είτε λβίβτ/χίί οντοί, Ιτετβ/ αε/1 τότε χ μ «·β(τόν uTrat̂ xTiXi'y,  $  υ , ρ/?« «τλ άρτια ποσό- τ̂ Τ3? ιίταρχτ/χ»;», δΐ/εΓν δυνάμεων εν/ζο/ ν̂εί, τζί μεν ντ. 
αρκτική,  τί̂ ί δ’ ετε^αί λε/rnxvjs ,  «ντ/ςΐίχχτων εχατε'. fflti εχχτερα. υνχρχηχ^^ *} λειτττ/χ̂  fc* »ί *β* xaftTv. Xij (%. i a j )  δνχ·χεί'(Γετ«< ε’χ τεσσάρων χλωνων Π , Ξ, 
©, Ρ ε’τεχτείνί ε̂νων, ενδατε εΐσίν βί υπαρκτικά) fc, ν, εδα αί λειπτικαί,  ενταύτη δε τ§ περιπτώσει q εξίσω. 
ας χ μ ν* =  — αμ 4*» Ιπάρχει άδυνχτοζ.

274 . ΣΗΜΕΩ2Ι2. Αί , τε ’̂ ων ι̂ δν) ί» τ̂  «%α. tvj περιπτώσει είρήχχμεν ,  υΐτεβ&λα} «δεν βλλ’ «5 αί Των 3Γ̂ 3εχτε0ε<Των τε̂ /ττωίτεων υττ̂ χκΤ/ν ,  aOpsey εΰ λψμενκν ê ayofisVvji y*? τετ^α^ωνεΛ ε>ο" ay ετε̂ 3ί των δε/xTwy τκ χ ,  vjtbi/, vj <$ εχάτε^ίί, είεν περισσοί,  πορι&ίσεται εξίσωσα, ε*ν 1§ δίά Τί δ/, τλκν (Γψ<?3λδν i  παραςν̂ σονται υπερβολαΐ επανηκκσαι 
τινι τβν εϊρνιμενων περιπτώσεων" χατάδηλον δε, on ώσ. 
αίτως συ?λογίξε<Β·αι προσέχει iv τ£ Tvfi τβρα&λίίί εξ
ισώσει ι<μ +  9 ζζ αί1, χ9, vjv/χα μ ^ ν είεν αριφμοι άρτιοι.

824 ΠΕΡΙ Κ Ο Ν ΙΚ . TOM . ΓΕΝ . ΤΠ ΕΡΤ.
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ΤΨΗΛΟΤΕΡΑΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ

ΤΜΗΜΑ ΔΕΤΤΕΡΟΝ.

Πε ρ ί  Κ α μ π ύ λ ω ν  ε ν  γ  ε ν β ».

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΠΡΛΤΟΝ 

Πφ Γεωμετρικών Καμπύλων.

»75· Πα7« γρχμμ-j νοηύηναι δννατχι ω< γεννωμενη 
εκ χινησεως σημεία (Γεωμ. ίο, ι ι ) ·  $  ε! μεν το γεν. 
νητιχον σημεΐον κατά ςχΟερόν νόμον ερπει, καλείται 
κανονική4 χκανόνι^ος  5 ε, εΐ τόναντίον' Πάσχ 
5ε' ευθεία ίποτεθηναι οίναται ως πλευρά τρίγωνα τα Ηδ Μ 
($£.6 3 ), εν ω α! τεταγμένως εφ εκαφν σημεΐον9 κατα* 
λειπόμενον υπό τα γεννητικί Ταμεία, άχθεϊσαι9 ε/τίν cc« 
«/ άντίςοιχοι άποτετμημενχι, ο 5ε' Xŝ 'Si * #α(Γ cy τβ 
σημεΐον είρπυσε9 παρίςχται 5/ά πγωτί&ζΟμά εξισάσεως

τί}5 y = -------(ι ι)* πάσα άρχ ευθεία γραμμή ε$ι XX‘
X

νονιχη ‘ αρχ πάτα άκανόνιςος εςαι αναγκαίας καμπύλη.
2γ6. Καμπύλη Α’ ρ ι 6 μ η τ ι χ η 9 vj Γεωμ,ετρ/- 

χ η, λέγεται 9 ίίταν τη κατ' αυτήν εξισώσει ενθείχι εμπίπτω, 
στν 9 ών ό λόγος Ζηλωθψχι δίναται εν άριθμοΐς* τοιαίΐε 
εΐσίν α\ τέσσχρες εγνωσμένχι καμπόλαμ αΐ κωνικά] τομα\ 
ηχεσαν* καμπύλη 5ε' Τ* π ε ρ Gut ι κ η9 όταν την αυτήν 
εξίσωσιν συντιΟΰ-σι γραμμα'ι, ών ο λόγος ύί J5fνος ά- 

Τ0μ. Τ'. Ρ



ΠΕΗ ΚΑΜΠΤΛΛΚ
ριθμκ δηλαθηνχι έχει’ καμπύλη φέρ εΐπεϊν, ής συνέχ. 
θεσίς τις τετχγμένων προς συνέκθεσιν άποτετμημένο# λ 
ςιν , κς ημίτονόν τι προς το αυΤκ κυκλικόν τόζον, ΰπάρ. 
χει υπερβατική * επε) γάρ γεωμετρικές ή κυκλική περί, 
φερειχ έδέπω μεμετρηται, αδύνατον εν άριθμοΐς ρηθν,ναι 
Τον μετχζυ ηαιτόοκ <, κυκλικά τόζκ λόγον.

2 77- Οί μεν έν διάφοροι βαθμό) των έζισιίιΤεω·.', oj 
έμψχίνοντες την ipJcr/y tcw αριθμητικών καμπύλων, διορίξον. 
Ci τα γένη, vj τάς τάζεις, των καμπύλων ’ οι οε ποιχί. 
λοι συνδυασμό) των κατά τας άποτετμημένας £ τετay· 
μενας συνεκθέϊεων τα ποικιλία είδη των καμπύλων τχ 
τω γίνει υπαγόμενα εμφαίνει · καλείταιτοίνυν γ  ρα μ 
μη πρωτοταγης*, ν,πρωτ* γένκς^ ης πρωτοβάθ. 
μι ο ς η έζίσωσις, δευτεροταγης δε, η δ ε ντε ρ κ γ  έ. 
νκς,  η « δευτεροβάθμιος κτλ. ^ τ« μεν πρωτκ 
γίνάς, μόνη η ευθεία υπάρχει’ τκ δε δεύτερα at τεσ. 
σάρες κωνικά) τομχί’ τ» 2ε τρίτα παρά τάς Των καθν. 
περτέρων γενών κωνικός τιμάς (266) *} άλλχι εϊσ) πλείν 
vj 72 * δε τέταρτα πλείας η »4ί>* ^ ίίτως επ' ά. 
πειρον αυζαΤιν’ εϊσίν άρχ άπειροι εϊδει διαφέρκααι καμ. 
τύλαι κανονικά) άριθμητικαί.

ζίςε εν γένει, Ίνχ γραφή καμπόλη, :ης οέδοται ή 
κχθόλκ συμβολική έζίσωσις, νχθω ευθεία τέρματος άνεν, 
>L είληφθω κατά τό μέσον αυτής σημεϊον, ό δεί τεθηναι εις 
άρχην των άποτετμημένων, ^ ανεςάάωσχν έξης προς 
αυτήν τεταγμέναι ΰπαρκτικαίτε <, λειπτικα), άντιςοι- 
χΐσαι εκάςη τη οικεία χυτής χποτετμημενη ’ tut) δε μά- 
λα φανήσεται δ! υποδείγματος.

278· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α\ ΔοθείιΤης έζισωσεως καμ
πύλης αριθμητικής, άναγρά\.χι την καμπύλην.

2 2 6
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ΛΤΣΙΣ. Δεδό'&ω b  έξίαωΰις ΰεντερο€χ!}μιος ij u4 

Ω2ν2 ~  α1 &2
—— (Ρ )4 ίνοτε$εί&ω  δε xar2 το δοχί^

«2
Λ ~  6 ( 6  οργιιαΐς^ η Ted ί} χτλ.) 3 * μετά
δε το λν^ζναι τ̂ ν δδν<ζμιν « =  ΚΣ εκ) της απέραντα 
ΚΛ (%. 1 2 6) * υ εν τ£ έξι<?ω<τει Ρ, «εΐ ενρίσχετχι άν* 
ίπάρκτος, εωί β ύοτοτ/δετΛί % «ζ  ̂* ** τκτβ <rw. 
άχε/ν ε£ε?<ν, cos κΖεμίχ ενβεΐα ταχ^ηναι hvvxrat it) την 
ΚΣ4 vVoTiSiiVv;? â os χ =  6 , κ εν 7% V εΖρίτκετχι =  ο4 _ 
τ«τες<ν vj κχμ,ζΰλη διελείτεται όΐχ τί? τέρατος Σ· (3".

<χενομεν$}$ Jc — 7» £<>«<9 ^ * εν̂ εδείΤα

δ;ά Tf55‘fyT'^rf“ 5 *ί *ατ* Τ5ίν ^ναμις, >) άντ/ςοιχοί 
τξ} χ =  7 * t̂ so&co ω< τεταγμένη4 αντί δε χ τεδε<σων 
ε’χ δ»αδοχ?5 των 8 9  χτλ 4 fî fSv'CiVTifi δ/χ πράξεων 
εκ δ/αδοχί̂  «< ν, ^ δ/α των κεράτων των δε των 
τετχγμένων χατ«γραφόμενη γραμμή έπεται η ζητάμε, 
νη κχμζίλη. Ο. Ε. Π.

Αλλά α'. έζείζερ εν τη Ρ* or ·, (3* εΐσϊν άτρε.
ζτοι,  των χ  αύξομένων συν αύξανα χι * , at ν ,  λ , μ  « Μ  ον
χωροΖσι ζόρρω τοο άξονας ΣΤ οί χλωνες ‘ β', ν a  "·*
|//3’ χ2 - α ^  , . , ,
-------- ------------ , ΤΒτεΐίν εχαςη υζαρχτιχη αντιςοιχεϊ

a
£ λειζτιχη άλλη Ίση 4 or̂ os άβ* τά άριςερά της ΣΛ τ/. 
δεμενων χ*τά το «Λ,νεχε'ί των «ντ/ςο/χων λε/οττ/χων θνμ 
ρεύονται έχάτεροι οΐ κλώνες της ΣΤτ' αλλά ‘χ**? X Τ£· 
νομενυ ε’ν τί} εξισώσει λειζτιχ»^ ζροίχσιν άζοτετμημέναι 
χ  εκ τ ί  Κ, ^ 7Γαο*αι «ί έντη Ρ ν ελέγχονται άνύττχρ· 
ftrai, έςτ h  τεδί} — χ ~  — 6 · γενομένης δε — χ  =  
— , εύρίσχεται ν =  ο, tsto δε δ̂ λοΓ, τ̂ > χ.τμτ̂ -

Ρ 2



ΠΕΡΙ ΚΑΜ ΠΥΛΩΝXvjy διελενίΤεύχι διχ τής έτέξχς κορυφές C* τέλος δε, 
έπε'ι άε) έςι %2, κάν » — χ ,  κχν - f  χ ,  si,ρεύψοπχι, 
εκ διάδοχης τιθέμενης χ ~  —  7 , —  8 κτ<, xi χύτχ} 
TSTCtypivctt,  αΐ κχν τοΐς σημειοις ? ,  δ* μεταγομένων 
ccjx εκ διαδοχής επί της οχ των χπο τ5 Κ χποςημή των, =  Κ 7 ,  Κ 8 , ως λειπτικωντε £ υπχρκτικων, εν̂ ε. 
6ή<Τονται εεί £Jcc * 2 <vi; χλωνε« c'M-'.

Φημι £ν, ccs δέοιέχειν τήν καμπύλην χποτετμη. 
μίνχς,  ω̂&5·/'<ΓίΤΛ* έξ  αυτής της έξ^χτεως * sijv εν τί{ έξκτωΧει ν~ =  ~χ (τ£  rifs παραβολής) εάν τεδν* 
λειπτικτν το χ ,  εςετι ν2 =  —  7τχ, * >  — .+  j / ^ C ,  
ποτότης ανύπαρκτος * >* έκ τχύτης της έξιτωχεως έμ* 
φχινομένη καμπύλη λειπτικων χποτετμημένων έσετχι χν· 
επιδεκτος.

2/9  ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β. Δο5εί>ϊης î iTocCsας τής 
ι3 — cox'1 ~  ο, την δί χύτης έ μφχινομέ',ην άνχγρχ-^χι 
καμπύλην (ο/. 1 2 7 ) .A T S IS . Ύποτείίεί&χταν χί τετχγμένχι χάύετοι 
τχϊς άποτετμημένχις,  άπο:?μηόήτω<τχν τή χ  δυνάμεις 
εκ διαδοχής άπο τκο άρχομεναι κ> *<£ 00 τελεντχΧχι f κ· 
έκάςης Των δυνάμεων τής χ  ζητη&ητω δύνχμις άντίςοιχος 
τής ν * ύποτεϋήτω ένχνζ  ο ·  ύκπν έςχι $  ν =  ο - λαμ- 
βχνομένκ χρχ τη σημεία κ ώς αρχής των άποτετμημένων  ̂
•ή κχμπυληδί χύτέ διχβήτετχι' γενευάω ύτχ χ  — ι* ύκ-

3
εν έςχι ν' — χ >y b ~ [ /  X' ύποτΜμένζ δε' χχε-,  (εν) φέρε 
ποδος οκτημορίω ) ,  ενρεύηχετχι νπζ »- · είλήφ&ω τοιγχ- 
ρήν κ χ τ ζ χ ζ ζ  ι ,  jy ήχΟω επί το χ τετχγμένως ή α β 
=: ν* το δε Β χημείαν έςχι εν τή καμπύλη' εξής δε 
γειέύτω χ —? ’ £ δη προκύΐα ι3 — 4 # =  ? ,  $  ν r:

228



ΓΕΩ Μ ΕΤΡΙΚΩ Ν . 2ίί <>· τίΟεντδί sv « II =  χ  =  2 ,  ανε«ά<£ω τεταγμενη η
3Πμ =  ( / ?  («τερ ω« εγγιςα ενρίσχετχι εν δεααδ/χνί? 

ή δΰναμις) ’ τιθέμενων δ' επειτα εκ διάδοχης χ  =  3ι 4 , * τ , τ̂ΐ}0̂ τω<Γ«ν αί «νταΓ? συςοιχοι υ* γβνβ/ζενων δε ^ χ  =  —  ι ,  =  —  2 ,  « τ , ευρεθηΤονται δυνάμεις αί αν. τ/ϊο/χδ/ ταΓ? λειπτικχϊς άποτετμημενχις * γραμμής δε 
διελθντης διά των τεράτων τατων των ευρημενων υ , το. p/sJv'ma/ καμπύλη η Μ κμ τοτύτφ άχρι6εςερα  ̂ οτφ αν 
προΤεχέςερον ά'/ληλων τεθωΟΊν αί υ ,  V. άκριζέςερον ευρε- όωτ/ν αί κατ’ αΰτα? δυνάμεις. Ο . Ε . Π.

2 So. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ'. Ε*£/Τωίτεω? τ*? υ =  y/ χ
44~ {/χ* δο̂ ε/Λι?* τνν vV α\τ?5 εμφχινομενην άνχγρά-^αι 

καμπύλην (ο/. 12 8.)λ τ ς ι ς . Ε*ςω ΑΒ α£ων, ^ Α ηρχ·/ των ατοτε* 
τμημενων * «αεν ·< καμπύλη -αδένα χλωνχ εξει προς τα? λειττ/xa? χ* ^ 7'α'() λειπτικζ υποτιθέμενα τα χ ,  τροερ-ρ̂ ετα/ ·; =  ι /  —  % £  ποτίτης ανύπαρκτος-ντοτεδεω9·ω «ν χ  =: ι * ^ 5vj εςαι ο =  4 J 2  ι ,  ε'ί'τ’ «ν ν =  2 ,  >£ »> =  «* υποτιθέμενα αρα τ ί A  Β =  ι ,  εΤ? 
μεν των αλκνων τί{? χαμτνλη? ο AM  <Τωμ£αλεΓ τω α£ο« y/ κατα το Β ,  ατερο? δε δ»α&ί<?ετα/ δ/ά ν π ένατος της 
τεταγμενης Β ν =  2 ' ει δε εΐη χ  =  ΑΠ — £ ,  ενρεδν'τεί τα/ διά προΤεγγίΤεως υ =  ι ,  7 4 » ■> <* ν =  ο ,  047  * το το/νκν ο̂ με/'ον Ν της μείζονος τεταγμενης επανηκει 
τω κλωνί Αν ,  το 5ε μ rij? έλάτονος Π μ, τω κλωνί ΑμΒ’ $  εχε/δ;} μετάξι) Α  $  Β αί διω δυνάμεις της υ αεί είοΊν 
υπαρκτικά), εκάτερος των δωω αλωνων Α μ , Αν κείνεται 
υπερθεν τ5 άξονος' ΰς εI γενάτο χ >  t ,  εΰρεθητονται ιδ υ δυω δυνάμεις,  ν* μεν νχαρκτ/α ,̂ η δε λειπτιχη%



3° ΠΕΡΙ ΚΑΜ ΠΤΛΛΝ  ΓΕΩ Μ ΕΤ Ρ.
κςε τόν μέν Αν κλωνχ μένειν με) υπερθεν ra άξονας, χόν 
δέ ΑμΒ κχτιέναι ενερθεν τ« a-Jra άξονας' λογι&εισ& 
δέ των τ ι ν δυνάμεων εν δεκχδικοϊς, a/'pffyWTctr όσα 
ττοτί βιλόμεθχ σημέΐχ της καμπύλές * Τ5ί*«τω 3* άκμ. 
€έςερον, όσφ άν εγγύτερον τ ι άληθζς τον λογισμόν

2 _

πορχγάγωμεν* εϊ δ' νπατεβείη % =  « ,  ίςα/ t/c: »  2 +,Q _ί
οοτ =  +_ οο ( (ό γάρ πρώτος όρος πρόςτόν δεύτερον αφχ. 
νίζετχι)' τοιγαριν έκάτερος των κλωνων άπείρως αποχωρεί 
τ« άξανας̂  ο μεν ένερθεν, ο Si ύπερον * Χημειωτέον Si iy τα;. 
όδφ , ως έκάτερος των κλωνων τ ι  σημεία Α ατοχωρων 
ςρέφει τά κοίλα προς τα aJra μέρη, ως τν̂ν 5ατέρζ\ 
xotXoT/prx ίςραφθαι προς την Χατίρι καμπυλότητα.

2 8 1 . Ε άν δοθνj έξισωσις vj ■— JC +  υ +  n1 =
ο, ι/τττΓίδεντων ix διάδοχης χ  =  j , 2 , 3 *τ* — ι, 
—  2 χτ, τη επιλύσει της τριτοβάθμια έξισωσεως i 
γνωά-ησωται χί συςοιχισαι  ̂ δυνάμεις του ν' καν fuj χ. 
κριβως επιλυθείη η έξίσωσις, εύριθησοντχι μεντοι aί 
προσεχέςαται ταϊς χληθέσι δυνάμεις τ ι ν.

28 2 . 2ΗΜΕΙΩ2Ι2. Α’λλα περ) μεν τούτων, 
καν βραχέα 9 ικανά μεντοι εν τη προκειμένη ημΐν προ- 
9fV«* άφθονωτερα 5’ ό βουλό μένος ευρήσει εν ταϊς των 
νεωτερων βί€λοις, α)ς σκοπός χύτην μόνην την ύψη. 
λοτέραν Γεωμετρίαν πραγματεύσαβαι " μετιέτω δέ 
πρός τοΐς αλλοις κα) Χαυρίου Tvjy πεντάτομον μα^ημχ. 
τικην οδόν, άψ ής ημϊν τά πλεΐςχ ενταύθα μετωχέτευ- 
τχι * άλλ’ ειπωμεν νυν διά βραχέων κα) περ) των Τεωμε. 
τ ρικών τόπων.



Π Ε Η  ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΚΩΝ ΤΟΠΩΝ. 23»
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΎΤΕΡΟΝ.

Π ε ρ ί Γ ε ω μ ε τ ρ ικ ώ ν  Τό-τω ν.

283- ε  'ξίσωτις tacit χόριςος £ι’ω iyvtcqav ιτερ». 
sxTJxtj χ ϊ ,  υ, fyXZcx εό&εΐανγρχμμψ ijχαμτόλψ, χαω 
λεΓτχι Τοτοί Γεωμετρ ιχός'  εαν γχρλνφ(Ι£ tjMN 
γραμμή (οζ. ι»9) «ί α£ων των %, αί ΠΖ, ΣΔ , 
ΣΗ« χτλ. χλ̂ θωΤιν υ , των μεν vtzpy.τ/χων ν εν αρ». 
ςερ2, των £ε λε/ττιχων χε/μενων εν £ε£/« τ?« ΜΝ, ij μεν 
ιέβεΓα ΔΕ ε?α< τβτβς των Ιταρκτ/χων τετα̂ μενων, των 
συζΐιχν<τ£ν τω τμ^ματι ΚΝ τκ των άιτοτετμνμενων άγο
νοί, ^ ετί toV os των λε/ττ/χων τιταγμενων^ των 
<των τω τμψχτι KM* >ί ίε άτέρβντκ «χραμμη Ηχ εςαι 
τόνος των τε λίίΤτ/χων τεταγ μενών, των ΛςβιχχιΓων τω 
ΚΝ, £ τω*ν ίταρχτ/χων των Λς^χΜ’ων τω ΚΜ * «αν 
& γίνεται ΚΠ — * , <£ ZH Τετάρτη ανάλογος 5ε5ομε.

ν«ν εΛε/ων των ν, μ, α, εΐτ κν =  —— εφιςχμενν)

χάύετος τνΛ ΜΝ, ^ Π Τ=χ, ^ j  τεταγμένν, ΤΨ *5 JIZ 
ταςί?λν{λθζ =  ν, εςα; ΚΤ =  ΚΠ +  ΠΤ =  α -f· χ  * £ 
ετε/τερ ομο/« tifft τα τρ^ωνα ΚΖΠ, ΚψΤ, εςχι ΚΙΓ 

μα
~α:Π Ζ =  - :: ΤΚ =  a +  χ  : ΤΨ =  υ =

ν
μ  ct ^  ^  ^

---------- « αωτ»} αρ* vj εξίο’ωβ'/ς εςχι τόπος γεωμετρί’

χίί των ν»αρχτ*χων £ λϊίττ/χων ν* «αν «ν  ̂χ  =τ β, vj 
HZ σνμτεσεΐται τ$ Τ ψ , ^ ο ζν,τνμενος τόνος ίΰετα:



Π ΕΡΙ ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΚΩΝ ΤΟΠΩΝ.2 32

εόύεΤα παράλληλος τω άξονι των άποτετμημένων * say δέ 
ί* ι , =  ο , ο  τόπος των χ  εςχι ευθεία τω «■£ω·ί των τεταγμένων,

2 84. Ε’ανωιΓ/ δνω γεωμετρικά! πρωτοβάθμιος δυείν 
άγνωςων περιεκτικάς εξισώσεις, δυνατόν προσδίορίσαι εν 
γρχμμαΐς πεπερχσμέναις Ttjv των άγνωςων, εί πεπερα
σμένη ε\η, δύναμη - έςωσαν γχρ δόω εξισώσεις υ — 
α% — αβ γ χ  — 1>'<3 /, ^ ν = ---------- · ^ τ̂̂ 5·<τω πρώτον έ.

/  ^
κατέρας τω εξισώσεων ο τόπος * νττοτεδε/οίω δν$ τό Α af̂ vf
των X) ^ τίδ̂ τω Α Κ = 0 , ^ ΚΠ =  ν, ^ χατ̂ 'χδωΠΖ
=  α περιέχασα μετά της ΜΝ γωνίαν όποιανζν την τ ;̂ς
τω Π, νίχδω jj Δ 2 Ε, ^ η ΝΞ τα^α/λ^λβί τξί ΠΖ*
sVci «ν cft9«  f/C< τα τρίγωνα ΚΠΖ, ΚΧΞ, έςι ΚΠ :
Π Ζ::Κ Ν =α Ν — ΚΑ :ΞΝ = a ,  ί»τ εν ν : α ::χ —
λ αχ ~~~ χβ w ι I* *>“. * * -*
β : v =  ----------* α̂ α »j ευθεία εςζι τοπος της

ν
πρώτης έξισωσεως * ^ άποτετμημέναι μεν έσονται αί ΑΝ, 
τεταγμέναι δέ αίΝΞ* ο δε τ/,ς δευτέρας εύρεθησεται ζ. 
τως* νποτεδητω το Α ως άρχη των χ ,  ^ εςω Α© =  δ, 
·£ ® τ  =  μ ,  ^ ήχδω tvj ΝΞ παράλλ.ηλος ν, T P = y ,  
^ πέρατος αν ευ η ΘΡ* νκζν εκ "ίων όμοιων τρίγωνων 
ΘΡΤ, ΘΟΒ εςαι ΘΤ : ΤΡ :: ΘΒ : ΒΟ· άλλα ©Τ =  
μ , i  Τ Ρ = 7 , ^ ©Β =  ΑΒ — ΑΘ — χ  — δ , % ΒΟ 
έςι τεταγμένη υ τν,ς δεύτερας έξισωσεως * άρχ μ : γ  ::

γ χ — γ ϊ   ̂ , ^
χ  — δ i ν =  ---------- τοιγχραν vj ©Ρ εςιν ο τοπος

τν,ς δευτέρχς έξισωσεως* εάν δέ ν, ©Ρ τέμνη τηνΚΖ χχ. 
τάτι σημεϊον το Ξ, η τεταγμένη ΞΝ xo/νη έςχι έχασε ρω



τοπφ των δυω δοδε<(Γων εξισώσεων' η NS άρα διορι&ησε- 
rat υπό της σύννομης των δνω ευδείων KS , ©Ρ. τ’ αυ- 
το δε γεν/,σεται *, περ>) της χ , ητις hat =: ΑΝ * ωςε 
δ<ί των δυω δοδε/τών 7Γ(ΚΤ0βαδμ/ων εξισώσεων δυνατόν 
ες< προσδιορίσαι την γεωμετριπήν δυναμιν των ά̂ νώςων 
u και χ.

2 85* Ε<ί δε y f ιτλι̂ εςε̂ αν x«T«Xvĵ jy τακτής της 
κατασκευής σ-ψειωτεον τα εφεξής * ε’αν yap λο^ος ό ν: 
α 7ΐΓοί y τφ fity, *sa< τυΓς τριγώνοις ΚΠΖ» ©TP, 
ΚΠ: ΠΖ :: ΘΤ : TP * α>λ’ αί γωνίαι Π, Τ είσίν ίσαι 
διά τας παραΜηλνς ΤΡ* άρα τα τρίγωνα εχνσι 
δυω πλευράς αναλόγκς δυσ) πλευρζΐς * *, τας t/το των 
ομολόγων πλευρών γωνίας ‘ίσας * ε/τίν άρα ĉ eia (Γεω;/. 
3 3 7 ) * £ρ« *» γωνίαι Κ , Θ ε/τίν ίτα* ^ επομένως
παράλληλοι αί ευβεΐαι Κ Ζ , ΘΡ. T̂ /yapav των ευδε/ων 
τάτων αλλνίλα/ς ουδετοτε συμβαλλουσών, αδύνατόν εςι 
προσδιορίσαι τάς χ ^ υ, αίτ/νες, επει τό Ξ δυνατα* 
θεωρι̂ να» ως «τε/ρως ά̂ εςηκως δ/ά τ<ν τάς δυω παράλ
ληλες δυνκ&αι 3·εωρεΡ&αι ως συμπιπτόσας εν διχςημά
τι άπείρω, δυνη'σονται εχληφϋηναι ως άπειροι (*).

Α'νίσων δε όντων των λόγων ν } « , μ : y  , βί τ«·

Π ΕΡΙ ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΚΩΝ ΤΟ Π Ω Ν . &33

( * )  -Ε αν tj vVo ΡΘΤ yuvtct ίοτινοη^Κ κατά β(Άχυ »- Xarre/xiUjj, το £  α«ι κατά βς&χν ατΓοςύτβται · tfvixa $t vj 
y«viA *yyv$ ri'ij t# <V«3?vai τ ΐ uVo /7AZ ywiff. y at #J- A 'S , Θ /*,  fm^a ί Λ  χσαί) at
tv £<αςχμαη uŴ 'roXu μβγαλίίί , tqat μ$!ζον ναντοςϊείομιν» τος  ̂ όταν αί ρ/^μ/ναι yuvjfti dja'i/fatf/v
tf&.iiXccy Ίτοζτότ/,τί ί*κάνσοΆ ntifm δεδομένες " οτλρ *(»λ **" α /RvijXoi wo/y « ί  )t-« crjrtti ytrvtat y το  t i ta s tu x  
o*«ra< aireipoy.



τοι σωναντόσονται πάντως κατά τι σψείον το Ξ , αΜ’ εξ.
ετχςεον % ε'ιτερ y γωνία ΤΘ Ρ ffy ελάσσων >} μείξων τζς
ίζό  Π ΚΖ · ^ «τκ μεν το Tifi συν^ο^ί σν,μεΐον κείαε.
τχι προς τα εζ'ι το 0 , χαΰάζερ το °/βμα ζαρίςν,σιν - ς.xf/Vcec i f  το S  ζεσεΐται προς τα επ] το Δ .

Ε’α/ 5’ ίζοτε^ β =  i , «ν^δι^το» X =  β ^ υ~
ο * fV mV-} 7 *(? T>J οΓ̂ ίΤΓΤωΤίί τ« <Γν;μεΓτ Ν , Ξ εττ;.
-ifirivTaf τω Κ * orfος it τω Κ, =: ΑΝ εςιν =  ΑΚ
— β ι £  Ν2 =  κ — ο* oivj·^  ̂ ανάλυσα δείχνισιν
szsi γάρ αΐ Κάμεις  τ« υ ίσw&at ά/λν'λαα οφείλχσι

, „ _  » . αχ — «β γ χ  — γβ Λ
προς τκ λ ,  ες*/ ggVTceg — —  ■ — --------------- ,  q

y F~ * ( χ — β') -  - ‘ ( χ — β \  *ί ( — ■■------( χ —ν ν ν μ<2) =  ο · ο ί « 035 των £ίω νοητών τ? γ .?υτ# μ£-
Aag «ναγχχίως εσεται~ ο* α>λαμν'ν trx εςιν I τρωτός ̂
άτε Si} των εν αίτιό ζοσοr-ίτων Ζρος το οον.νν λαμ€ανο.
μενών * άρα χ  # =  ο ,  cfifv χ  =  β * say yy fy ταί?, α χ — αβ VX— 7 δ .
«ξισωσεσιν ν ~  —  ■ -— ,  υ ~  ·· αντιχατα.

ςχάτν; β αντί χ ,  ετε) ^ 5 =  (3, είρε&ρε·ται ζανταχε 
l — ο * ίδυο/ερως is καταφαίνεται, ο, τ/ ay α’νμ€χίη, 2>7’ « fy =  ο ,  ή λειντιχόν ο* τ2λίοταΓ9> i f ,  sVfl fJ- 0£fa/ iJω χαθ·’ εν μόνον σψεΐον τέμννσιν άλληλχς,  χατά. 
ivjAoy ag ο< toV oi Δ5 * ΘΡ μίαν μοννρ Ιίναμιν τ2 χ  $  τ2 υ παρέχονται.

ΙΙίβ/ κατασκευές  3fuT f  ρ ο€αθμίων εξ ίσωσε .  
ων, it/ω ζ ε ρ ι ε χ νσ ω ν  αγνωςα.

08®. ίΐασχ ΐΐυτεροβχβμΐί! εξίσωσα άναχύψαι 2 ιί-
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ναται εϊς μίαν των τάς χωνιχάς τομάς έμφαινασών εξισώ
σεων * είσ) δε α\ γεν ημΐν άΐεοδεδομέναι αί εφεξής.
κ2 =  +  τ χ  . . . .
χ* =  i  'Κυ . · . .

Λ*
ν' = | τ θ - * · > ·  ·

tvjs παρα&λης (α$) 
της παραβολής̂  των χ  λ«μ- 
βαναμενων ετι της χατά xs. 
ρνφην άπτομενης (5 2)tvjj $Με/^εκ5, ir̂ 5 5 τφ χεν- 
τ̂ ο) α7Γθτερψεν«ν ray χ

( 9 0
tv̂s εΜε/ψεω*, των χ  π$ος 
tvj χορυφη ανατεμνόμενων
(9*)

— α2 — χ 7 
ν*=ααχ—χ*

, 0 * , . 
fc =  ~Γ * (»«υ — w) .

0 * — -------- 7
ν’ =  —  X X2 -  a* I

0 ° ----------- \
V’ =  3 Γ Χ βΛΧ +  ** I

%’ =  ΤΓ(νβ +  «4) .

νχ =  χ1

των Tcrcov συζυγών διαμέτρων 
της ε'/λε/ψεω*, ε/ οξεία εΐη 
η γωνία των συντεταγμένων 
(123% *νχλ#, εΐ όξιύη

της ε’ϊλείφεως, των χ  έπ) 
της χατά την χορνφην απτό- 
μένης λαμβανομένων ( 1 1 5 )

της υκεξι€ολης έΐτι τχ 'Γρωτβ 
άξονας (ιδ4* ι6 0

της ΰπερξολης επί τ« δευτί- 
ρ* άξονας (1 7 1 ) 
tv?s υπερβολής εν ταΐς ά.σνμ- 
ττώτοις (*87)



ίδωμεν Ζν οτως εζιτάτεις αί ε̂ντεροβά^μαι είς ha τινχ 
7ων έχτεβεντων τδτων τντων άναχβηναι έχνΟΊ.

287. ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ Α\ Της των (Τνντεταγμένων 
γωνίας 2 οίΐείτης, χατατχευάτα/ την έξίτωτιν αχ4-αβ~^.

ΛΤΣΙΣ. Ε’τειδη αχ ψ α β =  α' χ^~β ·> ^·ν τ*· 
6η X +  β — Φ·> τροχίζει αφ =  ν* , εξίσωϊις της τα 
ρα βολής' ετ'ι 2ιαμετρα h  της AM (c/. 13 0 ), ταρα. 
μετρώ — α, γεγράφ^ω η παραβολή ΓΑΝ, ής at τνν. 
τετζγμέναι Α Π , Π Γ τεριεχοιεν την ΰοΟεΐταν γωνίαν'  ̂
2η ΑΠ εςαι =  φ , ΓΠ — ν' «Μα χ  ζζ φ — 0* α. 
ρχ τώεμί-.ης ΛΔ =: β , αί Δ Π εττνται χ  =  Φ — β ’ 
τοιγαρνν το σημεϊον Δ εςαι αρχή των χ  των , προς μεν 
τ', Μ νταρν.τιχων, προς 2 ε το Α λεί;τηκων, ετομεν αν' 
ε! δ’ ντάρχοι εξίτωτις αχ — α/3 =  υ? , Τί̂ ιο&εή} αν
X --- β =  φ , £ 2η χ  =  +  β * f «V 8V <)'£VVjTflH ΑΘ
=  β ) at χ  άρζαντχι χτο τ? Θ.

288. ΤΠΟΔΕίΓΑΙΑ Β*. Κατατχενάται την εξι* 
τωτιν χν φ* αχ ζζ a" — αν.

ΛΤΣΙΧ. Γενέ&ω τρωτόν ν α =r ψ , εΐτ Ζν υ~  
Φ — α είς ενρετιν φχ =  2χ~ — αφ, ^ μεταΰετει, 
αχ* ζζ φχ ^  αφ ' γενέ&ω είτα χ  4“ a — ττ· δί} ε- 
ς;» φτ =  2α2 =  κ- * γενομενν 2ε a α : χ : :  χ : α τρό- 
ειτιν εζίτωτις ντερβολης εν ταΐς ατψττωτοις η φτ =  
κ2 · τοιγαρίν ηχΟωταν ντο την 2ο6είταν, ij τ̂ 'ν τι#?- 
σαν, εϊμ-Jj δεδοτδ, γωνίαν, αί ΰ6εΐαι Μμ, Νν («£. 
»3 θ ι  ^ γενε<!τω Κα =  ct, αβ ~  2«, ·£ εν ταΐς 
ατνμττωτ οις Μμ, Ν ν γεγράφίω ίτερβολη 2/ηχετα 
htx Τ8 τημεία β (»92)* αί rs/vw ΚΖ ετοντχι =  τ ,  αί 
if  Ζθ =  ·ψ* αΜα χ  — τ  — α =  ΚΖ — «Κ* αρα 
α'ι χ  αρξ&ται :ho τ ί  Α* ετε'ι ii ν =  φ — α 9 2ιηοη-

H36 Π ΕΡΙ ΓΕΩ Μ ΕΤΡΙΚ Ω Ν  ΤΟΠΩΝ.



Π ΕΡΙ ΓΕ Λ Μ Ε Τ Ρ ΙΚ Λ Ν  τ ο π α κ  «37οδ-ω αΒ =: 2α bt'xx *ατα το Δ ,  ^ ύιηχΰω 5/ at/VS sra ·̂ 
ά?ληλο; τη Νν tj ΔΗ * ^ 5jj ποριβάσεται Η® =  ψ —  
ctzzv· j$hst ΔΗ =  «Ζ, πορίζονται αί μεν ^ =  ΔΗ, 
αί 5ε ν =® Η  * έχν 5’ νπχρχη χ  =  ο, !·?*< ν =  ΔΒ =  
α* εαν b' ν, χ  t/Tαρκτικόν £ <  α, αί τεταγμένχι έ- 
σοντχι Ιπαρκτικχί' εί 5ε' χ  χχ a ,  εςα/ υ =  ο * Tijwaau.

ν 2α* 2«’
τα yap τ =  ν  +  a =  2α* «ρα ψ = ------= --------

Τ 2α
=  *; υ — ψ —- a =  a — a == ο * s’ 2s ^ a ,
a\ τεταγμένχι ε<τητχι λειπτικχί' ίποτώεμένκ be χ  — »  ,  ε?α< ν =  —  a* Τ8 5s χ  λ^τττ/κ»τε oyTos ^ ^  
χ, αί τεταμένα/ έσονται ίπαρχτικχί' τη be χ  όντος 
=  — α, ·< τεταγμένη υ έςχι άπειρος.

Εΐ 5’ ε1·ή εξίσωσις χυ ^  αχ ~  αν — χ*, oro/ify. 
τες ν -f* a =  -φ, χαί χ — α == τ , εξομεν αψ == —  
2 α’ * 5/9 5vj τεύέντος Κχ — a ,  -/εν^ετα/ alt =  2 a ,  ε«Όα λειπτικχι είσιν αί τεταγμένχι’ αί 5ε σνιτεταγμέ- 
ναι έσονται ΔΗ > ^ Hi.

TVsti^cray μέχρι τη 5ε αί αμετάβλητοι ποσότη
τες ως ίφιςχμενχι σνναδέσχς άντικχταςχσεις * ε/ 5’ είε? 
μχλΚον σννβετοι, 5εν(<Γε/ άναγαγεΐν αντάς έφ άπλκσέ- 
■ Η̂ς τόππς * £ϊω yap εξίσωσις x'i — βχ  =  ν1 * ysyf- 
νϊ-ω «y πρώτον χ 2 ~  £y * 5s} έςχι β" Qy — %) =  ι>4 ·
γενέάοο εϊτχ γ  — % =: ·| * easy γενησετχι β-φ =  ι/ ,, 55
εξί&ασις τί*> παραβολής * ccraiirtos εν τ^ εξισώσει χ —
r βχ — t7 ι '-τοτείείάω 55 =  $<f, <Va γένοιτο

β - (><'
μ
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αζ t

4  βχ =  υ* * γεγονότος It -  4· χ  =  4 ,  ̂ εξ/τκ,
j1

(Τις τρίβεται #i’s τν,ν τροτέζαν’ εν δε εξισάσί;
0 *χ 4 .,3

® 4  0
s  υι ,  ντοτεβεύΒω τρωτόν ν3 =(aa

— 0/3) . r»  *«-·* r ^ * «  (®— 0)* χ +  C«— 0) · γs= ν * , i£vfs δε υΧδΤε0ε<ό3·ω χ  4  7  — 4  ^ *  —  0 == δ, 
7yat τορκΒχ £4, =  ν \  εζίσωτις τΐ,ς τχρχζολϊ,ς.

289· ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Γ'. Ε“'ςωε^ιτωΤις χ Λ -\·2αχ 
ζ= ν' ( « 4  0)·> % τις χνατλν·ρω6εΐτχ τό εϊλειτες τετρζ. 
γιάντα γ εύ ετα ι χ* 4* 2«χ 4  a ' — ν ' ( « 4 0 ) 4 ® * *  
vrvttbivTOi δε χ  4  α =  τ 9 άτοβήτετχι τ* =  (α4-0)~4 mf 4Λ  ̂ ν ^
χ ( t Λ-  +  ν) · δ* ^ *" · υ —«4*0 1 7 ' 1 ° « 4 0
τροκυ^ι εζίϊωϊις τ%ς ταραβολ^ς τ* — 4·* (α 40)· (%* ι 32) «■ a.'Jiftsrfi) κν τ>* «4*0 γραφείανμ τ·<« τα^α- 03λν·; Α Θ , αττομενη κατα Tsjy τ£ χξονζς A 
«jvj Α Ζ, ίσχηαι αί μεν ΑΖ =  ·3Γ, «ί δε Θ Ζ:=4' «λ. 
λ* τ — « =  χ* «£« λίτ/εβανίμεν̂ ? rijs ΑΚ =  «,

ΚΖ εσητχι χ  * ώταιίτω? ετε) ν =  4  — 

δ<ά τ4 »δ«τ̂ ΤΛ τν;ί τ«^«09λί5ί, ΔΓ =

, χ«,
«40

α*
“Ι 4 0 ~ ’ *%

δ ^ ς  δί« τ? Δ τζί ΗΔ τζρχΜηλως rvj ΖΑ, ε̂ εδ/'ο·?. 
τχι ΔΗ =  ΚΖ =  χ , ^ ΘΗ =

290. ΤΙΙΟΔΕΙΓΜΑ Δ'. Τ'τοτε^ΐί’Βω ij c£/<rco- <Γί> τεζιεχειν τχ ατό διίω αγνωςων τετράγωνα' wWf^ ίί %’ 4  «% =  2ΐ/·* «— 20y* άνατληρωβεντος ζν τζ τ^ώ. Τϋ μόλος,  $  γενομόνζ χ  4 “ =  τ ,  πορί'Βν,ϊεται τ '



αΡ- f τ
— 2ir2 — 2βν 4* — , ί»τ αν π * ----- - ζζ ζν* — 2

4 4
βν, vjV/ί 2/α/ν?εβεΓΛί S/α 2 , ^ to δεντε̂ ον αναχλι̂ ω- 
$$ΐ<τα. μέλος ̂  νποτε̂ έντος ν — % — ·ψ, γενν,σεται ·ψ2

ηζ% (ft
ζζ —  — — 4- ~  ‘ τΛίΓς δε δυνατόν ενταυδα <Τϋμ€<. 

2 8 4 '
νχι περιπτώσεις.

Α .  Τ'χοτεδεντίί γχρ ά2 =  2/3- ,  sj igifftiffa γε
ν* , r

vvjtera/ — =  \£2 , καί τ 2 =  2 ψ2 , εΐτ ay x =  χ  42
| / 2 ,  οθεν χ : 4  : :  ι / ί : ι :τ ι/ ίβ 2: β : : χ : β  yap

α β „ a
2β* =  α2) :: “ * εςω τδ/νυν (^. 1 3 3 ) ΤΑ =  ^ , ^

έχΰω ΒΑ = ~  =  ΑΔ, ^ απέραντοι fafatrav x! ΓΒ, ΓΔ*

κχβν έσοντχι, χ’ι μέν ΤΖ — τ, αί δε Ζ© — -ψ * α>λά t< 
(2

=  ^ 4  ~· άρα αχ0ί/5“ν;5 Ζιχ τβ Δ τ^  ΗΔ χαραΜν;- 
3

Π ΕΡί ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΚΩΝ ΤΟΠΩΝ. 2χ<>

λκί τ>) ΖΑ, χΐ ΗΘ έσοηχι ν * ωετχέτως χ  =  χ — ~

άρχ χί ΔΗ =  ΑΖ έσονται χ '  ^ εν ταότν) t»j χερ/χτω- 
(7ε/ >j έξϊσασις έςχι των εΰθε/ων ΓΘ, ΓΔ.

Β'. Ε αν vj a* >  lj32 , υχβτεδεκ£ω α2 — 1 $ 2 =:
, ^  Ρ* . - μ2

μ4, 5να ινενν/το---- ------~  4 * , εϊτ bv τ ’ --------
r  2 8 4

μ* μ* μ4 ,
== 2^’ * «ρα χ4 ------: 4 4 : : 2 : » : : — : — , χ-

4  4 «
νχλογίχ προσφ-.ίός έχασα υπερζολγ{ προς τχς δι'ω αν-



μ  ρ r
τvfi ΰιαμετ$*ζ μ * —~ τφ είληφθκϊαν iv SJco tQttdjgpg. 

( / 2
μ μ

W  (%· »34) ΚΝ =  ~ ι  ^ ΚΜ =  — £  , g ir i t?< 

ΚΝΖ γρχφεκτχ Ιζερ&λν, ι*ΝΘ ε£ε/, τχς μεν ΚΖ =  τ, τα« 5ε Ζ© =  -ψ * άτδτμν^ε&^ί 5ε Κ Α  βκ —,  εCjiS·/,.

χ
σετχι Α Ζ  — τ -------β χ  · αχ̂ ε/σών 5ε ,  τζί με'νΑΔ

2
πα^αλλ-^λ ί̂ τί) ΚΜ, τ·̂ « 5ε ΔΗ τί) ΚΖ, ^ λη̂ Αε/ΐ̂ ς 

β β
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V* α< 2*2
0  0

ΑΔ =  —, 'καπ&νρεται Η© te 4  +  -  
2 2βνντετζγμένχι 7%( xpcκείμενες ε^υάΰ’εας εϊοηαι ΔΗ

— ΑΖ =  V» 0Η =  Ι/.
Μ/ +λ’ ' ΤΓ - Ε αν ν) α* 202 , γενε&ω 2 0 - — α*:

ιτ$οεΜν —
μ2 , r , μ 

* +  ---- β  -it- , εϊτ κν τΓ2 4* —
2 8 4

' ά̂ α τΓ- 4 -
(*" μ" |----- : >1 - : : 2 : ι : : ------: -
4 4 8

t’Ji/lf/ L/C SjfJLrJiitfAC t {JO JVATA y 17 c/cv·
ψιζξϊ/δς i si tccv Λ>τ5τα7 ^5>κν q ycovrtr ffy op. 

G>;) ~  , *. zrAv/fi ϊ,μι</ίχμετ(*8 KN = - ~ r ,  ίτεη.
2 2j/2

&j?o) γ^χφεϊσα ($/. 1 3 5 ) < N© ε£ε/> ταί μεν KZ =  7r,

τα* 5ε Z© =  4 · λ·̂ 5̂ε/(Γω? â a KA =  —, £ ΑΔ =
2

0  ,
• z ταρ/λνλε τ·< K N , ^ τ^ς ΔΗ πχρχϊληλΰ γενο. 

2



ϊιερι Γεω μ ετριώ ν  τοϋάΝ.

pstyi τζ KZ, εσοπαϊ α! μεν ΑΖ =  χ ,  £  5ε Η0 =: «/ 
εν τχύτη ά(35Τ τη περιπτώσει η εξίσωσις εςιν υπερβολής̂  
άναφερομένης έπ) τψ  ΰευτερχν διάμετρον.

29 1 . ΣΧΟΛΙΟΝ. Ε’χ των εχΐεύενταν ύποΖειγυ 
μάτων κατάδηλον τό παν κεΐ&αι εν τψ αντιπαθή ί .  
γνωςον άν& έτέρας αγνώςα, συνημμένης άμεταβλητφ το. 
σότητ/, ήτοι υπαρκτική ο *? λειπτικy, *) εν τώ άναπλν. 
ρην δε ποδλάκις κάπρον των της εξισώσεως μελών * της 
5ε καμπύλης άναγραφείσης της τάς άντικχταςάσεις π«ρ·. 
εχομενης, επαναςρεφειν δει τ̂ ο’ί διορισμόν των χ  ^ vt είτ' tv ri?y (Γΐ/ντεΤΛ̂ μενων Τν*ί προχειμενης εξισώσεως * εττεϊ 5ε' jj μέθοδος αυτή ε&9·* «τε ττίλώτλίχόίΤίί ^ 5 ^ 2 . 
ρής καθίςατat επί των εξισώσεων,  ώίί εντ/ των Τε- 
τρχγώνων χ 2 * ή υ ι , ν| ^ άμφότέρα εμπεριέχονται, ». μψ «Λλ* ^ το ορθογώνιον χυ * τ«Τβ χάριν iv Ταϊς Tot- αίί δε έξισώσεσι χρησόμεθα τη των άορίςων μεΟόδω, τψ 

ί̂ντεί αεί τρόπον) καθ' ον τα της κατασκευής ώί λίαν 
έξε\,μαρίζεται' πρός 5 ε  τητο τψ εξίσωση β τ ω  διαθησό. 
μεθΧ) ώς πάντα τά ν χείώ-αι άτερωθι, τβ τό ν* περιέ. 
χοντος ορa ύπαρκτικέτε ιόντος ^ σύνεργα δίχα * προςι. 
Οέντες 5* εφεξής έκατέρωσε Της εξισώσεως Το από τ «  ψ  
μισν/εργν τ ϊ  ν τετράγωνον, εξομεν τό πρώτον μέλος 
τετράγωνη εντελές ,  a τψ β<£«ν τ/ΰεμεί* =  φ * τλ 5ε 
της κατασκευές έπιτηδεύοντες εΰ ρίσκο μεν εξίσωση μη 
περιεχασαν τό ορθογώνιον φ,χ' εάν δε κχτασκευα&η η 
καμπύλη των άορίςων ·φ ^ χ ,  Των άντικαταςάσεων άνχ. 
παλεμένων,  αί ν ττ̂ sg τη γραμμή ^ ω ν  % a τ^ίτδ/ί^/^ψ 
σονται, άϊλχ πρός ά)λη ,  ης «ί άποτετμημέναι έσοντχι 
προς τάς άποτίτμημένας χ  εν λόγω 5εδ?μ«νω· ανθ’ ο- τ« 5/i τψ εξίσωση χατασκευάζοντες ληφόμεθχ μχ,

Τθ«. Γ'. Q



έ χ  ακοτετμψενχς (μ δε τοσότης εςίν̂  %τις εφεξΐ,ς διο. 
φ έρετα ι)  * τ«τ« τεύέντος, «γομεν διχ τ/,ς αρχής τΰν 
μχ γςχμμ- > εοδεΓαν* τοϋσαν μετίτ των μχ γωνίχν τοιχί. 
τψ + ωςε τ  ροςιδεμήης τ% ·ψ, ή ατ’ αο’τίβ άφχιρψεν^ 
ζοσότν/τος) ψ εμφαίνει ο λογισμός, δΰνα&αι τψ ϊ 
•κρ&δίφζε&χι, ζροςι&εμεννμ, η 6 ;̂ * ν ε/ δε?/,
T«rorvjrsi νμετχξλν,τν* Τελει/ταϊσν δε ζρ νσδιορι^σετχ; 
ή δί'νχμις τϋ ι>, νμψ αΜ,χ to μέγεθος των γωνιάν, 
ας εμφιλοχωςεϊν δέοι, ως αν at tCbsiai χ ,  υ τεριεχοκν 
τψ δεδομένων γωνίαν.

291* ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ Ε\ Ε*ςω εξίσωσα ο* —*α 
aw -f χν =  α* ψ 4 *Χ —  * Τ(3ί«εδ«τοί £ν εχιαέ.
ρω μελει τν τετράγωνά τ5 άζο χ  —  α ν,μισινεργκ τψ 
ι< ̂  <ν« yfyi»T9 (t*—  &ΧΧ)* =  Λβ* +  ^ **»οτε*
βεντβ$ υ —  a -f χ  =ζ %(,, χροελευσεται εξίσωσα τψ 
ζαρχ€ολν,ς -ψ- =  (χή-χ)* ax* «?λζ γαρ τψ χχμτ„\ 
λψ χχτχσχενχςέον, ως είναι τχς αζοτετμημενχς μ χ , 
ftM κ* %* 2»α ταΐτ’ α^α, τζί /CiTijras /;·<;,

διατεβεί&ω ·\ εξίσωσα ατω* ^  ζζ —* (μχ 4* μχ) ' ι-
V·

ζοτεΰ'ί&ω w ν[ τχςχβνλη ΑΙ ($/· *.3̂ ', 7'£7/ί'·ίμμ£'1
♦ 2 ίί
ετί τνί διίιΐ.εΐΊζ ΛΖ χχρχμεττω — — * εν ταιΓτ-̂  of

/*
εςωσαν αί x r-,τεχμνμένχι ΛΖ  =  μ* -!- καί αί τε- 
τχγμί.-u ΖΗΙ ( ζχρχ/ληλοι τχ άστψενν} ^Β) — \£-’ 
εϊλ^φία δε ΑΚ αζ μχ'  % o>j εςχι ΚΖ ~  μχ· ivac ίε 
rs^if ;.■·/; ι, ζ: ·1 χ χ ,  ζρνίχύω ν' BA if Ts Δ , 
ο*« «.>::/ ΑΔ ζζ. χ ,  i ι παράλληλος τξ ΖΑ ψχ%ω  ̂ Δ0, 
Ε πρ}ε*3·*λψέω ·; [Ζ 1st* αν χσχν+ν,σεΐ4< tJ ΘΔ β<* 
u ΐ,ΙΘ ss ΚΖ ~ μ χ ,  $  0 1  =: *4 -f- «·

Μ  Π ΕΡΙ ΓΕΩ Μ ΕΤΡΙΚΩ Ν  ΤΟΠΩΝ-



Π ΕΡΙ ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΚΩΝ ΤΟΠΩΝ. U s

κφψ&(ί<Γηξ δε τίμ χ από \f, +  a , χαταλειφθ^εται *< 
τα ν δυναμις * ΰποτεθεί&ω δε  ̂ ειίθεΓ* ΜΗ arccs tjVfts. 
yvj, ccf τε tv;}' απολαμβανόμενων ©Η είναι — χ· ποριά^ 
(Τετχι τοίνυν HI — ©I —“ ©Η — \f, -f· * ~  X ~  υ * 7- 
ya δε α< υ ΐΓ$5Τδ<θ£/ώ·ωοϊ Tfs< tvj γραμμή των χ , ε>*- 
ναγχες είναι ΜΗ — χ * δεΓ bv ευ̂ εΓν δνναμιν τν,ς μ τ»/. 
ανδε, κί είναι ©Η =  ΜΗ =  χ , δεδ̂ μεν̂ ς τι}? Jts Μ 
ΗΘ γωνίας, Έ,υνεςάτ̂ ω τρίγωνον το ΡΤΣ , c tj με'ν 
γωνία Σ x<r>j fTtj τί) δίδε/'ο̂  γωνία των £ ^ ν, εΐτ «ν 
tvj ΰτ3 ΜΗ0 , αΐ δε ττλε^βί ΣΡ<» ΣΤ ίσά)λν{λοι * ν. 
ΤίΤεΑεΛ’θ'ω εν, εχατίρα μεν τάτων =  ac, ι| δε ΡΤ =  

* τκτ8 τεΟεδτεί εχ των όμοιων τρίγωνων ΣΡΤ , ΗΜ0
ν Ύ I »πρόειαιν u: γ :: χ : μ χ :: ι : μ * αφ* μ =  -  · tj αρα τγλ.

, lac 2α* ,
ραμετρος ΑΒ =  —  — —— , vj δε ευύεία ΚΑ =  ΔΜ

μ ύ
ζ= μα ζζ γ ’ επε) δε η ντο ΜΘΗ := Τ , η υπό ΒΑ7»
παραπλήρωμα εςαι τ$ς γωνίας Τ , ε'ιγε εϊ<τ\ν Ίται αί 
γωνίαι 0 , ΑΖΙ» εςι δε' y BAΖ παραπλήρωμα τϊ,ς υπό 
ί2ΛΔ =  AZV διό δ}?' £5τϊ διαμέτρν τϊς ΑΖ δια πχρα·

m.̂ 72  ft*
μέτρα ΑΒ =  — , ίπό γωνίαν τν,ν ΒΑΖ παραπλέω. 

Ύ
μα τν.ς γωνίας Τ ,γραφν^εται ν\ παραβολή ΑΙ, $  λε<·

Λ. * » * * /. ^

ναι =  Τ =  p f £ πορι&νρεται ΜΗ =  ^ HI =  υ
:■! δε rafi χ  >ί, ν περιεχειν δε οι γωνίαν όρύ-jv, ευρε^σε- 
7at μ — ι/2 .

2μ$. ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ ς.  E*V« εξ.<Τω<?ις εότχχτως
Q a



διατεθειμένη ή v* — χυ =  χ* —  χ*' π$£τον b  am, 
τληρωθέντας Τ8 τρωτ« μέλνς, εϊτα νττοτεθέντος υ —
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~ =  ·ψ, άττο̂ Λτα/ ψ2 =  α2 — χ 2 *f» ? χ 2  ̂ επ’ b2ψ2 ζζ χ* ~  4 χ 2, ε^/τωΛί ί * 7vac δ’ al έι 
αυτή Χνντετχγμένχι εϊεν μχ £  -ψ, νολλατλατιχσχιητ« 
μεν if ίξ<ίΓκΛς δ/ά μ% δια/ρεθητω δε' δ/« £* ^ δ̂  τ$ε.

4ft-«ψ* 4Κ*ψετ» είς rev δε τβν τντο —■■ ■ · · ■ =  — — μ2χ%
3 3

εθεν ΤξίεΜΓΐ
4μ*β*

3
Ott)* i **

4μ'α*

8

it)  tv ημιδιαμέτριω των ΚΑ s  ^ ΚΒ =  α ειτ$τε.
|/3βε/τθω γ ε γ  ραμμένη ή ε/λεφί ΑΙΒ («£♦  *3?)* ^ ^  

Tfl̂ ifl’&iiirevTai, βί μεν ΚΕ =  μχ, at δε ΕΙ =  \£, It  % 
τιθέμενης της ΕΙ ταρχ^ληλα τζ ΚΒ* ετεί μέντα: ν = ·|

+  — , a%5fi"(rvji τ^ί ΚΗ άς είναι HE =  ^ ,
2  4

σετΛ/ HI “  ν* ά/λ’ ΐνχ χΐυ  spirSxft τρας τη των χ 
γραμμή* έτχνχγχες είναι ΚΗ ^  χ  ■ έχει δε ΚΗ δ;- 
τλνν είναι δει" της ΕΗ , δεδίΤα» δε η των συντεταγμέ
νων γωνία ΚΗ1, χχτεσχειάσ^α τρίγωνον το ΡΣΤ, η 
η μέν Σ γωνίΧ ίση ε\η τη δεδαμένη* η δε τλει^α ΣΡ

διτλατ/τ της ΣΤ * εςω δν{ ΡΣ =  a* ^ £Τ =  —, £
2

ε’τε&νχδω vj ΡΤ — γ  * το/τ^κν έςχι χ : γ  ·. : ι :μ  =  
Ύ , .— 8XtV 
β
■yww'a =  ΒΚα  (δ»ά τΛί TafaMijAw ΒΚ, ΙΗ) =  Τ '

2γ
η μέν ημι&ιάμετρος Κα  =: —. * η δ* tVs ΚΡΗ

|/3



$ίί Jfy' των ν,μι'Βιαμετρων ΚΒ, ΑΚ τψ Czi ΒΚΑ =  Τ  
γωνίαν τοιησαμίνων, γρχφψεται μ ε/λίψϊ BA * Tf* 
λευταΤον δε τν,( ΚΗ άχύείϊης «τως, cos τψ υπό ΗΚΕ 
γωνίαν that ~  Ρ, αΐ μεν ΚΗ stTovrut =ε %, αί 5s HI =  

«αν δε J  £  =  IHK =  90% vopffSfasTXi μ =  £ 1/ 5 .
294. ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Z . Ε*ςω εξίσωσι; Ίζν —  

3 <*Z +  4X* ^  —■ 2 o2 -f * μετατείεντων «y πάντων 
των τ5 v «-f̂ ifXT/xwv οβων *v τω τρωτω μέλει, των δ* 
λβ/των «ν Τφ δεντε'̂ φ, ^ ΰιαι^έντων ίτΧΛων ha 1  , 
ποόεισιν εξίσωνα εντάκτως ίιατεύειμενή *«j u2 — 3 Xt; 4 *
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tfy r: 3«X
a

r5 to/Vw «■ flwfB μίλ-ίς ανατλη·

3X #
ρω̂ εντος, £ vTWiflftfrijs rij< ν — — +  -  =  4 *

τρόεισι 4 * =
χ2 4* «2

4 ’
είτ νν 4-ψ1 =  X2 +  α2« Zq.

τεΐται iv ζδη ο τόπος των συντεταγμένων 4 4> ΚΧ * τολ·
λα3Γλ«(Γ/α(Γθΐ}Τίο δί} tf εξίσωσα επί μ*· cSr/ C5«< 4ί*54*=  μ2 %2 +  μ2 * 2 1  «ντ«Γ9ί> δ’ ατοφερεται (μχ)2 + (μ

α*
α)* : 4 * : ♦ Cfi*)*: ------* TrtVw >5

λ*ί ΒΙ C$£* ι38)» ι̂ ί δεντερβ μεν ημώιάμετρος £»} ΚΑ
, α ·

~ μ * ι τρωτή δε ΚΒ =  -“ * ^ δ>} αΐ μεν ΚΖ εανται—μχ^
£

<tf δε 21 =  4  * ίχίω δε ·»)* ΰΓ ταράίληλος τ% ΚΖ , 7>λ:
, Λ f ^

-yeywro ΙΓ =  4  “  — * raury δε τί£ ποσότν,τι τροςε·

%εί<Τ$ω |  χ  Ίνα γενάτο υ' Ζιό δν} ίχδω ν, ΒΗ trees? 
cos ε%αι Ηκ — \ χ ,  ϊνα γόνατο HI =  4  — * Ή i  X



=  ν* ινα Si ϊ,το γωνίαν τψ ΰώεϊσαν ΒΗΙ χψσ&εύ, 
ΒΗ =  χ , ^ ΓΗ =: £ χ ,  ixmtafrSco vj ywv/α X -
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3^

ΒΗΙ» 4 ya-iVSio ΡΣ =  a, 4, ΣΤ =  — , 4> ετεζεν.
U

χδω jj ΡΤ z = y  vTCTiSf/ĉ w Si ^ μ . α =  y  * «,βχϊ;'

Is α/ « : y  ::  ι : μ =  “ * >j άρα ψΐοΐάμετρος KA =:

μα r= y , t?{ KB at; B<njs =  -  ■ ο'ΐ/>ίς*τ«<Γβ> £y αί ν'.
2

μώιχμετροι αυται γωνίαν τ/,ν υ η  ΒΚΑ =  Τ , ya  
γράφβω ή ί*ερ€ολ·ή ΒΙ» ηίχδω  ̂ αττομένη ΒΓ εξ χ-
νχγχνμ παράλληλος τη Κ Ζ , 4> ΒΗ άχϊεϊσα τοιείτω με. 
τχ της ΒΚ γωνίαν την νχβ ΗΒΚ =  Ρ* τορι&ηνανται 
εν, αι μεν ΒΗ =  χ ,  αί Si HI =  ν* rijs Si γωνίας Σ

9Λ* *3 α°ορίης iffvfi, χοριΰ’̂ η'Τεταί y ? =  a* -f —— ss4 4
* . , ΐ / ( * 3 ;

* r  =  -  ι / * 3 ι  % ft =  — ~— *2 2
29 5 . ΣΧΟΛΙΟΝ. Ε'φχ^μοςεον S’ ay $“>η την με 6* 

oSey 4 τβΓί τ5 t/* fttj Tffifxr/χαΓί εξκτωαεαν * iy raw- 
tvj Si ry νεριττωτει Sardirisy τβ ε*ί*εδον χο, ως ti. 
ŷ i vxâ xrfxe'y, σννεργε Ι ί χχ , ^ κείμενον τρος α μέρη
i x ’ -

ν 2296. ΤΠΟΔΕΙΓΜΑ Η . Ε¥ς« εξίΤωβΊςχα----- =2
4Χ — au *}· a2 * ίτοτεϊεί&ω h  ό τε χ  χοΜαχλαβνα.

 ̂ U· > Mr ^
ς>}? t;------ — Ί ι  «ίτ *y 1/ =  4  *f — * ^ αχτιχαταςα-

2 2δ̂ τω 4 tv'/χμις τ« viy tJ  Ssflf/irg ifyaicii, Ίνα γενηται



Π ΕΡΙ ΓΕΩ Μ ΕΤΡΙΚΩ Ν  ΤΟ Π Ω Ν . 247αχ . . „ . ν ,χ·1 -  J Z  —  α^ +  α’ ,  CJT *ν ^ χ ------- =  α —■4
ct it2

g\L * #y5 5̂0̂ C0 5έ ^ —·~ — X * ^ ^  χχ — — — ΛΧ * 
r ' 2 2 

aMeir’ av χχ +  ** — — * iW 8V cV tvj κρμττΰλνι άττ5τ<- 
2τμ ψ ί ’/χι cciTiy αί %, fi.'peflyVwTai αί κ τφοσοξίζόμ&χι Ty γ$ζμμ% τκν χ  ‘ S« Svj Τ9Ματλα'Γ/«'3·ίί<Τν?ί ry< ε£ι.

^ ♦ / T̂A»W  ̂ |
ffuertccs i t )  μ* 'ίνχ ysvjiT? χ (μχ +  μα) =  —  1 *, txa-2

/ {Z3t*rs3s>Tfli μχ +  μ« — τ  , τ ρ ιχ ώ ν  t x  — --  ΐζι<Τκ(Τΐς

τ?ί Jxff&Xvfi fV ταΓ< ΛίΤνμΧΤ&Τδ/ί * *V< μιχζ :*> r;rv «- 
(7ΐ/μττωτων (^. 139) £ι’λν·φ$ω KA s: μ *, V. £χ$ϋ BA5= — xct) ΐΓ»,:»Μ«}λ«ί ry αΥψττωτω KM*

2€βλί}5 S«, Ita Ta B S/vjxaVyf, ypâ f/'cryi, tffovrxt xl μϊν 
ΚΖ =  τ , αίSt ZI =  x ’ αΡλα μχ -  τ — μα* af« AZ

£=  μχ * χα^α ταΓτα S t ,  f τ«< ψ »  x 4* —,  γαψίν/,ς
2

ΑΔ =  —, tj δ/ά tb ο̂ μι/β Δ αγομν^ς τ%ς ΔΝ ταρ. 

aMyXa Ty ΚΖ, fVovTO/, αί μίν ΔΘ — AZ := μχ , αί

Si &Ι ** αλλ.’ ν =  4  +  -  
2

αχδί/σ'ν'ί â a riff ΔΗ

«τωί, ω« <Γνα< Η 0= £ χ , ίςχι τνριχχΖτχ HI ** υ * "να 
Si y u XfiffS/î oS-y ry γραμμή των χ , Sif five/ Δ Η »  
χ ί  S<op»9«cv ay ινταίδβ ryv τ5 μ δνναμιν * ir& ttf >f



ντο ΔΗΙ γωνία των o'wtitαγμόνων γνωςη CtoriHerxi,
*» JC '^ «τι ΔΗ : ©Η: : χ :  — :: a : ι ,  συννςά&ω τρίγωνη2

το  Ρ2Τ ,  a  η γωνία 2  '*<?;* s»vj Tvj SfSo ftfV y  <>'ων/?  * £  

τ^'τίφΡΣ ss β , ^ Σ Τ ^ ~ ,  ^ Ρ Τ  vVsTiSfit̂ w e*
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y  =: μχ · λ λ̂ ft == — * ταΓτ* «pa 4usr«£> <f ♦u των a.

σψττκτων KM , KA ζ(ριεχβσων γωνίαν την ντο MKA

=  T , λ^ί/ο%ί? tvjs KA =  μα =  y , B A  z= yt.

γράφΰω It(ρβολη »} BI hx τ« B ΰκρχομόν*j* γ&ομί.
νης Zt ΑΔ s: AB , &δω τζ KA τα̂ αΜηλο* 4 ΔΝ * £
γχ6ω η ΔΗ «τ«ί, w τψ ντο ΗΔΘ γωνίαν (ϊναι ~  Ρ *
4, iv, ώ ΔΗ (Cmat τζ χ , βί St τ£ ΚΜ ταρχ/λ̂ λο;
HI (Canau == v* τίμ 3i 2  γωνίας όρ̂ ης ίΰ^ί, Topj£t{.

5«* «
« τ »  <y3 s  —  is Ύ ~  —4 *

297· ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ε 'αν τ£ %t» όξίογωνίν μ$τχ 
?» «T^aywvx wa τ$ί i%tff(c<rv' παρόντων , ατξ το χ%, 
τριπτόον tvjv u «»< χ  % τ  αν απαλή · £ J»j πορι&ν,σπαι 
cy ταότη τηΤίριπτωσα (ξίσωσις όμοια ταϊς άρτι χατ<- 
σχενασμόναις. Α λλα, γάρ iwfttv ©’$ το ίτιλν0·α<&«ί 
(via των αορίςων ζεντίροβαδμίων προβλημάτων.

«98. ΙΙΡΟΒΛΗΜα  A'. Tvji Αμ άττβμ£«μ xJ- 
χλβ (β̂ . 14 ο) , χ χόντρον το χ , ^ Eft ςΰί 
παραλληλα τη διαμότρφ ΑΒ £ Ίσης τζ (ναζολαμβαμίνη 
Βμ, tvptfv τός πότης πάντων των σημείων Ε.

ΛΤΧΙΣ. Κα^/'^ω or̂ os ορδάς τ£ Ζιαμίτρ^ ΒΑ



χροεχΟΚνβείση κ ΕΠ =  Αμ =  ν , ^ ΑΠ εςω =  χ  =  Ερ 
=  Ρμ , ^ *Α =  α ‘ 3/α τβ/νυν την βιότηχα τ5 κνχλϋ 
(Γ«ψ. 344) *W Α/*2 =  μΡ X f*M, ίίτ' ίν ν2 =  χ  . 
(χ +  2«)« τ»τ’ ϊςιν ν2 =  3*χ +  ̂ 9» εξίσωσες χυχλεχ ς̂ 
Ιχε(€ολΖίι ης οί άξονα Ίσοι τζ δοθείση h/αμετρω' χχ. 
TctfyXey δί, ώ «ί μ$ν ά«τβλ«μ€βη»ομ*ν<Μ P/i τ» χυχλιχπ 
τεταρτημόριά Αδ hihoaci τον χλωναΛΗ, λΙ he ivaxo· 
λαμ6ανόμεναι τΤ, τον Α Ζ * ιίί* τίτο Js βΊ/w*
3fiv ως ββ« διά τ>)5 errofwvtji ΝΒΚ σνςαίη αν η αντί, 
χειμενη Ιχ(ρβολη νΒΗ.

299 · ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β'. Σ̂ μβήι ίοββ«·« τ« Ν 
(«£. >4>)» μεταξύ δνω τλίΐφ»}» τζί ι)το ΑΒΓ γωνίας 
tCptfv χχμτνλψ την ΝΜ, β*ωί &ά τ# Ν «J*
fle/βς αχάτης της ΑΜΓ, «ί $νχχολχμ€ανόμεναε ΑΜ , 
NT fri ϊ<τ«ι «fly.

ΛΤΣΙΣ. Αιά των Μ, Ν σημείων ηχθωσαν MS, 
^ ΝΔ τχ$ά?ληλοί τη .χλαρχ ΒΓ , ^ ΰτοτιΜ&ω BS 
ί* χ ,  i) MS ν, £ ΝΔ =  α· ^ ext) διά την φίσιν 
τ5 τροβληματος ΑΜ =  ΝΓ, ίςαι A S =  ΒΔ =  β Οιχ 
γάρ τάς χαρζϊληλνς Ν Δ , MS εςι ΜΑ:ΓΝ :: SA: 
ΑΒ· β/λά ΜΑ =  ΓΝ * α ρ χ ^ Ζ Α *  ΒΔ>* άρχ ΑΔ  
=  ΒΣ ;= χ · atfuf διά τάς χχραΤΑν}λ*ς ΣΜ, ΝΔ ίςε 
Σ Α : ΣΜ :: Α Δ : ΔΝ , At Jy β : ν :: χ : χ * αρα χν 
χ= βχ — γ *  ‘ γενομενπ αρχ 0 * s y %  ίςαι χν =  γ *, 
εξίσωσις ίχιρ€ολης tv τατς άσψχτωτοις Α Β ,Β Γ * <«* 
άρ* μτταξν των ht των tCdtidv Cxερ£ολη γραφή, ΰιηχασχ 
hix τ» σημεί* Ν , χοριάησπαι >j ξηρνμενη χαμχίλη.

$οο. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ*. Τετράγωνον σνςησα^χι 
Ίσον ορ&ογωνίφ, ί  αΐ τλευρχ) ΰιαφε'ρο/εν άδηλων γρχμ- 
|*5 JiJtytiyy τ5 χχ.
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1ΙΕΡΙ ΓΕΩ Μ ΕΤ ΡΙΚ Ο Ν  ΤΟΠΩΝ·sj>t>
A T S  I S .  Ε 'ςω  ϋ vj τ« rrr^ayciva χλεν^α £  χ  ;  

«λβδ’Ο'Μ? τ« ορ$ογων/8 τλευρί* vj α̂ α μείζαν εςα ~ 
% *)· 2«* sx 5ε rij$ rS Χ03€λ·.}/ζ«το5 φνϊεως ες» ν’ ~ 
·4«χ -f* χ 2 , εξιϊωσις κυκλικής υτερ&λίίς, iji οί «£;. 
νες Ira fiYriy «χατε̂ ο* τί) 2«. Το αρα αφ 
σ»ν τεταγμένης τετράγωνον υ* αε) εςαι Ίσον όρδογωνίφ̂  
» «ί τλεΐ/̂ αϊ διαφίρνιτιν άλλ̂ λων τί} SiSefiiyi} ενδ«/α 2«.

3 0 1 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'* Trr̂ Tytoyjv σνςν,&χ&αι 
ίσον αρ^τγωνίφ, ϊ τβ άθροισμα των πλευρών εϊη άμετά* 
Ονρον £ »<rey τψ 2*.

ATSIS. Ε*ί« υ ?ί τ5 t̂fT8f«y8 τετράγωνά τλεν* 
ρχ ,  ^ χ ν* ί'τε̂ Λ rtcy τ3 ορ6τyavitt τλ:υρων * ατερ* 
τοιννν εςαι =: 2* — χ · εςι 5ε εκ τί?< τ3 τ̂ ίίλν*ματβί 
^«Vfwj υ7 ζζ 2χχ  — χ* , εξίτωτις χυχλ*, « t) διάμε. 
τρος — 2 ** ά̂ χ ts χφ’ εχχςΜί τετα^ενι·? τετράγωνον, 
ί> τβ Jxo r«y (7vi5/%a7tev ’ aT5T5TfU{fi«v»y ορΗτγώνιον̂  ι· 
ς«Γ/ ijjy ζγταμεν^ν fisnjrct.

3 0 2 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ε . Tvfi δετεως Κω παραλ
λήλων ΑΗ , Β© ($/. *42) ,  ώ» τα περατα A ^ Β μό
νιμα εΐα , , ευρεϊν μεταξύ αυτών αψεΐτν το Μ,
S/ 8 ay ^ διχ τ ί  Α αχβεισων τί}?τε ευθείας ΑΜΔ ·£ τζ$ 
ΠΜΗ ταραλλ̂ ’λ» τζ BA, »j ΒΔ <»*j x̂ a'i T̂ y ΜΠ, ω( 
μία ΚΖομενη ευθεία η φ προς την ΒΑ.

ATS IS. Κε/ο&ω το πράγμα ως γεγονως' ^ Si} 
εςω ΑΒ =: α, ΑΠ =  %, ^ ΠΜ =  w* Twy & τρίγω
νων ΑΒΔ, ΜΠΑ β(Ζ9/«ν ovr«y, εςι ΜΠ : ΠΑ :: ΑΒ:

ΒΔ, ε»τ Jy ι<:χ:; * :ΒΔ =  ά>λα διά τνμ φί<Γ& 
- w
~ ,. . - κ* ,  , .

t <j τροξΛ νμχτος ε ν  —  : υ : : φ : μ ’  αψα β ι  = ------,  ε»Τ
4J *
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^  Λ Λ2 X  Λ / £ 2
ύν Φνν — >] it/ — - ■ ΐ] τ*λ«, Τίβίντοί “  ^

Ύ φ  ν

ν2 — ,  ê /crtcCis ταρα€ολΐ>ς,  ΑΗ εςίν ν' ·)'£*{/-
fuj των χ.

3 0 3 . Ef?/v cJ τών προξληματω» $v%eptetpa το πρώ
τον ίοχε?, ών μεντοε η htkvcis ρ ά ςη , μ ιχ ρ ό η ι im irjcam  
τον νβν /i/o'njT/ m i των χαμπάλων* ofsv304. ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5’. Καμηνλη* (vpeiv τήν ΑΛΔΒ 
(%. 143)» περί τον όζον* ΑΒ, απε/ρων πβρβΡολών
γραφίΐαών ΛΑ , ΖΑ , Δ A , xr. (ώί ε?νβί «λ’ 3ν «Jv με- 
γίςην ηαράμηρο» <  2ΑΒ) χ , εκ οημιίβ τη Β τών επί τ5 
άξονος ΑΒ άχίείβών τών εά$ε;ών ΒΛ , ΒΖ χτλ. κάθετων 
ταΰταις ταΤς itapaCoXaTg, ay χαμην'Κη ΑΖΘΒ ί;« πάντων T«y οημ(ίω*» εν οί* avra/ β/ χ«$ετ<?/ ονναντώτ; raff βάτων παρβΡολ«?£.ΛΤ2 Ι Ϊ .  Εχ τών οημιίων Λ , Ζ , Δ afo$t«wev α ΐ  
tvSeiat Λ Ρ , ΖΗ , ΔΠ, κτ. χά9ετο< τώ β̂ ον; Α Β , hxS* 9 μεν Βπ είΐν άποχάΛ'Τοί «7ί πβρβΓολ̂ # ΘΑ* ρίε ΒΠ τ^ί ΔΑκτ. ε*ω ήΐη ΔΠ =  ο, χ,ΑΠ =  χ, ^  Α Β = 2β· αρ% ΒΠ τζ. 20 — ^ · ί/ά ίε njv φάσ/ν njf τιαραξοΧής ΔΑ, 
π $ ιμ (τ η ρ τ ή ς  *χτ  αίτήν παραμίτρχ =  βπ, προ'ε/σ/ν ti* s: βπχ. Α’λ ’ ή άποχά$ετοί ΒΠ ή μίααά ΐζ ι  τη ς παραμΐτρα’ 
αρα ΒΠ s  π =  β>3 — jg, μ* =  2 (β/3χ — $&χ) * ώο- αάτω* ίε γινομίνης Βπ =  2 / 3  —  χ ,  ^  Απ = :  χ ,  ^  Θπ =  ν, tvpttojotrai χ, ε’πί τής ΘΑ napaCoXjJ* κ* =  2 ·  (ββχ — χχ)* όμο/ωρ it  ty h i  ηαοών τών αλών πβρβ- 
Ρολών* εν ape Tjy χβμπόλjy ΑΛΒ τ* β’πο τών τετβνμενων 
τετράδων* προ$ βλι;λα ε/σΐν, ώ> τβ ί/πλ« y/νομενβ άηο 
τών βπβτετμ̂ μενων χ  χ, 20 — fc, m  < s/> $?<< νηάρχιρ
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*- · — XX ::  2 : 1

μ β β ') ·  άρχ V2 : 2 β χ  —
: xx : β β  ( υ π ο τ ι θ έ μ ε ν η ; act ^

act
Υ Χ  :: αα *. β β κ , υ 2 — —-(2/3$;

ββ—’ XX) ,  εί.είφεως* uxtv »j καμπύλη ΑΔΒ ες,}37μί£λί/ψ<ον, » ό μεν άξων ΑΒ =  3/3, ό δ’ ήμιάξων ~Ζ := a · ϊνα δ’ εύρείείη ή ΙΞ^ εΰήφθω το γινόμενον υπό 7ω> τυχαοών άποτετμη μενών ( ΑΠ, ΠΒ φέρε"),^ γενίθι» Α Π  X BH =  χβχ  —  XX. · ΔΠ* =  V2 :: β β  : αα · ό 5/ 
7χύτη; τή; αναλογία; τέταρτο; ορο; γνωςόν ποιήοει τό·, 
ήμιάξονχ a =  15.

Ilepi Γεω μ ε τ ο χ ή ς  ε πιλόσεως των ωρισμέ-, 
yων εξισ ώ σ εω ν  τ ί  τρ ίτα  ^ τέτα ρ 

τα βνθμ Ζ .

ΰ»5 . Ε’αν εξίσωσις ωρισμενη τριτοβάθμιος η 7ε- 
ταρτο€άθμιος είς διίω χνζλιθη εξισώσεις άορίςνς δεύτερο- 
€χθμίκς ο α< <οιζτομζ'ι των καμπύλων, α« εμψαίνεσιν α\ 
άόριςοι αύται εξισώσεις, άποΐώσεσι τας ρίζας της προ- 
χειμενης εξισωσεως' ϊ ’νχ δε 79 πράγμα λαμπρότερη* 
αναφτνείη* εςων εξισώσεις αί χ 2 zz βν, χυ z: αβ' εί
πα έν ν,μϊν εξισώσεις τε δυω ^ διίω τοΤοτ̂ τες ο^ωςο/ * 
ϋκεν αφιχέάτχι Ζυνησόμεθα είς έξίσωσιν μιας μόνης άγνω- 
93 περιεκτικήν * εχ ττρωτ̂ ς i£/c*coV£coi πρόεισι
γ ΐ
— =  κ, ταίτης δε 7>fs τη w Ζυνάμεως άντικαταςαθείσης
CC

εν τη (Οευτέρω, προκν-φει εξίσωσις ωρισμενη τριτοϋάθ-

μα ο; — — αβ, είτ »ν χ3 =  αα/3 * τ έναντι ον δε ταυτκ> 
a

την ωρισμεννμ εξίσωσα εις δυω «90/=bs δεντε/3θ£αθμ<Βί
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άναλύσαι Ζυναμεβχ, ύτοτώέμενοι χ~ =  αν, ϊ ,χ ν  =  α|3, κν τίδ σΐ/νί)έ<Γ£ως άποτελεϊτχι ή έξίσωσις χΆ =  α2 £ ,Tij« rs/>vv τ^το€αθμίν ,  η τεταρτοβαϋμία, έξισω- 
σεως εις 5ua άναλυθείσης άορίςζς Ζευτεροβχ6μ(ας  ̂ είληφ- * βω η εύ6εΐχ ΑΠ ως άξων (%. »44),  τό Ζέ σημεΐον Λ  κς αρχή των χ  έκχτέρχς των εν ταύτχις ταΐς εξισωσεστ 
Ζοϊεισων κωνικων τομών ' γραφεισων tv των Ζε των καμ- 
πυλών,  χί ρίξαι της προχειμένης εξισωσεως όρκ&ησονται 
υπό των σημείων, των Οις αϊληλας τέμννσιν χί κχμπίλχι * 
εν γάρ τω προτ$6έντι ύποΖείγματι γραφείσα η παρα- 
€ολη Αμ έπ) της άπτομενης ΑΠ  εςαι τόπος της εξισω. 
σεως χ 2 =  αυ * αχθείσης ειτα της ΑΝ  πχρα/ληλως ταΐς 
τεταγμένχις Τίμ,  ^ γραφείσης της εν τη εξισώσει χυ =  αυ ν7Γερξολης μεταξύ των ασύμπτωτων Α Π , Ν Α , το 
σημεϊον μ της των καμπύλων Α μ , ftM, Ζιχτομη; π ^σ. 
Ζιορίσει την τεταγμενην μΠ ,  ^ την αποτετμημενην ΑΠ 
μίαν μόνην ρίζαν της εξισωσεως χ3 =  α2 β * at γάρ « λ . 
λαι ρίξαι είσ'ιν άΖυνατοι* ώσπερ ^ αί κχμπύλχι Α μ ,  ρ .Μ , καθ’ εν μόνον σημεΤον Ζιατέμνοηαι.

Μόνη τοιγαρόν απαιτείται η της τριτοβαύμίν, η 
τεταρτο€χύμία, εξισωσεως ειςΖίω άορίςας Ζευτερο€αύμίζς 
άνχλυσις, τοιάς Ζε μεντοι, οϊχι άποΖιΖόναι αν εχειν4 κ) 
άνακαΰιςαν την προτιύεμενην έξίσωσιν' ε/ς πλείω Ζε ευ
μάρειαν Ζυνατόν Ιποΰει&αι τάς τεταρτοβχβ'μίκς, η τριτο
βάθμιες, εξισώσεις άπηϊλαγμένας τε Ζευτερα όρε 4 προ. 
ςώεναι μόνον Ζεϊ ταΐς εύρεΚείσχις άν ρίξαις τό τρίτον τε 
■ /.ατά τον άφανι&εντα Ζεύτερον όρον σύνεργό,, η τό τέ
ταρτον , ει τεταρτο<?άΰμιος είη η προκειμένη έξίσωσις, 
μετά σιμ€·.) a έιχντίε, καίίάπερ ΖίΖεικται (4Σ.υμ€ολ. Αο- 
γ ιΐμ . 4^5) ’ τό Ζέ τρίτον τΖτο, vj τέταρτον, ypaftys}»
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εχΑείαν είναι,  άϊλΊ μη καμπύλην,  μη νχ} περιττόν * 
τροσεπισημειώσαι;

3ο6. ΤΠ Ο ΔΕΙΓΜ Α  Α\ Ενςω ^ενίκι} έξ/σωσις 
τριτοβάθμιος  ̂ τ« δεύτερα οοα άπη?λζγμένη, η χ 3 -f-«£v •— αζ4 =  ο ,  ής α $  (3 ίποτεθηναι 3i/y«vTa/ είτε ir . 
αρκτικα)·, είτε λειπτικαί* γενέ£ω tv χ 2 =  an, ^ αν. 
τιχαταςχθητω η τα χ -  δυναμ/ς εν τη προτεθείση εξισά. 
σει,  Cjr/ς εσετχι δια α διαιρεθεΐσα υχ βχ —  ζ 2 ~  ο ‘ 
ή μεν b  έξίσωσις χ 1* — αν ες; xafa&Xvfi * ε/ς δε 7* χατα<Γκεν>5ν τζς ετερας εξισώσεως,  γεννάω υ*\·β= ·1 ' 
<, τοίνυν εςχι διά μεταθέσεως χψ =: εξίσωσις ύττερ.
βολής εν τω»$ ασύμπτωτοις· Παραμετρω b  =  α , ε’τΐ tvs Δ  Μ (ο/. 14 ί)  λ^ρδε/Γη» ως γραμμής των ιόν •■j «?££·< εςι aar* τ; Δ  ,  ν ε/ ,^ δ ω  jrajjafoXtj ΠΔΝ 
ής άττΐται η Δ Λ Ι κατά το Δ  x j^ v τ ϊ  των ν άξονος Δ 2  · εκ 3ε τ?ς κχτχ τ ν̂ παραβολήν ίδιότητος,  ες<ΔΜ; — ΣΝ* =  yj* — ά χ  ΑΣ =  αν ’ αρα ΑΝ ε;ίν η ζήτα- 
μενη παραβολή’ είζ 3ε' κατασκευήν της εν τη εξισώσει 
ώ,χ =  <- υπερβολής,  ε’ττε/δ·»} έχατέραν των χχμτη,λων ε- νε;ν έπάνχγχες τον αΰτον άξονα *, την αυτήν αρχήν των -> ε/λν'ρδω ΚA =  0 ,  ^ 3<a τ« Κ  ηχβω τη Δ Μ  πχρ. 
χ?ληλος ν, ΙΚΞ * ;* a^a των χτνμττώτων γωνία ΞΚΣ 0 <*τν* ες;'ΐ τν- ίπο Μ Δ Σ  γωνία των χ  ^ των ν ,  ότε  ̂ cist 
ντως εχειν προσηχει εν τοιζϊς 3ε περιπτώσεσι. Τίτα  τε- δί/τ;ί Δητηθητω σημεΐόντι της υπέρ βολής Μ Ν , τιθέμενοι;

?2
ζ  : ΚΕ : :  Ξ Ν :£ * apa ΞΝ =  f - ·  β>λα ΞΚ ^αδ,ω,·ε ε̂/ a^a ^ ΞΝ εΰχερώς γνωσθησεται * aja
ευμαρχς ευρεθήσεται σημείου τι το Ν τνς uVe^GeX?*' ίν^εδ ί̂Γίνττ; δε' ^ ετε^τ σημεία ποιχιϊλομενης της ΚΞ*
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εςιν αρα ΕΝ =  ψ · = υ + / 3 ,^ κ :=:ψ —  β ~  ΕΝ —-  
μΖ  · αρα μΝ — υ ζ> Δ μ — ΚΕ =  χ '  ρφςα «ν καταφα.- 
νεται, ως το 7%ς διατ ομν,ς σψεΐον Ν  μίαν τνμ Δ μ προσ
διορίσει εκ των ριζών τν,ς προκειμενης εξισάσεως, τ ί . 
δε & $  β υπαρκτικών όντων ν, υπερ&λν, ^ *1 παραβολή 
xxh' εν μόνον (Τημεΐον διατμνβν,σοντάι, $  η εξίσωσα μίαν 
μόνψεξειρίζαν πραγματικήν τ' αυτόν εςαι,  κ ψ  η β — ο.

3 0 7 . ΤΠ Ο ΔΕΙΓΜ Α Β\ Ενςω ’/,δη εξίσωσα γένι. xvj τεταρτοζάύμιος %4 4* ξ$χ* +  ζ* ' β χ ά ^ ζ 3γ  β  ο · 
όττοτεϊΐεί'-άω κν ξ* γ  =  χ ν *  ,  ^ γενομίννμ άντικατχςά- 
σεως, πρόεισι %4 +  ζπχ2 4* ζ*βχ  4* X J ν  =  ο * (ν·ί ·

ξββ
γράφΰω οε I τρίτος όρος κτω ■ ·τ-- %’? is  ζε
αότω οε τ ω ο ρω τ,τικατχτΦ/,Τω χυ αντί Z \ f  (<?>') · 
(εκ γαρ τν>ς εξισάσεως ζ3 γ  ~  χ 1ν'* αποφόρετα; ν·.· =
ζ \ / (£r)) * 3 ^  Utu * 4 +  c^3c* +  χ * ι  τ

ψν Ύ
χ'ν*  = ' ο ,  νμις δια χ -  διχιρεΟεϊσχ γενξσεται χ -  *f* - -

β t/ ζ
+  1—-—- ύ dt ύ- τζ ο · αΐ'τ·/; τοίην ’< εξίσωσ/  ̂λν:φ(ιίντο; 

_ V 7  ,τ« — σιμζολκ εν τφ εο/ίτω όοω ,  ε'/λείψεως μεν έςαι τΡς των συντεταγ μενών γωνίας μν όρϊν,ς Ζσης* κόκλΰ Ζ$, όρΛης ' νττερζολνμ δε χυχλιχ/ς, τ η — τεβεντος εν τω έ γ ίτ  
ορω * ^ ^  τρώτ' τεραττωσει συξεόχ&ω ν εϊλει-•ψ.'ί, η ο κύκλος, εν δε 7vj έεοτί^α vj κυκλική υπερβο
λή  Tv) Jrf^jXv) rvfj εξισωσεως ζ  1 / \(ζγ~) =  χι, · α.' οτότων διατομαί προσδιορίσκσι τχς ξητκμενας ρίζαςΨΤ/,ς των ο ,̂ντίτα/μίνων γωνίας ο :·)ν;ί •JrorfiiiO't'i, τ·:: 
σ-.μ&λκ — X vjjOsvtj», τορισ^ήσονται αί ριζ.ν *·;:ΐ των 
ύΓ'.τομων vVfoCjAwv χοκλ^ων * ?£ κατ:ο: ·
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εϊτχι, ω$ βρα έξήτωΛς τ ί̂το&ίδρο? τολλαίΓλΑίΤαίΓδεΓοντ fVi χ  83 ο ,  ί  ετ< χ  —  ο = ο  τετχρτο€χβμιος γίνε.  7«ί, ^ εΰμαρως αιτίάς αί ρίζαι ενρίσχοντχι.
Δννχτον δε κατατχενχται τψ  γενικήν τεταρτοξχύμίη 

κ, τριτοβχΰμιονεξίαωΤινύδιχ παραϋολνίςϊ,κνκλζ' εςω γ ίρ  
παραβολή ν\ ΔΕΖ («£. «44) ο »{ί εξίσκοΊς ν7 =α β χ  ·\· ,  τίί Β β()χίί« οντυς των αττο τζί ενδε/ας Μ Ν  άπο. 
τετμημένων,  ^ offlifc τ*ί των σνντετβ'ν'ρνων Τ'ων/ας* 

επί της απέραντα ΒΑ (ίληφθω Β© =  δ =  —  δ , 
t! λν,φΟείη ετί τϊς Βα), ^ ετί τν,ς ©tt ταραϊλ^λκ Tvj ΜΝ είληφθω ©Κ — vj άτώοτε'ον το —  <, «ί λ·<^δε  ̂Τ03ς τχ agiqsft' ftiv Tw Κ ,  Ζιαςν,μχτι δετω Κ Ζ =■  γ ,  «ysyfλ^5μ χνκλ;$ 5 Ζ Α , τερών τν4ν ταρχ. 
€ολν,ν κατά το Ζ  · έττε! «ν ΖΙ =: υ ^ ΒΙ =  χ  ανα<ρε<?3- ι̂ενα* ε/ί τν<> κχρχ&λν,ν,  εςχι ΖΗ  =  t —· HI =  χ* +  ^ , £ ΚΗ =  Λ Ι =  ©Η —  ©Κ =  χ  —  Uδε Τ8 offliyaiViB τ ριγών a ΚΗ Ζ  τροειτι
Ύ* =  X4 +  2βχ3 4- —  2δχ* —  ζβδχ +  δ*

+  * 2 —* 2&  4* C2Stf 8V X * +  2βχΖ +  0* X '  --- 2(3δχ - f  δ2 =  ο (Α )---  2δχ2 —  2ξχ 4* ξ*
+  X ' —  r 2

είλ'ίφ^ω v$vt εξίτωσίς τις τετχρτο6χ&μιος ,  vfrις αεί ε'μ. 
τεριγβίσεται τ£ καθολική χ*  ■+■  VC3 +  ξχ~ +  (X  +  
σ — ο (Β )* αί δε, ας ενρεϊν δει, ΒΙ εΰΌνται αί χ ,  είτ 
ίν αί οινάμεις Των ταυτης της εξισώσεως ριζών * ίτνμ iv 
ντοΛεμενν,ς τξς Β τζ Α ,  £  τ αν της ζρος εχείννρ ταρχ. 
€χ»,ομενφ, εξομεν 20 =  ιτ, ^/30 — 2δ +  j =  ^ -— 2/3δ —  *£ =  ^ δδ + £ £  —  y y  =  cr* αί τοίνννδα των γραμμάτων β , δ , £ ,  y  εμφαινόμενχι ενύεΐχι αεί
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δυνανται γενέ&αι μεγέδες τη απαιΤΗμένα,  'ίν είεν άλη*ΰεΓί αί εξισώσεις, α< Tree's διορισμόν αίτων ξνντελπσαι *
, - „ η , £ _  ί τ ’ + ι — £εςα/ β =  τ ,  *, δ — —---------------------------------- ■ ,

2 2 ̂ _ --- 2$δ -f £ --- ·£ 7Γ3 +  7Γ --- πξ -\- 2ρ
^  £  =  ■ ~  ■> ^ 

2 4<y =  μ/^δδ -f ξζ — <τ) · εκ δέ -φίλης εποπτείχς δ ήλον 
καδίςατχι ,  οτι β 9 δ , £ έδέποτε κχτ επίνοιαν δν. 
νχντχι είναι * ν} δε 7' s f̂ svoy ijwxa er ποσότης ε'ίη υπαρ
κτική ^  cd ζζ' α/λ’ έπείπερ δ t* μίν^ δίά ττ ^ ξ  
προσδιορίζεται,  α/λ* $ διά της μονάδα της ευθείας, £'ν, oCV άν βαλοίμεόχ, μεγχλην λα€εΐν δυνάμεύχ, έξέςχι 
αε) ποιεΐν 25 *+· ζζ >  θ', ε<̂ ’ ώ τ/> 7' ŝiTeTijra τελεί* 
<&αι πραγματικήν.Ει με» β κύκλος τετρχχδά την πχρχζολην τέμνει , 
η προκειμένη εξίσωσα τεσσάρων ριζών τιρχγμχτικων εύ. 
μοιράσει * δυεϊν δε , εΙ δίχχ · έδεμιχς δέ πραγματικής 9 
αλλά πασών ανυπάρκτων,  τ£ κνκλ» μη συμΟαλόντος ο- 
λως τη παρα€ολη* ετέρωύεν δε, είτε) αί ανύπαρκτοι :.ί. 
ξχι πάσης έξισωσεως είσίν αεί χρτιχριδμοι,  ο κέκλος τε~ 
μεϊ διχχ ,  η Tετρχχδχ ,  η άδέλως, την παραβολήν. Τύ δε κίκλ8 μ5»3» χπτομένπ τν;ς παραβολής, εχαςβν cvj- μεΓ» 2<ρν?ς δηλώσει δύω ρίζας ϊσας9 αΐτινες ε!ς μίαν συμ- 
πεσεϊν δυνανται * ως ει δίω ειεν τα της αφής σημεία, 
δηλωδησονται τέσσαρες ριζχι άνχ δίω ίσάλληλοι.

3ο8. ΤΠΟΔΕ1ΓΛΙΑ Γ . Ε*ςω εξ.σωσις κυβική χ % 
·+· τχ 2 +  ξχ  +  ρ — ο, ητις πολλάπλχσια-βείσα επί χ 
γίνεται χ* +  πχ1 +  ξχβ +  ρχ ~  ο ( Α ) , εξίσωσα 
τεταρτοβάδμιος , ης παραβαλλόμενης Τη όμοβαψίω καδ· 

Τόμ. Γ.  R



ολική, ευρίσκεται σ — ο' ωχςε εν ταυτη τη περιντώσει, 
y  =  ι/(2δ +  &  — <τ) y/vfra/ =  Ι/ ' (3 * + & ) , ?· 
7Γ£ρ δίίκνυσιν ενταύθα μίαν Των ριζών της Α έξισωσεως 
then— ο ,  ^κν«λ» Τδ'ν, χέντρω μεν τφΚ, διαςηματι δέ 
τφ y , γραφόμενη διηκειν διά τζ σημεία Β1 ββχ?$ rw 
αποτετμημένων' αι δέ λοιπά) της προκειμένης έζισωσεως 
A  f î <t/ ευπετως ευρίσχοντat * «Vri yify έξίσωσις πασχ 
τριτοβάθμιος μης εΐμοιρεΤν οφείλει ρίξης πραγματικής, 
4  δυεϊν ανυπάρκτων, vj ytv τ̂ /ων πραγματικών, ο χιί. 
χλ5ί διατεμεΐ την παραβολήν καθ' εν* η τρία σημεία, 
η καθ' εν μεν χυτήν τεμεΐ, καθ' ετερον δ' αυτής εφχ^ετχι.

s 58 H EPI ΓΕΩ Μ ΕΤΡΙΚΏ Ν  ΤΟΠΩ Ν .

Έ 'π ίλυσ ις ένίωνΤ εω μετ ρικών ΤΙ ροβλημ ατών, 
ω ρ ισ μ ένά ντε  ^ αορίςω ν, βαθμών 

υπ ερ τερώ ν.

3 0 9 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α\ Δυω iJfli/ocy των α, β 
δοθεισων,δίω μέσας ανχλογον τας χ ,  υ εΰρεΐν εν συνεχεΐ 
αναλογία.

ΛΤΣ12. Ε'ςω, sj μεν πρώτη των ξητψένων =  y , 
ij δεύτερα =  υ* διά δέ την φνσιν τα προβλήματος έ· 
ςιν a : χ  X χ  i υ :: ν : β' αρα (Συμβ. Λογ. 270) a* 
: χ ί : : β : / 3 ^ χ , = α , |3, έξισωσις τριτοβάθμιος, ην 
ηδη χατεσχευάσαμεν (305) διά παραβολής 4  υπερβολής 
εν ταΤς ασυμπτωτοις' ωςε η άποτετμημένη ΑΠ (%. »44) 
εςιν η ξητψέιη ρίζα της προχαμίνης έξισωσεως * έ. 
ςω iv ΑΠ =  y * ^ Sjj £« της τκ προβλήματος φίσεως I.

ςιν a : y  :: y  : ν = ---- , δει/Γ£ρα των ζητημένων με.
a

σων αναλογών*
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3 1 °· ΠΟΡΙΣΜΑ. Ε*πειδη9 £/ά την Ιδιότητα τής 
yfiwjz£T̂ wi;i T̂ oô a, εςιν a* : χ* :: a : 0 , εάν η a t 
β : 2 : i*o  ατό τί{ί a iJlJf/ας *ό<?βί διπλάσιος ί?ςα/ τβ 
ατό Tvji ίνδί/αίχ* οντοίδό a =  3  0 , ο πρώτος τ« $ει/. 
τίβ a εςαι τριπλάσια · εντεΓδε* άρα επιλύεται τό παρά 
τοΐς πάλαι περιβόητο* ΰηλιαχον πρόβλημα, οπερ ψ το 
διπλασιάσαι τον κίβον, περ) ζ μετιϋι τά τά Βντοχία εν 
τόί τά Α’ρχψήδα περί σφαίρας ^ Ηνλίνδρα β βι$λ/φ.

3 ΐι. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β'. Γωνίας όρ9ής της ΑΒΗ 
(%. 14 7) ♦ *y σημεία μόνιμα τα A επί μιας των αντής πλειί- 
ρων, ίοίέτων, άηό δε τά Α αγόμενης ενίείας  ̂ εως άν an* 
αντησρ τρ ηλενρά ΒΗ, ty εν Μας τής ΒΘ αεί «'ρίσκο· 
μένης =  ΘΜ» ενρεϊν τίνος ηαμπνλης είσί πάντα τά οη· 
μεΐα Μ.

ΛΤΣΙΣ. Ε1* τά Μ σημεία κατήχΑω ηά^ετόςήΜύ 
τρ ΑΒ πλευρά > iy γενε$ω AB =  s, ΑΠ — χ» ^  ΠΜ 
ss ν  άχάν ΠΒ εςαι =  a — %* ά, AM =: l/%~+ ν2 
εη δε τών τρίγωνων ΑΠΜ, ΑΒΘ πρόειοι % : ν ί: a t

ΒΘ =  -----= ΘΜ, εξ νπο$εοεως * αλλά διά τάς nap-
X

αλλήλας ΠΜ η, ΒΘ εςιν Α Π ί ΠΒ ίί AM ί ΘΜ» είτ
αν

5? pj : a — £ ίί j/(a 4 4* ν1) : ΘΜ =  ΘΒ — — .
X

εντεύθεν άρα αν — ( β —  χ )  * CflS2 4" ν7 )» 4»Γ* ^
(5C — «V

«4«* =  («— *)2'* W  +  0 . ^ , = --------^—r -
*«* — Ζ*

(«— κ)2 · κ ,= .......... .. ■*, ειτ OMV—J Z — 7ν---------- ΓΤ*·
2«— % {/(*&·/.— »:2 )

εξ α δήλον, ως έηάςρ άποτετμημίνρ ονςοιχάσι διίω ίσαι
R 2
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τίτχγμέ'-αι, ή μέν ίπβρχτιχη, ή S’ trip* λιιπτιχη' ΐάν Si 
vnonSp χ  <^2ct, ai τπχγμέ'/αι ccονται πραγματιχα(' ή 
άρα χαμπυΥη ίιηξα τψιχαυτα ίιχ re Β , οί Sc St.'« αυ
τής χΧώ»£$ fatxwHiToti, ό μ{> jrpc$ y, ircpoi Sc προς Ν· 
cav Sc ©N =  ΘΒ, cx των τριγώνων ΑΒΘ, ΑΞΝ

Λ Ρ
βρόασι χ : ν :ί β : Βθ = ---- rr ΘΝ* αλλα, S»a ray

X
τιαρχΧΚηλχς Bq ^ ΞΝ, ίςιν As. : ΒΗ :: ΑΝ : ΘΝ, tit

CC V
αν % : X — α ^/(χ< +  >’ ) : — , ο5» οΐ#φ'-

X
X * — β χ

pent ν =  +  ■ .- ■ ■ , ιξίσωτις ini τών *\ω-
ν ν/ { χ α Χ ^ ·χ * ')
των B N ,  B r  · xiyrpw μίν τω Β ,  ίιχςήματι Sc = r  a ,  ye- 
γράφ&ω χιίχλος9 i  A  A  Ut ϊιάμιτρος, χ, ηχ$ω απέραν
τος ή άπτομίνη (ΑΖ, ητιςϊςαι ασύμπτωτος τής χαμπνλης ·

ea t yap vnorefy % — 2a, h a t  v zz +  ------=  +  oo·
o

car S’ vnort$p v ss {/(siαχ— χχ),  αντικαταςχ^ίοης 
ταύτης της $ν*άμ*ως tv τρ ήΐη ιύρημένρ (ξιοώαιι, τ»ν 
χλαομάτων ΐξωΜντων  ̂ πορι&ήΰέταμ 2αχ — χ* ςζ χ 3 — 
αχ, «V h  αα— χ  =  χ  — β, η $α =  «χ, χ, χ  =

· βλλ’ ή χαμπύΧη ονναντά τω χύχλω, όταν χύτης ή
2

Τίταγμίτη <<τ»·9ρ τρ τ5 xvx\n* αρχ ή χχαπνΧη βννχντησρ 
τω χύχλω ίν σημιίοις άντιςοίχοις τρ άποτιτμημϊνρ A T
____5 *

2

3 1 2 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ . Ύόξον xvxht So&c'y το μη 
ΞΝ ιΐς τρία ίσα τόξα (χ. <48)*



Π ΕΡΙ ΓΕΩΜ ΕΤΡΙΚΏ Ν ΤΟΠΩΝ. a61Λ Τ Σ ΙΣ . T W f M a  ϊη το πράγμα ώς γίγονώς, 
sy ex των της διχτομης οηυιείων π, Η ίςά^ωοαν προς όρ· 
$άς τη ypuSy μΝ at πΣ, Ξ Τ , iy τετμή&ω Ιίγ̂ α χατά 
το Α ή μ$ · δ>}λ« 8V οτι ΣΔ =  Δ Τ , inti μη =  ηΞ ζζ Ξ Ν , ^  ϊγΞ π-βρχλλ λ̂ον f’c/i' ί’κ χχταοχευής τγ μΝ* τ«τ« ri$i»roi f?w g ατριητο; μ Α — α , κα< Δ Σ  =  »^  Σ  η — υ * ουχπν ϊςαι Σ Τ  ξ: 2 £ ιζ  ?j Ξ — μπν’κ δ* τη όρ$ο?ων/8 τρ/ρώνκ μΣπ, Ζςι ύ,γ  ̂ =  t·- ·φ· α2 —  2a35 +  
χ% μ(τα·$ίο(ΐ Si κ, αναγωγή, iy Siaipeaei Six 3» 4 «-

α 4α*
ναπληρώαιι, npoxvnret ϊζίοωοις — )* ζ ζ -------^

3 9
t'3 α 4®2
— * vJior£diW>i δί χ 4*—  ζζ ψ » γίνεται ψ2 ζζ ----
3 2 9

t>3 *, 4»a
4* -— 5 (‘T ΰν ψ2 — -----

3 9
V2 .------0·θί> φ2 —
3

4**
9

» : 3 αναλογία ηροοφνής υπερβολή t

2α 2*jy£, ηρώΓΟί μί ν ήμιχζων ζζ ---- , δεύτερος Si ζζ “ *
3 Κ 3»; δί ywWcc rcjy συντεταγμένων ενταύθα εςιν όρ&ή · ΐνα δε 

άναγραφίίη αυτή ή υπερβολή, διρρή&ω ή μΝ f<f Τοία ίη- 
άλληλα μέρη μΡ , ΡΑ , A N . ft, χίντρω ftiv τω Λ , δίΐι«

2 αwpcu δ« ήμιάξονι τώ —·.— ,γιγράφ^ω υπερβολή ή ττΡΜΠ* 1 Κ 3
ή Si π κοινή διατομή αυτής η  *?, τη xu’xXa άηοδώοει το μη
τόξον τριτημόριον τα μττΝ τόξα ’ διά Si τη οημείπ π ήρφ'·° 
παράλληλος ή ns. τή μΝ· τό πν οημεΐον τής διΧτομής Η 
π ροοδιορίοει τό δεύτερον τριτημόριον π Η, ly ΝΞ ίςαι τή
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τρίτον' τέμνιι if ή ύηιρβολή τον πΰκλον >̂ *α& ΐτιρον οη~ 
μιΐαν το H, ortfp (χτΐ&ηοι το τριτημόριον τη τόξα μΠΝ «V 
ναηληρώματος fig 3 6ο° ™ ηροτ($ίντος τόξα * βπλομίνοις 
γαρχ, το if ro rd̂ ov fts τρία ΐαάλληλα μίρη IttXtlv, Δ2 
ύπο ι̂μϊνοις =  χ , ΖΠ =  ι», προηνφίΐ η αυτή τρ άρτι 
ίύρημινρ ΐξίοωσις.313· ΪΧΟΛΙΟΝ· EVff£$fv χαταφαή><Γ«/, όττω; iu· 
*άμ{9α eig τρτΐς teas ιωνίας heXeiv την $ο$6ϊοαν γωνίαν 
απόχρη γάρ iie\tlv τό την γωνίαν μιτρπν τόξον * offfp, ή* 
μΐν μΐν it ύπιρβολής »όχλ<ί ΐπιτιτή^υται, αλλοις if it* παραβολής φ «ΰιλ», χαθά ro τ̂ ί ΐνρίοτως των μΐ~ 
αων σνννχώς άνάλογον (309) i<« iuw παραβολών eniKiit* 
ται, ω£ ϊςιν ίδιϊν ίν Γ'» fô w τώ* MotŜ .uaf. τη Θίοτό- 
κον $. 3 *8» $ 3 22 » Η) ** T0‘S νπ Α'οάης τη Κίφβλλ7- wf naptneStiot τώ τη Καίλλπ αυμβολιηώ λογιομώ §. 4 3  6 » 4 4 ο.314·. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ'. Aobtieoiv δύω evSeiiSv α» 
β μιταξύ αυτών οννί'χ,ώς αναλογών (μφαινομίνων ύπό 
τη άρι$Η μ , evpetv τήν τής ν τάξιως * vnoTtScvros, φίρ 
ι ιη φ , μ =  ίο, φ ν =  /, fiipf7v tj/x μιταξύ α φ β (β
ρόμην τών μέαων οννιχώς αναλογών.Α Τ 21Σ. Ε"?ω χ  ή πρώτη τών μίαων αναλογών'

t . X*iu $ή ηορι&ήσιται ή ίφιίςής oetpa a : χ  : <=̂=
α

JK3 £
α*

X» Χ»
α*α* β* α* — * α>*-~1as /3· Ηχίν, fflft 0/ iffxrei rcti ?α£«ί έμφαίνβαι τών ο·

Χψρων,  ό rij$ ν τάξίως igt = — I άιοκ&ι&α ii) »roi
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■ + ·1
'sr φ· ίκδν γενήαεται jg* =  β«—*φ· άλλ' </τ£<--------

®μ
— β »  Xj χμ4** =  «μ/3, η5νρ/̂ 5ν ίξαχ$ί/αώ», <?«f jg

J4_ <*=  βμ+  * /3μ-+- * * ταύτης i f  r>?i φσώΐίίωί· tig toy y
μ» μ»

ύφν$ι(αης βα&μον, ίςαι χ» =αμ4 -1 /3μ+ *  s= «»*= 1 ψ« μ—t*Pi *arnmm*m̂a+
h it  φ s  β μ +  » 0μ*ί* ‘ ,  tti/ios nctpifut την ξη-
ταμίνην μίβην ανάλογο*.

ί ΐς  at βν els την »Λΐαοη*νήν άφί#«μ<θ«, ύφά&ω 
ixirepot μέλος els tot βαθμόν μ + ί»  ΐναγένοιτο ψμΉ  — αμ—»+» /3>* fg μ nepirri αριθμό ο»γο? ,  ^  y’no?<* 
$mo{ φ8 =  csii. ηαρ/̂ Γίίίβί βμ " ί μ  +  1 β* s  

μ-4*» μ-f** **+» μ—
α 8 υ a , οθ** υ 1 =  α a 
ί»ά ταύτης της ίξιοώσεως evpeStj ή υ ,

»} ψ μ<ο̂  άκάλο/οί μιταξυ β £ ν · ft ie

/3’* «t»ie 
evpeSrjoetat

J — L
a

μβί fty αρτ/Of rjj αύτή χρηοαμενοις μίθόίω, μΐτή%$ω ο 
τύπος ιΐς τρίτην άνάλογον μηαξν των α, ν την π t da
mp iyiverq ώς προς την υ τρίτη* άνάλογον τιμν β* φ, ^  
δτινς ίξής^μέχρις St άφιχωμε&α eti Se/χτην ητρίΰοάρβμον' 
άηοχρήοτι Spa netraonevaaat τον τύπον υποτιθέμενα περιτ
τά τα μ -f* * * Λολλα/τλαα/α̂ Πί) τοίνυι τηνικαΰτα enl φθ 
ΐνα yetono φ* + 8 =  αμ“ ** ■ +·1 β9 ψ* έ, δη ό δείχτηςμ +  3 εαεται άρτιος* γενομενα i f  φ8 s  αν* hiatpioti πο- 

μ-f-a μ~*3»
ριΑηοναι ν * =  β ·  /3*Ψ* τδ £ £ f  α> / ^ ί ν*.μ'ρχο»Μί *«* cXojgfpwv h i  άξονος at τί Α Δ  (#. 149)



2 64 Π ΕΡΙ ΓΕΩ Μ ΕΤΡΙΚΩ Ν  ΤΟΠΩΝ.
γεγράφ&ω παραβολή ή ABM δια τής f ζιαώοιως της ήδη 
ινρημίνης. αί τοήνν ΑΔ ιοοπαι ~  ψ* γιγράφ$ω ιΐτα 
παραβολή ή ABM ha τής ιζιοώοιως ψ* =  αν * τών αν 
$ύω παραβολών τιμνομίνων χατά το Β, άγβιίοης ιντινίιν 
τιταγμίνως τήςΔΰ, ΑΔ=ψ hai μίαη άναλογος ή fi/rs- 
μΓ,η, % ΔΒ τρίτη ανάλογος ταϊς ιν&ιίαις α, ψ.

3 »5· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'. ινίιιών ΐχχιιμίνων χα~
τά πρόοδον γιωμιτριχήν, τής πρώτης δοϊιίοης,ιύριΐν την διυ· 
ήραν, όπως ή διντίρα ανντρ εχότρ top ρ ποοότητι δβδο~ 
μίνρ τρ β.

. ΛΤΣΙΣ. E'iaa ή πρώτη κ, % ή διντιρχ' ή άρα ι- 
χχτη hat β — χ* ή γάρ ιχάτη μιτά τής % vnoriSnat 
— β * τής αν α πρώτης αοης των αναλογών ιν9ιιών, >y

% τής δίντίρας, ή τρίτη hat * τηρη ι̂ίσης δε ίν τώ
a

λογισμω ταντης τής έχ^ίσεως, ή τιτάρτη ανάλογος nipt· 
ιξ ιι τον τρίτον βα&μόν τήςάγνώςσ' ?να δε τάτο φνγοιμίν,♦ % »γινέ&ω — - ~  ν, >L τής ν αντί τρίτο αν αλόγα ληφ$ΐί· 

α
οης, evpdhjonat ή τιτάρτη διχ,ώς ιχτβεμενη, ήτοι δία των

ν* ·' X* <αν Ογραμμάτων a, %, ν , ιϊτ αν ——- ,  ή διά ----*
« %

ιίτχ γινηται ν : Κν

W_
a

κ υ : ψ κυ υ7
να*

V* Ζ3 # «2
-— * ιΐγι ν ss — , εύρε&ήοεται ή πίμπτη =  — * ίν τά· 
a a a

τοις 5» τοϊς τνποις ή άγνωςος άχ ανιιοιν ιίς βαθμόν τα
δεύτερα ύπέρτιρονιάν δι> τη ραμένων τάτων, προαγαγιΐν πι~
ραιτερω βαληΒώμιν τον λογισμόν, τρίτοις νι, τίτάρτοις ιμ·
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πεοάμε$α πάντως βα$μο7ς · ΰχπν ϊνα τΐτο έχχ'Κίναιμεν, ν ·
ποπ$εί&ω ή τέταρτη ανάλογος «  7, ^  δή ή πέμπτη I -: τχ τυ f 2 β ,
οιται css------«=* ------ — ------ * 77$ δε πέμπτης νπο-

& % ν
τε$είοης =  ψ , at λο/παί μέχρι τής εννάτης. διαρι&ήβον 
ται, ως άνταϋ&α χα$ορώνται ♦  iwarov if  ?ο> λο^αμο* 
m  περαιτέρω προχγαγεΐ», νποτάεμένοις τή» έννάτην—c.
A'. Β'. Γ . Δ'.

♦
* £ — a 4

V
a
t2

Ζ

Τ

Ε\ ς Ζ\ Η'. Θ'.
6 
4

a

τυ
& a
tv ττ
% Ζ

1 μ
 

[ *
*

V
ζΦ φυ φτ φφ

φ *****
% a a
φυ τφ ΦΦ
% Ζ %

φτ ΦΦ
1

V V
u

*ωμ«> ήδη επί 7jjv «eraiXft>7v* <άν w:ofc$y «#«77 7
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ν2

πέμπτη ανάλογος, εΐλήφίω ή ε*$εοις — — · κατά τοίννν
a

ν*
την τδ προβλήματος βε'σιν εςιν —  =  8  —  .η  *2 =β (β  —  %), εξ/σωβ/ς παραβολής, ής παράμετρος ~ β '
έπεί δε «——» ζζ ν4 εντεύθεν άρα %2 β  ay, εξίοωοις α\-> 

α
λη παραβολή ς9 τήνάντήν έχέοης παράμετρον* είλήφβια 3» 
παράμετρος A b e s  a ($j. 15°) 4  & ««V$? γεγοάφ9ω πα
ραβολή ή Α Δ , ής άπτέάια ή Α Π . πορι&ήοεται ή εκ «?$ J53 =  et> εξιοώσεως παριςαμενη παραβολή4 είλήφ&ω 
εΐτζ ΑΚ. /£, r5 Κ Tf-Smof awi κορυφή, 
επί rS αήονος ΚΑ παραβολή ή ΚΔ, την αυτήν εφ οχ πα
ράμετρον 4 αυτή ον τη» πρωτην κατά το Δ διατεμεΐ, % ά%- 
βείοης τεταγμενως τής Δ Π , ή άποτετμημένη ΑΠ =3 γΛ 
εςαι ή δεύτερα φταμένη ανάλογος4 τής γάρ Δευτέρας νπ-

αρχάοης %, ή μεν τρίτη εςαι — , ή δέ πέμπτη —  = $α β*—  % ύποβέσεως4 δβεν άποφέρεται =  β* (β— · 
έαν ον ληφ&ή ή τ5 νδύναμις εκ τής έξιοοίοεως %* = β ν , 
% avTinarasaby «» τη εξισοίαει υ2 =  a 4 (β —  %), προ- 
κνφει εξίοωοις %* =  &*■  ( β — %)<

Efav δε έχάτη υποτελή ή έκτη ανάλογος, ποριοΡή- 
ττ

οεται — as β  — %, ή ττ ~  β% —  </χ, εξίοωοις κν·κλο9 ο διάμετρος =  β 4 γεγραφ$ω αν πρώτον ή παραβο
λή ΑΔ ($£♦  15Ο  ** *9$ εξισωσεως %* — αν, ήν δίδοι- 
οιν ή άντιχατάςαοις4 βί i f  άποτετμημεναι κείοονται επί 
τής άπτομένης ΑΠ · ήχβωααν δε «ί τεταγμίναι ΠΔ ζμ ν
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κά9ετοι τρ Α Π 9 ^  ηανταχί ΑΒ =  & : ΑΠ =
χ  : ;  ΔΠ — ν : ΖΠ — τ , >i, fta πάντων τών οημείων Ζ 
$ιή%9ω καμπύλη * είλήφβω τελενταΐον ΑΚ ss 0 . ^  «τ' cJr^i ώί διαμέτρα γεγράφβω ημικύκλιον το Α Ζ Κ , i  i»ct- fifii? fij? καμπύλην ΑΜΖ κ«$ν h  βημείον το Ζ , καθ' ο 
προοδιοριο&ήσεται ή άποτετμημενη Α Ε  S? # ,  δεντερα (η· 
τκμΐνη ανάλογοι.Η ϊ  ΐχρηοάμεΟχ έν τώ ft τώ προβλημχτι, ή μεβοίος 
ΰύναται ονχνάκις asείας ποιεΐν tag τών ύπερ toν τρίτο9 
η, τέταρτον βαθμόν προβλημάτων λύοεις' κεΐται ft ή μΐ- 
&οδος αν τη tv τώ τ &έναι αντί τών τύπων, οΐτινες , ει 
μeivtiav iv τώ λογιβμώ,  απεργάζονται τά$ καμπύλα! ιί- 
περτέρας της ίεοτΐρας τάξε ως,  άγνώςκς άλας κ, βλβ$, 
it, βτω ha τών κωνικών τομών» ή καμπύλων ύπερτερων 
μεν, γραφόμενων ft  ha τών κωνικών τομών, επιλύειντά 
πρόβλημα' ΐνα ft   ̂ λύοις άςειοτέρα γενηται, προβΐχειν if?, otfwi a?, τε αντικχταςάοεις tt, al αγνωςοι ποοότητες ώ$ 
οϊόν τε ΐνάριβμοι ώοιν ΐν τρ έχάτρ έξιαώοει.

3 ΐ 6. ΣΗΜΕΙΩ2Ι2. Ε'φ' ω ft  ΐν τρ iteraaitftijf 
τών προβλημάτων αποφεύγει·/ τάς ύηερτΐρας καμπύλας, 
την εφεξής έξέβεντο μέθοδον οΐ Α'ναλντικοί* «#> μεν ο 
βαθμός της καταοκευχο$ηοομένης έξιοώοεως ρ αριθμός 
τετράγωνος, %ρηςΐον εςΐ ftol καμπύλαις, toy «arenas ?άξ/? /σδται nf τετραγωνικρ ρί(ρ τής προκειμένης τάξεως* 
έάν i f  μή ρ τετράγωνος, αφαιρετέον αύτϋ τόν με i f  ον a 
τετράγωνον, εΐ μεν τό κατάλοιπον εΐη Ισον ή ελαττον 
τής ρίξης τΰ μεί(ονος τετράγωνά, χρηςέον αν&ις ftol καμ· 
πνλαις, ών τής μεν ο βαβμός εΐη Ιοος τρ ρίξη, της i f  
μεί(ων τής ρίζης μονά ft * εΐ ft ειη τό κατάλοιπον τής ρί{η>



με i f  ον, χοηςέον τηνιν.αϋτα δυσι χαμπνλαις, ων έχατέρας 6 
βχ&'μδς ύττερεχοι μονάδι τής τϋ τετράγωνά ρίζης * Stως 

xaraexfaijv f£i<7WfffW> εννεχβχ^μία χρηςέον δυοι χαμ- 
ζύ\αις τριτογενέοι' τής ο εζιαωσεως ένδεχαβα&μία 5οης, 
άφαιρετεο» rS 11 τον μείς’ω τετράγωνον 9 * ^ i*7 χ«γ«- 
λείφ^ήοεται 2 <  3 ρ7φ ί τετρχγωνιχής τί 9 * xaraaxft;- 
a?f'ov άρχ r̂ v f£/auj?/y, χρ̂ ίταμί’νο/ί it/ui χαμπυλχις, τήr
μεν τριτοβα&μίω, Πατέρα δε τετχρτοβα$μίω' ένταντη δε ry περιητωσει πολαττλχσίχ̂ ίτα/ ij ένδεκαβά$μιος εξίαωσις 
eni %=: ο (ή χ, 6π! % — ο =  ο), ΐν inoSjj δωδεχαβά- 
8μιος' τής δε έξισωσεως ααης 13% »4’ > >5°* ω$ αφ*ί- 
ράμεναν τον g τΐ 13, 14, 15 χαταΧεϊηειν μείζω άρ&μον 
τ ' α 3 5 χρηςέον τηνιχχντχ δυοί χχμπΰλχίς>.ΐχχτέρχ τετάρ» 
της τάξεως. Α'λλχ yip μύτην αν τοιχδε τις άηοδο$είι7 μ«- •&oio?, «’ itj όπως τχύτφ δέον χρήοασ&χι μή ζροσαζοδο- 
Svj, £λλω»Γί aiuvarov ioxf? τοιαύτη» τηρη&ήναι μεβοδον' α/ μίν 7βρ εζιοωοεις τά ίο® λ , ι ι ® /3α·&μ5 #:f roy la® 
ανάγονται, ζονκατίκαοιαζόμεναι, ai μεν ini χ 2 =  ο, at i f  «τι X ~  o' εςω i f  fi'/owot, rii 12® βα&μϊ, τά Δευτέρα 
αυτής ορα άπηλλαγμένη ή y™ - f  αχ*° 4- β χ 9 +  χτ. =  ο' 
γενομένα αν χ 9 ζζ ν , rpamjcffa» jj ί£/σω<7ί$· f<£ r̂ y t 44“ αιι’ χ  4~ κΓ· =  0 <> εζϊοωοις τεταρτοβά&μιος' νζοτεϊέντος 
if χ* =2 t>, γίνεται υ* +  aVjg1 4* 4" *Γ» =  ° '
τως χν αδύνατον τηρεΐν δύω χαμπνλας, την μεν τρίτα, την 
if τέταρτα βα$μά ,  κα9 άπερ ή μέθοδος διχχελεύεται ' 
ζροχειμένης if f£<ew<7fu>? βα$μδ 16° »j χ ’5 4* 8χΓ44, $  4* χτ. =  ο , νποτε έ̂ντος χ* =  ν , γενήσεται ν4 4~ αυ3 
5C3 4- xr. =: ο έξίσωσις πεμπτοβά9μιος' άρα ή ιό® βα$·
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μΖ εξίοωοις « χαταοκευάζεται i l  έξιοώοεων ίιΙ« τεταρτο- 
βα$μ(ων, ώς ή μΐ&οόος έντέλλεται.

Ού μην άλλα μάλλον τον νζν προοεκτεον τή ενμαρεία 
της καταοχενής,  η τή των εξισώσεων άπλότητι * vy yap 
ή μεν κατά την παραβολήν εξίαωοις άπλαςερα «< της τ5 
χύχλα, η μέντοι τ»τ& αναγραφή της κατ' εκείνην πολύ 
·ρ$ων' ξνμβαΐνει 5ν πολλαχις τάς ύφηλοτερας τών καμ
πύλων εύμαρεςερας ύπάρχειν (ις άναγραφτ,ν των ταπεινό- 
τερων' άλλα yap ταύτην την με$ο^ον χχτ αλίπαντε; ,  όπως 
ίε ΐ ηάοαν έξίσωσιν ώριαμενην ίιά καμπύλης όμοβχ$ιιίσ χ, 
ευθείας χατασχειά&ιν, είπωμεν ήόη διά βραχέων * επί τχ. 
τιο τοί-,νν όλη ή έξίσωσις όιν;ρήσ$ω iia πάντων τών ποιη
τών τΖ εχάτπ όρκ, πλην ενός,  ος γεν*ο%ω — ν ,  ty γε- 
γράφ$ω ή καμπύλη f ής τεταγμένη μεν εςιν ή ν , άποτε
τμημένη ie η χ ,  it αφορίες όννάμει» ύποόνομενη' της όε 
καμπύλης κα9άπαξ γραφείσης ,  ή'/βω ταίς άποτετμημε- 
ναις παράλληλος ει$ε1α άπεχνοα αύτών ποαότητι ύποτι- 
9εμένη =: υ * ίχ it  τής κοινής όιατομής της ευθείας >y 
τής καμπύλης πάοαι at πραγματικαϊ plfai τής προχειμε- 
νης ίξΐαωσεως προχύφαοι·

3 i y .  ΥΠΟΔΕΙΓΜ Α. £*>» εξισωαις %1 —  2β·χ*
α*% —  α*β =  ο * ίιηρήο9ω iv πάοα iia α4,  ύποτε-

X*
τίντας β  =  ι>, χ. μετα&ίαει hat — -------- — +  X =  ν *

α* »
γεγράφδω τοίνυν ή ταύτης τής έξιοώσεως καμπύλη * είς 
ίε  τ5το εΙλήφ$ω, σςων μεν ό ΓΒ (%. 13 2)> άρχή it  τών 
% τό A * X, ύποτε§έντος % =  ο, ενρίσχεται ν — ο' ή α- 
ρα καμπύλη ουμπεαείται τω των άποτετμημένων όζον* 
κατά το A * ύποτ($έντος i ‘ είτα % s  i  β , εύρίοκετχι

Π ΕΡΙ ΓΕΩ Μ ΕΤ ΡΙΚ Ο Ν  ΤΟΠΩΝ. 9**



ti =: ο * * ή καμπύλη Spa ουμπεσεΐται iy τοΐς five} οημείοις Γ  ^ Β re αξόνος ώριαρενοις, εί ληφθείη Α Κ  ~  ΑΒ s  
a ' ύποτεϊεντος i f  χ  =  +  2α, εύρίσκεται χ  =  i .  17α* 

καταφανές, όπως θηρεύονται, caa hot αν βσλη- 
θείημεν σημεία, fjjy προχειμέτης καμπύλης' ύποτεθείθν 
toim  ώς γεγραμμέκη ή καμπύλη ' $  ifaSw ha ra Α α’ρ- 

τάν αποτετμημένων πχραλήλνς ταϊς τεταγμέναις ή 
ευθεία AM =  β ,  ny επείπερ υ — β εςίν εξίσωοις ευθεί
ας παραΐηλα rtf άξονι των %, ha fa Μ ή%θω ή ΜΝ 
παραλληλίας ταΐς άποτετμημεναις * ty Ιή at εύθεΐαι ΜΠ, Μ Ξ , ΜΝ αί απολαμβανόμενα! ΰπο re σημεία Μ , >y τύν 
σημείων, οΐς ή ΜΝ συμβάλλει τη καμπύλή, etch αί πραγ- 
ματικαί pifat τής προκειμένης έξισωσεως· ty γαρ κλη- 
θεισών Τ  των τεταγμενων επί τον νεον άξονα Μ Ν , εςχι

yp 2Jg3Τ =  ί  —  β '  άλλ’ αί ρίζαι τής εξισωσεως — —  ■——-α4 β2
σνςοιχαο! σημείοις, εν οΐς Τ  =  υ 

— β ίςιν =  ο' άρα κτ. (*)· a μι}ν αλλ’ #άν ληφ$ρ ή &ύ- 
ναμις τής υ in τής εξίσωσεως υ —  β  =  ο , ty αντικατα·

23 2^3ί» η? εξισώσει ——  *=· — *f* j j  s  w, ρά?« ev-
ρεθήοεται ή προΐεβεΐοα έξίαωσις.

3  »8· Εΐ i f  προκεοιτο είς κατασκευήν ή εξίοωοις '/' +  αβχ3 - f  γ =  ο , ήδύνατο ΰποτεβήναι γ =ζ ν, ^  t ,

βγο Π ΕΡΙ ΓΕΩ Μ ΕΤ ΡΙΚ Ω Ν  ΤΟΠΩ Ν .

( * )  7 * β  ί »  άγονος Μ Ν  α τ τ ο μ / ί β  τ ? ς  « α μ - Τ υ λ χ ί  χ α Α

* m  σ χ μ » Τ ο » ,  « α ο κ τ Λ ΐ  - ι τ α α α ι  αί Ίσαι,  ? ι  y t  τηνιχαυ· 
τα τα οημίία  τ χ ς  ί ί α τ ο μ χ ς  » » λ ι ) ^ ΐ ) » ο > τ « ι  ας συμτιντακά· 
τα ·ίς «f.



ΪΪΕΡί ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΤΟΠΩΝ. a;»
κ7κ^8 fete γινιο9αι υ =  —  ηηιςα

ηινεΤ την των ορών' δύναμιν β γάρ Utv δπως ή μονάς 
διαιρεί4 τοιγαρϋ» οί Spot της δευτερας εξιοωοεως ενμαρώς 
εχασι χαταοχευής νπερ πάσης δννάμεως τής £ .

3 1 9 . 2ΗΜΕΐΩ2Ι2. Αιά τής αύτής με$6δα δυνά· 
μεία evpit ν τάς πραγματικός ρίζας εξιβωοεως άρι$μητι· 
«ής· εςω γάρ ΐξίοωσις %* — 2χ 9 4* 3% — «93 =  ο* 
γενεο$ω δή α =: 2 , /3 =  3 ♦ κ, y =  1 9 *» ^  Λ*9*
&ήτωοαν el ρίζαι, ώς εΐ at 0 t γ γραμμα} εΐηοαν, ε%β· 
οβ< ftff Xo'ya* αρ/$μώ>, οί? !οα νπε$ίμε%χ ταντα 
τα γράμματα* tnoffr&mo? «» δ «V μο>άδο? γραμμής 
(δπερ άδεν ολω? το awXvov), «$β< ί  r  ι , «, a ζ  βδ* 
»f. * τι&ιμίνα δε γ =  ο, ftipi'oRovfcs/ αι ρ̂ αι r/j? irpoff* 
Βείοης εξιοωσεως4 νπο$ωμι$α ο» τάς πραγματικά» ρίζας 
ταύτης τής εζιοώβεως ΜΠ, ΜΗ, ΜΝ, των άλλων άν~ 
νπάρχτων χοών' ΐφχρμοο$ίντος Sv δ ταΰταις ταΐς ρ7· 
ζαις, εάν εύρεσή ΜΠ =  αδ, vy ΜΕ =  <5δ, d, ΜΝ ss 
ι^δ» συναχ&ήσεται εντεύθεν τας ζητχμενας ρίζας chat 
2 , 6, 1 5 ·

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΤΡΙΤΟΝ,

Πε(ΐ Τ 'τ ε φ α τ ι κ ω ν  Κ κ μ ,π ύ λ ω ν .

Τίνες μεν uv tlfiv αί CrepGctnxa) καμπύλαι 0 ττρο 
μιχρίί εϊρηται (2?6), «ρΐίλδίΤο/, ώκ την ψότιν εκδηλώ* 
σαι a δνναται εξίσωτις» νεριεχΜΧ τον των άποτετμημε. 
νων £  τεταγμενών λόγον · ρητέ ον μεντοι Ιδίφ ^
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αυτών βραχέα. Πάσα συνεχΖεσις, ή' ix εςι γεωμετρι
κή , ίπερ€ατιχη ^ ^ λέγεται ’ rs/a/Sf ε/V/v α» τό
ξων, ημιτόνων, συνημίτονων, άπτομένων, τεμνασων, λογ. 
αρ/2μων περιεχτιχάι, χ*) αί περιεχουσαι Ζέ ποσά αν. 
ίπαρχτα, α άντις εις πραγματικά τρέψειε, χα'ι έτι

αΐί δεΓχτΛί επιτίθενται * oijv υ =: χ
iav olv χληθωσιν, ν μεν at τετχγμέναι, χ  Ζέ at a. 
ποτετμημεναι, τασα/ αί χαμπόλαι, ων η φόσις έμ. 
φαίνεται Ζιά των εφεξής εξισώσεων, f/Viv υτε^ττ/χτί, 
as ^ μηχσνιχχς tfriv βϊ όνομχζχσι' υ — α. σννη. χ  (ση
μαίνει Ζέ ο τόπος, ccs asx Τ5 y Ισίτχι τω Το'ξω a , z 
το συνημίτονα Ίσον τίθεται Τη άποτετμημένη χ) ’ υ — α. 
ημ. χ ’ ν =  α. ά π .χ ’ υ — α. τεμ. χ  · ι =  λ . χ  ’ νμ =  
Αχ* (τ» λ iijXs/Tfls T3V λογάριθμον) ’ τελενττΓιν δε 
τί(Γ(Ζ εξίσωσις, μη ε’μφαίνασα τον των άποτετμημενων *< 
τεταγμένων λόγον, λογιχη μη ίσα, έςιν όπερ€χτιχη, ^ 
ίπερζχτιχην παρίςησι καμπύλην τάς Ζέ ίπερζχτικχς, 
ας έμφαινζσιν εξισώσεις, έφ ων αΐ τρεπτα) ποσότητες,  , r I/ δ  ν ' 1  ,αλογνς εχκσι δειχτας, onv ν =  χ , υ — χ  ,ο
Λεϊ€νίτιος χχμπόλας Ζ ι xCxti κ ας (intercedentes) άζ-
εκάλει.

Αί Ζέ τοιαίΖε χχμπύλαι ίΖαμως αν ΰ/λας χ:ιτα- 
σχεϋασσείησαν, ότι μη Ζιχ των λογάριθμων’ των γάρ 
χατχ τάς Ίσας ποσότητας λογάριθμων ίσχμόνων, εκ της
. ΐ/2  , %/%
5«5ε<τεωί ν ¥  χ  προεισι λν =: λ χ  =  ρ/ 2  .λ .  
X ’ επε\ ίν λυ =  y/a . λ . χ ,  π'οΚυχπλχσιχζνμένχ τ ί  
λογαρβμχ έχάςης άποτετμημένης επί y/z , Ζηρευθήσε- 
ται ό της άντιςοιχύσ-ης τεταγμόνης λογάριθμος, ός γνω·



cSyffsrai ha προτεγγίτεως * "υποτιθέμενων γάρ των χ  
υπαρκτικών, *<iy μεν vj £  =  ο, «*£ΤΛ/ ^ υ =  ο* *«y 3* 
5' κ 3  1 ? βςαι ^ ν =  ί ο ωί'ίΤίί #*S’ £βντο'«ς< χχτά*3>}AflV* «/ δ£ £  £ίί} SS 2 ,  λ ν  3S j / 2  . λ .  2 =  Ο
7274 ir^/ire6 βββ ν =  2, 663*86  #£(>/«·*" ill' ity χ  
=  ιο, ποριΤΖηΤεται λ  . υ =2 1 , 4 * 4 235 6  περίπκ  ̂ $  
κ =  25  ο 95δ περίνε' ιΐ δετοί υποτεθείη χ  =: — ι ,  
—  2 , — 3 9 #Τ*ι άμηχανον ολως διορκ&ηναι την δν. 
?Λμ» τδ ν·

Ex rwy μονονκχ απείρωντψ είδε/ νττε̂ &ϊτ/χων xa/fu 
ttvAcay, ras fj-Jfj ημείς μόνον νποςρωτόμεθα.

3 2 0 . Αο^βρ/βμ/χά/ χχμιπίλ:*/ £/o*)y, ων τχΐς 
ιξιτώτκΜ ivtifiv ο'ι λογάριθμοι Των αποΤεΤμημενων, 
>j των τεταγμενων4 fo/3'δε ev f*/y tj λν ϋ  &,) εν § L  
ποτετμψενχι slctiv οΐ λογάριθμοι των τεταγμενων ‘ το/. 
γαρνν είς καταγραφήν τοιχς δί καμπύλης, IscoTey α! 
δνω πρόοόοι Α’ριθμητικη τε 4 Ρεωμετρικη

GO « φ «  ·  1 * 0 · 1 « 2 · φ φ φ 4 οΟφ ♦  * * ο ®  ♦  Β
Σχχςοε όρος των εν Τη A εςχι πάντως λογάριθμος έκα. 
ςν άντιςοίχη πατά το Β (Σνμ§ Λογ. 3*3)‘ «Wv ttfse 
τω ο̂ με/φ A τ?ί Πε (£. 153) εςω άποτετμημενη =  ο, 
ΐ) δ* άντίςοιχος άποτετμημενη ΑΗ =  ι ,  £ ε/λ^ω<7αν 
προς το Β at άποτετμημέναι s  2 , =3 4 «τ. ο (fey «Vo- 
Â flvjVrrxi καμπύλη απέραντος, ε π εκτεινόμενη προς το 
Β ■ ε'ιληφθωταν εϊτα προς το β λέιπτιχα) άποτετμημε- 
ναι — ι , —» 2 χτ. , ^ «I'Vaft άνΤίςοιχοι τεταγμεναι 
£ , £ χτ., £ *̂ί *f **μπόλη ες άπειρον επεκταθηϊεται 
προς τό β , $ε) μάλλον 4 μάϊλον εγγιον γιγνομίνη της 
ευθείας Ββ, ha τάς επ’ άπειρον φθινύτας τεταγμενΛς 

Το μ. Γ. S
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i t  i ' χρχ Ιΐε hut ά<τάμττωτος Τν,ς τροχειμε* 
ν·<ς χχμτίλν,ς' τχρχ δε tavra σαφές, ως αντί τ* διτλ* 
Xjytf, τ? εν τζ τροόδφ Β χρζτχντος, διίνατα* αντικχτχ. 
tfvzt ετερόςτις ο'οσκν, εκτεθειμένος ένορας, είτε ο λόχε^ 
ρέσιν, είτε χλχσμχτικοΤς * εντεύθεν αρχ άνχφόχσιν άτεω 
ροι χχμτόλαι λογαριθμικά), ffMvjXcoy διάφοροι.

Ε*ςω /iif ε£ εναντίας u s: Αχ, $  εις χαταγρχ* 
φην της ντο τν,ς έξιΤωΤεως ταίτης Τχριςαμένης καμπύ
λης είληφθωσαν at δίω τρίοδοι

ο ο ο β οβ Δ
έ  Ε

1 . 3 . 3 i 4
_ 1L ,  ,  .  ι  t  χTT 1 · 7 V t

εάν «ν ληρθωΛν, αί μέν χ  εν τφ Ε , βί δε ν εν Τω Δ , 
εςω Α άρ#} των ά«·3Τ6Τμν}με'νων (β£. 154) ,  ^ BA sr 
ΒΚ — ι * ΒΚ έν hut τεταγμένη άντίςοιχος τ£ ατοτε- 
τμημένη ΒΑ * λχμβχνομενων είτα, χχτχ Τ·/? τρίοδον, εκ

ΒΑ
διάδοχης, ως άτοτετμημένων μεν ΕΑ =  ■ ==, A# =

«— «τ., ως δε τετχγμέ/uv ΕΗ — 2βΚ, 2 1  =  3 ® ^4
«τ., άτοληφθησεται η ξητψε,η χχμτίλη ΚΗΙ* Α*Μ.’ 
ε?/ Τ'άβ τάντως t ŝ'SvjAsv έκ τν,ς Ε τροόδν, ω{ μετά. 
£ιί Ε ^ Α ενχτολζμβάνο/τχι άτειροι άτοτετμημέναι, £ άε) 
ελάττΒί γινόμενα/, αίς ζντιςοιχίσιν άτειροι τεταγμέναι, 
αεί μεγεθυνόμενη * αρχ η χχμτόλη, άκειράκις μέν έγγι- 
ςχ γενντετχι τη εόθείχ Α Ι ,  ϊδέτοτε μεντοι αντί} σψ- 
τντεΐτχι * ά̂ β Αψ ες»ν fitur/ί άσίμττμτος.

3 ^ 1 . Σνγχζταλεχτε ν̂ δε ταΓς λαχιζ̂ δμιχχίί τά$ 
δ ε ιχ τ ι χάς χχλαμένχς χαμτίλας, άτε δη είσιχσων 
αίτων τχΐς εζισωσεσι δειχτών Αμετάβλητων ’ ο’ία ε. 
Φ  η καμτίλη, ήν έμφχίνει ν, εζίτωσις ι =  χ * ,  δ/ ν*ί 
sv,μαίνεται τχς τετχγμένας άν άλογον εχειν τοΐς άτό των



αποτετμημενων χ  βχύμοΐς χ* ούεν χτοφερεται λ . ν —χ. 
λ . χ  * εχν Ιν υΚοτεύη χ  =  ο ■» εςαι ν =  ι , εάν δε χ  =  t , ηχ) υ =2 ι * Vcrv δε χ  — 3 9 εςαι υ =  a* =  4 * 
εάν δε χ =  3 9 «**' » “  33 =  37 *τ. * «*ν άβ* Αηρ85
»j άτοτετμημενη Α Γ =  χ =  ι (^. 1 5 5 ) 9  ^VM^TiW 
U =  ΓΔ =  1 9 liflwflcftiW ίί«·*̂ ΛΤ/Λ«ν Των 91*005 τί 
Γ , %* μετ«£ν δε Α ^ Γ άε) εςαι χ  ^  ι * ως, εάν
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τεθ5 ΑΕ =  £9 y b t & a i  V =  =■ — - r  * υπο.
Κ 2

βετε'» δε' $δ»{ ΑΘ =  -==%* ^ δ̂  εςχι ν =  (— χ)·—'** · % τ <r * ο
• *»  Η χ =  — * 9 *«*ι V S2 —· 1 4 &·

0 - % ) * ,
02 ύττοτίθεμό̂  ΑΘ =  — ι ,  πορκ&ηιτετχι τετχγμίνη 
@Τ zs => ι * T9 δε τψετον Υ ε?2/ ?5ί Λ2μ9ΓνΑΐ35 * εάν 
δ* Ιπάρχη χ  =  —= a , ιτοριΤ&ηΜται t> =  £ * «02 η A# 
r= — a ««Άτμ^τεται Jira τετχγμενης, ίπαρκτικ^ς 
μεν της 2 Μ =  Αεπττ(«5ί δε οδεμιζς* εάν δε &\ 
λειπτικαΊ άποτετμημενχι χωρωαΊ κατά πρόοδον α'ξατζν 
ι  ̂ 9 λ 39  xTt 9 «» δε τετχγμενχι τε$ωσΊ προτεχεςχτχ 
άδηλων, ποριΤ^ηΤοντχι τετχγμενχι πχρχί&άξ νπχρ. 
κτικχίτε $  λειπτικχ) 0 coy τ* περχτχ έκχτε0ω8εν τ» «. 
£7/05 άπειρχ ΤημεΤχ διχκεκριμενχ άδηλων 0 ατ/ν« καμ. 
ttuAijv μεν <Τννεχη ηκιςχ ΤυςηΤασι, φχινόμενον δε ■ ?«. 
«Jtvjs καμπύλης* τοιχίΐη δε Ιδωτης Ηρεμίαν χωράν ε· 
χε» έν τβΓ5 τ'εωμετρ/κίΓς κχμννλχις · ίδωμεν δε, ε/ τα/. 
«τωδνί ο̂ μεΓΛ εμφιλτχωρεΐν δόνχται τ«Γ5 υτΓ20*τ<χ«Γ5

χ* ε?ω % =  £ , «««ν ε«2ί ν =  ^  ^ / · ‘ «02 τ5 «-

ποτετμημενη AS =  ί  Λςβίχίον δνω τετχγμενχι [icei
S 2



2 Ν, Έν- si μεν υπαρκτική, tj δε λειπτικη · ύιτοτ<9εμε« 
>ω> δε εχ δ/αδοχ̂ ς X =  τ * 1  <* f  * £ #τ. îtvsjVa. 
raw, οτ/ τοΓς /χεν κλάσμαση, ων â mes ο iratpoyo/xctssfc, 
δυω συςοιχζσι τεταγμενχι, q μεν υπαρκτική , q δε' λε/. 
-5TT/«tj, τοΓς δ’ » ών ο παρονομαςης περιττός, ôyoy υττ. 
αρκτικά * α̂ α τ« ετί τα< υπαρκτικός χ  q κτμ. 
<3τίλν) εχε» υϊε̂ θεν τβ a£jyei άπειρα σημεία διακεκριμέ
να άλληλων.

3 2 2 . Αϊ παρά τοΐς πάλαι λίαν διατηρείσαι τίσ. 
σάρες καμπύλοι , ωί αίτοϊς εύχρηςζσαι ε!ς επίλυση 
τω/δύω περικλεών προβλημάτων, τκτε ιτε̂ ϊ διπλάσιο- 
σμν τ ϊ χυ<?8 , ^ re #ε£< τ» χυχλιχί: τετραγωνισμέ, εί· 
<τίν q Κ/τΤοειδε/ί, q Τετ^ί^ων^ίτα , q Κο^χοε/δ ί̂, £ 
q Σχεί̂ ειδε/ς.

3*3· Κ/^βΌε/διί ε. Ε'ςω >}/«χυκλ/ον το ΑΒβ 
C%· ι5 6)ο άπτομενη η ΑΡ, ^ τ«ο·λ  ς^δον βΐ ευ. 
6εΓα< ΑΡ * εάν έν έφ εχάςης ΑΡ ληφβη η οικεία Α β , ^ 
μετενεχδίΐ ε’χ τ? Ρ ε’τί rqv ΑΡ (οΰεν δηλον9 ως ΡΙ =  
Αβ) , καμπίλη ή διηκκσα διά πάντων των σημείων 1 έφ  
η καλνμένη κισσοειδης* ixvv ά. επεί ΑΡ αεί μάλλον 
i  τι της ΒΡ εγκλίνεται 9 £  Αβ, οσω αφίςαται τα Β, ε- 
λαττΖται \ η καμπίλη αΰτη μάλλον ^ μάλλον τη είθείφ 
ΒΡ πλησιάζει * β - έζεςιν ΑΡ άπείρκς άγαγεϊν επ) της 
ΒΡ π ροαχθείσης επ' άπειρον ή δέ ΑΒ διά τάς τοιάς δε 
επ' άπειρη προηκύσας ΑΡ άδέποτε γενησεται ζζ ο , διά 
τον άναγκαίον πλζγιασμον των ΑΡ επ) ΒΡ* αΖτη δέ η 
Αβ, μεταφερομένη έπ'ι την οίκείαν έαυτης ΑΡ, αεί δια. 
κρινεϊται της ΒΡ την καμπύλην * άρα All επ' άπειρον 
έγγιξασζ τη ΒΡ, έδέπντε εμπης αίτη συμπεσεϊται * 
η άρα ΒΡ ασύμπτωτος έςιν αυτής της καμπύλη;.

2 ΠΗΡΙ ΥΠΕΡΒΑΤΙΚΩΝ κ α μ π τ α π ν .



324· Ε’άντο κυκλιχόν τεταρτημόριο AM,(%. 15 7 )? 
£ tj άκτ/s αντ« ΑΒ, 5/5 oVa&if>reT£ μέρα ίσα τμηδωσ;, ^ 
άχδωσ/y χπασαι ai ημΐδιάμετροί) *, ταρα/λ^λωί τη ΒΜ 
τεδωσ<ν αί NO , ΔΟ (Τυμβά/λεΤαι ταΓε ά̂μετροι* , vj 
τα σημεία 0 , 0  ε»ι£εν7'>£σα καμπύλη καλείται Τ *« 
Tpaycov/^aTa τίίΔε<νο<;ρ«τκ.

3 2 5 . Ε’κ τί?« φόσεωςταυτης της καμπύλης το το'- 
ξον ΑΓ orpo's το τεταρτημορί̂  ΑΓΜ λόγον εχει, ον μ 
άποτετμημενη ΑΝ πρός την ακτίνα ΑΒ * εαν εν γενηται 
ΑΓ =  χ , ΑΓΜ =  (3, ·£ ΑΝ =  ο* ^ ΑΒ =  α, 
εςαι χ  : β : :  ν : a , ofley αχ =  0υ, εξινωαις της Δει» 
νοςρατείε τετραγωνιζεσης · iVa δε ενρεδε/η το' <ΓημεΓον £, 
καθ' ο η καμπύλη απαντά τη ακτϊνι ΒΜ, ντοτιδητω η 
άκτις Β« άπειράχις μικρά * $  δ»} ^ τόξον τό MS' εςαι 
$  αύτό άπειροςόν μόριον της κατά το Μ άπτομενης τβ 
κΰκλϋ) η κατά την τ* χόχλε ιδιότητα εφεςηχε προς 
βρθχς τη ακτϊνι MB * Tara τεθεντος, τα τρίγωνα SBM , 
Bay ομοιά εϊσιν, οτ« όρθχ) μεν αΐ προς τοΐς Μ , κ γω« 
Vf&t) Ισάϊληλοι δε β! εναλλάξ Βν«, ΒΒμ* άρα ΒΜ : 
νκ ί : SM : «Β * ά)λ' υποτιθέμενης της «Β άπειράχις μι· 
κρας, τό σημεϊον ν εκλαμβάνεται ως συμπεπτωχός τω 
$*, cos νπάρχειν κν =  Βξ* ε<ςι δε εκ της Ιδιότητας της 
τετραγωνιζετης, S M : «Β : :  ΑΓΜ : ΑΒ * άρα MB =  
ΑΒ:Β£::  ΑΓΜ: Αβ , εΐτ ay α :Β £: :0  :α,  ο δενΒζ 
X β =* a? , είτ β’ν β : α:: α: Β£, τετεςιν ,,η Βξ τρί, 
,,τη ανάλογός εςι της τβ κυκλικέ τεταρτημόρια περιφε. 
„  ρε/its, % της ακτίνας, £ επομένως ή τβ κυκλικέ τε. 
,, ταρτημορίκ περιφέρεια τρίτη ανάλογός εςΐ της ευθείας 

» f  ά, της ακτίνας. *ς
33$. Εαν άρα «χεωμετρίκω* ώρέη τό σημεία ξ 0
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(Ιρεθηναι δυνατοί γεωμετριχως ^ το μήκος της τα κυχλι. 
hS τεταρτημόρια περιφέρειας  ̂ qs Το τετραπλόν έςιν ολη 
η χυχλιχη περιφέρεια * βδεν παρέπεται ο τα χόχλο τε. 
τραγωνισμάς* «Μα γάρ αμήχανη τόΖε το σημεΐαν 
προσδιορι&ηναι γεωμετρικως * η γαρ χν, έγγίςη όποτιθε. 
μενη τη ΒΜ, ομη τεμεΐ την αχτίνα BS τα S  τω Μ συμ. 
πίπτν/τος * εΊγε ij κν, παρχ/ληλο; Ισα τη ΒΜ, έςαι παρ. 
άδηλος *, tvj Β3-, ΐ), εί £  7*TS βαλοίμεθα, η χν συμ· 
πίπτει τηνιχαΖτα τη τε Βθ- ^ τη ΒΜ·

3 2 7 · Ε αχτ\ζ η ΑΒ (j%. 15 8 ) έπ) της ΒΓ παρ· 
χ?ληλως έαντη κινηθη, εως ό διανόση αότη μεν το χυ. 
κλίκαν τεταρτημόριά Α Δ Γ, κατά. 5ε τον αυτόν χρόνον 
η πμ  ̂π αρ άδηλος άει μεν tea τη ΒΓ, ΖιχΖράμη την ΑΒ 
ευθείαν , ωςε αεί υπάρχειν την το κυκλικό τεταρτημόρια 
περιφέρειαν ΑΔΓ: A A : :  ΑΒ: ΑΠ, καμπύλη η Ζια πάν· 
των των σημείων μ , «αΰ* α τέμνηται αί εόθεΐχι Ζ Δ , ΠΜ 
διηκοσχ καλείται τετραγωνίζασα τα Tschirnaos, ος Ταυ. 
την ευρατο, τον άεινόςρατον μιμησάμενος * εάν Ζέ γένη· 
ται ΑΔΓ ~  β , ΑΔ —̂ , t) ΑΠ — κ , t) ΑΒ ~  cs, 
εξομεν βχχ ΐ ' .  a : υ , όδεν αχ == βυ, εξίσωσα ταότης 
της καμπύλης,

328· Βολομένοις Ζέ έξίσωσιν διάφορον έχειν^η την 
ευρεθείσαν, ο’ψε/ωτεον, ότι ΕΜ =  ΟΔ *ς»ν vjft/τ- χ ,

ί« 2ε τί}$ =  βν*) eqnf ν =  ΑΠ *
0

α^αΒΠ---------- · '  ά>λ*εντω όρθογωνίω τριγωνωΠΜΒ

— ■
(υποτιθέμενης ΒΜ =  Ό  έςι ^  — ημ. χ Λ +  (α ““  ψ Ύ  ο 

ε\τ b  χ °ία =  α*. ftp. χ)1 +  (βα — αχ)4·
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H Eft ΥΠΕΡΒΑΤΙΚΟΝ ΚΑΜΠΤΛΟΝ.
3 «9* Ey Ι ί  7% άεινοςρχτείφ (%. 13 7 ) αγόμενης 

τνμ ιΓ παρβίλνιλως τ# M B , csa/ NO =  ψ .  χ ,  ^ <Β 
=  συνψ χ  9 ^ εκ Tift εξκτω'τεως αχ =  βυ τρο'εκπν υ

5= ΑΝ =  ά/λ* «V τοΤς όμοίοις τριγωνοις ΒιΓ,ΒοΝ, 
Ρ

♦ r αν
εςι Β/: Β Γ: : BN: ΒΟ, ΙιΤ $ν συνψ. %%Χ\1 β —

β

i ψ, vVsTsSf/cr̂ i BO — ψ* άρα ψ =
(3ο’ —  ύ χ

* «β . <Τυνψ· χ
Βντη δε jj εξ/<ΤωθΊς εδόλως <Τνντελεί προςευρετιν τ« <3"tj- , u ·> > * a « . Λ* β  " Λ* t β
μακ ξ  * cay γαρ γενηται χ  =  β , ες«< ·ψ =  «—■ ......

=  τ ,  ε£/<Γωτ<ς εΖενος <τνιμχντικ·ή * ο Ζε/κννΤιν d̂ vyaTcv 
T>jy <χίωΡΓΓ?,Λνί>' τβ νημει* Ο.

33ο. E’dv ευ&εΤ& vj'PS (« .̂‘ 39)
7Γ(!5{ o\:5di saflg ενβε/ρ τί[© 2,^ε* τ!ΐ Ρ ικαηρωΤε Tift OS d̂ fluT/y 6(ΤΛ<ί̂ Γίτε cJScra/ dGVyfcvTw?, «a/ At̂ S5 
ίφ εχάφής ευQetct( υπε̂ βεν tift ©Γ μέρος τ< facy τί) 02  , *κ τβ β^με/υ, aafl’ ο αυτή τψ ©Γ Tffiyc/, d^ofteyav, 
4  »V cwflc/’ai rd άνω επεκτεινόμενον ̂  τχ μέρη ταυ. 
TX tx “iffΛ εκχςον t»j 0 2 ,  εγχαράξαΟΊ σημεΐχ rd Κ, 
Κ, a >5 επιζευγνΖσχ χχμπίλη, καλείται κογχοειΖης* 
ά>λχ γαρ Ζήλον των ΚΙ αεί μχ?λον ^ μαΜ.ίν πλάγιά, 
ξομεναν έτϊ rift Ζ ® ,  μ̂ δε'ττβτε δε avVy τα̂ αΜηλων 
γινομένων , β! δνω κλωνεί Tift καμπύλή εΥ άπειρον μεν 
νροτπελάσκτι τζ ΖΘ, sScVarc μεντί/ «Jt# δΊ/μτετβντα/* 
κρβ ή 2© άτΰμπτωτίς εςι ταΰτνμ Tift xap.'jr JXvjff.

3 3 1· Η* 2  π ε Τ ρ χ. Διηρη&ω κύκλος τ ι ο ΒΓΙ ( χ .  
ι6ο), ^ q αι,ΤΒ άκτίς ΑΓ είς ονχΖηποτε Ιτό?λ\\λ& 
jŵ v}· % ηχβασχν ακτίνες προς πάντα τά τν,ς Ζιχιρεϊεως



*8ο ΠΕΡΙ ΥΠΕΡΒΑΤΙΚΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ.

Τδ χνχλκ σημεία, ^ μετηνέχθω εκ τ» Α έπ) την αχτΓ. 
να ΑΔ, Ttjv ιτ̂ οίΓεχ̂  της ΑΓ , |y rcoy /σαΡληλων με̂ ων 
Ttfr ΑΓ, £ ΰίω έπ) rtjv ε££ί ΑΕ, *5 τ /̂oc fV) τν'ν τρί. 
tijv, eVcci εφεξής έ'ως τ7ς Α Γ, έφ ην μετενεχβη'σον. 
τ at πάντα τα ϊσάτληλα αντης μέρη, είτ iv αν τη η ΑΓ
έφ έαντην * έχίν η τα κτως ενρεβέντα έπ) τών ακτίναν 
σημεία έπιζειγνυσα καμπύλη καλείται στείρα , και 
Ε"λ ιξ  Α' ρ χ  ι μ η 5 ε ι ο 5 ’ εαν 5 ε* ΰιπλασιχ&είσης Της 
αχτΐνχ ΑΓ α= ΑΡ, γραφή άλλος χόχλος ο ΡΤΟ, ^ προ. 
αχθώσιν αί αχτίνες ές την αν τ» περιφέρειαν, έ> έπ) της 
ΑΟ μετενεχύη ΑΓ -f ι , έπ) 5ε της ΑΚ, ΑΓ -f* 2 , χτ, 
τροχίλε/ ή συνέχεια της σπείρας ΑΜΓ ε’χ τ/ς καινής 
καμπύληςΓΧΡ* ή 5ε' ολη σπείρα χλη&ησεται δ ι πλής  
πε ρ ι ε λ ί ξ ε ως "  εάν οε τριπλασια&η η ΑΓ ακτ)ς, '/εν* 
νηβησεται σπείρα τ ρ ι πλής  περιελίξεις ^ βτως εξί[$ * 
εαν 5ε xAvjflvjAr =  «,  ^δε'ιτε^ε^ε/ΒΒΓίΞτ, ένίέτι  
Κυκλικόν τμήμα ~  χ , εν 5ε' τ< τί«ς αχτίνάς τμήμα =  ν, 
έ» τί?ί /5/3t»jt«s τί;5 σπείρας προκόψει υ : α : :  χ : π 9
<;5εν νπ — α χ , ε*ξΛ·ωΤ<ς τί*ί σπείρας.

Δινάμεδα 5ε έννοια/ Τ!*ν σπείραν ως γραφομένην 
έπ) τ» Γ ντο σημεία τα Α, κινημένα έπ) της ακτίνες ΑΓ 
εχ τβ Α ταχυτί}τ/ atvVy, >j κινείται το πέρας Γ τ *̂ 
άχτΐνος ΑΓ, ττερ/̂ ομε'νηί χατα τον αντο'ν χρόνον περ) την 
περιφέρειαν.

A'. Ε αν ύποτείρ : α1*::  χ9: π*, ποριδήοεται εν- 
τενίεν n V  =: αμχν, έξίοωαις των παντός γένας -σπειρών' 
αυται δε αί σττείραι napafohxai μεν , εί μ Kf ν αριθμοί 
«Γεν υπαρκτικό), υπερβολικά) δε, ε» λε/πτ/κοί, προσαγο
ρεύονται* ιών δέη, α, χ, u ειί$ε<'α$ εμφαινόντων, παρα
βολών μεν b  τρ πρώτρ περιητώσει, νπερζόλών δ’ ί>



δεντΐρφ, η ίξίσωσιςεςαί' υποτίθεται δε h  tp πρώτη nepi·
πτώσει άηροςτών «θέτω» 6 μ , ή ό ν τηςμονάδος οιαφε-
ρώ» * εάν δ' νποτεθρ p s * j » ( ,  — ι ,  ^ γένηται
an =  /3* ,  ποριθήσεται ν% ~ β Λ t εξίσωσή εμφαίνκοχ
σπείραν υπερβολική» (καθάπερ κοινώς άπαντες αυτήν όνο-

/3* ,
μά{αοι) · οθ<ν ti ε  «  * νπίρ όλ»7£ βρβ τεταγμενης υ*, %
, S4 β4 ββ 1 ι

αποφερεται t)1 s= — * οκά» κί ν1 I ί ■— 1
JC* % 5δ % %jg’ : χ» ref ί?'χ j ί> ταντρτρ ηαμπΰλρ ai τεταγμεναι αν. 

τιπεηό*8ασι rats άηοητμημέναις * άΑ* α/ άποτετμημέται 
εΐοί nvtthnat &, άνάλογοι τρ γωνίεε τη γραφομένρ vno to 
σημείο Γ» «V ω κινείται ή άκτίς Α Γ  (o>wr.)4 iv 5pa rtj 
νπερΜλικρ σπείρα si terαγμεναι eloiv ev λόγω άντιςρόφω 
των περιόδων» for' εςι», ία» tils ή antis ηεριενεχθρ,  ή 
ev τρ πρώτρ περιφορά τιναγμένη διπλάσιά hat της ev τρ 
δεύτερα ακτίνας» ίττομίνωί· ή γωνία ύποδιπλασίφ cusoi- χβοβ antis διπλάσιά Uat ακτίνας βυςοιχόβης διπλάσιοι 
γωνίιχ· εάν γάρ επινοηθρ τόξον μοιρών 3 ° ° * δυνάμεθχ 
σνλαΡεΐν ftp vat, ότι γραμμή ευίεία περιήνεχΐχι nepi το 
κέντρα» τάδε το τόξο, καταγράφαοα διά το πέρατος αυτής 
τάδε το τόξον ή ειτ δν τόξον ίσον τριπλαοίψ τόξα ιο ο  
μοιρών» ταυτόν ειπείν,  τόξα κλείω,  S άμα δύνανται μοί
ρας 300* eav δε τό χαταγραφεν τόξον ρ 36οβ +  tooss 46ο0, καταμετρήσει ώριαμίνον αριθμόν γωνιών, αί άμα 
δύνανται 46ο0 ,  ών τό άθροισμα καλείται γωνία 46©0 κτ» 

eh a  δε γραφώ σι ν αί οηεΐραι» ενρεΐν ανάγκη την δν. 
εαμιν τό έχάςρ άκτΐνι ονςοιχόηος τόξο * μεθ $ ράςα κα
ταγράφονται δια τών σημείων, ώς ii  ^  είησαν καμηόλαι

ΙΙΕΡΙ ΥΠΕΡΒΑΤΙΚΏΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ, agi



γεωμετρικαί * τοσότω δε άκρι&ςερον, οοω St τις XetCo» 
«χριξίζίρον τάς ίων if των τόξων δυνάμεις.'

Β'. Ε'μφβ/τίτω ο γωνίαν όποιανάν, $ το τούτην με
τράν τόξρν, S η a*T‘S — * * Καμηνλΐϊ βν, $ν παρίςηαιν

υ
ή εξίσωσις ο =: ν . Λ * -  «βλ£?τβ< σπείρα λογάρι^-

&
fijK>7 * < ξί Of. Β» 16 ο) β< frepi το Κ ω̂ν/βί <?, η τα το'ξ* 
τ ί̂ περιφερείας, ης άκτίς =  ι ,  ανάλογα οντα rat? για» 
νίαις ο» liotv ανάλογα τοΐς λογαρΜμοις ίων αχτίνων 3* 
ϊάν τοίνυν vnonSft t =  t sr β, εξίσωσις γίνεται e s L  
«· όιτοτ̂ μί'νων άρα των yatfitui ο» jj των περί ων είρή» 
as με» τόξων, εν προόδω άρι9μητιηρ, αί συςοιχάβαι αύταΐς 
άκτΐνες (ας εμφαινέτωσαν at ΚΑ , Κν, KB κτ ) hovtsu 
cp προόδω γεωμετρικέ/ * εάν tie ΚΑ εμφαίνρ την ακτίνα 
(ή ύποτί&ιηαι s  ι) τβ γεννήτορας κύκλο, κατάδηλον ύς 
in αυτής tivvariv εςι λαζεΐν άπειρα μέρη κατά γεωμετρι
κήν φ3ίνσααν πρόοδον ♦ ωςε ή καμπύλη άπειρος ποιήσει 
περίοδος περί τό οημεΐονΚ,εως αν αυτά το σημεία εφίκη- 
rar δυνατόν tie ύπο$εΐναι τάς ακτίνας ΚΑ» Κμ, κτ» 
% κατά πρόοδον γεωμετρικήν ανξοσαν,

3 3 2 . Ε 'ναρίθμιος δε φέρεται καμτίλαις τοΐς 
υταρ€ατικαίς % ή Κνκλοίί^ς, ης ή επί των τεχνών εφ
αρμογή εγνωρισε ταυτην άτονη εν τοΐς νυν χρόνιας* εάν 
κύκλος S ΒΔΕ (%, ιόι) ετ) τψ ευθείαν ΑΓ τερικυλι.

άρχόμενος εκ τ« A , τό αυτά Οημεΐσν 55, ο ήν εν 
άρχό κατά τό A , εν τελεί δε ευρηται κατά το Γ ,  εν 
τάυτη τζ τεριχνλίΤει καταγράφει καμπύλην την ΑΔΓ, 
ητις άκνει Κυκλοει δής '  $  .ή μεν ΒΔ ευθεία α ξ ν t
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αυτής καλείται" η Sc Α Γ ^ β ά σ ις4 ο Ss ΒΔΕκνκλο; , 
γεννητωρ κύκλος*

ΤοιγαρΖν α. η α Γ ίση ες'ι τη όλη περψρείφ τ& 
γεννήτορας κόκλ» , η Sc ΑΒ τη «Jt2 ημιπεριφερεία: · β\ 
υπόδειγμα άπλόςατον της auxXoc/Ss? ες/ν q ff-fî ayuiyq 
τδ riji τ^οχδ, ΐΓίρ/̂ ί̂ μίί'Β ο'λβο̂ εβωί εΐΓΓτι
επίπεδον4 γ .  'ίν. επ) επίπεδα τδ ΑΓ *o#Xo«Sq« «ΛΤβ* 

χατα«λ<5ν*τω το τδ ΒΕΔ «J«Xa cV/iriSov επ) 
το δεδομενον fav'ircSoy, ^ τξ} περιφερείς, βδτδ VpoTqAca- 
<5·ω ήλος ε£* ίλΐ}? ifjjfii, ο<λ καταγράφει* ση°
μεΐα επ) τδ υποκείμενά επιπεδ’ό, ^ xjyq8qTW ο* κύκλος 
ετ'ι τδ cV/ttcSk, cVe*B/c€tay κανόνι̂  Ίνχ μη q »<VqT/$ «δτδ 

^ Sq εκ τί{5 ό%ο%ερίίς τδ κνκλ» περιάγω* 
γης γραφήσεται εκ τδ μ/κ̂ δ vjAb jj *t/«Ao«Sqi.

3 3 3 . Τ'-τοτίδί^ω qSq 0 ycvvvjTtop «ο«λο{ ΒΒΔ 
«V τδ BcV« EM , £ ηχ^ω η ZOP irapaMqAoi TqAB* 
σαφές tty orι το tόζον ZIM ες/y Ίσα* τω τβξω OBjg 
(Γίω/i. 169)* $  *τ< τδξον το' ΖΙΜ Ισο1/ ός) τη ευθείς 
AM, ής τοΐς σημειοις εκ διάδοχης εφηρμό&ησαν τά ση* 
μεΐα τδ ΖΙΜ* άρα ΟΒ% =  ΑΜ· άρα % &Q ~  MB 
(c/Tf/ το' ολον τόξο/ ΒΟΔ — ΑΒ) * αλλά MB =  ΖΟ (λa) 
γαρ ΖΜ =  ΟΒ (Γεωμ. 47) ) , *> εν Sotfi παραλληλαις 
κείμε/at * άρα το ΖΟΜΒ ες* παραλληλόγραμμο* 4 άρα q 
tvisra Ζθ icq cV τφ τδξφ ΔΟ.

t EVri Sc OP csiy ημίτονοv τδ ΔΟ τόξα (Γεωμ* 48»), 
q oAq ευθεία ΖΟΡ ες» faq τφ άθροίσματι τδ τδξ» ΔΟ, 
·£ τδ cy αδτφ ημίτονα.

,,Τβτες/ν /S/oTkjiycw»q Tq? Λυκλοε/δδί εςι^τεταγ- 
n μόνην πάσαν την ΖΡ ΙσΖ&αι τφ κατα Toy γεννήτορα 
„  κύκλον επ) τδ βξονβί y  (γραμμένο* το'ξφ 9 άπολαμ&νο*
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,,μβνω όνότε τί}> T£Tay|jt/Mj5, ^ τί){ Δ , συνί.
„ μ χ  τω ήρτονφ ΟΡ τ55« τ« το'ξ».

Ε’ςω h  υ .τεταγμενη η Z? , χ το ενανολαμβα. 
νόμενον τόξον ΔΟ * 3ηρευθησεται νν «τίΓδ» ν =  χ +  
lift. £  , εξίσωσις της χνχλοεώίς.

3 3 4. ΠΟΡΙΣΜΑ. Παον* eJflife Εξ νχρχ?ληλος 
τ^ΒΓ, νεριεχομενη όνο της χαμνίλης £ τ« γεννήτορας 
χυχλχ ΒΔΚ , /T«Ttu τω τοξω ΔνΕ, τω τχότη άντιςοι* 
γβτι * ^ ya'f) υ =: Ρξ =  % (=  ΔνΕ) +  ημ. χ  (= ΡΕ) * 
«,32 Εξ s  ΔνΕ.

335· ΘΕΩΡΗΜΑ Α\ Η* της χυχλοεώνς ««θ’ Ιν 
δεχόμενη σημείο4/ ξ χντομενη Πξ ναρί>λ\\λός εςι τη 
χορδή ΔΕ, τ*ί αναλαμβανόμενη όνο της χορνφης Δ της 
χιχλοειδας «J τ5 λλτ* τον γεννήτορα χόχλον σημείό Ε , 
τ« αντιςοιχχντος τφ της αφής σημεία ξ.

ΔΕΙΞΙΣ β, Η'χθω Ε ξ ναρζϊληλος τρ ΒΓ* φημΐ 
«ν ω$ Εξ »Ttj i<j) τω ΕΠ μερει της τβ χόκλχ χχτχ το Ε 
άντομενης  ̂τω όνο τ« Ε ^ τκ σημεία , ββθ’ ο συναντφ τ$ 
ΙΙξ «WTiftrvij, «ιτολβ{ί€«νο/*ίνφ * Ιςω yap βτ££>« «-«0«λο 
XijXe$ τρ Εξ άνείρως εγγός η Στ* τα w τόξα ξΣ , 
Ετ ε'χληφύηνχι δόνανται ως iifitfaw, £ ως μόρη ελχχιςα 
των χντομενων ΠΕ, Πξ* εχ δε δη των όμοιων τριγώ
νων ΠΕξ, Π?Σ νρόεισιν Εξ:τΣ :: ΕΠ : τΠ· άρα Εξ
— τΧ : Εξ: :  ΕΠ — τΠ: ΕΠ * α?λχ Εξ — τΣ =  ΔΕ
— Δτ (ή τΕ) (334) ^ ΕΠ — τΠ=τΕ* άρα τΕ :Εξ 
: :τΕ :Ε Π , η τΕ :τ Ε ::  Εξ:ΕΠ* άρα α. Εξ=ΕΠ* 
β\ εχ τβτ» vj ΔΕ ναρζ>ληλός εν Ttj Πξ.

Ε’ν γαρ τφ τριγώνφ ΠΕξ εςιν η όνο π  =  ξ δ/» 
τχς ότ αότάς υνοτεινόσας Ίσας νλευράς,  ώς όδη δεδει. 
κτχΐ' άρα X s  Π (Γεωμ. 1 3 2 )» £ *ί « « *  γ^νίαίΐΕη
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ttircu V f i f f i  γΐίνΐαις Χ ί +  £ ( 2 ι 6 )<> ^  =  2H ·  α λ λ ’  ή υπο
ΕΔυ

ΠΕνμετρον εχει το τόζον —  (Γεωμ. ΐ84) ή τβ'ΔτΕ*
2

ΔτΒ
ή δε γωνία ΠΕΔ εχει μετράν το τόζον -  j -  * άρα ή ΰττβ

ΠΕι> =  2 ΠΕΔ * αρα 2 Π == a ΠΕΔ $  Π =  » ΠΕΔ* 
Spa ή άκτομενη Ϊ1% παράλληλός εςι τρχορΰρ ΔΕ (Γβωμ, 
»37) Ο. Ε. Δ.

33 β· ΠΟΡΙΣΜΑ. I'Vflf τοίνιν απτομενη άχΟρ κα$ 
ev e> επόμενόν (Τημεΐον if, yevfdJM παράλληλος ή Ε£ τ# 
Β Γ, ^ εττεζερχΑω t} χορδή Δ Ε , ^ δ/<* τ« ζ $ιήχ8ω 
&ϊτγ παράλληλος ή ξΠ, ή'τ/ί «saw ή επιταχύεΐσα ά. 
πτομενη.

33?· 2ΗΜΕΙΩΣΙΣ. Ε*αν ή ήμιπεριψερεια τ5 γεν» 
νητορος χνχλα ΔΒ χλη8ή « , ή δε ήμίσεια βάτις ΒΑ ~  
β , ^ ΔΟ =  χ , ^ ΟΕ =  $/ * δήλον <?« rwy ε!ραμένων 
(332 »335)* «ί Iςαι a : 0 :: %: υ, oflev eft/ =  0%, εΊ*Δ, 
«τω(Τ»ς ετε'ρβ rvji χι<«λοε/δ«$ * εάν δε γενάτοι β«* ί /3» : ϊ 
χι*: ν», είρεΑήσ’εταί «Μ =  , εξίτωαις γενική παν.
τος γενκς «νκλοε/δκί.

3 3 8 . Ε'άχ yiiffta το ΒΑΕ (%, ιάα') ϊτόμηχες χαμ. 
πύλη τή ΒΑΕ, εφηρμοτμενον αϊτή, αττοχωρ/̂ τβ/ eV 
αυτής, το πέρας αϊτέ Β καταγράφει γραμμήν τήν ΕΓΘ, 
ητις καλείται ε ξ ε ι λ ιγ μ ε ν η ,  ή δε ΒΑΕ ε ν ε ιλ ιγ .  
μενη  <m«.

Α*ρ« λ . οταΛ*/ αί εΛεΓα/ Α Γ , χαϋ' άς φέρεται 
εχχωριζόμενον το νήμα (χαλννται δε φ ιλΖσαι ή μ ι .  
διάμετροι)  , απτόμεναι είσι τής ενειλιγμεννjc ΒΑΕ * 
δ/ά τ'*? 7i*v καμπήν ή καμπύλη ΒΑΕ ϋδεν 5/λο xetray 
τή ΑΓ εϊΟείρι σημεΤον εχει, ή το Α.
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β\ Κάθετος η ΜΓ επ) τδ περχτος της φ'ιλεΤης 
ημώιχμετρν εςι προ^ηλας άπτομενη της εξειλιγμε. 
νης' ε'γε άπτομενη εν γίνει ες)ν ή φορχ<> >ν φερεται 
Το γεννψιχόν σημείο·; εν Τφ άπογενναν την καμπύλην 
προς εν τι tsΙομενον σημετον αυτής της καμπύλης' άλλα 
ΜΓ εςι προίηλως φορά, ψ φερεται το γεννητιχόν ση. 
μεΐον Ε προς το σημεΐον Γ* εντεΖύεν αρα πάσαι αΐ της 
ίξειλιγμίνης απτό μεν αι ΜΓ κάθετοί είσι τ αΐς της ενει. 
λιγμενης άπτομενης Α Γ 0 $  τάνάπχϊαν.

γ '. Hoax φιλέτα ημώιάμετρος Ίση εςϊ τφ τόξω 
Α Ε, άφ a αποχωρίζεται.

339· ΘΕΩΡΗΜΑ Β'. Η' εξειλιγμενη ΒΖ εςη 
ημικνκλοειίης ̂  εξισαμενη τη ενειλιγμίνη ημιχυχλοεώεΓ 
ΒΓ (&. »63).

AElEIg &. Είληφθω φίλησα ημώιάμετρος Ϋρ ή 
£> της ΒΓ άπτομενη, 4 ίχδω ΡΟ παράλληλος τη ΒΕ· 
η τοίννν χορΰη ΒΟ πχρά?9.ηλος εσεται τη Ϋρ (*) · αρα 
η υπό Βνρ =  OBy (Τεωμ. 1 33) * γραφεντος iv επ) της 
χαύετ n νΤ =  Ε Ζ =  ΕΓ ώ$ siri Ιιαμέτρκ, »J«Xe τδ 

εςαι τό τόξον νρ =  ΒΟ * £ γαρ η γωνία Βνρ με·

τρεΐται τφ τάξφ ~  (Τεωμ. ΐ34)* η δε γωνία ΟΒν 

ΒΟ ^
μετρεΤτζι τφ τοξφ — * sird iv q υπο Bvp =  OBy0 ως

fay εφάη * αρα αρα νρ =  ΒΟ.

(*)  Το yap Β xofWn Κ Ι τ ίς  ιίμιχνχλο$ίίπς Β Ρ Γ  , £  
Ρρ ϊςιν  α ν τ * ? ;  α τ τ ο μ # * ! } ,  $  ΒΟ ϊς ι χορίη9 ηατθ\αμβανομ.8νν, 
ντό  τ<ς χο$ν$ΐς 5 ,  τβ χατα top ytvptiropa χυχλορ σχ- 
jiei« Ο, ο οτυςοιχ§7 τ 5  τ?ς atffc <τχμ*(φ Ρ * »(& ( 3 3 5 )  ^
« 3 Γ «?# T?



β\ Παρά τίντα, ε’ττε/ OP τ·αρά>ληλίς Ty Βν (ε* 
χ«τα<Γχεν>ίΟ £  ΒΟ τη Ρν ιταραΜνιλο? (3 3 3 ) 0 αρχ Βν 
=  ΟΡ (Γεωμ. 236) *  T^ejf* Βθ (334) =  τφ τόξφ 
νρ (άνωτ.«.)· ‘νραρε'ντβς £νeVi τ?ς ΕΖτδ κ νκλ« ΕβΖ, 

άχβε/αης ρβ παρχλληλχ τ  ̂ Βν, ετοντχι ϊσχ τά τβ|α 
νρ, βΕ (Τεωμ. 169)* «ρ* τδ Βν Ισαμεν» τω το£φ νρ, 
^ επομένως τω /3Ε, νΕ Ισώνεται τω το̂ φ /3Ζ (ε’*ε) 
ΒνΕ Λτίται τω ολω τάζω Ε β Ζ , 332) * ά>λά0 δ/ά τάς 
“σας χβρδάς νρ, |3Ε (Γεωμ. 47) <! εν £νσ) παραλληλχις 
χειμένας , ε<ςαι το ρνΒΕ παραλληλόγραμμον * άρα ρ/3 — 
*Ε =  τω τ<ί£ω , ^ ρν =  0Ζ σνν τφ /3ν, ο έςι προφχ. 

°νως Ημίτονον τδ (3Ζ τόξα * ε̂ εί αρα, «/ενψε'ννίί ρν =  ν, 
^ τ« τόξχ {3Ζ =  * ,  εςα» ν =  χ +  ψ . %, «£/Λοσ/« 
τίς κν«λ3?/δδς (333)' Τβ άρα Τημεΐον ρ τδ κνκλ« ρΤν 
είτα>ν{«ε< αναμφι€όλως 7% ημΜνχλοεώεΓ ΒΖ  ̂ ής ε?/ ysv. 
>ν;τωρ ό Ε(3Ζ χν'κλίί.

φψ) 3»} τελ$ς, ώς προς Τω ρ ές'ιν  ̂ ημώιάμετρος 
ρΡ κάβετβς »5μ/κνκλβε»$εΓ ΒΖ, τζ απογεννηύ/ίΤη ύπο 
χίχλα γεννητορος τδ ΕβΖ * «αί <̂ άρ ά%9ε/σ̂ ς τδ? ρΤ 
παράλληλε Τη χβρδί̂  |3Ζ, ρΤ εςβ/ άπτομένη 7ης χαμ« 
πύλης «ατά τβ ρ (335) * άλλ* ε* των παραλλήλων ρν, 
/3Ε, ^ ρΤ, 0Ζ, >} ντο Τρν =: 7η όρϊη (Γεωμ. 18ο) 
ΖβΕ * άρα ρΤ χάθετο'ς έςιν επί τδ ρ τξ) άπτομένη ρΤ, 
$  £ τη ημιχυχλοεώεΤ ΒΖ, κατά τό ρ , β εςιν αρχή
ναύτης 7ης άπτομένης.

Της ημώιαμέτρν άραΡρ προς τοΰοχίν ειλημμένης <, 
λινατον είπεϊν εν γένει, ως άπαται α< ν}μ/δ/άμετρ3/ τν$ 
ενειλιγμένης είσϊ κάθετοι τη ημικνχλοεώεί ΒΖ · εΐον- 
Τα/ άρα κάθετοι £ τη ξητψένη έξείλιγμένη * ^ “χάρ »j 
βχχςης ημώιαμέτρν φορχ Ρρ ε?/ ιτρίδν}λ«ί χαδίΤίί τη
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φορά τα ζερχτος ρ εν εχχςω χχταλειπομενφ ϊχνει εις ςοι. 
χεΤον τ*ί« εξε-λιγμενης (33 8)* ζζρχ δε ταντζ, δυω 
χχμτύλχι^ *β/νβ* εχα7χι Τημείον το Β, » δύνχντχι εχειν 
κοηχς τα κχΰετας (*) * τ?{ «£2 εξειλιγμενης ΒΓ κοινον 
$χά<Της Τημεΐον το Β 7% ημιχυχλοειδεΐ ΒΖ τη άς πζρχ 
Τα χύχλα άζογεννηθείΤη , ΒΖ έςαι καμπύλη έ£ειλιγ. 
μενη της ΒΓ* άρχ η εξειλιγμενη άπατης ή μι κύκλοειδας 
Ις/y ετερχ ημικνκλοειδης, ύΤΛ̂ ωί TiTvj 7£ ενειλιγμενη. 
Ο. £. Δ.

3 4 °* ΠΟΡΙΣΜΑ a ', η' χβρδ»} ρν — BO (Γεωμ. 
47), ^ δ/2 το ΒΟΡν παρχ>ληλόγρχμμον, ι» χί̂ δν} ΒΟ 
=  Ρν * εςιν «β» Ρρ =  2ΒΟ . Ρ̂  =  τμ τόξφ ΒΡ * άρχ 
ΒΡ =  3ΒΟ, τατέςιν εν γενει „  παν τόξον κυχλοειδάς 
,, το ΒΡ δ/«·λ«* <??/ της αντιςοιχάτης ΒΟ χορδής τί γεν- 
^νητοροςχύχλα ‘ άρχ ολη η ημιχνχλοειδης9 εχαταχορδήν 
^άντίςοιχον τη διαμε'τρα ΖΕ τά γεννήτορα χύχλα , ε<τε- 
„  72/ διπλή 7χύτης της διαμετρα * άρχ ολη η χυχλοεί- 
ήίδν{5 ΒΖ© Ίση εςι τη τετραπλή διάμετροι τα γεννήτο- 
,, ρος xJkXb.4*’

34** ΠΟΡΙΣΑ A Β'. B*zy ωΛ διίω αντίθετοι ΐ<Ται 
χνχλοειδεΓς Τ Β = Γ ® , ^ εχχρεμες σΰμα  ̂ προτδ'δεμίνον 
τφ Ζ πέρχτι τα νήματος Τ Ζ , άτολικνητχι εκ τα Β επ) 
το ® ,  διζδρχμεΐτχι προδηλως ες μεν το Ζ έξειλιγ- 
μενην ΒΖ* εΓτζ ενειλκτσόμενον τη Γ ® ,  διχδρχμείται 
την ® Ζ  εξειλιγμενην της Γ© · το άρχ εχχρεμες Ζ δια
λύσει την ολην κυκλοειδ η ΒΖΘ.

(*) Γ »* yip aft δϋίο διάφοροι Μμτυλαι, ίτάνχγκς 
■ τί Sum γβννητlid aur«» ηαι7α, ατοχιορήσαντχ τβ κοιν» 
σ ιμ ιίβ  Β ,  κατά διαγόρες κιΐηΖηβαι φοράς· 03ιν  ij 3 a r*f«
χάΖιτο; β» tn ιπται τατι $ Ζκ,τιίρφ.
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342· ΣΧΟΛΐΟΝ. ΕΙαρχτό ωρολογίπτίνος εκκρεμές 
ηδυνατο εφαρμόζεσαι μεθ' έκάςην άναλίχνψιν έπ) των το- 
ξων Γ ® , ΓΒ Των κυκλοειδων̂  σφχιρίδιον τό προσδεδεμένον 
τφ αΰτπ πέρατι Ζ καταγράψει τηνχυχλοειδη ΘΖΒ* χΜ,χ 
γάρ, ως έν τη Φυσική δειχ^ησεται, α\ άναλικνησεις έχ. 
κρεμών απλοειδή καταγράφοντας  ̂εΐσίν Ισόχρονος τπτέ-jv 
‘ίσον διαρκΐσιν, ο<Τφ αν μείξ*ς9 ή «λβττΒί, γένωνται * τ«. 
τ) δε άνχκεκάλυπται προς τω τελεί τ5 ι η αίωνος υπό τ? 
περικλεές Ουγενίκ * #«< ε$βχα γενέ<&αι ηδη η τελειό* 
της των ωρολογίων * ά?λ' η δν%έρειχ τη ακριβώς έφχρ. 
μόζε&χι τοΐς κυχλοειδίσι τόξοις τα μεταίλιχά νψχτλ, 
αϊ Ζιχφοροι υψώνεις, α\ εν χχιροΤς ποικίλοις φωραώτσχι̂  
το έπικαμπές μέρος τη εκκρεμώ ή ο τοΐς τόξοις έφηρμό* 
ζετ9) απέδειξαν κυκλικας σας άνχλικνησας.

Α*/λα τέτων ντως έχόντων 0 τόξον μέντοί κόκλπ 
Τη ΕβΖ τό Ζ , ο elvj τ^ων, ή' τεσσάρων0 μοιρών 0 ο*ψ. 
ττι'τττίΐ ω? 7Γβ35 «KjfyGVy ry #μκλ«<δεΓ ΒΖ0 · κα,ΰιςαμένΗ 
αρχ χλις επιμήκης τη  εκκρεμώ των ωρολογίων, κ αΐ 
άνχλικνησας εϊεν φυσιχως κυχλικζ'ι , έσοντχι αί ανχλι. 
κνησεις αίται ως προς χ\&ψιν Ισόχρονοι <> ω« λίαν σμι* 
κραί* ««τα TeTov άρα τον τρόπον ίχανως έτελειοποιψη. 
σαν τά ωρολόγια' $  8Τ«{ αρχ καμπύλη ευρεώίσχ το 
χχτ* αρχχς εκ μόνης απλής περιέργειας ^ διατριβής̂  ως 
χαταγραφομένη έκτων τροχών των αμαξών, χχΗπερ ηδη 
είρηται, τεχναί ιτρίί τελειότητα αποβλέπειν παραίτιος 
έγένετο. Α*>λάπερί τέτων έρεμεν^ έν τ>} Μηχανική

Τίμ. Γ Τ
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ΘΕΛΡΟΤΜΕΛΗΣ π ο ς ο τ η τ ο ς .

Τ Μ Η Μ Α  H ΡΩ ΤΟ Η.

Πε jl  τβ Α β<γΐτμβ  f ων Κ ' π ε ιρ ο ς ω ν .

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΠΡΑΤΟΝ.
Πε$1 τη j οτως τα απείξοςά eugiffHOVT&u

>. E ’iy 'KrtQT*t<i η χ  μέρει εαυτός απειροςφ αν. 
£ν<5>ί, ^ είτβ V} χ tjjv tries ανζφΐσανχ ναρχ.

€λν/ύ, >} τχράβεσις βΙ'τ>3 εκτίθεται ντα χ ’. χ ±  2L.09
Σα^ίί ay ε·;/ν, κί vj διαφορά τ%ς πράΐ^ς καταςάσεας

τίξς χ  προς t»j> δεύτερον εςι Ά . * «uTtjy δε τι}* διαφο.

ραν ε£εςω σημφχι h i  δχ, εκ ε̂σις, $ν απαγγελνμεν 
trees: ij S/flt<p3̂ «TiJi αντλεί flWriiTss χ ,  y διαφέρει ε- 
aurvjf, ατειροςΖ τm μέρει τροσανζ^είσ^ς’ a. ay ax εχ. | 
Xifirrisy τάντην τ/,ν έκ̂ εσιν άς δ X χ  (Σνμ.Αογ. 1 1 ) ' 
«Μα fw>oy &.*« διχφορχν rjt χ , ;? διαφέρει τί;< χ, αϊτέ/, 
fs-ii'y έιτχιξ·/β$/(Τνις * /3\ τ<ν χ νομιςέον άγννςον, 
α>λα μίν» τοΓίτητα ει-μετα̂ λητίν (^νμ.Αογ. 3 ) ’ '/· 
ε̂χδεδΉ al'rsj δχκλνβφαι δίοαται ά π ε ιρ ο ν?  μέρος 

tvti χ ,  vj άττλωί άπειρον?, τΖ αΟΊΧςικΰ έζνπακκομέον.
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2 . E'av δε v* ποσότης χ  μειωΰρ μέρει έαυτής άπειρο* 

ςφ , <yfy vjVsra/ πάντως χ  — X 4 εςω iv — X  — - -βο οο
δχ * εϊτ* iv άπειροςόν της χ  λειπτικόν-

3 . Ανξοηζι δε βτο* ,  η μεικνται, μονά* αί μετα
βλητά) ποσότητες <> οϊα( είσιν εν ταΐς καμπύλαις αί τε. 
ταγμέναι, αί άποτετμημέναι κτ. <, α$ ^ S/λ των νςε̂ ων 
7(3«ftft«T{oy τϊί Α'λφαβητ* ο̂ μα/νβιτ/ν, οίονχ', ν, ·ψ, ω* 
«ό̂ ομείωτεων δε ανεττ/δε/ιτο/ δ/ατελκτ/y αί ίτρεπτοι πο· 
σότητες, οΐο/ ε/Τ/y of άξονες ̂  αί διάμετροι κτ., as ^ 
S/α Twy πρωτων γραμμάτων, α, β, y ,  «τ. έμφαίησι.

4· ΠΟΡΙΣΜΑ. To άτε/poso'y τν?5 ποσότητας χ  
έςιν<, ω διαφέρει εαυτής ΧυξηΙΙείσης 0 ή μείωναν}? 0 ελα.

r/y/' μεγέ6ει.
3 . ΊΧάίσα μεταβλητή ποσότης̂  $εωρεϊ&αι εχησα ως εξ 

απείρων ίσαίληλcoy με̂ ών σ̂ εςνίΛί/α, sfr aura τβΓταω? 
ε/ί ςοιχεϊα άναλόε&χι έχει.

6. ΟΡΙΣΜΟΣ- Λογισμός των άπειροςων άχάει ό 
τρόπος+ ««9* ον0 τοτοτητων μεταβλητών δοδε/σων, ε^Λ 
σκονται ταΖτα τα αυτών άπειροςά μέρη, vj ςο/χεΓα.

7. Ο ταν «ν ποσότης μεταβλητή χ<, u, α.
μο/̂ οί £ £$/««<> ^ -> ληφθησεται αυτής τό ά*
πειροςόν, γράφνα 2χ<> δυ, δψ, say ελαχίςφ μεγέβει 
προσανξηται4 εάν δε μειωται, — δχ, — δκ , — δ\£.

8. ΠΟΡΙΣΜΑ Α'. EVs) το άπειροςόν δχ ποσότη· 
τόςτίνος της χ  μέροςέλάχιςάν έςιναΰτης της ποσότητας' 
α. ό ποσότητας τ ρέκτης προς τό κατ' αυτήν άπειροςόν 
λόγος δ! έδενός άριθμν δηλωβηναι δίναται * β\ τό άπει· 
ροςόν δχ ως άπειροςόν της χ  μέρος, προς αυτήν παρα- 
€α>λόμενον̂  έκληφβηναι δίναται ως ο (Έ,υμβ.Λsy. 33°)·

Τ 3



9· ΠΟΡΙΣΜΑ Β'. Διάφορα μεντοι άπειροςχ Ζχ^ 
Ζν αΜηλοις παρα€ληθηναι Ζΰνανται, ω? ^ αϊ αν των ολαι 
ποιότητες χ , ν οτρο'? «*λ>ίλα? παραθετεαι υπάρχεσιν * ο 
λόγος όν των δχ, Ζυ εςαι πεπερασμένος  ̂ ^ ο «ντο'$ τω 
των %, ν'* «ν γάρ ^ χ =  2ν, ^ =  2§ν £ ολωί
εςαι Ζ χ : δν::  χ : ν (Σψ. Λ οχ. 234).10. ΠΟΡΙΣΜΑ Γ\ Η%»?α 5« έχληπτέον το α. 
πειροςόν ω? φύσει ύφεςως τι ποσόν πραγμανχως* εΐτ «ν 
φυσιχως * ες( γάρ αληθώς πράγμα το' πεπερασμένον £ 
ωρισμένον' υποτίθεται Ζε χατ επίνοιαν ποσόντι Ζϊ άπείρπ 
άριθμα Ζιηρημένον* άϊλωςτε τας εκφράσεις, άπειρον  ̂
ίπ ε ιρ ο ς ό ν , εν τη μαθηματική ίχληπτίον ως ορβς %ε. 
Τ / Λ 8 5 .

ι ι .  ΘΕΩΡΗΜΑ Ποσότητος άπλης0 έχτ&εμένης 
Ζϊ ενός γράμματός £ Ζι ενός σύνεργά̂  ο’ία η πχ^ άπει· 
ροςόν εςι τό Ζχ κ or, είτ εν πΖχ>

ΔΕίΞΙΣ. Καί γάρ*, εάν μόνη η χ  αύξηση μέρει ε. 
αιτης άπειροςω*, π χρίζει 5χ* η Ζέ 2χ αύζηθεϊσα άσχύ- 
τω?, παρεξει α Ζ χ , η Ζε 3  % , 2 $% ι γίνει π χ  
παρίζει πΖ%·12. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α'. Ώοσότητος άπλης Ζείχτζ 
ενμοιςίσης, οΐα η %*, ενρεΐν τό άπειροςόν*

ΛΤΣΙΣ. ά. Ίΐεπολλαπλασιά'^ω άντη η ποσότης % 
ετι τον αίτης Ζείχτην ν * οθεν έ<ςχι ν χ* β\ τεθεί&ω τφ 
<χ επι τν Ζε τ« γινόμενε Ζείχτης ό πρ)ν,  ηΚαττωμ,ενος 
μονάΖι,  sfov ν ~ 1 * ^  το* ΐ'τω γεγονός νχ* “ 1 ογ«. τοΜατλα'Γιά^ω «ττί ,  άπειρος ον της χ  · ^ ίτω? ο-λον το νχ* “ 1 2χ *ςο» άπειροςόν της χ ** «τω 2s ατ«/. f050V τ?? χ® ,  «so» το' «χ2 “  * Ζ χ  — 2χ 5χ  τϊς Ζε
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ΔΕΙΕΙΣ. Ε’αν χ* άπειρος# μεγεθει αιξομεν^ γε . 

νηται % +  — , ί  % +  δ* (Ο* «ί*1 μετά ταίτης

rfc αν’ξν'ιτεως hat % 4-δχΧ  *>§% =  * 2 +  2χδχ  
4* δχ2 * ά/λα δχ2 γινόμενόν εςι τ%ς δ% εφ εαυτόν 
ποΤλαπλασια&ε'κϊής, £ επομένως άπειροςον Ζευτεςατα' 
γες ζΣυμ&Αογ. 5 2 7 ), ^ iff* μΐίδεν/ faXtjflTcov * «· 
πειροςόν άρα εςαι τ« %2 9 το 2δχδχ * οττε̂  τβΥτον «ς/ 
τψ 2χ2~* δ%.

»3· aVevrtoj stt τ5 «ατ« tj)v χ3 *ο?ότ*fret Are/. 
*0 γινόμενη υπό % + δ χ  X % Ή χ X =

^  +  V  =  %3 +  3Χ4^  +  3*2%’ +  %Χ3 (Χψ€. Λογ. 
95)' είτε? το' Ιευτερηαγες 3%δ*2 =  °  ο $  το 
τριίοταγές %%? =  ο, ««ταλε/τετΰτί τ%ς %3 «/Τί̂ οςοΥ, 
«  3χ55χ =  3Χ3~ *

ΐ4· Σννβχδ'/ίτετοί/ δέ ωταότως^άπειροςον μεν τ ^ χ 4 
το 4%4— * 2% =  4*3 δ χ , ι» ym/ δε τ?« χ ® ,  το
Φχ»4-*δ%.

1 5 * ΙΙΟΡΙΣΜΑ. Ε'αν ριζική ή vj απλή ποζάτης,

cT« vj \ / χ  ο α. τρεπτεον αυτήν ε!ς %*<> εξαλείφοντας το 
ςόμ&λον (Χνμ£. Αογ. »48)* (3'. εκ των $v\ είρψενων

t  π β »
απειροςόν της χ ν ~ΐ/χ<> εςαι τό £χ* — 1 δχ* tvjj δε

j / x  =  %’ «*) ΤΟ -1 χ τ -*  δχ =  4 β* δχ τ?ί δ£
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1 6, ΠΡΟΒΛΗΜΑ B'. EvpfJV το άτειροςόν τα ν

το δυω τρεκτών ταραγόντων γινόμενα χν.
ΛΤΣΙΣ. Πετοϊλατλατιά&ω ό τρωτός ταράγων 

χ  ετ'ι τό τα δεύτερα άτειροςόν * 4  εΐτχ ό δεύτερος ν 
έτ'ι το τα τράτα* το δε άθροισμα των δύω γινομένων 
25υ*|*ιι^ ετεται τό άτειροςόν της χν.

ΛΕΙΞΙΣ. Ε*αν χ  μεν αΐξηύεν γενηται %4-δχ,
το' δε4, το γινόμενον νχεσεται %·\*δχ X u-J-δχ
=  χυ 4* ι.δχ +%δυ +  δχ X δυ * αλλά δχ X δν, γινό
μενον ντο δίω άτειροςών 4 άτειροςόν εςι δεντεροταγες 
(Χνμ€. Λογ. 52 7)  · 4  μεδεν τρός τα τρωτοταγη χδο, 
ιδ χ  (%νμ£. Αογ. $ 2 8) , 4 χν ε=ιν η δο ε̂ΐτα τοτότης' 
χχταλείτεται αρχ της χν άτειροςόν τό χδν +  νδχ.

Το' της χ3 ν* άτειροςόν εςαι χ3 χ 2υδν -j- ν'* χ 
3Χ*δχ =  aXs άδυ+3%***δχ.

ιγ. ΠΟΡΙΣΜΑ A'. Τό άτειροςόν Τα ντο τριώντρε- 
ττών ταραγόντων γινόμενα χν4"> ενρεδητεται, «ν ε· 
καςον γινόμενον ντο δίω ταραγόντων το?λατλχτιαά·η 
ετ'ι τό άτειροςόν τα τρίτα ταράγοντος ̂  4 ε!ς εν Cw- 
αφύώτιν άταντα τά γινόμενα' ατως αν τα χοψ άτειρο-
ςόν εςαι τό %οδψ +  χψδν W*δχ 4 4  7 &Q Χ + δ χ
X υ +  δν X =  χάδχ  +  %4δυ*|·^δχ0 άλογα-
μίνων αμελεί των ηττοταγών άτειροςών.

ι8· ΠΟΡΙΣΜΑ Β\ Ε’άν γηομενωτιν'ι τώ τχν εν- 
ντάρχη το/τόν άτρεττον τό τ , τετοϊλατλασιά&ω τχ  
ετ'ι το άτειροςόν της ν , εϊτα ν ετ'ι τό της τ χ  * όθεν ε- 
ςαι τχδν·\*ντδχ’ τα γάρ τ χ  γινόμενά τ χ + τδχ  (ι ι),
4 »·> ν 4* δο, εςαι τχ  +  τχδχ χ  υ+δν τζ τχν =  τχν 4- ντδχ +  πχδν +  τδχδν' cdtv άτορριττεον μεν εςι
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πάντως ως δεύτεροταγές το πΖχΖυ, αφχιρετεον δε το 
tv άρχη πχυ.

ιρ. Ε*ν γίνει δε προς ενρεοΊν άπειρος* ποτότη. 
τος της π άντεισακτέον an) των τρεπτων 0 χ , υ κτ, εζ 
ων ΰίγκειται αΰτη, τας ποτότητχς χ + δ χ , υ +  δκ, 
χτ* ^ δ>) πορι&ηϊεται ποτότης άλλη, τ̂;ς χλ̂ θνίτω H* 
τζί ay τΓ αφαιρετέ ον την π <> <y« «̂ ενο/τοΛΙ — τ, T«t/r<i 
δε της ποϊότητος άποχοπτέον τες προς άϊλες opB? ftvjSey 
Τ'/νί̂ ενβί * το δε κατάλοιπον έςαι το ξητψενον άπειρο· 
ςον Ζπ, ελεό&ερον των άχρηςων ορών* εςω π =χν* αν* 
τιχχταςαβέντος εν % +  δχ αντί %, ^ υ +  δκ αντ} υ0 
πορι&ητεται Π ΐχΐι 4· ΐ/δχ +  Χ^ +  ^χδυ, £ H— *“ 
fiflM χν +  +  %δν 4* δ%δυ — χν =  νδχ ψ %δν,
παρορωμένε τν Ζευτεροταγες ΖχΖυ.

E’ay δε τβΓ{ τρετταΓί βυνεξευγμέναι ωσι $  άτρε. 
πτοι} οΐον a 4-X ο £  βγ +  ΧΧο εν τη των άπειροςων λη. 
•φει, αί ατρεπτοι, έπείπερ άπειροςων άμοιροι (3 ) ο »*· 
ραλείπονται * εχΐν της μεν β + χ  άπειροςόν εςι το Ζχ 
τα α παρορωμένα, τί{5 δε |3y, το *χΖχ.

y
a ο. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ · Τβ κλάσματος — το β*

X
πειροςον ενρεΐν.ΛΤ2Ι2. EV«) — =  * χ  -  ,  καί 1  =  % “ ·

κ κ κ
y

(2t/|i€. Aoy. *49) ffp£ — =  νχ~“ 1 ' ΤΒ δε νχ  *“ *κλν̂ βεντος Ta α-τε/ροςί? ( 16) ,  εςα/ ι/δ (χ “ ι) 4* κ  ” 1 
δν, £ επομένως (ia) δ(ο χ“  * ) = — » # “ 2 
χ “  1 δν. Ο. Ε. Π·
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ai. ΠΟΡΙΣΜΑ. Αϊτή δ« vj ποζάτης δ/ αναγα.
νδ V δυ νδυ — νδν

y tm *  — ------- +  —  =  — *----------- ,
χ* χ χ2

ft r  εςι ,,το φαντοί χλάιΤματος ( — ) χπειροςον ίσαται
X

,,τφ γινψίνω υπο τά παρονομαςa ^ τ5 *«τ« τον άρ/9. 
„fti)Tijv άΐΓίΐβ05Β, τλψ τβ γινόμενα υπο τ« afjŜ vjTB, 

7? χατίτ το'ν ·?«̂ ονομ«ςν|·/ απειροςα, δηρημενω δια 
„Τ8 ά»ο 7β παρονομχςά τετράγωνάfci ^ άτός εςιν ο χοι- 
vvf «τοδίδομίνοί «ανων f/i ευρεσιν των κατά τα κλάσματα 
απειροςων.

2 2 . ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ Α\ Ει λα&Ρ/ προχεοιτο το «. 
πειροςον τα αχ* ο7 , ^«ω^τ/ον το' πρώτον χ3 ^ κ2 ώ  
δυω άτλα* τρεπτάς ποσότητας * ^ δι* εΰρεβή&εται (ιδ, *9)δ(«%3ν2) 23 «χ3 δ(ο2 ) +  «ο*δ ( χ 3)* «£*;$ δβ 
Ο *) δ(αχ3 κ3) so 2 «χ3ν§ν +  3  αυ*χ2 δχ9 ev γ ε · 
νει ΰ(αχ?υ*) =  αχ  ̂ δ ( ι / ) +  αυ* δ (χ»*) — νβχ* 
b» — * δυ +  μα \? χ*  — 1 δχ.

2 3 . ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ Β'· Ει δί προχεοιτο λα&Γν το
απειροςον ποσότητας πολυώνυμα, 4ί χω̂ /j «ιωςον μ££5$
ΐ·ψωτο */$ ενα τινα £αβμον, i/Xvf<p9u χω ϊ̂ί εχάςα ορα το
άπειροςόν* ?τω δ (αχ3 ψ β%* 4. γχυ) =  βχχ2 δχ2δχ

t / <ν̂+  y*$u+ γν7>%* tctr&vτω$ δ(ύτχ2 +  +■  — ss
κ’

δ (αχ2 + 0χ +  7%“ 20 =  2αχδχ+0δχ —2«χχ-3
κδχ 4*7 £ ” “ 2 ομοίως δ(χ3 υ -f· «ν2 +  03) =: 3 χ2 
&δχ4-χ3 δο +  2«οδν, 78 03 κί ποσότητας άτρεντα α. 
πειροςον αίεν ολως έχοντας ( 19  ).
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2φ ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ*. Ήοτότνρος οτολνωνόμ# ε/ί ββδμον ν-ψίψενηί εΙ$εΐν το αιτε/ροςον.
ΛΤΧΙΣ. ΕΓςω το<αδε ποσότης η (« 4- + y^2)$ * 

S-fcô f/oS-to «ν αΐτί}, tcs ε/ ^  f//<* μόνη τ^εττ/, jf$ $ίλη· 
φθω το απειροςόν κατά τον αιτοδοδεντα κανόνα (»«)· τον 
γαρΖν εςαι δ (α +  β χ - ίγ χ 2)**2 ί(α  +  /2χ +  Τχ?Υ  
X δ(β+/3χ + r x a) =  5 ( * + f o + y x e)4 X β % +

t α
27 X ^ ) ‘ toffavrat ^(a+/3jc2)T =  | («+|3χ2 )τ X δ(«

+0fce) *= i  (e + fo 2)* x 20χδχ =  £ /3**κ ( « +  

βχΟ *. Ο. Ε. Π.
2 5 . ΣΧΟΑίΟΝ α ', Ε’αν δε πολνωννμος ντα η 

ποσότης σνγκεηται ^ εκ διαφόρων ποιητων9 δεωρητεάν ε· 
καςον ποιητήν ως απλήν π ίσον τρεπτόν9 $  χρηςεον τω
βοτοδοδεντ/ xmovt (i6)‘ ητω τ̂ 'ν χ3 (β4-|3χβ)τ ««δε.Λτε'ον «$ σονδετον ε« δοω ποιητών χ 3 £ (α 4- $χ2 ) τ * $  

δ>} hat δ (χ 3(« +  Φί2) * )  =  (α+0%2)^ δ(χ3)-Ηκ*

δ(α +  |3χ2) 1 > οπερ εκ των ηδη εκτεθειμένων κανόνων 

γίνεται 3%2δχ («4-0χ2) ’ +  y fo 4 δχ (a + fo *)^

ώταντω? δ ( • ■ [ g g l )  = δ ((%+«3) X (%4-̂ 3) 2)= 

( κ + 0 5 δ ( χ + |3 ) -2 +  (χ +  /3)-2 δ(χ +  «)%
τον ε/ττείν =  -=- 2(χ +  α)3 (χ4-0)“ 3 δχ +  3 ( * +
ΛΝ_ β / . , Ν„* «. , , 2(χ+α>2%
* )  9 ( * +  «) δ*, οπές τρέπεται είς -“ τ—
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3(X +  «)2
, χχι ανχγεται ι«

' (Κ+/3)2
— gg) (χ 4- ay Ιχ

(χ ·\ ·β )3
ΣΧΟΛΙΟΝ Β'. e ’ot δε ριξικα πολυωννμζ προ, 

χεωνται $ι\ το ξυρεΐν αυτήν τα ανειροςχ  ̂ έχ των ( 1 5 ) 
*5 των ηδη εκτεθειμένων κανόνων έτιτηδενδητεται αΰτων

ΐ  έν$ε<η; * «τω δ Q / a T - ^  ). =  %(αζ — 2*) * =  £

(ζ χ  — %χ)~~ τ δ(«α—*χχ) ^  — £δχ (ax— %

x ) " ' i s  - * £ «ν y«v« δ ( * V ( ( * +
« — % X

<S> <W
β%0Τ ') =  (« +  05?*) *) =  ̂ μδ(β + 0^)* +
(α+βτϊΫ δ (^ )  = ννβ ^μ-j. » —I gj, (g  +  /3

&*)* 1 +ft^*—* ^  («4-/V) 8·

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΔΕΤΤΕΡΟΝ. 

άτεφ οςω ν δευτέρω ν, τξίτω ν χ τ .

3 6. Πβ£* τα ·<δΐ) ^εω^Αεντζ tjftry, λ χχλεΐτχι 
ν ς ω τ α  ά π ε ι ρ ο ς  a , ε/$ ε̂ωρ/ίζν ντά γη τα ι δεν. 
τε^ζ, ^ τρ/τα *τ. ngrraTTuTi δε τί?ί τ^εχτ^ί tjtj'tij. 
τβί διίω μεν δ , ε/ χεβί δεντεβ» * τ̂ /ίζ δε 9 ε/ τερ) τρ/. 
Τϋ, λδ^βί γίνεται, ε£ήί ομβΛοί * «τω δδρί εμφαίνει 
τί}ί χ  τό δεύτερον ατεΐζοςόν.



2 7 · Των άτειροςων τα δείτερα άνασχοτασιν εχλη  ̂
ττεον τάς τρεττάς ποσότητας κατά βαθμκς άνίσζς, ών 
μεντοι η διαφορά άτειροςητις τνγγάνε/, οταρατ/θεμε'ΐΊΐ αν. 
τοίς τοίς αίζημασιν ♦ «τω δδχ άτειροςη εςι, τ£ δ;β τα. 
ραβαγόμενη' ωσαύτως εν τοΐς τριτοις δδδχ, η Ρ χ  
(εχατε'ρως γάρ σημαίνεταί) άτειροςητις ες)̂  Tvj δδχ τα. 
ρχτώεμενη«, ^ έξης ομοίως.

3 3. 2ΗΜΕΙΩ21Χ Α . Εις δηλωσιν τη ά*ο τε- 
τραγών» γραττεον πάντως (Z%y * άτλιίςερον μεντοι 
εχθετε'ον δ^% ο vjx/ςα δ>}0Τ8 δηλοί το' τ» χ* άτειροςόν̂  
οτερ ε/ωδαμεν σημεύν £τω * δ (χ* )  * Ιςίαν δε ως «α/τοι 
δδχ, ^ δχ* άοτε/ροςά δεντεροτατ'ί εμ̂ α/νκΛν * «κ έςι 
μεντοι δδ%— δχ3 * το' μεν Τ’άρ δδχ εζίν άτειροςόνδεν. 
τερον Τ8 χ * Το' δε δ#2 ε?/ το' ατό δχ τετράγωνον.

29* ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ. Β*. 1*να δε διορι&είη το' δεο- 
τερον άττε/ροςον, ο,τι δητοτ ε'ς) φισιχώς, θεωρητε'ον 
την τρβίττην ποσότητα εν τρισ)ν αλληλοδιαδόχου τροσε. 
χεςάταις καταςάσεσι, ^ ληττετον τό άτειροςον της 
δεντερχς, ω δ/α̂ ?ρει της τρωτές, £  το της τρίτης, ώ 
δ/αρε'ρε< της δεοτε'ρας * κ, τελείται» την διαφοράν , η 
τ5 οτρωτ» διαφέρει τό δείτερον άτειροςόν* 'ίτω τρω
τή μεν χατάςασις της χ ,  εςι χ* δεοτερα δε αιξηθείσα 
τω δχ εςι χ  +  δχ ' αίτη δε πάλιν τροσηνξηάω τη το. 
σότητι δχ4-δ(δ^)* τοί̂ αρϊν αί τρείς αλληλοδιάδοχοι 
της X χαταςάσεις εισ), χ ,  % +  δχ, χ + ζδ χ  +  δ (δ*)· 
εςιν άρα ή της δευτερας ίτέρ τη'ν τρωτήν διαφορά δχ' 
η δε της τρίτες ίτερ την δειτέραν, δχ -f· * τέ
λος δε' η διαφορά των δόω τίτων άτειροςων, είτ «ν 
της X τό δείτερον ατειροςόν, εςι δ(δχ)* άραδδχ =  δ 
(?%) * V  νν τά δείτερα είρίσχωμεν άτειροςά, ετάναγ.

Δ Ε Τ Τ Ε Ρ Ω Ν , ΤΡΙΤΩΝ Κ Τ . *99
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κες λχμ€άνειν των τράτω ν άπειροςων τ α  άπειρος* κατά  

τός τροατόΒοΰεντας κανόνας.

3°· ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Ει̂ είν τα Βείτερα άπειρος» 
Τής χν ποσότητας.

ATS IS. Τα μεν τρωτά ταύτν,ς εΐ&ι (ι6 ) ajSw-j* 
* τβτων νν ανθις εΐληφδω τα άπειρος a , ως εϊπερ χ  

^ υ £ Βυ εΐεν απλώς ποσότητες τρεπταί’ εκζτερν Ιν 
ορε9 ως όκ Βόω Tonμων ταραγομενν, Βόω παρεχοντος ορης 
(ι6 ), τα άμφοτερων ατειροςά εσονται χ δ δ ν Ci
st'S;!; είτ «ν aSufog +  νΒΒχ.

3». ΠΟΡΙΣΜΑ. Ώίταότω; τό Βεότερον άτειροςον 
τ ΐ  %* ευρεβήΤεται λαμβάνει τρωτόν τό τρωτόν αότ5 α» 
τειροςόν αχΒ%* εξης'Βε τάτα9 «λεβεντών τ5τε % % 
τ3 ως ε! ηϊαν πονά τρεπτά, κατά τν;ν αύτν,ν μείο* 
Βον τό άτειροςον 2χΒΒ% *f* 2Βχ2 * ωσαύτως ΒΒ(α%μ) — 
ϊ(μαχμ~ ι Βζ) =  μ ' (β — ») α χ^ -'Β χ*  +  μαχμ~ χ 
δίχ (*)* ε! Βε τροχεοιτο εύρεΓν τα άπειροςά ποσοτήτων̂  
αΐς ενεςι τρωτά ατειροςά* δίτ εξ ακριβός9 είτε £ μνι9 
τροελβόντα τρίξεως, τη άντη αΐύις χρηςεον μεβόΒφ * «-

τω 2(χ5ν) — dcraCrw S (---- )  =  ϊ

300

(*) £uAoy«$ ανη$ ivrxZSa t ia w g in t i i f4 $υ$ι#χ9ΐιίνην yag  
'rw'rQcirtey αταρεςίΖν, 'ragogxtrat at aTitgo^at StvTtgcyraytTt 
'το χ ό τη η ς*  aXh*evefaeg $rA $irjTtga& $vT$goTayrit tfoiv λ ·  

ΊΓΐι^ος·*! TOToVijrtf, μι?, Μ ^ ϊ ν τ ι ς  r«U ra «V τ *  τ«ρ T f« r« p ,  τα Sturega ifa th o v r a  ατ$(γασΜμ$$α; # μα .J ia  · το yap ταροραθίρ 6* ν rrporay»ς ατιιροςο'» «» τ$ λ^ψ η τ«ρ Sturegu? <Tuttif$vtyKt7v Svtarat avstgosov τ$ιτοταγίς ,  ο . 
*i*tg 'ΓΑρχτί$ίμ$νο9 τψ dturig# , βτι/τιρ τβτ ?ς*ρ ατ*ιρο*ο& $Jw7?poray#$, ragogaratp ιτορ τ £  μΐ{}*ρ) ι*λαμβαρομ·*β>·
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Cfc — 1 δ&) =  — 2 δχδκ +  χ~~* δδν· ωβ·αυτω«

δ (— -) =  δ (δκ^-“ *).=:δδχίϋ—1 — δχδυ~2δ5ν =0 V
δ δ J£ δχδ δ«/
δ ι» δ L>*

3 «̂ 2ΗΜΕΤΩ2Ι2. Χυχνάχις τοΐς λογιτμοΐς, 
όϊς εισέρχονται ποΜαί τρειττα), σψ€αίνει υποτΑΙε&αι 
άτρεπτoy το πρώτον άπειροςόν μιας των τρεπτων -ττοΟΌτΐί. 
των* Tati δε o'oyfccoptjta'y (ξ«ε< γάρτις έχει εκδεξα&αι 
«ν των τρωτων άπειροςων ωί ορον μόνιμον παραβεσει προς 
τ βΜβ πρώτα) απλνςερνς απεργάζεται τ«ί Aoy/P̂ a'i * 
of yap, οί« συμπέπλεχται τό ταντ ί̂ τζ« τρείττζδ δει- 
τερον άπειροςον, ορο/ τ« Aoy/T|itt εξαφανίζονται* τ« yap 
δχ άτρίπτό υποτεβεντος, εςαι δδχατο, cVep σ€ενννσν 
πάηας Τ*ς spa?, βϊ$ ενυπάρχει τό δδχ * * * δεΓ δε TpaT- 
βχί»δ ένταωτ̂  τ£ περιπτώσεις Ίνα μν̂ δε'ν λαμ€άνν;Τβΐ ά- 
πειροςον τβ δχ (είτ’ av τί# ω$ ατρέπτν λαμβανομενης 
ποσότνρτος) ,  ε’νδ’ αν άπαντ# ο ‘όρος ίτος, Tcjyapav τ«

απει ροςόν τβ τ3 μεν δχ άτρεπτα νποτεβεντος9

είτ av το τ β  δ(δχδν“"* ) ,  ες/ — δχδ« "~2 δδυ, είτ*

«V ---
δχδδυ

τ2 δε δυ uTQiKVt ληφύδντος 0 etf

33· ΣΧΟΛΙΟΝ. Κα) τά τρ/τα δε', w'mp τατε 
τρωτά £ δεντερα, ευρίσκονται, εκλαμβανόμενων αμελεί 
των τε τράτων, <, δεντερων οίαάπλωί τρεπτων τοΤοτ»}. 
των · ώταυτωί δε <τ<τνίδενδν]θ·ετ«< £ των Ιτ/ ιίτε̂ τερων
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άπειροςων η έυρεσις * πχρζτηρητέον μέντοι, η' εν τη δ/ε. 
λείπει από των τρώτων έπ) τα δεύτερα, ενός άπαξ ά
πειροςΖ ως άτρέπτν ληφθεντος, δ/ατ̂ ρηται ω<τάντω$ ά- 
τρεπτον δια πασών εφεξής των τράγων.

34. 2ΗΜΕΙΩ2Ι2. Τ'πεθόμεθα μεν εν τοΐςφθάσχ. 
ffi πάσας τας τρεπτάς χ ,  υ, «τ άμα αύξύσας, εϊτ ίν 
της χ  yiv̂ urvtjs r̂ 'y ν άποτε\εΐ&αι υ +  δκ, ^
ί’ιτ} των ί/λων ω#η/τως* συμβαίνει μέντ,οι τηων άυξο. 
μενών, τα? ά>λΛ$ μειΖάζι * τν}νιχ«ϊτ<ζ tom/V μετά tvjv 
εύρεση των άπειροςων άπονέμειν ανάγκη το σύμ€ολον —  
τ? μεηχμένη ποσότητι * s) y»v δννάμεδ* εάν τα άπειρο, 
ςχ , οίά προηΧθον εκ των αποδεχόμενων κανόνων* ε̂ οτρ- 
μόξάντες μέντοι ταΖτα ξητηματί τινι, λβμδάνείν ο̂ εελο. 
μεν Χειπτιχως_ την ποσότητα, vj ενες/ το τί{$ μεν μόνης 
τρεπτης ποσότητας άπειροςόν' εϊ γάρ η υ μειΖται τη 
ποσότητι χ ,  εν δε τω Χχμζχνεη αύτης το άπειροςόν υ. 
ποτεθη υ γινόμενη υ +  δυ* έςιν άρχ υ — χ =  κ -}- διι, *ίτ νν —  κ — δα, η γνν κ ~  —■ δκ* βτωί βν π&τα. 
χέ τηνικχΖτα τεθησεται — δν αντί -f ^  * εν τοϊς εφε. 
ξης δε ό^μεύχ τ η τ η  παραδείγματα * ωσαύτως δε χάπι 
των δευτέρων άπειροςων * τ η  γάρ πρωτν άπειρος* μειχ. 
μεν», το μεν δεύτερον, cos έθος, Χηψόμεθχ, εν δε τη έφ. 
αρμογη ξητηματός τίνος χρησόμεθα τφ — δ δ χ  άν.
Τι +  δδχ.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΤΡΙΤΟΝ.

Π ε$  των χα τ«  τ ά  ίμ /το ν α , Φυνημίτο* 
νλ  κ τ . άπαξοςω ν.

35· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α\ Ευρεΐν τα i t ειροζον τ« ν(. 
μιτόνν τξς γωνίας, vj τ? το'£«

ΛΤ2ΙΣ. Γενε'(#ω η γωνία ^ , ψ + Η * ^ δ·<{ τ*ί- 
νιχαΖτα ημ. (ψ +  δψ<)— ψ '  ίςαι το αοτε/ροςον τ5 ν}.' 
μίτον» Tiff ψ* α/λα (Γεωμ. 5°/0  * κμίτ. (Ί4*Η ) =  
y'ft. -ψ X σ*ννν}μ +  ‘ίμ· *  *3μ· ΜΓβΤίΙ)εμ£>ί}ΐ 
Tljf αχτίνας =  ι * ες» δε, τ5 μεν άτειραςΖ το'£« δψ νίμι'- 
τον ο1/ aJro το' το̂ ον δψ, aJra δε' τβτβ το' νντ/,μίτανκ 
ϊδεν ολ«ί διαφέρει Tiff αχτίνας * if λ ήμ. δψ =  δψ, ^ 
(Τννημ. ·̂φ— ι * if Λ ΐ}μ (>£*μδψ) — vjft. ·ψ *f δψ X cvy-
ψ · Φ * «*>« »ίμ ( i  +  H ) — ν}μ. 4  =  δ (»}μ. 4) =  δψ 
X σν/̂ μ. ψ, τ»τ εςΐ ,,το ατε/ρίςον ημίτονα 
,,ίί τ ο , « ΐ }  ixrif ι/τοτ<βετ«/ =  ι ,  ευρίσχετat, orοΜ«. 
,,οτλαϊιαξαμεν» τβ βοη/ρο,β Tiff ywv/cfi cV; το' (Τννημΰ 
τονον aJr>5f.“

3 6 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β'. ΕΰρεΓντο iirt/posoV tSoV^· 
μιτόνν γωνίας, ή το£β ·ψ.

ΛΤΣίΣ. Ε'ίοι διί το ζητάμεναν δ (<Τννψ. ψ) =  
σνννιμ (^+δ4) — σννημ. -ψ == Λνι̂ μ. ^ X (Τονημ. δψ 
— tjft. ψ X «?μ. δψ — Λνΐ)μ. ·φ· £  yip (Γεωμ. ^οδ) 
<Γΐ/νν·μ. (ψ+δ-ψ) =  σΊνννίμ. ψ X 5Όνι;μ. δψ —  Η*μ· ^ X 
ι}μ. δψ* ε'οτε/ 8ν ημ. δψ =  δ\£, ^ ονννιμ δψ= »* off* 
δ (τονΐ}μ. ψ) =  (Τονημ ψ — δψ X ν}’μ 4  — Ο'ννημ. ·ψ
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=  — 5^ χ  ημ, \f,, Tar εςι ητο άπειροςόν συνημίτονα 
γωνίας, ης η άχτ'ις νκοτίδεται =■  ι, ενρίσχετχι, το>λ*. 
τλαοΊχξομένα τ» ατε/^» της γωνίας (λειπτικως μεν. 
τοι λαμβοηομενα) ετ'ι το ημίτονον αότης.“

37· ΣΧΟΛΙΟΝ Των ίν εκτεδενΤων %υοΤν προ. 
βλημάτων, τ» μεν την λύση εμφαίνει ο τόπος δζήμ.ψ') 
=  5\£ X (Tt/yjjfl. ·ψ* Τ8 δε δεύτερα , ο l· (συνημ. ψ) =  — 
δ·ψ χ η μ. -ψ · ΤβΤ5/5 δε τοΐς ΰνσ) τύτοις χειρχγωγύμενοι 
ευρεΐν ΰυνίμεδχτχ απειροςα απάσης ποσότητος συγκείμενης 
εζ ημιτόνων ^ συνημίτονων, ναραλχμβάνοντες είς τάτο £ 
τ«  προαποΐοδίντας κοκόνας' ντωςείς εύρεση ταάπειρος* 
Τ8 συνημ- 3 ^  ο νορι&ησεται δ(συνημ. 3 Ί) =  — 3 Η  
Χ η μ .3 ^ ' ωσαύτως £ (συν η μ. μ ί̂) (τ« μ ε’μφ «/voyroi <r 

ατρεπτον) — — μΗ  X ημ.μψ, $  $(*ίμ.μΌ =  
μδψ X συνημ. μ ^ ' ομοίως δΟ̂ μ. -ψ X Cuvij/X- τ) =  toy. 
ημ. τχδ (·<μψ) +  >ίΚ· 4  χ  ̂Cc*̂ >*lf** τ) =  δ·ψ X Λ/ν̂ μ. 
f  X συνημ. ψ — δτχ ημ·4> X ημ. τ '  £  % (η μ. ψ)μ =  
μ (if*· •Ψ)*4" * 1 ί  (»ίί*· t )  =  μ Η  χ Λ«ΐμ· Ψ
( ψ .  ψ) (4- “ .

38. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ . Εόβείν το «Tf/̂ iisy της ά- 
ττομενης γωνίας της ψ.

ΛΤΣΓΣ. Τ^« άχτίνος υποτιδεμενης =  ι  ̂ «ττο-

fzsvsj 7?ί γωνίας ψ ε?Λ« χ »jV»4

δ(> >ίμ·Φ
συνημ. ·ψ

(Γεωμ. 5 ° 2)* £*

— -  ( ( ψ  Ό  C ^ft. >Ρ~ *) =(ΓΐΛ̂ μ. ψ
δψχ συνημΨ — (ΛΜ{μ. ψ)*“ 1 +  δψχ (ν«μ. X

(η*φ. +) -  ’  =  +  =.
ovyjĵ . ψ (συννμ. ψ)2
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Η  *  (βνιημ. Ψ)*4Ή x  Οίμ· ό * Η

3 <*.9

(<Τυνημ. \t)* (cwqu. yf,)'
γαρ ( (Τννψ. ψ)? +  (·&*· 4 )β =  1 * *»Τ* »ί ακτ)ς 
CroTs/m ορ&ίν γωνίαν,  τψ  ζεριεχομενψ ντο τοΖ Μμι. 
τόνον χ<ύ (TvwjfUTiyev * τόύτ ίςι ,,τβ ατειροςον α· 
ηττομίνης γωνίας, νμ ν\ αχτ)ς ύτοτίΒεται =  ι , βςη Ίσον ,,τφ Ζν,λίχφ τφ νροϊόνπ ex 7%i Ζιαιρί<ηως τη ατειροςπ 
ψ,ταντ^ς τϊ,ς γωνίας, £/«/f«0fVri{ δ/« τ5 τετρχγωνπ τη 
,,ατβ τ« 0Wtjf*rw8 αντί}?.41

30 . ΠΟΡΙΣΜΑ. To άρα ατειροςον. ανάσας γω. 
νίας Wav ίς) τφ γινομίνφ I t  ο τη ατειροςπ τ?< αττομίι 
νης αντης ^ τ# ατό τη συνημηόνΗ τετρχγωνζ · *τ*ί γαρ

1 (· ~ ) ι  *ϊτ hv Ζ (βτ.ψ) =  7 ~ ~ "* 7ν  <trvwjji. ψ y r  (αινημ. \f)7 f
<?p« 2·ψ =  C°*vv>fft* X δ (*τ. 4).

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'. To βτββοςο'ν Tiff <Τννα*τομενν\ς 
γωνίας τζί 4  *ν£*Γν.

ΛΤΣΙΣ. Η' σννχζτιμένν, γωνίας τί)ί -ψ *ϊ* (Γεωμ. 
<Τυη\μ. ψ , τ

3 ° 0  =  " Τ . ' *«» »* Λν*ί|*. ψ =  £ «μ» Ί  =
*!(*♦ r

. .  , * , * * Φ ·  \  „ , X* —  Χ5“
N ψ . ·ψ '  v v*—  3>l X Ojfi. yf)* —  J\l X  (OVysf/i. ψ,)*

<ao) =  — :-----------w w --------------------=
—  Η  X (Pit»- W  +  (<Μψ· W )  -  H

(ffvvvjft. ^s) (ανν^μ. yf,)7 ’
sVri, o £ eycoTf'fM (χμ. ψ)’ -f (βΊ«ίμ.
ι. ,,Το αρχ χτιιροςόν ϊννχττομβνης γωνίας τίνος, ίί «ί 
,,αττίί νζοτιΐίεται =  ι ,  εξιϊϊται τωζηλίχφ τβ τί« «y- 

Το>. Τ'. U



ΠΕΡΙ Λ Ο ΓΑ ΡΙΘ Μ ΙΚ Ω Ν
,,τν|ί γωνίας ατειροςχ (λεπταως μέντα λαμ€χνομένχ\ 
ηδιχιρεθέντος δια τχ τετράγωνε τχ ατό τχ tjfura*» raJ- 
„ r «  τ?ί γωνίας. “

4». ΣΗΜΕΙΩΣΙ2- I V  δέγε χρϊσιν των 3ε των 
βτ*ΐ03>«ν τ̂ τνωί εΐσόμεθχ τσόντες έτ) τα, Τξίάεν.

3θ6

ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ ΤΕΤΑΡΤΟΝ.

Περί λ ο γ α ρ ι θ μ ι κ ώ ν  άτ ε ι ρ ος ων .
%4». Λογάρώμοί tiff η ,  «ί^τ» «V τφ συμβο

λικά) λτ/κΓμω Csl3)» Λ'?* αριθμών κατά τρίοδόν τινα 
αριθμητικόν τροίχσα^ ης έκαςος όρος αντιςοιχεί έχάςφ 
ομοταγεί ορφ σειράς , χττβ τρίοδον γεωμετρικήν τροϊ. 
οίσν,ς' έζωσαν χν ν xxi υ οροί τροσεχείς τροόδχ γεω
μετρικής ,  ηςΛ τηλι'χον μεν έςι Τ ,  τρωτοί δε οροί οί a ,  
4- έςωσχν δέ χ ι χ  όροι τροσεχείς τροόδχ άριθμητι- 
χ~,ς, ής β Λ fi εΐσ'ιν οι δέω αρκτικά όροι * ύτοτεθείύω. 
σαν δέ ο \ χ Ηχ  τχ- αυτές χχτέχειν χώρες εν τη αριθμη
τική τροίδω,  χς «J οί υ , ν εν τη γεωμετρική * τοιγα- 
ρνν οί χ , χ  είσ'ι λογάριθμοι των υ , υ * χ*τα τοίννν την 
Ιδιότητα της γεωμετρικής τροόδχ (Σιμβ  Λογ. 2 2 7 ) έ- 
ζΐ» υ — ντ, £ «' =  «τ* flfvT/xeTwaflf/iTjji 3* εν τη 
τρωτή εξισώσει της τχ τ  δυνάμεως% Χηρευόμενης έχ της

(tV γ V (t
δεντέρας , εςαι υ =  — - έίτ* £ν “  =  — ·«jijf t| twy υ, υ διαφορά =: \£, *ίτ ίν υ S o  + ψ* τί.

# ΐ/·^ψ Λ
ριάτησεται τοίννν ■  ■ ■ t vj τ >  *



A lIE IP O tT Q N . 3&f

ϊ  a
y w s  —  =  —  —  t  r :

υ a
X — a S  ̂ *ψ

* St} — =r* — A*
A v

εκ δε της κατά την άριθμητικψ τρίοδον ιδιότητας εςι χ
— χ  =  β' — β (Χυμ€. Αογ. 19 a)·

4 3 · Πββ$ ε'ίρζσιν δε r« «·β5« «Ρληλαί λ ίγα  των 
δόω τίτων τροίδων* ίτοθωμεθχ την δίΛ̂ βρβν *' — α των 
ίνω τράτων ορών της τρωτής λόγον εχειν τρις την διχ- f  9̂ *ν β' — β των δίω τράτων όρων της Ζευτίρχς * ον 
ή μονάς τρός αριθμόντινχ μ , τβτ εςιν χ  ~  eti β'—*
β  : :  » : μ , ο9εν μ (β' — α) =  /3' — 0* *y τβΐ/'τι*δ* τξ} ε%άτη εξισώσει άντιχχθιςάντες άντ) % — α % καί 
β  — β τάς ανωτέρω είρημενχς αίτων δυνάμεις + εξομεν

9 9 Tf % ,
—  — ν ' — χ, εξίσωση , ητις εν γίνει τχρίςησι τόν

ν
άτάσης γεωμετρικής τροόδκ τρός τχσαν αίτζ σνςοιχζ- 
σαν αριθμητικήν τρίοδον λόγον.

44· Ε'τινοησωμεν ηδη εκατόρας τροόδε τός όρες a* 
τείρως τροσεχεΤς χ>ληλων * κχνν ψ, ο εμφαίνει την δια. 
φοράν των υ\  υ, εσετχι =  δν, £ χ ' — χ  ̂ο δηλοΤ την 
των X ο X διάφορόν, εςχι =  δ χ ' εντεύθεν η ανωτέρω

ε'κτεθεΐσχ εξίσωσις μετχβχλεΓ είς =  δχ" τό δε

μ , ο ταρίςησι τόν λόγον της διαφοράς των δνω τρά
των όρων της αριθμητικής τρόιδα τρός την διάφορόν των 
δυω τράτων όρων της γεωμετρικής, aSeV ηττον εςχι α
ριθμός τετερασμενος, καί τοι ατειροςων όσων των διάφο
ρων * ε’ιγε δνεΤν άτειροςων τοσοτήτων η ετερα την έτε
ρον τεριέχειν δνναται, οσάκις £  τετερασμένη τετερα- 
σμέν/,ν τοσότητα (ο).

U 2



Π ΕΡΙ Λ Ο ΓΑ Ρ ΙΘ Μ ΙΚ Η Ν3°1>
. ν . μαον

45* ^  εξίσωσες — “—  =  Ζχ τρανως εχΖι-

Ζάσχει  ̂ οτι το άτειροςόν Ζχ λογάριθμό αριθμό ταντός  ̂
εμφχινομενπ ha ν , ίσότχι τφ άτειροςω 5ο τ? αντί ά̂ χ. 
θμό, Ζιαιρεθεντι ha τό αίτόάριθμ0 &, ^ τολλατλα^/Λ* 
o&fVrx f'r/Tf τον τρωτόν όρον α τν,ς tit βάση ντοτεθείσης 
γεωμετρική τροόΖπ, £ τον αριθμόν μ ,  ος εμφαίνει τον 
λόγον,  ίχ «  ·■} Ζιχφορχ των Ζνω τράτων ορών Της Α
ριθμητικός τροόΖπ τρός την Ζιαφοραν των Ζυω τράτων ο
ρών της γεωμετρικής * τό Ζε αριθμό μ οριάτεντος̂  ό λό
γος των Ζνω τροόΖαν καλείται με τ ρ  ον (module).

46. Δήλο» άραΛ ότι κατά την ντοτιθεμενην Ζόναμιν 
τό μ ^ τό  τρωτέ όρπ α της γεωμετρικής τροόΖα, ό χντος 
αριθμός ν Ζιχφόρπς λογχρίθμπς εχεη Ζνναται · ά?λχ γαρ 
τάντων, ως είτείν  ̂ των λογαριθμικών σχημάτων ενχρη. 
ςότερον ίτάρχει εν τοΤς <Γνμ€ολιχοϊς λογισμοϊς% κτερ ο 
μεν τρωτός όρος Της γεωμετρικής τροόΖπ ες) ι , τό Ζε 
μετράν <, αυτό ι * τηνικαΖτα Ζε η γενική τάντων των

, . μαΖν
λογαριθμικών σνςηματων εξίσωσις-----—  s  Ζχ γίνε-

Ζυ
rat —  — Ζχ.

ν47. Ε ν ίρχ τω λογαριθμικά συςήματι,  « χράμε. 
θα εν ταϊς Ζια τό συμβολικό λογισμό τράξεσι^ το άτει- 
ροςον Ζχ τη λογάριθμε χ  ταντος αριθμό τη ν ίσον εςΐ 
τφ άτειροςω Ζν τη αντό αριθμό ι», Ζιαιρε&εντι Ζιχ τη αν
τ ί  αριθμό ν * %, αντη βάσις όΐονεί τροχχταζχλλεται, εφ 
ην ενχερως έτοιχοδομείται η ευρεσις ατειροςό λογχριθμπ 
ατάσης σνμζολιχης τοσότνρος· άλλα γαρ τρ)ν η ταν-



Α Π Ε ΙΡ Ο Χ Τ α Κ *
τ% χρηϊωμεθΧ) Ιςεον̂  Α\ ως οΐ, τί^ί ay ν.τχΖθα ο λόγις, 
λογάριθμοι ix ttffbi οί εν τοΐς χανονίοις * άλλί/ δ$, ok 
ετωνυμον ντερ € ο λ ιχο ) 9 τερ) ων εφθψάτε είνόντες 
(Τ'ψ. Γ.βο ι » χτ. . .) £ ερΖμεν Ζε «VτβΓς sV££’<«* «?ο fesvro* 
τκτων tV εχείνας β Ζνχερε ς μεταζαίνειν  ̂ ως £ τϋτο εγνομ ?/ 
4, ό^όμεθα εν τοϊς εφεξής. Β'. m i ο τρωτός όρος β τζς

μαδν
«{jityttfr/xifr Tfosia βχ εόρίσχεται tv τφ τότφ — ■- ■

~  δ χ , auTijTe >ί yw xif εξι&ωΤις,  ^ δή ^ t) ftffixif 

~  =  δχ, φείτοτε μενντιν ετιχρατ&χι, ό'{τ« «»' $ «

309

τρωτός ορος β ,  τίτ (fiy ο Xoy«{»9fio$ Τ «  Τ 0&.Τ8 ορν Λ 
r/fi γεωμετριχης τροόΖχ' Ζκνάμεθχ αρχ Ztu το είχερί- 
ςερον $  άτλόςερον ιτοθε&αι το» λογάριθμον τ« τρωτά 
ορα τξς γεωμετρικής τροόΖα \<tw τω μηΖνί* ενε\ Ζ& 
τον τρωτόν όρον της γεωμετριχης τροόΖχ ίτεθεμεθα Wov 
μονάΖι , εξομεν αρχ το μφαιχον λογάριθμον της μονά- 
Ζος' λαμ€άνοηες *y, rtjv μ*ν μονάΖχ ως τρωτόν ορον τν,ς 
γεωμετ ριχης τροόΖβ, το Si μηδενικόν ως τρωτόν ορον της 
άριθμνριχης , *} ως λογάριθμον της μονάδος̂  ρξίςχ ενταύ
θα εφαρμόζομε» τός ατοΖοθε'ντχς κανόνας (2νμ0. Λογ, 
3 6 *) * 0τω; «ν (τί ‘λ  εμφχίνοντος λογάριθμον) άντϊ λ

(αβ) λχ€εΐν Ζυνάμεθχ λα *f Χ0  * £ λ ^ =  λα — Χ0*

* -  μ p ̂λα** =  μλα* £ λ |/βμ = λα* =  - λα* τότων τι- 
θεντων.

48. ΠΡΟΒΛΗΜΑ A'. Aey«^%« α̂ βρ5 W#*- 
τοί» UffTy αντ« τ« άτειροςόν.



ΛΤ2ΙΣ. Ε w b  (47> =  “ , -έ 5λ (*+χ)3 1 ο ΠΕΡΙ Λ Ο ΓΑ Ρ ΙΘ Μ ΙΚ Ο Ν  ΑΠΕΙΡΟΧΤΩΝ-
* ( « + * >  , , w  — ;  s: — :— » xctt ολ (_

β + κ  *+%
Κ «+ % )

α

β + 5 ί

3 *

) —i  (\{C -»ρ-

λ  < « + * ) ) = - " Ϊ Ρ Γ = - Τ η Γ ’  * * ·  ί?·λ » , οτ/ το rij< ατρεττχ τοσίτνρχ λα ώκφβΐά ίς»
t * δχ

μφεν * cc<raJrcc« 5λ — (λι —λχ) =  — — * χ«)
56 %- 2Ϊ*νίλ  (%υ =  δ (»λχ) =  ~  ΐδ λ ( χ ,) =  δ (λχ +

X
3 ν  , V  3%

>*) =  —  +  - ■  $ δ ( λ * )  =  ϊ ( λ χ - λ ι ,)  =  —
?ν « +  y  ^— - ·  i δλ (·— r )  =  δ ( λ Ο + χ ) - λ ( * -ν « X

9 6 ^ ~ « + % +  “ £** *  δ < > < * * + * % ) )  =ί  («* +  %%) 2χίχ . . %. ,
•----- ; ■' s ----;----- * ί  ολ is  (αχ 4- v y j  ss5 ^ (α α + χ χ )_______________ χδχ___________  _|/C«* +  X X ) ~, ί  £  ?τ«·5λ|/'(α«4·%%) =  ϊ(-}λ(αα +
**+56%

xx)) = r x r r  4 ( S G '+ M ’r = » ( * * ? +
tUt‘T X X  « Jyλ Ο  +  to·)') =  δ (ρλχ+τλ («+0Χ')) = —  +

* +  &<-



Ύαυτ) τα βραχέα υποδείγματα Ικανοί, οΐμαι, χει. 
ραχωγ/σαι προς ευ ρέαν τβ άπειροςκ απάτης άϋ,ης δε. 
δομείς λογαριθμικής ποσότητος.

- -----  ι Τ Λ  ι η  ιι ■  -  /

ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ ΠΕΜΠΤΟΝ. ,»

Π ^ ϊ  ανεφ οςώ ν των κατά τά ς  δίΐκτικάς 
-ττοσότίίτας.

ΠΕΡΙ Α Π Ε ΙΡ Ο Σ Τ . ΤΩΝ Δ Ε ΙΚ Τ . Π Ο ΣΟ Τ. 3 «»

49- Δειχτικαι ημΐν ηκκσαν αί ποσότητες, αϊς δει. 
κτης επιγέγραπται άςατος, οίον <yx ν κτ' άφ* ων 
jc, χαμπόλχι ωσαύτως προσηγορευδησαν δεικτικά) (Ύ’ψ. 
Γ.3 2 ι)· tbtcov bv ενταύθα κεί&ω ευρείν τα άπειροςά.

5 0 . ΘΕΩΡΗΜΑ. Ποτοτ̂ το? isocTfxiji το άπειρο, 
ςον Ίσον ές'ι τω γινόμενα ίπ αυτης της δεικτικές ποτό, 
τν,τος <, τ β  aVi/posts τ β  κατ' αυτην λογαρώμα.

ΔΕΙΞΙΣ. Ε*ςω γάρ ποσότης δεικτική χ υ =  ^
των εκατερν μέλας λογαρίθμων ληφθέντων ε$χι λχν =:

λψ-, ^ επομένως δλ (χυ) =  —· (48)* άρα Η  =  \p

λ (χυ) ,  sir* iv (άντιχαθιςαμένων αν τ) 4 ^ δψ των ««τ* 
eJri Stvafiswv) δ (χ υ) =  χ° δλ (%υ)* Ο. Ε. Δ.

5». ΠΟΡΙΣΜΑ. Ουχκν * υ δ λ ( * Ό

=  =  χυ (διΛχ + ---- )* ωσαύτως δ (αχ 4*
X

„ψ) =  δ (ακ) +  δ (νΨ) =  «κδ (λ«Χ) +  Λ  (λν ) =  

«Χδ (χλα) +  υ^δ (Ί^Ο =  ακδ %λα 4* κ ( δψλυ +  

—  * ωσαύτως δ (αα +  χ χ ) χ  =  («α-\·χχ)Χ δ χ ζ α χ
V



ΠΕΡΙ ΛΠΤΟΜ. ΤΦΑΠΤΟΜ.3 **
+ χχ)% = («« + ΧΧ)Χ $ (χλ(«α+χχ)) = >* +
Χ*)Χ (δχλ(« *+ χχ)4* ·2* ~ * - ■ 4 £>ξί* ομοίως.

Λ* Τ
$ 2 . ΣΧΟΛΙΟΝ. Χιχνχχις εν τω Xoy/G'ftw «/>

Xfipu Χαμ&ήετχι tj δειχτ/χη τοσότ ς̂ χ ,  τ5 χ «(Μίμον έμφχόοντος,  « Xoyaf%3< ε*/ν =  »■  ταότν,ς ζν

Ttjs τ«Γβ'η|Τ9ί «χε^οςον ντίζχει (50) το χ*δ ( λχ* ) ,

εΐτ $> χ*δ (fcXx) =: χΧ. δχλχ * εχε/ δε λχ =  ι ε ξ  

ίτώίσεως, tj εχβε?<$ εχί το «χλε^ον μετχ€χλεί+ γινο.με»*<| δ(χ*) =  δ χ χ *, τίϊτ <?« ,,αωπ} ή ϊΖΐχπί^χ δει. ,,χ τ /xij xoCoTiji εχει «χβροςον το γινόμενον I* αίτης, τκ αχειρος» τ# χ«τ* eJrijv δε/χτβ.**
ΚΕΦΔΛΑΙΟΝ ERTON.

Χ$ϊσι$ των τ$οεκτ££εντων κανόνων εϊς έυρ
αν των εν ταίς χαμτυλαις γ^αμμαΐς άττο 
μενών, υφαττομενων, ύτοχα^έτων κτ.

3 3 . I*>« S* yy«<^5 tj χρί}Λ( των τρββχοδεδβμε- 
νων κανόνων, εφχρμοςίον αν εΐη ήτες νχώείγμαη γεω- 
μετριχοΤς τε ^ τοΓί ε’χ τβ σνμ&Χ/χβ Xoytff^B, α γνω~ 
ςχτως ψίν εγ ενετό εχ των Τξοεχτε̂ εΐΤων τζ,χγματειων.

54· Ι*Μ xxfiTuXvjj iaiffvfi Ttjs A Μ (£. 1 64)  
ει6ίΐχν άττομεννρ άξωμεν,  εχλν,ττεον Ttjv χχμτΐ/Xtfv 
TttvTyp "ifλ xai τολνγωνον,  ε£ «χε;ρ*ρΛμων αχειροςων χλενρων (Τν̂ ’χ̂ οτΒμενον * μ/χ δε των χλευών των δε tj



Κ Α Ι Τ Π Ο Κ Α Θ Ε τηΝ .
Μμ (ίν ivtvov\riov παντός δεδομένα ποσά iXct(TCova) 
προαχθεϊσα, % γενομένη ΤΜ, καλείτο» εφαπτομένη της 
καμπύλης * διορίζεται δε αΖτη έφ έκάςα σημεία Μ λαμ- 
βανομένης της δυναμεως της κατά την όφαπτομενην HT, 
*ϊτ αν το μέρος της γραμμής των άποτετμημένων, το έν- 
απολαμβανόμενο* υπότε της τεταγμένης ΠΜ, ^ τα 
σημεία Τ * κα& ο η άπτομένη προχχθεΐσα άπαντα, τη 
γραμμή Των άποτετμημένων £ αυτή π ροαχθείση * ίδα δη 
όπως η εφαπτομένη διορίζεται.

55· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α'. Την εφαπτομένη* άπάσης 
■ Λαμπόλης ευρεϊν.

ΛΤΣΙΣ. Ε*ςω εν γίνει καμπόλη η AM* ηχθω αν 
τεταγμενως έπ'ι τον άζονα η ΠΜ ζ: ο, $ ταυτη σπεί
ρας προσεχώς η Πμ, ^ ,ηχθω η Μρ =ζ ΙΤττ παράλλη
λος τφ άζονι AH* ^ δη έςχι Alt =  χ ,  £ Ππ =
=  δ χ , $  ρμ (εϊτ αν διαφορά της πμ υπέρ την Π Μ) =r 
δυ* το Sc μέρος Μμ της άπτομένης, άπειροςόν ον, έκλη. 
φίηνχι δόναται ως συμπεπτωκός τφ συςοίχω της καμπό
λης μέρει, ωπερ εκλαμβάνεται Ίσον * των αν τρίγωνων 
Μ*;μ, ΤΜΠ ο μόκαν όντων, έςαι ρμ: ρΜ j: HM: ΠΤ,

3 » S

υδχ
εΊτ αν δο ; δχ:: ν : Π'Γ =τ —— (Β), τόπος γενικός άπά-

δυ
σης εφαπτομένης * τ«τωί δέ είσαχθεί(Της της δυνάμεως 
τα δ)', ευρισκομένης εκ της κατά την προκειμένην καμ
πύλην έξισώσεως, πορι&ήσεται ό τόπος της εφαπτομέ
νης ΠΤ ελεύθερος άπειροςων, ω$ εκ των εφεζης υποδειγ
μάτων δηλον γενησεται.

5 6 . Ε'ςω η καμπόλη παραβολή, ης έξίσωσις υ* 
=  π χ ' ταότης δε άπειροςά ε!σι ζυδυ =  πδχ,  οΟεν δχ



$ »4 ΠΕΡΙ ΑΙΓΓΟΜ. ΤΦΑΠΤΟΜ.~ —  ♦ αηιχΛτχςαθείνης Ζε τχυτ*js της Ζυνάμεως αντί 
τ  .

„  ,  , *ν'Ζυ 3W1 «τχδχ «ν τφ τντφ  Β , ευρισχεται —· ■ s: — =:----  ssXdt/ 1“ τ
ί _ > 7

*%» **Τ* ι> =  *ιτ »ν *f t̂ aTTa/xivvf της ττρα. 
έολης $ητλ*7/* εςι της ατοτετμημενης, ο ϊητ» £ «V 
ΤβΓς χ«ν/χατΓς τβμαΓί ΖεΖειχται (Τ\£. Γ. 45)·57. Ε'ςω η χχμτνλη ταρχβολη ταντο'ς γενες , 
ης εξίσωσα χ* =  ΐ/*4*»· τχυτης Ζε ατειροςί είσι ν 
α!* χ*—1 5 χ  =  (β  4* O  * 5 v* o9fv ί χ  s
(μ + ?>****-· , % .
------  ■ " * ταντνχ Ζε της Ζννχμεως eamxxxtu„Λμχ*—ι

(  ̂ t ( {^4 νβ«3ί/<Γ̂  εν τφ Β Τντφ, ενζίσχεται —-— =  - X5u ν
,Μ+9 _  μ + ν  0*χΤ

*μΧ' «μ Χ*
(τιθέμενης αμελεί της

τ β  v*t+,> Ζννάμεως) — (·£-!—). χ* ε&νΖε μ  μεν J=3*
ν Ζε = 2 , εςχι ΠΤ =  —.

2

5 8 . Η* εξίσωνα ζζ \Ρ + 9 γίνεται αΡ“Χ~* s*Μ—*, Ιτοτιθεμε-,ν λειντιχχτχ  ν* 4,τηνιχαΖτα εςχι «μ=  ·νμ "'χ* (νημε/ων. τ« $. ao. της Τ·ψ. Γ) εξίσωνα τον.
τος γενες ίχερβολκν εν τχϊς ασνμττωτοις * η Ζε νφχ.

/ i4— y Μ β
χτομίνη ΠΤ («£. 1 6 5 ) ««« -----= -----(ΙχοτιθεμενεΜ =  μ—ν)· εχν Ζε ζ  Μ =  ι, £ ν s  1 ,  ας #τ) της 
πρωτογενές νχερ€ολης ,  ?ς« ΠΤ s  — χ « είτ εν η 
ίφχττψετή Ίση εςχι τξ ατοτετμψεν*j, ϊ/a ftevroi το



3'5

— (τύμ€ολον ληπτεον την νφαπτομένην εκ των άντιύετων 
με$£ν της αρχής των ΰποτετμημε'νων * εαν δε η Μ =  η

£  ν =  2 , ε?αί ΠΤ ■ = — ^  * ε\δ* εϊη Μ μεν =  2ο,
2

ν δε =  4 9 εθησεται ΠΤ =  — SX' $  εν γενει „  ή 
„  νφαπτομενη των ντερ&λων «V ες/ν xcTvj τω yivifii'vjp 
„  ΰΐΓ3 τϊ>ί άποτετμημενης $  τβ δε/'χτυ τί}? τετα^^Ίί 9 
,, διαιρεθεντι διά τ£ δεβαβ τ?ί άποτετμημενης, λειπτι· 
,,χωί λαμζανομενζ. 44

59· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β. Ε ε̂Γν tvjv ύφαπτομενην 
της χνχλοεώκς (?/. i66)t

ΛΤΣΙΣ. Η’χβωααν προτεχεςαται αλληλων αί τε· 
ταγμεναι ΜΠ, μπ ' ύ η μεν ΠΤ ατττεώ-ω κατά τβ Π 
τκ T'iWi5T0i5s «νχλϊ, η δε' ΜΤ τ<ί καμπύλης κατά τό 
Μ* τα τοίννν τόξα Π τ , Μ μ εχληφθηναι δύνανται ω« 
μέρη άπειρος* των απτομίνων ΠΤ, μΤ · *ύ> εάν άχθη η 
Μα παράλληλος τη ΤΠ, τα τρίγωνα, Μαμ, ΤΜΠ ομ$/« 
εσονται * ·£ ivj μ?: Μα:: ΜΠ: ΜΤ ■ α*7λα δ/α τα« ταρ- 
αλλν'λυ? Π», Μα, ^ ΜΤ, μα εςιν (υποτιθέμενα τα 
τόξα ΒΠ =  χ  , ^ ΠΜ r= ΐ/) μα =  δι>, ^ Πττ =  Μα =

ν ?Vu
δχ* α̂ α δκ: Ζχ :: ν : ΠΤ =  =  ν , εϊγε Ζυ =  δχ,

δν
δχα τί εΓ>αί κ =  χ(τ'·ψ. Γεωμ. 3 3 3 ) * **>' «β* 
απτομενης τα γε/νητορος κύκλον ληφθη ΠΤ 7avj t£j τε. 
ταγμένη ν , εςαι αυτή ύφαπτομενη της κυκλοειΖας.

6ο. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ\ Εν.;εΓν tvjv ύφαπτομενην της 
λογαριθμικής ΒΜ (%. 167)·

ΛΤΣΙΣ. Κ’κ της ιδιότητας ταύτης της καμπύλης 
(τ'ψ . Γ εωμ. 3 2 ο ), όταν α\ άποτετμημεναι ΑΠ, At ,  A S , 
Α ξ, ωα/ν εν προόΖφ αριθμητική αί ΰ’ιςοιχαο'αι τεταγ-

Κ Α Ι ΤΠΟΚΑΟΕΤΏ Ν.



Π Ε Ρ Ι ΑΠΤΟΜ . ΤΦΑΠΤΟΜ .ιό
μενχι είσϊν εν προάγω γεωμετρική, ως τε τας άζοτετμ^.
με'νχς λογάριθμος είναι των συςοιχατων τεταγμενών * εαν
αρα υτοτεύν] ΠΜ =  ν, εςχι τμ =  *?  +  Ρμ =  υ 4*δ:>·
<, εάν υποτεθη ΕΝ =  ι/, εςαι ζ  ν — η δι/ * ετε) νν χΐ
άτοτετμ^μενχι ΑΠ, Α-τ, ΑΞ* Αξ υποτίθενται εν νροό.
δω αριθμητική0 is*r (ι/π·5Τ<θεμενν}ς τί)ί ΑΠ= χ , Πτ
=  δχ =  Ξ£) υ : υ4-δυ:::/: γ4*^¥* <*ί>* νί δ ι / V:

δγ δν , , , s »
ο δ εν — =  — αΜ jj ΐ/̂ αττυμεν̂  ΠΤβ  —  , οιχ 

v y ον

Tsy χυτόν λόγον vj Ĵ aTTO/asvsj Ξτ =  — , fly5 =
δν

^  ,  «  V . V  -  _  _ _δχ· «Μα -— =: — · αρα *τ s  —— = Π Τ , Tar εςιν 
ό ν  v l f  ο ν

,, at Ιιαφόροις τεταγμεναις άντιςοιχάσαι υφχπτόμεναι
εΐσίν \σχι ά/ληλαις, εϊτ av q τί*ς λογαριθμικής υψ.

,, απτομενη εςιν χτρεττος. “
ΑΛΛΩΣ, Έ'τείπερ χ\ μεν τεταγμεναι άριθμπς ^

αι δ’ χτοτετμη μενχι λογάριθμέ εμφχιναΤι, τον δε των
αριθμών τρός Tas λογάριθμος λόγον εμφαίνει η εζίσωσις
αμϊυ , , χ „ ,
-----=  δχ ( 43 ο 44) * 'Λ αυτή αρχ πχρίςησι 4, την

υ
\ / „ * , (t\L

λογαριθμικήν καμπύλην * εντευδεν «ρα προκόψει —- =

^ εττίμε'νως η ΰφαπτομενη —— τ'ίν>ί5'ίΤα< —  =  αμ*
δυ ν

τοτεςιν Μι| ν̂ αττίμε'ν*} ΠΤ ε’<ρ’ εχάς« σημεία της λογ. 
*> αριθμικης εςινάτρεντος, ΐσαμενη τοσάκις τη τρώτ̂  τε- 
„  ray μεν·/} ΑΒ ss a , oVax»5 ij μίνας ενεςι τω μετρώ μ^. 

6 1 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Δ'. Εν̂ εΓν Tvjv Ιφαττομενψ



Κ Α Ι τ π ο κ α θ ε τ ο ν . 3*7
ταν ταντοί γεννς <ΓΤβ/£κν*, tov «Ι'/'τωτ/ς |ς< τ»ι,ί* =(Τ·ψ. Γ«ωμ. 33*)·ΛΤΣΙΣ. Ε'μφαινετω ij Αν (%. »68)τα'ντ* τχείϊη 
τάντης της κ α μ π ή ν  $ νιχβωσχν αχβίρως χροσεχεΓς αί 
ακτίνες ΚΒ, Κ τ, ^ αίντρφ μ*ν τψ Κ Ζιαςημχτι St τφ Κν γεγρίφ&ω τόξο» ελχχιςον το' μν,  ̂ίχβω **τβμίν»ί t) NT * «J9*r* av >j ΚΤ* η τ* ΒΚ χα'0ιτ« ίφιςχμίνη, εςη, 
ην îfrifuv,  ̂ ίφαχτομίνη * δβ τβ'£βν το Ατ =χ * <ί τί$ στείρας >1 άχτ/'ί Κν =  u, £ τΒ a  δχ, £ Νν = 3υ · εκ Ζε 3tj των όμοιων τομέων ΒΚτ, μΚν χρόεισι

υίχ
Κτ =  a i Κν =  ν : :  τΒ ~  Ζχ : νμ =  —  * τ ϊ  5β το*&
ζα νμ εχΚνιφίεντος ως ευθείας άχαρους, καθίη τη ΝΚt= ν, τχ ορθογώνια τρίγωνα ΝΚΤ, Ννμ, ομοιάτε ίσον.τα/, ^ ταιίτ»jv τν)ν αναλογίαν χαρίζονται Νμ =: ίο*.νμ

χΐΖχ νοίχ=  :: ΝΚ =ο : ΚΤ =  *# riji yiv/xifi
fξισάσεως ι » χ # = β * χ χ »  χρόεισι μτ* iP—*Ζν =  w μτ* ν14*- · 3y tνα***»-» χ eflrv 5χ= " Γ * αντιχαταςχ.

ύείσης αρα ταότης της Ζναμεως τ? 5χ ιν τ£ το'τω τί?ίμτ, νμ+*1 μτ*ο«*·ί“* νΚΤ, Top/ofyViTa/ ΚΤ = ------- —  s  ------------να1* αχ*-1 να*χ·α
(χο>λατλασιχζομενΗ  α μ ελ ε ί τίτ* afii v̂jre τ« τχ̂ ιο. 

νομαςΖ «τι χ) =  ■"■■■■τ ·1 («ντ/χαβ/ςαμίνιμ της Ζννχ-
aw

μεως τ * τ*ιμ) ez ναΕ’άν η μ =ν =  ι ,  ωσχερ *τί της Α'ρχιμηΖεί* ελν·
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κος, ής εξίσωσις τν — αχ (Τ'ψ. Γ^ομ. 33 Οι hai η νφ- 

χυ
αττομένη =  — * έντεΖθεν αρα α : χ : :  υ : ΚΤ* έζν Ζέ 

&·
·| υ r: α, ο συμβαίνει έτ) ra σημεία A , Tvjy/κίι/τα χ 
i’ct5t2/ t>j τεριφερεία τα χι,'κλϋ, ^ ΚΤ =:

—  — χ  — τ '  τορι&είη αν άρα γεωμετριχως γραμμή 
ct

ευθεία io"vj τη κυκλική τεριφερνία, ^ ο χνκλίί τετρά- 
γωνκ&ησεται, a* Swamy ι}ν αγαγείν ευθείαν χττομένην 
τν,ς Α'ρχιμηΖεία ελικος κχτα το σημεΐον Α.

Έ'άν Ζε εν τη εξισώσει ττ* ι.μ =  αα Jirsrf!)  ̂y =:—  ι ,  κ, μ  =  ί ,  ευ££β*«{'Γ£τΛ/ — =  — ,  εϊτ iv =
X

ατ * χντικαταςχθεισων αν των Ζυναμεων τα μ , £ ν ^ *>Χ» ^ · μζίυ « ι · ... *. ♦  ν ·εν τω τυτω — , ευρεθησεται Κτ =  — τ ,  τϊτ £?iy ,,sv 
να

,,ταίτη τ>5 στείρα ν* ίφχττομένη έςιν άτρετος, ίσαμένη 
,, τεριφερεία τα γεννήτορα χίκλα, »j τω Τ2̂ ω τ ,  εί 
, , τ  μέρος τι εμφαίνει της κυκλικής τεριφερείας“ · το Ζέ 
σΖμβολον ηχιςα κχτ α μέγεθος άϊλοιοΐ την Ζφαττομένην.

ΕΙς Ζέ εύρεσιν της νφαττομένης εν τη λογαριθμική 
στείρα,, άναμνηςέον, ω» f’y αυτή της υτο ΛΚΒ γωνίας, 
η τα Τ5̂ 8 Α β =  χ, λογαρίθμα όντος της συςοίχα αχτί-

» V
>ss ΚΝ (Τ·^.Γ£ω/ζ·33Οι χ  =  =  y . A . u7Γ

(v75T;5£^i>vji 1Γ — »J  ‘ c^« ο χ  =  y . -  (48) * ^  KT =



ΚΑΙ ϊπ ο κ α θ ε τ λ ν .
6 t. Π ΡΟ ΒΛΗ Μ Α  Otc'v'S τί·ς ΑΤΝ τχρχ€ι. λί{5 ($£. 16 9 ) ι ^ «Τί^βί χχμτυλης ΙοΙίίσης tvjsA XM , ζ ί αί τ«ταγμίνχι μί<Τ«ι «Τ» ανάλογο* των «τοτίτμ^μβ. νων Α Π  ,  ^  Των (Γνςο/̂ ων ΤίΤβ^μ/νων ΠΝ *ν τ£ ταρζ- € ίλ$ , ί^«Γν Tijv tferroftivijv Π£ «ν τ# χαμτνλ* A M .
ΛΤΣΙΣ. Ε*ςω tj ev TsJ ταραξολρ τηχγμίνη — ν, 

V} 5’ (V τι? χβμχνλν} AM T«T«ŷ v>i =  ψ, »J ατυτί- 
τμ-ψίνη ΑΠ =  χ ,  ^ τί?$ τ β ^ ίλ ζί χαρίμετροι =  τ ’ 
^ ί»ί /ς«< ΝΡ =5 Μμ =  Πτ =  δχ, ^ νΡ =  £ μρ
ζζ · αττ«<3ω Ζ$ τ?« χαμτίλης AM jJ Μ/3 ‘ sx τοί· 
ην των ομοίαν τριγμών μρΜ, ΜΠ0 χρόειίη : :

ψ a  Π0 * βλλ’ ί{ΐ 2/« t>jv φνΛν,τ?< καμτίληί

υ : ·ψ: :  : χ ,  *ίτ’ ίν νχ =: ψ *, =s 2·ΦΗ*
νδχ -f*3\l — --------:-----* ayrtxctrcKuffit aacc ταυτης τ%ς τ?2ψ

2y

Ζννχμενχ I  ν τ$ TuVep li&jjCWW Π0 =  *

«ςι Ϊ£ vj Tvfi ττ^β^λν^ς ίζι<τ<ύ<ης ν* — τ χ , «ΐ/δκ =  χ ^  

2t»5v
Ιχ τζ —  * αντ/χ«τ*5θβί/(Γ>ΐί 5s χαΰτνμ τζί $ννχμ$ας

X«ν τ« τν'τψ τί{5 Π0, yr/sjVfTrfi Π/3 =  T(at)̂ v+  τχ5̂ )

3*4

4ννχ4 t y v
2w 4“ τχ sw +  νν*—

( αντ/χ«0/ςαμ«wj«, fV μ*'ν

τφ άριθμητΐ, τ%( τ» Ίψ 5νν*μ*««, *ν 5* τφ τβ̂ βνίμβςί'
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τϊ X) -  ά?* λ*ί?^  Α0 =

4 ΠΑ ( , ( ,
------, θ^ίι^Τετα» ν, Π.3 νφαττομϊΑΐ* Ο Ε.Π·

3
ΣΗΜΕΙΏΣΙΣ Α'. Δηλον α$«, οτως α»τ/« τ«ί»- 

<ta<y, είχερ ν, χχμχόλη ΑΝ είη ύχερ€ολη , ά>λΐί ν·τ((7- 
δ» χχμχνλη γεαμετριχη.

63. ΧΗΜΕΙΑΣΙΣ Β\ Οταν xoixbs ξ η της χαμ. 
χίλης εξίιτωσίί, <2?c της χ  ανζίσης ελζτχΖ&α: την ν, 
T)p'/*et?r« ίςαι ή  τω λογισμφ — 2u, eft ε*μσιν της 
v^arrofiivjji <τψ€χ?λ#τα αναλογία γηησετχι —  2ν :
* , * .ί : ν : ΠΤ =  — -j— * τ*τ&> #» μ$»ω 2μ/<Γ« τνρι-

χαΖτ* 9 Χογχίμος , οτι η Ζφχχτομε»η τεσείται χρος 
τ άντΛίτα Tv·? α^χζί τώ» αχτιετμημεναα, ώ$ ciJo/m

χαν (5δ)* »δ* ora 2jj τον τνχβ» AijTTf» £«} c/$
ον

εΰρεσα τω» νφαχτομίνων εν ταϊς <yfMfifTf«atri χαμτ». 
λα<* t*y 2ί μνόατχι αί τετχγμίνχι, εχληττέη λ#.

_ > ' «* V , · Xχτιχας τον τυχόν -—■— , ox« dijxwcv μετενεχτιον εινχι 
ον

την νφχχτομήψ χρος τχναντία της γενέσεοος τω» χ* 
civ, ^£fc, ληφΦη '< τ* χναλκ ĉ /oTMT/f, ή τω» τ£ 
χάντρα άχστετμημεναν χεριεχτιχη, ειτ κ»(Τ·ψ· Γ. 93-)t,t/ 
:= — χχ , 2^λο», οτι της ΚΠ αυξάσης (%. »7°) ,
< ΠΜ =  ν μειΖται, τ«/*β2ν ή t̂ arroftevij ΠΤ Τ£<7ίΓ- 
τα» cx< τα λαια τζί ΠΜ , τζί «ρχί« Κ τω» άτστετμη- 
μάναν χαμένης b  τοϊς ΖεξιοΤς' ο 2q' *y i λογισμός βί- 
λεται * τα γχη τί,* xsonSsAτης χνχλιχης εξισάτέως α*.



Κ Α Ι ΤΠ ΟΚΑΘΕΤΩ Ν . 3 2 1

s &V ^
πει ρότα είτ) 2 ι>δι/ =  — ^ επομένως — =  __ ·

^  χ
„ υϊχ  __ — _  —  (*«α — * * ) .  „ α %
« «  —— — ------ — ■ --------- ’ ΜΖ 70 —

Ιυ X χ
εθελει την ίφαπτομενην χεϊ&αι προς τά εναντία μέρη, 
ή ένθα εκειτο δ/ά τ5 4*

64 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ ς .  Τον γενικόν τόπον εόρεΐν 
τής άπτομενης απάτης καμπύλης (χ , 1 64).

ΛΤΣίΣ. Π̂ 3ί πλείω ευμάρειαν όποτε9εί(3·ωΤαν κά
θετοι ά?ληλαις α! χ  $  α! υ 4 £ έχει το Μμρ τρίγωνον 
ομοιόν έςι τω ΤΠΜ, εςαι ρμ : Μ;ζ :: ΠΜ:ΤΜ* έπε) 
δε ορθογώνιόν εςι το Μρμ τρίγωνον, εςι Μμ =  [/ \  (ρΜ)1 
+  (βμ)Λ ) =  +  & ’ )* άραΐυ’. ΐ/ ί? χ *  -fSy1)

:: ν : ΤΜ =
» ΐ/Θ χ Λ 4· δν*) _  ‘Ί/'Ιδχ1 -f δι>’ )

δυ | / < Μ

> ΐ Λ · ϊ ~ ----) — ν +  »)* τνγαρϊν των α*

πειροςων εξιτωΤεως καμπύλης δεδομένης λαμ€ανομένων ή
,  ~ r r. δχ «>y άποφερομένης της δννάμεως τ5 — ο 4 π* άπ' αυτής τε·

ου

τραγών αντικαθιςαμένα εν τω γενικφ τυπφ της άπτο- 
μόνης, πορι&ητεται η άπτομένη περιέχετα χ  ^ ποτότη- 
τας άτρεπτνς, ως έχάςω εφαρμόται υποδείγματι τον 
τόπον εξεςιν * ημΐν δε τα κυριωτερα εχτ<0εμεν3/5, Ιτέον 
έπ'ι την ευρεΤιν της υποχαθέτν.

6 5 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ζ'. Ζυρεϊν τον γενικόν τύπον 
της νποκαΰετα Π5 άπατης γεωμετρικής καμπύλης, ορ
θής υποτιθέμενης της των συντεταγμένων γωνίας (%. 164). 

ΑΤΣΙΣ. Ε'πε) τα Μρμ, ΜΠ5 τρίγωνα, εχοντά 
Τόμ. Τ'. X
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χαμίτας αΜηλαις τχς εαυτών τλ&ρζζ) tlffiv ομοιχζΓεωμ. 
32ο. Π«0. Β·)* Λζ» Μρ i ρμ :: ΠΜ : ΠΞ» ίΐτ’ β> $χ% η ~ * Λ V .  » ν  '  » '  -»: 3w :: ν : Πλ ^  * toy ζν ληφβαχτι τα xxvqkx τής

οχ
χχτχ την Ζώομίηρ χαμχύλνμ εξίσωνεως, ·£ είρεδωοΊν 
at Ζννάμνς τίτ* 3υ, ^ τ? ίχ ,  £ τφ εύρημένφ ηΖη τ«. 
τφ TOf/cdifffraH tj Ζίναμις της ύχοχα&έτχ εν
χ  t, χυτϋϊς άτρέττ&ς.

66. Ε"ςω η χαμτύλη εϊλει^ις, jjj έζίσωσις υ\> a·

— {αχ —  ΧΧ) f l f y  t*. 9»),«  ύΜΓ

Jy
υΧΧ

VT. -  gfo:
' αα

• SijXif το—· ,  οτ/ <ff» λήττίνν ες) τψ  lxoxi9trav £τω δέσεως 
έχασαν+ ως χ$ο%ωφεΐν τη αρχή Ιων άτοτετμημένων ̂  η. 
τις εςϊ το χεντ^τν' ο I f  τντος τρφχνχς ταυτίζεται τφ 
έίζώεντι (Τ*·|. Γ. ιοο)* έτεί $« ί> τφ χ ν χ λ ω  β~Λ, 
ίςαι ντ. =  — χ  * τττ* £*» »j τβ xJxXa ντοχάδίτο* \<Τή *ς} τ% Χζ'Λ τφ χέντρφ αχστιτμημίνή.

6γ. Ε'ϊμ 3< ή χαμχνλή Tsr̂ o&Xsj,  ης έξισωσίς
t t jv

ο3 — χ χ  ( τ * ·ψ .  Γ. 3 ° ) »  a v 5 v  =  τ ί χ *  3 ν  =  - —  * άν-
2ν

τιχαταςχβ&σης Zi τχύτης της Ζι>νάμεας έν τφ τύχω ντ.
1/%V (tv ct #

s= — , χψ-άτ/,σίτχι ύχ. =  —  =  — „  τκτ sit χxgxGa. 
Ζχ 2ν *

αλης η ύχοχώετος χτρεχτος ύχάρχει,  Καμένη τη ημι.
„ χ ζ ζ α μ έ τ ? φ * · χχ9χ ΖίΖειχτχι *y ταΓ{ τβ *ώ» το-
μαΐς ( ϊψ  Γ. 4«).68. Ε’τ< των χ&τος γένος χχ^χ£οΚων ίςι Ι χ  =



KAt ΤΐϊΟΚΑβέΤώΝ.

(μ +  ν) ,  ̂ , . ,------ "μ ν  ~ --------- \57) os τν,ί Sttofttw* *>μ
mar«>ai«Ar»j? eV ry ντίχάδιτω ,  if, ο δι[τ* raw
τον ,  δ<α<ι*βάτκ Τ8 t£v δ/ά rsturyi rijc τβαίτ^βί,
, , < yje1* ν #“· ’ ν' ν«^ν·ν·

ατοφερίΤΜ ντ. (μ4 ·>’) νμ+ , “ * (μ +  *) fcv*+* (τοΛλβιτλΛβΊΛ̂ ΐντώ»' «μ*λ« τ»τ« **0ονβμ*«*, £ τ3*  ̂ « vmj * ν*-Η t
afdutjTti h i  χν) ~  .-  ...... ----- - (eVri<*r*i«fotal<i(μτ>) *«<μ+,#tvj« ϊυναμίωί τκ «** χ* ) =  . * tax vv y v =  μ(ν+μ)χ=  11 ω7τ?ρ ε’τ) rij< (X τ* kuvv ταρα&λίj f ,  ί«βι vt. =2

** ^ *» * *  * » , μ k> ♦— =  “  =  ·—, tem? “6 #vf>fnu‘ »«y 0* 3

. λ / . ?w *v = 7 , $  μ = 3 , το̂ ^ λ τ »  vt. ~  — * odw 103  ̂1
ιοχ7v:: v : Jr.

69. Ε’ϊω iftietifftt ν^χ* si a *+ # =  1 * (t&'i* ii  τ«ό5« εξίνω ϊις ,  «V ij 3jjt* το γη>όμ&9» ντο 3wxa /3αδμ3 riji τχτΛ'χμόί}? £ $<τ<«3 βαΟμζ τ?< ατοτιτμν). μ<ή}$ /τϊται τοσόΐητι άτ^ιττφ,ΗΧλβίΤΛι ντ«ρ€ολω»ί£/<Γω<Γ*«)* Χ^ψή* Λ =: « , «ϊτ’ ίν ν'* ss —
%*I»

60® ν ss χ  μ =: χ* (ντοτίβεμεν» — -  =r ρ ) · ^ δ;, a
f4δχ * Λντίχα̂ ςζμε'ν̂ ί δΐ ταίτης τ% δνναμεωί τ3

, f *3y ά  τω Τ*Χψ *^/Λ*ΙΤ*ΐ νΤ· =  fv fc * -1 = ^ -  55
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ριυ Μ ?
—  (εϊγε y =  χ?) * εαν αν ή μ =  2 , ^ ν =  ίο, I<#/

jyy
ρ =τ — 5» *> ΰτ. ss — —  * εν ταΕταις Spa ταΐς χαμ-

X
πΕλζις ν| ΕποκάΟετος ΠΑ ($£. »65)1 λειπτιχη afar, ετεχ- 
ταΰται προς την Α affcvjy των airorfTjxijfifvtoy.

70 . ΣΗΜΕΐα£ΐ£ Α/. Eay «Avjflij *ί Εφαπτομένη Ρ 
εκ της /JisTtjTss τ5 ορβογωνία τρίγωνα ΤΜ5 (^. 164) , 
προ.ι'Λει ΤΠ: MH:: ΜΠ: Π£, εϊτ αν Ρ : ν ν : Επ. =
Lb
£** yvwc5-c/iT>}{ 5̂ )2 τ^ί , ευχερως πψ&η.

σεται η Εποχάύετος· ο δε Tt/Voj «χ ηττον χρήσιμος £  
εν ταίς χαμπίΧζις, ων «ί τεταγμένχι αφ ενός σημεία 
πρτθά^σντat* άίλά τηνικαΖτα η Εποχάβετος ΚΑ (%. 
16 8 ) ληφβησεται επ} της ΤΚ Εφαπτομένης επ\ πάτερα 
προαχβείσης.

Ούτως ητών παντός γενας σπειρών Εφαπτομένη Ις/
μχΐι . νν V2bt/ y2b

ΚΤ =  —  (6»)· 8«ίν ε**» -  =  —  =  — · εαν αν
να ρ μχν μχ

fctv
η μ =  3 ι  ^V =  7 , εςαι Επ.— — * , cflfy 3 *  : 7β :: 

- · 35»
ν : Επ. =  ΚΛ' β aJrsi δε ενρεΑ̂ σετβΜ TyVaj, ^ είπερ 
αντί τάΖιελείν l1 Ζιζ της Εφαπτομένης 9 περιεχάσης ορας

» -  « , « 
πεπερασμενας, Ζιελωμεν Ζιζτης Εφαπτομένης-^· (ο-

τε  ̂ (TbvaSf/ Tatury τ>? περιπτώσει) επ) το εΕρεΐν Επ. =
βδν β t , ν ,

50γ/ εξάγεται η αΕτη ΖΕναμις" ά ϊλζγχρ της Ρ

πεπερασμένα ορας περιεχάσης, περιττόν ολκ{ ^ μάταιον,
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χρησα&χι τφ των απειρος&ν λογισμφ· εν Ζέ τη λογ.

. νυ » ttuαριβμιχη στείρα ετε) ( 6 ί )  Ρ  == “*** αρχ νΐτ. = — ,C5 V
sir «ν ν : α : :  υ : Ιτ. · εάν Ζέ ν =  « =  / , irô /t̂ vjV*- 
τα/ tir. =  υ■* α>λα τηνικαΖτα Ρ — υ (6») * «ν τα̂ τν) 
«(ία τ£ περιπτάσει αεί ϊσχται η ιποκάθετις τη ίφαπτο·
μ ΰ *

7 1 . ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ Β\ Η* ίφαπτομένη των γεωμε* 
τριχ&ν καμπύλων 9 ων ΐΓαρά/λν}λ« αί τετχγμεναι, ες;ν

“  λ  * ωί εί/’fvjTflri (55)* εαν κν 5/α̂ ;ε5ξ) υ* $/«

** / Tttτωτ» Ter», εύρεδν·<7ετα/ υπ. 5 = ^ ,  ωίττερ ανωτέρω (65).

7«. HPOBAHMA Η'. ΕνρεΓν rev γ&κον σίτον 
Της κβθέτα απάτης γεωμετρικ/ς καμπύλης, νς αί τετχγ· 
μεν at προς ορβάς εφεζηχασι ταϊς άποτετμημεναις (%.»64) 

ΑΤΣΙΣ. Ε χ των όμοιων τριγωνων ΜμΡ 0 ΜΠ2 
προέρχεται Μ,ριΜμ*. ί ΜΠ: Μ5» βίτ* »ν Ζχ I (χ/%%*

4* Ζν*')::  u: ΜΕ =  ^  x  ι / ( $ χ *  +  &**)·

Εν τη παραβολή έ<ςιν υ* =s π χ , χυΖυ s  πΖχ, Ζι>
πΖχ ππΖχ* y

= ----- αρχ 2ν* =  * —* άρα ΜΕ =  — \/Q>X* +
αυ c 4ν* * 1%

ππΖχ*  ̂ υΖχ Αυυ +  ππ . 4f*  ̂ Ζχ *  ^  4w* y ,
) =  — |/iC4w +  »*)2y

=  | \ / 4 ττχ 4· '/γτγ , ος τόπος τφ ιί, βραχότι επ/ςησα- 
μενφ Ζήλον οτι ο αυτός έςι τφ είρεβεντι (Τ*4· Γ. 43)· 

ΣΗΜΕΙΛΣΙΣ· Δ̂ λον Ζέ, ότι χληβείσης της υπο. 
χβδετβ yV, £ της παύε τ» Μ, ε?«/ Μ =  . υπ +
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tb), ατερ γρικάν εςι τασων των χχμζόλων«, ^ ccy αί 
τεταγμεναι άφ ενός σημεία εξίασι.

73- ΠΡΟΒΛΗΜΑ Θ'. EvpfiV τον γενικόν τντον 
της γραμμής A T , της άτο^αμ€ανομενης απότε της A 
αρχής τ£ν άτοτετμημένων, ^ τκ σημεία, xctd' c συμτί. 
ζτει τ% άττομενη Οχ. 1 64).

ΛΤΣΙ2. Α'φηρη&ω της ΠΤ η ΑΠ * £  δν} λειφfivj.
t/δζ — χδυ

<ΓεΤ3< AT — ζ  =δι> Λ δχ
74· IV  ενρεύη δε ο τντος της ΑΒ, ες« ΠΜ :

, r νδχ υδχ — χδϋ
ΠΤ : : AT : ΑΒ, είτ ow *r~ : ν : :  ----- r-------:

ών δχ
ι^Ζ — Ζδυ

ΑΒ — ------ ♦
δζ

75· ΠΡΟΒΛΗΜΑ Τ. Δοίε/^ϊ της καμΤνλης AM 
ν«ί η γωνία των συντεταγμένων εΐη affix') ει̂ εΓν το 

σημεΐον, xafi’ ο ·< χαμτίλη μετά τίνος ενβείας ταρχ?λη- 
λ», vjto< τβ?« άτοτετμχμέναις, η ταΐς τεταγμεναις  ̂ τοιειη 
γωνίαν την δούεϊσαν (%. ι 64).

ΛΤΣΙ2. Η* fts'v ντο μΜρ γωνία τεριέχεται Cm 
τε της Αίρ ενύείας ταρα?ληλα ταΐς άτοτετμημεναις, «> 
trs τνίί καμτϋλης^ η γεν της ακτομενης Της καμΤνλης 
κατά το σημεΐον Μ * η δε ντο Μμρ Τυνίςαται υτό τε 
της καμτνλης, κ, της σνςοιχάσης τεταγμενης τ μ * β?λ* 
εκ τη  ορθογώνια τρίγωνό Μρμ (Γεωμ. 497) εςι Μ ρ: μρ 
: :  αχ: άττ. γωνίας της ντο μΜρ ,  =  Τ , εΐτ «ν, τ<δε-

μενης της αχτΐνος =■  » , οχ : νν : ί ι : Τ =  — εκ δε
Γ δζ

alj* τζιγάη τ$οίγχ?ται ΰυ: Ιχ  : :  ι : τ =  —· * ar
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πτομένη της νπο Μμρ γωνίας* απόχρη αρX ε'ξισπν τέ. 
ret tbs rwras τη απτομένη της δεδομένης γωνίας, ϊν 
εκ τβτβ ΰποφέρηται 5/α της κατα την καμπύλην εξισω? 
(Τέως η Ζυναμις της τεταγμε'νης, η της συςοιχέσης απο. 
τετμημένης.

E’a'y, φέρε  ̂ ξητη&η9 προς δ,τ/ σημεϊον της παρα. 
βολής η ντο της καμπύλης £ τί?ί τω αξσνι παραίληλη 
γραμμής περιεχομένη γωνία έςιν ζζ 45°» έπε) ν| α-ιττο- 
μένη γωνίας =  45° (Γίω/ζ. 498) f«>/y =  2* == ι , τε.

δί/^ω — =  ι ,  5y =  5χ* «/λα Ζια την φυσιν της παρα.

βολής έςιν νν — πχ^ αυΖυ ζζ πΖχ% οιχ Ιέ την φυσιν τδ 
προβλήματος έςι Ζν ζζ 5χ, «5»  2ν5χ =5 ττ5χ, 2u =;

, ν =  —· β/λ« (Τ\£. Γ. e ο) vj της έςίας Ζιηκνσχ 
2

τεταγμένη Ίση ες) τη ημιπαραμέτρφ * άρζ έν απάση πα. 
ράβολη γωνία νπο της καμπύλης £ της παρχϊληλΰ τφ 
άξονι ευθείας περιεχομένη ι, /VBfisHj ήμιο'ρθφ έςιν η συςοι. 
χ*ιτα τω σημείφ της εςίας.

RV> 5* v̂jT»i5y, *αδ’ ο,τ/ άρα σημεϊον η απτομένη της 
γωνίας, vjt/s περιέχεται Coro της καμπύλης $  της τεταγ. 
μένης, έςιν =  ημισείφ άκτΐνι ζζ\  it) της αυτής παρα.foXvjs ο γενέ&ω =s £ ,  δ5χ =: 5y * «Μα 5/2 r/'y
ίΖιότητα της παραβολής έςιν υυζζπχ» αυΖχ =  τ5χ* 
«ν ταυτη ο η τη εξισώσει άντιχαταςαθείσης της τδ Ζυ 
Ζυναμεως aJjj, πορι&ησ&ται 4υΖχ =  r5^ ο ~  

τ
κ =  —* ταυτής 5β t£s τδ υ Ζυνάμεως αντιχχταςαθείσης
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εν τη εξισώσει νυ =  τ χ , κοριώτησεται — ττχ, —

ι6 ιό
=  χ * το αρα ζητύμενον σνμ&,σεται κατά σημείον σνςοι. 
χΐν χτοτετμημενη Ίση τω δεκάτφ εχτω μερει Της τχρχ. 
μετρ*.

Ε αν δε ζητηδη̂  καθ’ ο,τ/ σημεΐον της χυχΧιχης ίζερ-
£ολί;$ ») χτταμενη της γωνίας, ή' ζερώχετχι ΰπϊ της
χχμζίλης ^ Tvfj τεταγμενης, ε<ςιν =  ι , μονάδοί stTiji

♦ / ijt ν \ *tvji αχτίνας, <̂ ενεο9·ω — =  ι , δχ =  Sy * εςί δε εξϊσω.
δϋ

σιςτηςχ^χλιχηςΐπερ€αλης νν=:2α%4·χχ(Τ'\Ι. Γ. 1 66), 
2·,δκ =  2τδ% +  2χδχ, vj (εττεί δ/ά tw φιΟΊν τδ τρο. 
£λι;ματδ« δχ =  δν) 3ΐ/δχ =  2 αδχ 4* 2Χ^Χ* 2ν — 2® 
4* αχ, ν =  α 4- χ* ταντ̂ ς δε της τδ ν δΐ/νάμεως ay. 
τιχαταςζδείσης εν τη εξισώσει της καμπύλης, οτοριο94* 
σετχι (a 4  χ)* =  2*Χ +  XXο «* 4  2«Χ +  XX =22% +  XX ο ή ®* CS 2άχ +  χ χ  — 20*  — *Χ  S  Ο *
ετερ άΰίνχτον * εν άρα τί? JtwcAixvj ίιτερ€ιλη δδεμ/α «χω. 
wst εςχι =  43° , ζεριεχομένη ίζο κχμτίλης ^ sjfcritf 
ζχρχϊληλα τω ά£»/.

E’aV £*}Τ^δ, έν τ/w σημε/φ ή Cza χχμτιλης χα'ι
είδείας τω ά£ον» τταραλλνίλ* τι ενεχόμενη γωνία ε%ιν —
4 i° ,«τί χαμτδλν;* εμφχιναμένης τη εξισώσει w =  2βχ

δκ  ̂ . . .  „
4  2ΧΧο γενε&ω “  =  ι * εττεί,δ/ά τνρ Ιΐιάτητα της

ψ δ* 4  4χ
χαμζί/Χης  ̂ 2νδΐ/= 2αδχ44χδχ* αρα~ =  ~““2ν— ο

sy =  2β 4* 4Χ, 4ν* =  (2ζ  4· 4χ)’ , ή (αντικχταςά. 
Γε; της 7» νν Ζινχμεως), 4 (2 αχ 4* 2ΧΧ) =  (2* +
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4χ)* ·> Sax *f* 8χχ =  4αα +  »6«fc +  ιίχ* * μετ«. 
flsVsi δε ^ ανάγω?'*  ̂ 8%* +  8α* =  — 4αα 9 %* +  
β£= —  4 αα ’ αναπληρώσει δε τ» εΜειττκί τετρά?'ω>8 ,

αα βα
X ' +  «% +  — =  ία« — ?«* =  — - *  άραχ +  4 4
? * = ± 7 Χ ΐ / ( “  **) * ποσότης avuVdfpxTog* ο δεν
δίίλον ως η τροτεδείβ'α χαμηλή πΰαμ8 μετά παραλλη-
λ« ταΓς eV5T£rfit)|x8V«i5 ευθείας συςησαι ΰυναται γωνίαν
=  45°·

76 . ΣΗΜΕΙί12ΪΙΣ. Ε’α'ν με'ν το δχ ντβτεδ* crir«-
\  f  ♦  /  ν  ^ροςον 78 δν 0 vj άπτομενη — εΤεται τηνιχ&ΐτα απείρως

δθ
μιχρά, ^ vj τεταγμενη παράλληλος τη άπτομενη κατά 
το ξητψενον σημεΤον <, 4, α ιτη συνεπιπεΤεΐται, ωσιτερ 
γίνεται επ'ι της Α αρχής των εν τη παρα€ολη άτοτετμη. 
μενών * εαν δε το' δυ υποτεύη τ2 δχ απειροςον , γενηΤε-

ται τηνιχαΖτα απείρως μιαρά η ΰόναμις τ« -τ— * εΐτ* «ν
όχ

η άπτομενη της γωνίας της περιεχομενης υπο καμπύλης 
^ ευθείας ταίς άποτετμνμεναις παραλληλ8 εςαι απείρως 
μικρά' άλλα ταυτής της γωνίας άπειροςης υπαρχάσης, 
ή αυτής εφαπτομένη συμβάλλνσα τφ a£oy/ μετά ίιαςη· 
μα άπειρον επινοηθησεται · ^ ν} με'ν ύφαπτομενη επινοηθη- 
Csrai άπειρος, tf δ’ άπτομενη τω a£ow εςαι παράλλη
λος * tSS·’ οτερ τω χγχλ/κω τεταρτψορ/ω AM (%- »70) 
συμβαίνει κατά το Μ πέρας * σημειωτεον δε ε'ντανίΐα 9 
ως τ̂ ς δν εχάτηςτι μεγεύος συναντά πα τη των άποτε- 
τμημενων γραμμή ΠΤ ή άπτομενη, άπειρος δε' γίνεται 
η ύφαπτομενη ΠΤ τί;ς Τ γωνίας απείρως ύπαρχίσης



μιχρχς* * ά)λ' ένείνερ η αττομένη μΤ ζτχντόν δ' ay εΐη 
fvjTf'ov ^ α̂?Τδαενΐ{ί), γινόμενη τω τταρ-
αίληλβί, άχαρος γίνε&χι τψχχΖτχ λέγεται' τότε ά- 
(X τό δϋ, κατά βραχν μιχρονόμενον) απολύτως αποχχύλ

, · η , » · /  ^  »' <?ατα» =■  ο * ^ αποβαίνει αρα ο τονος —— =  ο, ο$ *μ. 
/> # \â/Vi/ ταρ*>λν}λ9ν είναι τω άζονι την εφαπτομένη/.' $

% t δ V % * · * ,
δε τόνος — tshw/Tt την απτομένψ τχίς τετχγμένχις είναι

ναρχ?ληλη* νμέντα γε Ζιηρη&χίτι δια το ο, αίλα την δχ 
άνειροςην «Τον έκ̂ ηλάμενΛ νχρχτιΰεμένην νρός την δο (*).

Ε’αν αρα ζητηϊη, εν Tin της χχμπόλης σημεία η 
άντομένη νχρχ>ληλος γίνεται ταϊς χτοτετμημένχις 9 δί}. 
λον οτι ενρ&ηΤετχι τυτί το σημείο·/) ΙνηΛεϊσι δ« s  q 

δΐ< >
iv τ$ χλάσμαη Γ~ * τένχντίν δε' ξητη̂ έντος τζ Το'νη, 

lyfia «5 άντομένη νχρχ?ληλος γίνεται ταϊς τετχγμένχις%

άνόχρη CtcitfSxt την Ζίνχμιν τα κλάσματος τ~ =  ο , 

ο δΐ}»Λ ταοτόν, $% =  ο* τοιγαρονν̂  εάν vvott6%
β

-τ~* =  — * tj άντομένη εύρεζητεται ναρχίληλοζ) ταϊς μεν.
ύ υ β

33 ο ΠΕΡΙ ΑΠΤαΜ - ΤΦΑΠΤΟΜ.

( * )  Σανίςιςον  δ »  τ ο  λ ι γ ο ’ μ » ί ο »  r « n | V i » (  ί τ ι ς ι ί τ β β Ί  τ ο ' »  

ι ΐ »  τ α Τ ς  ί ο τ ί  τεταγμ,ίνΛίς Κ Μ ,  t i V  ♦  < « λ α μ ( 3 α ν ο » τ α <  < y « V  

αό.ται «ς βδ·»1 β^η’λω» διαφ/«*?αι, ^ τ^ατομιναΐ ικατίς»
*ςος τ » ?  t v i i f o M d ,  ?  τ ο μ τ / τ τ ο »  ίνιαοιίτΜΐ το τόξον Λ/iV· 
7 ν *  β »  3 > ΐ Χ » τ « μ · » ,  ο τ ι  τ ο '  ί ο  » ? ι »  α νιίζχ; ivarrov  τ β  δ χ ,  

ί  τ η ν α » τ ι ο » ν  · κ ι ί » « ι ;  μ ί »  τ ο '  } u  S  Ο  , . β τ «  ί ι  τ ο '  δ γ  Ι ϊ  ο  

έ^'Κχμβμιομίν.
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τεταγμεναις , τί αριθμητή οντος =  ο, raft δε' «jrm. 
τμημενα/ς , τκ παρονομας* on os άσαίτως =  ο,

77· ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΙΑ » Εορείν τον τόπον τ ί̂ τα* 
pa&Xijs, «θα «ί auVvjS άπτομενη ταΐς τεταγμεναις νπ· 
άρχει παράλληλος.

ΛΤΣ1Χ. Ε’ν τδ παραβολή εςιν \ί* == orji', 3οδυ rr„ ^  2« .  , ,  Τ , _  , . .  V _τ δ χ , “ =  - *  « ν  w ητοτεΟή ο αριθμν)Της 2ο =: ο , 
do 1Γ

εςαι ν =  ο ■ £ τκ ο an) ο άντ/καταςαδε'ντος εν τη f%t* 
σώσει uv =  tffc, εό̂ ιΟενετί» o =  ττχ , £ = £ : = :  ο · ή 
αρχ της παραβολή άπτομενη παράλληλος εςαι τ?Γί τε· 
ταγμεναις κατά την αρχήν των αιτοτίΤ|Ζψενων, ί» κατά 
το β̂ μεΓον 0 καθ’ ο βς» # ss ο · είτε) δε αδύνατόν εςιν 
νποθεσ3αι tjjv παράμετρον f  s o ,  vjrij ε\τ) τταρονομα* 
ςάδ *5 κλάσματος * «δα//? άρα της παραβολής η χπτο. 
μενη εςαι ταΐς άποτετμημέναις παράλληλος.

78. Ε’ν δε Τω κοκλζ) (Τψ. Γ. <β) ες»ν ν’  s  2«35
— BJB <> *» =  [/(^αχ  — 9νδυ =  βαδ#— 8&δ;&

δ £ ν ΐ/ί2«5Κ -*· ZJi).
Λ * =  < « -* )  5 ^ , - ^ = — —

εάν bv όποτεθη =  ο ό αριθμητής, Ιςα» (a«2j — χ#) 
s o ,  ^ εχατε'$« μελ«« τετραγωνισ̂ ε'ντος 9 sαχ — χ% 
=  ο9 ^ μεταλλαγή των σνμβόλων, fcjj — a«# s; — 
ο, αναπληρώσει τ« iMfiirej τετράδων»* χχ-—2αχ 
+  «α =  — ο +  «* =  «% ^ ^αγωγη της ρίξης , J*
— « =  ±  |/άα =  ±  α, ^ =  * ί  α, είτ ίν 22 =
2α, ^ χ =  ο · tj Τΰ κόχλϋ άρα άπτομενη παράλληλος 
ταΐς τεταγμεναις καθίςαται κατά τά τν[ί διάμετρε πέρα- 
Τ«* εάν δε o' Trafoyô asvji =  ο, εςα» α —■ 5ζ=5

33*



HEPt ΕΤΡΕΣΕΩΕ
o , $ x =: %* αρχταΐς ατοτετμημενχις γίνεται οεαρχλ· 
λ·<λ« vj Τβ χνχλ» άπτομένη χχτά σημεία άντιςοιχζν 
αζοτετμημενη % =  « , τ?τ ες< σημεΐον αντιςοιχίν τ$ 
χεντρω * χλλ’ ιμ̂ ο iiij e-ri τλ« Α'σψζτάτχς, αμελεί 
Tot τας εϋνγράμμχς ° teg) Ζε των χαμηλών άσυμζτω. 
των μετιθι ης χχτχ πλάτος Ζιαλχζόντας ζερ) τβ λο· 
γισμί των άζειροςων̂  μάλιςχ Ζε τον ζεριχλίη Χχόριη.

S 3 3

ΚΕΦΑΑΑΙΟΝ ΕΒΔΟΜΟΝ.

Π φ  sufiffsu; ruit Α’ίυμττωτων.

79 · AV υ μ ν τ ω τ ο ς αχίει τοΐς γεωμετρία γρχμ· 
μη eJOiftr, ητις εκλαμβάνεται ώ  i t τομενη Της χαμπν. 
λης εν Ζιχςημχτι αζείρφ  ̂ttt κν παντός ΖεΖομίνν μεί. 
ξονι * ωςε το αζόςημζ 0 κχ$* ο η ασύμπτωτος Της 
καμπύλης * τάσης ΖεΖομενης ποσότητας ΐλαττον 
βν9 εκλαμβχνε&αι εχετν \ff& τω μηΖενί * tut) μεντοι 
«V ίχχνοΓ Τρις το χχταςησαι την γραμμήν άσόμπτα· 
τον νρασΖεΐ Ζε Ζιορίσαι £ την Siffrv, ως το ταΰτης i t  ο 
της χορνφης Της καμπύλης άπόςημχ πεπερασμένη ΰπάρ. 
%εα· των Ζε ασψχτωτων* α) μεν ΤαΧς αποτετμημεναις % 
αΐ Ζε ταΓς τεταγμάνχις, tiff) παράλληλοι' Ίν ίν τας πρω· 
τας ΖηρενΤωμεύΧ) επβναγχες εςι9 ά. Ινώε&χι % (ίίτ*

• # Λ 
Ιπχρπιχόν  ̂ fire λειπτικόν) άπειρα it) τβ τ Cm η

άυ
εν) τ ί λίγη Ζχ \ ίν , τβ ίν οντβ$ =  ο , ί) yev απείρως 
ελάττονος τί ίχ  * 0'. τβ ν ύτάρχεα.̂  ήτοι νιτερασμίνον 
ποσόν , ή ySy =  ο * ^ «τβ{ p u = o t t| γραμμή των
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% εςαι »} αότη τη ασυμπτωτω * όντος δε τ2 ν ποσά πε. 
ζεόμενα  ^ =  β 9 φέρ είπείν9 ή τω άξηι των χ οτί?0. 
άίληλος 9 ^ ««Ιτδ â iiaftiW) τη T-eeOTsjTi 0, εςα< ασνμ. 
πτωτος * i f  ω δε των τατς τεταγμέναις παραϊληλω* 
εγκρατείς έσόμείθα9 όποίετε#, η  t  ν πεπερασμένο*

%χ
λαμ€άνοντας, τ̂ 'ν δνναμιν τδ s  ο ή ή' y?v το δχ

δν
αζείρως τδ δυ ελαττον 9 'άπερ b7 «i£ftv ανάγκη εν ταί- 
τη τδ ίπο&έσει9 δ™  =  ο, ί) τοτο'ν πεπερασμένο·/* εάν

δε, τδ i  χ eVf/fl« νποτεθι'ντος 9 δ δνναμις τδ ~^· J  τε-
δυ

περασμένη ) γνωάησεται η γωνία η περιεχομένη όπό 
της άσψπτώτκ  ̂ τδ των αποτετμημένων άξονα; * 7va ftiVrsf tj «το διοριζόμενη ευβεία νπάρχη άσψπτωτος<> 
ανάγκη πάσα το με̂ ος τδ άγονος προαχΰέντος, ε/ δεο/.
το' απολαμβανόμενη ίπό της αρχής Των χ , ^ τδ 
μεία 9 xi£r* ο etTij δ ει’ύεΓτ σιμ€ά>λει τω άξονι 0 Cir- β̂ χε/ν πεπερασμένη · διό δη ενρεύείσης της Ιφαπτομέ. 
νης κατά σημεϊον άπείρως άφεςηκος, ^ «V αότης της 
άποτετμημένης άφαιρε$είσης, εάν το κατάλοιπον η , *jrer 
τ-οτβν πεπερασμένον  ̂ >) =  ο, £ εκ τ«τ« τδ ff^f/β ΰτο 
γωνίαν διωρισμένην αγόμενη ενύεϊα ασύμπτωτος εσεται 
Της καμπόλης.8ο. ΠΡΟΒΛΗΜΑ Α\ ΕίβεΓν τβ{ α<Γι/{ίΐττωτ«ϊ Tvfi καμπί?^ης ΜΝ (&. »7»)ο ί{ έξίσωσις,  ντοτ/Αερ. νων, των μεν άποτετμημένων ΑΠ= τεταγμέ.

αβ
νων ΠΝ ϊ= ο 9 ffVv δ =  4* <*0 * Μ w =  * Η* “ *·
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Λ Τ Σ ΙΣ . Τ'τπεΒεντας τ ί χ  =  *  » 9 ορος — εξ.23τ/ω̂ ν'(Γ5τα/ * ^ εςχι y β  a* ί*/ δε εχ rijs χβτα fjjy xa^TyXvjy εξιΤωσεως,  y$£ -f* p̂5w sc ®δχ, εΐτ a/

* * * — *  .. *r .νδν —  «δν =  —  χδΰ, -τ— = --------- ear αν yffa-ον υ -—' a
Τε9η Jy =ι ο , fJ^i5«'Vfra/,  ως ανωτέρω (79) ε’ιδομεν ,  
χΟτομενη ταΐς ατχτετμημενχις ταρχ^ηλίς' tap δε <y£- /vfTiXf οτχρηομχςης y —a s  ο , εςχι y *  «· λχμ€χνι. 
μενα άρχ τα ΑΔ  ̂  α  ̂ η ε'κτα Δ  αγόμενη τη ΑΒ rap- rr>A>jA« ΔΕ εςχι της xaftjrJXsji ατίμττωτος * ε/ S’ y-β]3
ττη9είη w =  «  , vj εξίσωσις y *  a 4*-----  «V ίςα.

ϊί
fa/ 0 tl μη γενοιτο % ®  £  · τνρικχΖτα γχρ ο ο jsc *

a β
αφανίζεται τρίς γε τIt —*— άπειρη γηίμtvrr εχν δε

3£ίχ  — 5ζ««·/ ta fJra r* =  ■ ■  ■ *ή CrsrsSy * a^9tivjr̂ i =: ο , c> y v — a
εΖρε9ησετχι — JJ =  o, ^ jj =  ο· τνγχρίν τοριάη. 
σετχι ατως άττομένη τχΐς τετχγμενχις τχρχ/ληλίς, δ/* 
ηκασα δ/a τβ σημεία % « χ/τ/ϊβ/χε» ρζ =  ο · αχ9εΐσχ χ. 
ρχ δ/a fa σημεία A , a^ijs χ * ν} εJOira ΑΓ raft 
τετχγμενχις τχρχ^ηλα, εςβι £ a"f»j τ£« τρπεϋείϊης 
χχμτΖλης ασίμζτωτας.

8». ΠΡΟΒΛΗΜΑ Β\ Ει̂ ίΓν τχς χσνμττχτα; 
της Ζζερ€ιλης% ης εξίσωσις, υνατΛεμενα τα μεν τρωτά 
αξβνας =  α , τί-ς δε χχτ xCtov ταραμετρα =  τ ,  εί» ν7

“* X (<*% +  '/” ■ a
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AY2IS. % =  »  · f e  feat t/* s<■ ί/ *  * ί/*· *. y. .  x
— %%1 V =  >  5ί ι  δϋ — — dfc* | / « . S u ' =
* I/® J/«

δν, ^  fVfi τβ/vw aStVarev ντβτ^αι ίτε β
* ’ δ« ι / *

βτε ir =  ο, ·< καμπύλη άδεμίαν ε%ει ασύμπτωτα πας. 
άδηλον, £τε ταΓί τετα̂ μενα/?, are ?αί$ άτοτετ^με. >®f* f»»i δε i{ iJflerz, ητις μετχ τα άξονος ποιεί γωνί.

Τ t ι » ^  ^ * «. λ » tary, vji η αντομεηj ~  εςο =  p r o  εκλαμ€χνετχί ως

χπτομενη της καμπύλης εν διαςημχτι απείρω' οχ δεyvasjy ye\5iT9,  t! αύτη vj εύϋεΐα εςιν ασύμπτωτος,TvjSijTco g rijf ιΙιτε ί̂λ ί̂ ύφ χπτομενη,  vj’rii εύρίσκεται
,  s α χ + κ χ  , % + ζ κ
(55) =  *—τ — ί  ^  - — :------- 3 =

γ * + 2  Jr ct -Γ 5S«λ* +  XX — i  — χχ  X χχ
ί« + κ  U +  x "  1

h *  # · μ fk  ̂00ΐ}Τί{, livTaf χ =: οο, «ςεντβυΟζ, γίνεται — ----- ζζ\χ'
00

ά̂ ζ ι| ζητψενη εύΰείχ διηκει το τΰ â wac fuViy <Γ̂*>
μεΓ» Κ* frz δε δί̂ «£ί} καί «τεβ» σημείο·/ Β raJriji
τί»« βιΓβηζε ΚΒ, πορι&ησεται τατο εκ τΰ αρμογών ία
τρίγωνα Κα Β * εςι γαρ συνημ. της γωνίας Κ ί ήμ. Κ ::

.. . . ημ. Κ \ / πΚΑ =  \ u : AU, η ,  east — ---- =  «τ. Κ =s —-τ ,
σΐ/νψ. Κ %|/ζ ί j / r :: {·«: ΑΒ =  {■ a · J  ι/ζτ * βαν μ

ΐ / χ
ύποτεΟη a οεύτερος χξων =  0, eî iflsjViTaM vj τ5 tt̂ wth
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Ήίηχχ
a * χ  tnjrdkQ *$i. mt h *· =  

{IV f1 »«£» rtx JCAf̂ tJX 6jkirj)« y  JUirfkO " i
cxt tdio tot .**/1 } r: — ^ *χ*/1 =: f) £ fcx» rs 

«$« *(891 * j "ftx )  *  : 0 : :  : » 5rtmf*s seAurkto*

•K iu iim x v  k u x  xuaxaaxa Mau PEe
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