
ΣΕΙΡΑΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΟϊί
Μ Α Θ Η Μ Α Τ Ι Κ Η Σ  '

Τ Ο Μ Ο  J  Ε Κ  Τ Ο  2.

ΠΡΑΓΜΑΤΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑΣ,
ϊ σο

Α. Μ. ΛΕΓΕΝΛΡΟΥ,
ΜΕΤΑ ΤΩΝ ΣΗΜΕΙΩΣΕΩΝ ΤΟΧ ΛΥΤΟΥ ΕΙΣ 

ΤΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ*

^Μεταφρασθεΐσα εκ. του Γαλλικού εις την Νεοελλη­
νικήν διάλεκτον υπό του

ΔΟΚ.ΤΟΡΟΣ ΙΩΑΝΝΟΧ ΚΑΡΑΝΔΗΝΟΧ, 
ΚΕΦΑΑΑΗΝΟΣ, .

Εφόρου της Ιονιου Ακαδηρ,ίας, Δεκανου της Φιλοσοφικής 
Στολής, και Προφεσσορος της Χψηλοτε'ρας 

Μαθηματικής.

Κ Ε Ρ Ιν X Ρ A I. 

J 830 .

ΕΚ ΓΗΣ ΤΥΠΟΓΡΑΦΙΑΣ ΤΗΣ ΚΥΒΕΡΝΗΣΕΩΣ·



2. Κ. Η ενταύθα ^ροτασοομενη είσαγωγτ} εις τνιν 
Τριγωνομετρίαν, έρανίσθη άπο διάφορους ύιτο του Με- 
ταφρας-ου.



ΕΙ2ΛΓΩΠΙ ΕΙΣ ΤίΙΝ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑΝ.

ι γ  χ
-Ι—'πειδή ή τριγωνομετρία eivat το μ.ίρος τής Μα­

θηματικής εις το ότοίον διά της βοήθειας του υπολογι­
σμοί προσδιορίζονται τά με'ρη Ινος τριγώνου, είτε εύθυ- 
γράμμ.ου, είτε σφαιρικού, δια της γνώσβως άποχρώντος 
•αριθμού δεδομε'νιυν: τοϋτεςΊ γίνεται μία εφαρμογή του 
υπολογισμοί εις την προσδιο'ρισιν μερών της εκτάσεως* 
δια τούτο έκρινα εύλογον να δώσω μίαν γενικήν ιδέαν 
τοί κλάδου της Μαθηματικής γνο^οί υπό τό όνομα 
εφαρμογή της Αλγεβρας  εις την Γεωμετρ ίαν .  
ί ΐς ζ  ας ρ.ή νομίση τινάς ότι ή τοιαότη εισαγωγή δεν 
έ'γει διόλου να καμη τίποτε μέ την τριγωνομετρίαν' διότι 
έπειδή, καθο̂ ς είπα, εις την τριγωνομετρίαν, δια τής βοή­
θειας του ΰίνολογισμου, λύονται τα προβλήματα όσα άνα- 
φερονται είς την προσδιόρισιν των μερών ενός τριγώνου, 
είναι δηλαδή ή τριγωνομετρία μέρος τής λεγομενης εφαρ­
μογής, πρεπει νά ίδη τινας πώς δια του υπολογισμοί 
λύεται εν Γεωμετρικόν πρόβλημα, καί πώς εςαθη δυνα­
τόν να είσαχθή ό υπολογισμός είς τά ζητήματα τά άφο- 
ρώντα την έκτατιν. Εκτός τούτου είς την εισαγωγήν 
ταυτην θελομεν εξηγήσει μερικά πράγρ.ατα άπαραιτήτως 
αναγκαία διά την κατάληψιν πολλών μερών τής Τρι- 
γωνομετρίας.

ι .  Η Αλγεβρα καί ή Γ βω μετρ ία προσφέρουν κατά 
μέρος μεγάλα βοηθήματα διά την λύσιν τών προβλημά­
των. ΓΙρ· πει λοιπόν νά προίδωμεν την ωφέλειαν ήτις θε'λει 
προκόψει από την γρήσιν ένναότώ τών δυο τούτων έπι- 
ς·ημών. Τό μέρος τούτο τών Μαθηματικών ώνομάσθη 
εφαρμογή τής Αλγεβρας  είς τήν  Γεωμετρ ίαν ,

ι



τι Αναλυτ ι κή  Γεωμε τρ ί α  (ι ) .  Ας εζετάσωμ.ίν 
«ίναι δυνατόν να έφαρμοσΟή ή Αλγεβρα εις τήν λύσιν των 
προβληρ.ά των τής Γεωμετρίας.

2. Επειδή αί γ  ρ α ρ. μα?, αί e ττ ι φάνε tat καί τά 
ς·ερεά είναι ποσότητες συγκεκοιμ,ένα ι καί τά γράμ.- 

,μ.ατα των οποίων γίνεται γοήσις εις τήν Αλγεβραν ση- 
ρ.ειόνουν ποσότητας άφ ηρημε'νας, ανάγκη να γνωςτο- 
ποιήσωρ.εν τάς συμφωνίας δια των οποίων υποβάλλονται 
αί γεωμ,ετρικαί ποσότητες εις τους αλγεβρικούς ύπολο- 
γισμ.αυς. Λαμβάνεται ευθεία γραμμή ώς [Αονάς του 
μήκους, το με'τρον, φερείπεί'ν’ τότε επειδή α σημειόνει 
αοιΟιΑον άφςρημένον, a μ. έ τ ρ α εκφράζει το μ ή κ ο ς μ.ιάς 
ευθείας, α τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ά  μ έ τ ρ α  παρις-άνει επιφά­
νειαν ισοδύναμον με α φοραίς εν τετραγωνικόν μέτρον, 
καί α κυβι κά μ,έτρα είναι ς-εοεον του οποίου ό όγκος 
περιέχει α φοραίς εν κυβ ικον μ. έτρον,  Συντομίας χά- 
ριν, έσυμ.φωνή'; ?) να. ύπονοητα; ή λεςις μ.υνάς’ (070 α ή μ­
πορεί νά ση με ιονει ή γ ρ α μ. μ. ή ν ή ε π ι φ ά ν ε ι α ν . 1/) 7 £- 
ρεδν. Ούτως, όταν ή γραμμ.ική μ.ονάς ή ναι το μέτρον καί 
λέγωμεν ο τι μ.ία γραμμή ήναι ίση μ.έ 5, πρέπει νά εν- 
νοώμ.εν ότι τό ρ.ήκος ταύτης τής γραμμ.ής είναι 5 μ.έτρα* 
μ.ία επιφάνεια σημ.ειωμένη διά φ, ίσοδυναμεί μ.έ y τε­
τραγωνικά μέτρα, καί εν r e u ον ίσον μ.έ ο, ισοδύναμοί 
με 8 κυβικά μ.έτρα. Εάν συμφωνήσωμεν νά ο'/ιμειο'σωμεν 
τήν ώς μ.ονάδα λαμβανομένην γραμμ.ήν διά λ, τότε ή 
μ.ονάς τής επιφάνειας ή του όγκου θέλει είναι τό τετρά­
γωνον ή ό κύβος 071? έχει λ διά πλευράν.

2.

( ι )  Η εκφρασις, Ε φ α ρ μ ο γ ή  τ ή ς  Α λ γ ε β ρ α ς  ε ι ς  τ ή ν  Γ ε ω· 
μ ε τ ρ ί α ν  κ α ί  τ ή ς  Γ ε ω μ ε τ ρ ί α ς  ε ι ς  τ ή ν  Α λ γ ε β ρ α ν  ήθελε 
£ώσ$ι άκριβετ=”?αν του κλα^ιυ τ ιυ τα ι των ΜχΟ/.ματικών ,
<?ιοτι άμοιβα’ως εφαρμόζεται ή Αλγεβρα ε ί; τήν Γεωμετρίαν κ*ν 
ή Γεωμετρία ε ΐ; τήν Αλγεβραν.



To μήκος τής  γραμμικής  μονάδος ε ί ναι  κατ ’ 
Αρέσκειαν,  άλλα πρέπε ι  νά ήναι  τό αυτό δ ι’όλας 

_τάς π οσότη τα ς  τάς  οποίας Οέλομεν νά συγκρ ί ­
νω μ ε ν ε ι ς  τ ο ν  α ύ τ ό ν υ π ο λ ο γ ι σ μ ό ν .

3. Ο αριθμός των απλών π α ρ α γ ό ν τ ω ν  ενός 
γ ινομένου συνις*ά τον βαθμόν αύτου,  ( δεν θεω­
ρούνται δέ οί αριθμητικοί συντελε^αί). Ούτως, α, αβ, 3γ,
κ .τ.λ , είναι του πρώτου  βαθμού* αβ, καί 3αβ, του

3 *
δευτέρου βαΟμ.ου* αβγ, α καί 3αβ, του τρίτου βαθ­
μού. Αλλά, κατά τάς άργάς της Γεωμετρίας, η γρ αμμή 
%γει μ ί αν  δ ι ά τ « σ ι ν ,  ή επι  φ άνε ι α δύο δίας·ά­
σε ι ς, τ ο ςε  ρεόν τρε ι ς  διαςτάσε ις* ώςε «, β, γ, ση- 
μειόνουν γραμμάς, αβ μίαν επιφάνειαν Κ, καί αβγ όκφρά- 
ζει τόν όγκον Ο, ενός ς-ερεου. (*) Αλλ’ επειδή εις την 
Λλνεΰοαν λίγου, εν ότι α είναι του π ρ ώ τ ο υ  β α 0 μ ο υ.( > ν I k >_ ι *
αβ του δευτέρου βαΟιχου, καί αβγ του τρ ί του*  
διά τούτο λέγομεν οτι ό βαθμός  μιας  ποσότη το ς  
μετρε ί  την  διάς-ασίν  τ ης’ ώγε αί εκφράσεις, βαθ­
μός, διάς-ασις ,  είναι συνώνυμοι. Πρέπει όμως νά πα- 
ρατηρησωμεν , οτε κατά την έννοιαν τής λέςεως δ ι ά- 
ςτασις,  γεωμετρικνί τις ποσότης δεν έχει περισσότερον 
άπό τρεις διαβάσεις, έν ώ αλγεβρική ποσότης ή μπορεί 
νά ήναι ανώτερου βαθμού του τρί;ου.

Λέγεται ομογενές  πολυοόνυμον, τό πολυώνυμ.ον του 
οποίου όλοι οί όροι είναι του αύτου βαθμού ,  τούτέςκ

(*) ΓΤρεπε·. νά υπονοείται, οτι ε’χν αί πλευραί ένο; ορΟογο>νίου 
ηναι α υοραίς λ καί β φοραϊ; λ* η επιφάνεια Ε ισοδυναμεΐ μέ 
ορθογώνιον το οποίον περ.ίχει αβ φοραΐς τήν μονάδα της επιφά­
ν ιά ;  καί οτι το ςτ> ρ εόν Ο, ισοδύναμε: μέ π αρ αλλ η λ ε π ί ir ε δ ο ν 
ορθογώνιον του όποιου αί π ρ ο σ ε χ ε ί ς  κόψεις είναι α φοραις 
λ» β φοραί; λ, γ φοραί; X* τό παραλληλεπίπεδον τούτο περιέχβι «βγ 
φοραΐς την μονάδα το3 όγκου»



τ ής αυτής διας*άσεως Ούτως 2αβ -f- 5γ—α, ε;Όα ojao- 
γενές πολυώνυμον τού δευτέρου βαθμού' το πΑυώνυμον 
τοοτο έχει δύο δ ι α β ά σ ε ι ς ,  καί μετρεί επι φχν ϊ ΐ αν .

4· Διά τής Γεωμετρίας ενίοτε άπο δεικνύονται μερικαί 
προτάσεις τής Αλγεβρα;, άλλ’ ώς επί το πλείς-ον ή Αλ­
γεβρα ε/ει τά δύο ταύτα καλά: το να κατας-αινη άπλου" 
ς-ε'ραν τήν άπόδειξιν των Γεωμ.ετρικών θεωρημάτων, καί 
να άνακαλύπτωνται δΓ αυτής αί ώραιώτεραι κατασκευαί.

ίδού παραδείγμ.ατα, ικανά νά δείζυυν τήν ωφέλε ιαν  
τής εφαρμογής  τής  Αλγεβρας  εις τήν Γεωμε­
τρ ίαν .

II α ρά δε ί γμα  ι ,tv Διά νά άποδα/Οή άλγεβρικως 
οτι τά γινόμ.ενα, αβ, βα, είναι ίσα, πρέπει διαδοχικώς νά 
νποτεθή οτι α καί β είναι άκε'ραιοι αριθμοί, κλάσματα, καί 
ασύμμετροι ποσότητες. Διά τής Γεοψ.ετρίας ή άποδειξ'.ς 
γίνεται αττλουςήρα, διότι, επειδή τά γινόμενα αβ, βα, 
μετρουν τήν επιφάνειαν τού αυτού ορθογωνίου, άναγκαίως 
είναι ίσα. II αυτή άπόδειζις έφ«ρμόζεται εις τρεί; πρα­
γματικούς παράγοντας , διότι καθ’ όποιανδήποτε ταξιν 
έκτελεσθή το γινόμ.ενον των παραγόντων, α,β,γ, πάντοτε 
μετρεΤ τον όγκον του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, τού 
οποίου αί τρεις προσεχείς κόψεις είναι α,β,γ. Το ε’λάτ- 
τοιμα τής γεωμετρικής άποδειξεως είναι ότι δέν εκτεί­
νεται είς μεγαλήτερον αριθμόν παραγόντων.

Παρ άδε ι γμα 2 .0ν Γεωμ.ετρικω: άπο δεικνύεται ότι 
ό όγκος κορμ.οΰ πυραμίδος  μέ παραλλή λου ς  
βάσε ι ς  ίσοδυναμ,εΐ  μέ τρε ι ς  π υ ρ α μ ί δ α ς  των  
ο π ο ί ω ν  τό κοινόν ύψος ε ί να ι  τό τ ού  κορμού,  
α ί δ έ βάσε ι ς ,  ή ά ν ω β ά σ ι ς του κορμού, ή κ ά- 
τιο βάσι ς  τ ο ύ  ί δ ι ο υ ,  καί  μ ί α  με'ση γεωμ.ε·  
τ ο ι κ ω ς α ν ά λ ο γ ο ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  δυο τού των



β ά σ ε ω ν .  II Αλγεβρα άποδείκνυε ι ταότην την προ- 
τασιν καί ενταύτω φανερόνει τον τρόπον της άνακα· 
λόψεώς της* Τω οντι, εάν ή πυραμίς 2ΑΒΓΔΕ τμηΟη 
υπό επιπ/^ου αβγδε παραλλήλου της βάβεώς της ΑΒΓΔΕ, 
ό κορμός αβγδε ΑΒΓΔΕ Οελει είναι η διαφορά μεταξύ 
των $υο πυραμίδων 2ΑΒΓΔΕ, 2αβγδε. Εαν από την 
κορυφήν 2 κατεβασΟ? επί της βάσεως ΑΒΓΔΕ ή κά­
θετος 211  η τις συναπαντά τό παράλληλον επίπεδον· αβγδε 
εις την ςΊγρ/ην π , είναι γνως·ον ότι οί ογκοι των δυο 
πυραμίδων εκφράζονται διά 3 112 X' ΑΒΓΔΕ, $ 2 π Χ 
αβγδε; τό επίπεδον 2ΛΙΙ τε'μνει τάς δυο βάσεις ΑΒΓΔΕ, 
αβγδε, κατά δόο παραλλήλους A ll, απ. Εάν λοιπόν ό 
όγκος του, κορμού σημειωΟη διά χ, τό ύψος του πΙΙ διά
υ, καί αί έπιφάνειαι των βάσεών του, ΑΒΓΔΕ, αβγδε, 

a a
διά β' και β , πρόκειται νά εκτιμηΟωσι τά υψη 2 ΓΪ, 2 π.
Γώρα αί γνο>7αί ιδιότητες των όμοιων πολυγώνων δίδουν,

a ·—a — a — 2 
β^=κϋ=^\Σ^ΠΣ.

—a -—Λ 
- V

Λοιπόν

β αβ α2  

β— ΠΣ, % β »  

β7 π 2  β π2

η τελευταία αύτη έςισωσις δίδει,
π2 = ,'Φ7, ΙΙλ’^πΔ-φ-υ=*=νβ , ' ι )

β-V  c - ? '
αλλά, χ«=  i Π2 X ΑΒΓΔΕ— i π2 X αβγδε. 

Αντεισάγοντες τός άλγεβρικάς τιμ,άς των ποσοτήτων,

( ι )  Η «v«Xi*y'a, £: β* : :  ΙΙΣ: πΣ 
«&τά ίι&τι itcn̂ io ΠΣ—

β — β ' : « :  . β : Ι ΐ ν

t «γιι κχτ' »ϋ6ιΐαν ιίς
ΐϊΣ ιοώται :<.* υ , ίίίιΐ

x i



6

3 3
'ΑΒΓΔΕ, αβγδε, καί διαιρουντες επειτα (3—β διά β—β’,
εύρίσκομεν,

3 3
χ== Ιυ(β -1-  β - h  ββ )

Η εζίσωσις αύτη άναγνωσΟεισα εις τήν κοινήν γλώσ­
σαν, άγει είς τήν έκφωνηΟεισαν πρότασιν. cy. ά.

Θελομεν ίδει ( άρ. a i ) ό'τι δια της Αλγεβρας ανακα­
λύπτεται η γεωμετρική κατασκευή διά τήν διαίρεσιν  
ευθείας είς μ,ε'σον και άκοον λόγον,  και παρομοίως 
ότι ή Αλγεβρα άγει αμέσως είς τόν τύπον τον προσ- 
δ ι ο ο ί ζ ο ν τ α  τ ή ν  ε π ι φ ά ν ε ι α ν  ε ν ό ς  τ ρ ι γ ώ ν ο υ  
διά λ ε ι τ ο υ ρ γ ί α ς  των  τρ ιών  πλευρών ( βλεπε. 
άριΟ. 22 ), έν ω ή διά τής Γεωμετρίας άπόδειςις είναι 
πολλά συμπεπλεγμένν).

5. Δ ι ά ν α  εφ αρ μό σω  μ εν τ ή ν  Α λ γ ε β ρ α ν  εις 
τ ή ν λ ύ σ ι ν  τ ω ν  Γ ε ω μ ε τ ρ ι κ ώ ν  π ρ ο β λ η μ άτ ω ν ,  
π α ρ ι ς * ά ν ο μ . ε ν τ ά ς γ ν ω ς · ά ς κ α ί  άγ νώς -ους  πο­
σ ό τ η τ α ς  δ ι ά  γ ρ α μ μ ά τ ω ν *  γράφομ.εν άλγε -  
β ρ ι κ ώ ς τ  ά ς συ ν 0 ή κ α ς τ  ο υ π ρ ο β λ η μ α τ ο ς* α ί 
προκ υπ τ ο υ σ α ι έ ς ι σώ σει ς δ ί δ ο υ ν  τ ά ς  τ ι μ ά ς  
τ  ώ ν ά γ ν ώ 7 ω ν, κ α ί ή κ α τ α σ κ ε υ ή τ ω ν  π ρ α γ -  
μ α τ ι κ ώ ν τ ι μ ώ ν  τ ώ ν  α γ ν ο ι ώ ν  ά γ ε ι  ε ί ς  τ ή ν  
ζη Τ : υ μ έ ν η ν λ ύ σ ι ν.

Τά Γεωμετρικά προβλήματα είναι ή προσδιωρισμενα 
ή άπροσδιόρΐ7 «. Επειδή σκοπόν δεν εχομεν νά δώσωμεν 
τελείαν εφαρμογής πραγματείαν, διά τούτο άρκούμεΟα νά 
δείξωμεν πώς ή Αλγεβρα εφαρμόζεται είς τήν λυσιν τών 
πρόβλημά των τά όποια άγουν είς μίαν εςίσωσιν με μίαν 
μόνην άγνο^ον* αλλά πρότερον άς ίδωαεν πώς κατασκευ­
άζονται αί άλγεβρικαί ποσότητες.



Κατασκευή των αλγεβρικών ποσοτήτων.
6 , Al λύσεις των περισσότερων γεωμετρικών πρόβλη­

μά των έζαρτώνται άπο τάς αναλογίας. Αλλ’ όταν κάμ- 
μία γραμμή δεν ύποτεΟή ίση μέ την μ.ονάδα, κ,άΟε ανα­
λογία άγει εί; (λίαν ομογενή εςίσωσιν* αί προκύπτουσοα 
εςισώσεις πρ/πει λοιπον νά ή να; όμογε *εϊς δηλαδή μ.ετά 
τήν εςάλειψιν των πάρονοματών, όλοι ο; οροί είναι του 
αυτού βαθμού. Ιίπομενως, δ ιά  να  ε κ φ ρ ά ζ η  Ι'ν κλά-  
σ (Λ α γ ρ α[λ (λ η ν η ε π ι φ ά ν ε ι α ν ,  η <7 ε ρ ε 6 ν, πρέπε ι  
r δ ι ά <7 α σ ι ς του ά ρ ι 0 μ, ν» τ  ο υ να ύ π ε ρ ο α ί ν  η 
την  του π α ρ ο ν ο (X α ς· ο 0 κ α τ ά [χ ία/, η κατά  δ ύ ο, 
■η κ α τ ά τ ρ ε ϊ ς μ. ο ν ά δ α ς .

Ούτως, εάν, α, β, γ, δ, ε, ζ, συμειο'νουν γραμμάς, «βγ

είναι γραμμή, διότι τεΟέν rocy =  «Ρϊ, εξάγεται εδχ
*· '

αβγ , καί επειδή η τελευταία αυτή έςίσωσις πρέπει νά 
ήναι ομογενής, γ είναι μ,ιάς διας-άσεως.

Το κλάσμα «βγ  ̂έχει δύο διαβάσεις και παριτάνει έπι* 
ιζ

φάνεαν’ «Ρϊ^ προ<*διοοίζει ς-ερεον.
ι

Οταν δέ γραμμή' τις ληφΟη ώς μονάς, καί αντί ταύτης 
άντικατας-αθη ϊ ,  οί τύ-ot δεν είναι πλέον ομογενείς καί 
διά νά τούς κατασκευάσωμεν, καταςαίνομεν πρώτον αύτούς 
ομογενείς πολλαπλασιάζοντες δι’ αρμοδίων δυνάμεισν της 
γραμμής λ ειλημμένης ώς μονάδος. Ας όμιλήσωμεν κατά 
πρώτον περί τ ω ν  όμ,ογενών τ ύπων .

Κατασκευή των εξισώσεων του πρώτου 
βαθμού αε αίαν μόνην αγνως-ον.

η. II γενική έζίσωσι; του πρώτου βαθμού με μ.ίαν 
μόνην άγνως-ον, πάντοτ* δύναται νά άχθη είς την μορφήν



y “ » α, καί εν ώ γ σημειο'νει γραμμήν ή ετιφάνειαν η 
ογκον, α ήμπορεί νά ήναι μονώνυμον, η πολυώνυμον ακέ­
ραιον η κλασματικόν’ ας έζετάσωμεν τάς διαφόρους 
ταύτας περις-άσεις.

y σ η μ ε ι ο' ν ε ι ά γ ν ω ς  ο ν γραμμήν .
Διά νά κατασκευάσωμεν y =  β, λαμβάνομεν ευθείαν 

ισην κατά τό μήκος με β φοραίς την μονάδα λ ’ ή εύΟεϊα 
αυτή εκφράζει την άγνο^ον χ.

Την εκφρασιν, y=*<^ κατασκευάζω μεν ζητούν τες τε-

τάρτην γεωμετρικώς άναλογον των τριών γνως-ών γραμ­
μών, γ,α ,β ' δηλαδή, άφ’ οΰ άζωμεν δυο άπροσδιορίς-υυς 
ευθείας, ΟΔ, ΟΕ, ύ~ό ότοιανδήποτε γωνίαν, λαμβάνο­
μεν τά μέρη ΟΓ, ΟΑ, ΟΒ άμοιβαίως ’ίσα με την μονάδα 
λ, γ φοραίς καί β φοραίς έπαναληφθείσαν* άγομεν τήν 
ευθείαν ΓΙΪ καί τήν ΑΧ παράλληλον τη ΓΒ’ ΟΧ Οελει 
είναι ή τιμή τής χ, διότι, (σχ. £ )

ΟΓ : ΟΑ : : ΟΒ : ΟΧ, η' γ : α : :  β : ΟΧ«=*β.
7

Εάν ή τιμή τής y ή τον «μ°, κατά πρώτον ήθέλαμεν
7* .

κατασκευάσει γραμμήν τινά, κ, ίσην μέ «β, έπειτα ή6ε- 7
7

λα μεν προσδιορίσει τήν γραμμήν Ωσαύτως ήθέλαμεν
ε

κατασκευάσει, «βδζΟ? ζη:οί·ντες διαδοχικώς τετάρ-
γενι γγ,κ

τας ^εωμετρικάς ανάλογους τριών γνωμών γραμμών 
6 . Διά νά κατασκευάσωμεν τήν γραμμήν χ =  α—β, 

άγομεν ευθείαν τινά ΜΝ ( σχ. γ )* άναγωρουντες άπό 
όποιανδήποτε φιγμην Ο, ταύτης τής ευθείας, λαμβανομεν 
ΟΑ => α καί Α Β = β* ή ευθεία ΟΒ θέλει είναι ή εκφρασις* 
τής χ’ διότι



2 ημείωσις. Οι αν β η ναι ρακρο'τερον τον α, ή ς-ίγμ-ή 
Β πίπτει δεξιο'Οεν τη ς άρ χής, Ο, καί ή τιμ/ή της 
χ είναι θ ε τ ι κή ' .  Οταν δέ β είναι ίσον μέ α , ή ς-ιγμή 
J3 πίπτει εις Ο καί ή ΟΒ θέλει είναι μηδέν καί τω όντι 
ή άρι&μ,ητική τιμή της χ είναι μηό'έν. Οταν β ύπερβαίνη 
α, ή ζ"ΐγμή Β πίπτει εις Β\ (ι ),  άρις-εοο'θεν της  
αρχής θ ' ή κατασκευή λοιπόν δίδει Siά χ γραμμήν τινά 
ΟΒ , κατ’ ευθείαν αντίθετον τη ΟΒ, καί ή αλγεβρική 
τιμή της χ είναι ά ρνητ  ική,  εν ώ ΟΔ η τον ή εκφοασι; 
τής θετικής τιμής τής χ. Βλεπομεν λοιπόν ότι καθώς 
ή τιμή τής γραμμής, χ, είναι θε;ική ή αρνητική, ή αυτή 
κατοσκεοή δίδει διά χ ευθείαν τινα πίπτουσαν δεξιόΟεν 
ή αο'ς-ερόΟεν τής αρχής Ο. ίλς-ε τά σημεία 4 -  καί —. 
δε ι κνύουν  ό τ ι  εύΟεΓαι λ α μ, β ά ν ο υ σ ι θέσε ι ς  αν ­
τ ί θ ε τους .  II σημειώσεις αυτή είναι άςία προσοχής. 
Οταν λενεται ότι γραμμή' τις είναι αρνητική, πρέπει να 
υπονοήται οτι ή τιμή ταύτης τής γραμμής έχει προ αυτής 
τό σημεΐον —' τούτο δε δεικνύει ότι τό μήκος ταυ της 
τής γραμμής πρέπει να <ρερθη, ε'* αντίθετον έννοιαν από 
εκείνην εις την όποιαν λαμβανονται αί όετικαί γραμμαί. (2) 

Δια να κατασκευέσωμεν, χ =  β-|—α—γ —δ, λαμβά­
νουν (σχ. γ ), ΟΒ =  β, Β Α = α , Α Γ = γ , ΓΔ-«=δ,

( ι )  Τοτε> ΟΑ=7α» AR,=:=6, καί τό μήκος τής ΟΒ* είναι β α ; 
( χ )  Οταν λοιπόν εις τον υπολογισμόν θά εϊσάξωιαν άντί τών γεω­

μετρικών ποσοτήτων τά ; αλγεβρικά; τιμάς των» πρέπΛ να παρχ- 
ττ,ρήσωμεν κατά πρώτβν τήν θίσιν τών γεωμετρικών τούτων ποσο­
τήτων ώ ; πρός τήν αρχήν εκ τής όποιας ε’κτιμώνται· κα» οιαν 
έξ αύτών άλλαι μεν εΰρίσκωνται ε ΐ; μίαν θεσιν ώς προς τήν αρχήν» 
άολαι εις αντίθετον , τότε αί άλγεβρικαι τιμα ι τών «δευτέρων 
πρε'πει νά γραφθώσιν εις τον υπολογισμόν με εναντίον στιμεϊον άπ» 
έκεΐνο μέ τό όποιον έγρά'ρθϊ?σαν αί άλγεβρικαι τιμαι τών πρώτων: 
^ ϊΐλαίή ίάν βοθίί «ίς τάς πρώτας τό 4 ”  ή dev. ίοθτρ εις αύτάς 
κφνέν σνιμειον πρέπει ιΐς τάς Δευτέρας νά <5̂ 0$ το στιμεϊον -  · 
Η παρατήρτι*ις aurvj είναι πολλά αναγκαία ιίς τήν Τριγωνομετρίαν.



χο
Το μήκος ΟΔ, Οελ̂ ει είναι ή εκφράσεις τής χ, διο'τι 

ΟΔ ~  ΘΒ-Η ΒΑ—ΑΓ—ΓΔ — β -4 -α -γ — δ. ■ 
Καθώς, β —|—α— γ—δ, είναι θετικόν ν] μηδέν η αρ­

νητικόν, ή 7 ιΥϋ-'̂  Δ -ίπτει δεξιόθεν τής ςτιγ ν̂ίς Ο, η 
είς Ο, η αοες-ερόΟεν τής ςιγμ,ής Ο.

<). Η περίς-ασις καθ’ ην χ εκφράζεται δια κλάσματος 
οί δύο οροί τοο οποίου είναι πολυώνυμα, άγεται εις την 
προλαβουσαν, με τα την μεταμο'ρφωσιν του αριθμητού καί 
παρονομας*οΰ εις μονώνυμα. Ιΐς-ω,

3 a a 
/ =  « β · α 7.

α — γ
Αφ’ ού θε'σοψ.εν τάς όμ,ογενείς εξισώσεις, 

a a 3 3- a
«  γ«=αλί, γ=-·«μ* όΟεν,. λ ** ΤΥ> μ =  ΤΎΎ,

α αα.
προσδιορίζομεν τας γραμμ.άς, λ , μ, καί η τιμή της χ 
άγεται είς

' 3
Χ*= 0* λ ) α =  ( r~~λ)α, 

a
(α—μ> ( « —μ)

( α—·μ) καί ( β—}/), είναι δύο γραμμαι ν, π ’ είς τρο'πον 
ο>7ε το ζη'τημα άγεται εις την κατασκευήν ενός κλάσμα­
τος, του οποίου οί όροι είναι μονώνυμα, 

ν
Ηθέλαμεν οΟάσει είς την αυτήν τιμήν της γ, καμνοντες, 

3 3 2 2  3 3  2 3  a
αβ => δβ, αγ =  εβ, α <= ζβ, γ = η β ,

διότ  ̂επειδή διά τούτων των εξισώσεων προσδιορίζονται αί
3

γραμμαι, δ, ε, ζ, η, ήθελα μεν εχει, χ = (^ —«)β =  (<Ε—»)β

(ζ“ »)β (ζ—■«)



ι  τ
καί y ήΟίλεν είναι μάα τέταρτη γεωρ.ετρικώς ανάλογος 
των τριών γνωςών γραμμών, ζ—η, δ—ί ,  β* επειδή ή 
τελευταία αυτή κατασκευή είναι πλε'ον μακουνή τ?,ς 
προηγούμενης, βλέπομεν ότι ή ε'κλογή του είσαγο- 
μ. έν ο υ γ ρ ά μ μ α τ ο ς ώ ς κο ι νού  παράγοντος ,  Κ*  
ν α τ α ι  νά έ'γη έπίρόοιαν επάνω εις την άπλό- 
τ νι τ α τ η ς  κ α τ α σ κ ε υ ή ς .

ίο. Η έκτεΟεΐσα μέθοδος είναι γενική* πλήν ενίοτε
δυνάμ,εΟα νά εΰρωμεν συντου.ωτε'ρβς κατασκευάς. ΙΙαρα-

ι  a
δείγματος χάριν, την γραμμήν, ήΟελαμεν προσδιο-

.. / *ί
ρίσει ζητονντες τετάρτην άνάλογον των τριών γνωμών
γραμμών, γ, α 4 - β, α—β.

ι ι . Ο αυτός  τ ρ ο' π ο ς εοαρμο'ζεται  εις τ ά ς  επ ι­
φάνε ι ας  και  τά ςερεά.  Ούτως, εις την έςίσωσιν χ= » 
αβ, ή αγνούς επιφάνεια χ, εκφράζεται δι’ ορθογωνίου, του 
οποίου αί διαβάσεις είναι α φοραΐς λ καί β φοραΐς λ. 

Διά την κατασκευήν τής έπιφανείας y =  άρκει
•

ή ποοσδιο'ρισις μιας γραμμ,ής β== "4 1 καί Οελει είναι
I

ν =  αβ.
Καν χ = α β γ , ή άγνιυςΌς γ Οελει εγει εκφρασιν ορθο­

γώνιον παραλληλεπίπεδον, του οποίου αί τρεις διαβάσεις 
είναι α φοραΐς λ, β φοραΐς λ, καί γ φοραΐς λ.

Διά την κατασκευήν του ς-εοευν, χ = «β^8̂ , προσδιο-
Τ,δ

ρίζετα; γραμμή τις γ = ^ ’ καί τούτο δίδει, =  αβγ.
y.O

Οταν οί ούο οοοι του εκφράζοντος τήν άγνως-ον χ 
κλάσμ.ατός, ήναι πολυώνυμα, μ.εταμορφόνομ.έν αυτά εις 
ρ.ονώνυμα ώ; εΐπομ.εν, (άρ, $).

0



17. Οταν ή ε ξ ί σ ω σ ι ;  δεν η « αι όρο γ ε ν η κ α τ ά
π ρ ώ τ ο ν  την  ά πυκαΰι ς-ώρεν όρ.ογενη, πολλα-
π λ α σ ι ά ζ ο ν τ ε ς  δ ·’ ά ρ ρ ο ό ι ω ν δυνάμεων  τ η ς
γ ρ α ρ ρ ή ς  λ, ώς ρ ον ά δ ος  εί λη ρ ρ ε νη ς. Ούτως

5
δταν εί; την έςίσωσιν y = -a“  ή άγνωμος χ σηρειόνει

3
Ύ ^ ^

ε’πιφάνειαν καί α, β, γ, γραρράς* ό τύπος καταφαί­
νεται όρογενής, όταν τεΟ̂

5 4
/ =  («ζϋ ί)·

1
(γ -δ λ ,λ

Λ; εφαορόσωρεν την γενικήν ταύτην θεωρίαν εις πα· 
ραδείγρατα.

ι3 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ Νά δ ια ιρεσωρεν  ευθείαν δ ε* 
δ ο ρ ε ν η ν, ΟΜ-=α, (σγ. C , e t ς δύο ρ ε'ρη, ΟΓ, Γι'.ί, 
τ  ά όποια ν ά ϊ γ  ο υ ν λόγον ρ ε τ α ς ύ τ ω ν  δύο γνω­
μών γραμρών .  ρ, ν. ΙΪ7ω ΟΓ=*χ* Οε'λοαεν εχει ΓΜ =  
α—χ* ή αναλογία

(Π’ : Γΐ\Ι : : ρ : ν, δίδει
ρ.-Ην

Η άγνως-ο; / είναι λοιπόν ρία τέταρτη γεωρετρικώς ανά­
λογος των τριών γνωμών γραρρών, ρ -h ν, ρ καί α. 
Δ ιά  νά κατασκευάσωρεν χ, άγορεν όποιανόήποτε ευ­
θείαν ΟΔ* λαρβάνορεν, Ο Β = ρ, ΒΝ =  ν* άγορεν όροίως 
τήν ΝΜ* η παράλληλος ΒΓ τη ΝΜ προσδιορίζει τήν 
ζητούρένην ςτγρήν Γ* διότι τά οροια τρίγωνα, ΟΛ1Ν, 
ΟΓΒ,' δίδουν



*4- ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Δβδ ο μ ϊ ν ω ν δύ ο*ς ι γ μ w ν Β 
κα ΐ Α άπ ρ ο σ 5 ι ο ρ ί ς*ο υ ε υ θ ε ί α ;  ΕΖ* ζ η τ ε ί τ α ι  
νά άχθη είς τ αύ την  την ευθε ίαν μ.ία κάθετος,  
ώς-s η διαφορά τ ω ν  τ ε τραγώνω  ν των  διας-η- 
μ ά τω  ν όπο ιαςδήποτε  ς  ι γμής τ α ύ τ η ς  της κα· 
θε τού  άπό τάς  δύο δ εδομένα ;  ^ ιγρ .ά ς Α και Β

a
να ή ν α ι ί σ η με δ ε δ ο μ. ε'ν ο ν τ ε τ ρ ά γ ω ν ο ν, δ. (c>y. e ) 

Επειδή ή έκφώνησις του προβλη'ματος δεν φανερόνει 
άπό ποιαν Οίσιν σχετικως προς την ςτγρ-ήν Α, ή κάθετος 
συναπαντά την άπροσδιόρις·ον ευθείαν, ύποθέτομεν οτι 
πίπτει δεξιόθεν ταύτης τής ςτγμήζ* ό υπολογισμός θελβι 
δε-.ξει εάν ή ύποθεσις αυτή ήναι άκριβής καί έάν τό προ· 
βλήμα ήναι δυνατόν. Ες-ω, ΗΘ ή ζητουμε'νη κάθετος* 
πρόκειται νά προσδιορισθή ό πους X ταύτης τής κάθετου,

— *
ώς-ε δι όποιανδήποτε ς-ιγμήν αυτής Γ, ή σχε'σις ΓΒ—
— a a

ΓΑ =  δ νά πληρουται.
Τά τρίγωνα,ΓΧΒ, ΓΧ-Υ δίδουν,

— a — a — a — a ■—a
ΓΧ =  ΓΒ-Χ Β =  ΓΑ-ΧΑ* δθεν

— a —r-a — a — a

( i )  . , . . ΓΒ—Γ Α = Χ Β —XA
Τώρα ή τιμή τού πρώτου με'λους ταύτης τής τελευ-

—> a — a
ταίας ΐξισώσεως δηλαδή ΓΒ— Γ Α είναι ανεξάρτητος τής 
θε'σεως τής ςιγμής Γ επί τής κάθετου ΗΘ' διότι δια
κάθε άλλην ςιγμήν Δ ταύτης τής κάθετου ήθελαμεν εχει 

)  .—a — i — a — a — a — a — a
ΔΒ~ΔΑ*=ΧΒ—XA, όθεν ΓΒ—ΓΛ=ΛΒ-~ΔΑ* λοιπόν 
καί τό δεύτερον εχει τήν ίδιαν τιμήν* έπομενω; ό σ ά κ ι ς  
ύ ψ ο>0 η μ ί α  κάθετος επί  μ ιας  ευθείας ,  π ά ν τ ο τ ε  
# διαφορά των  τε τραγών coy των δ ι α 7 >;μάτωή



ύ π ο ι α ς ^ η Κ ο τ β  ς  i y  υ. ΐ ,ς  της κά θε τ ο υ  από # υ ο 
£ ε & ο \). ένας ς· ι γ μ, α ς ε ίναι  ς-αΟβρκ π ο σ ο τ η ς’ άλλα 
καί ή ς·ιγ(λο της άπροσδιορί7ου ευθείας εκ της οποία; ύψό- 
νεται ή κάθετος εΰρίσκεται επί της κάθετου’ λοιπόν η 
διαφορά των τετραγώνοιν των Βίχς-γ,ι/.χτων ταυ της της 
ς-ιγριής άπό τάς άλλας 3ύο ό'ε^οαένας Β καί Α, είναι ή

αυτή ως ανωτέρω’ καί επειδή την έκαλέσαριεν &ιά 
τούτο

-—a —a a
(7) χ β - χ α = 0\
'  I

Τούτοι» τεθέντος, έσωσαν
Α Β «να καί AX=*=yJ οΟβν Β Χ ^ α —χ. 

ή σχέσις (a) 3ί3ει
a a a a 2 » 9

(a—yi—/=“ £ η α-".>αχ -h  χ— yy=$ 

ή 2ay «* a—3’ οΟεν y « 1 a  ̂ ί'·:· (3)
aa ax

Τώρα καθώς ή τιμή της y, είναι θετική η ίση με τό 
μηδέν, η άονητική, ύ πους τής κάθετου, πίπτει δες.οθεν 
τής Α, (ώς υπεθεσαμβν), ή επί τής Λ, η άριςερόθεν τής

Α ί[·~ «. 1 ω οντι.»
ι .0< Οταν χ η ναι θετικόν, δ είναι μικρότερον του 

« ’ λοιπόν
a —a — 3 -a ·—a —» —a

Β <α, ΓΒ -ΓΑ  < AB, ΓΒ < ΓA -4- AB
Από την τελευταίαν ανισότητα συνάγομεν ότι ή γωνία 

ΓΑΒ πρετει να ή ναι όζεΐα. Ο πους λοιπόν τής ζητούμενη; 
καθέτου δηλαδή X εΰρίσκεται δεςιυθεν τής Α,καί απέχει απ’ 
αυτήν όσον εκφράζει ή τιμή τής y, δηλαδή (·* + <Μ«—

aa
ίτ-ις «Ιναι ίση με μίαν τεταρτην γεωμετρικως άνάλογον ΑΧ



[*
των τριών γνωςκον γραμμών, «*4-$ , μ— $' προσέτι

t ι *
είναι μικρότεαον άπό 2 ΑΒ’ διότι ΑΧ =» *—«? «*»

3Λ ·*
a .ev Οταν ή τιμή της χ ήναι μηδέν, το το εχομεν

—* -* —* —·ι Λ-a
δ =  α, ΓΒ—ΓΛ — ΑΒ, ΓΒ =** ΓΑ -Η ΑΒ. 

ή γωνία λοιπόν ΓΑΒ είναι ορθή" ό πους λοιπόν της ζη­
τούμενης καθέτου πίπτει εις Α.

3,βν Οταν, τέλος, η τιμή της χ ήναι αρνητική, εχομεν
(4 ) χ, β  ·— (*+*)’>*—*)

ax
•a —a —aa a — 3 —>a

S> « , ΓΒ—ΓΑ > ΑΒ, ΓΒ > 1A-+-AB.
η γωνία λοιπόν ΓΛΒ , πρεπει νά ήναι αμβλεία* ό πους 
αρα της ζητούμενης καθέτου πίπτει εκτός του τριγώνου, 
δηλαδή κατα τά αρις-ερα τής Α. Ιίάν αυτή ή κάθετος 
ήναι ή Θ ίΓ, 0ελομεν έχει

■ a — 2
AX'— (»-η Ο(Α—«). Γ'Β—Γ'Λ =  5.

7.x
εις τρο'πον ώς·ε ΑΧ*, Οε'λει είναι τέταρτη γεωμετρικώς 
ανάλογος, των τοιών γνωμών γοαυ.ι/.ών, 2«, ό 4- α,
*-« , (*)

(*)· Ανναy.zbx προσέτι νά βεβα’.ώσω|*εν retire, «ϊ'ο'τι avî AetoT— 
vovr*; ΑΧ* £·.ά χ , ε//.αεν Β χ /= α " ί_ χ ,  καί η συνθήκη/

— 3 — 2 2

ΒΧ'—ΑΧ= 5 ,  Γ = ί± ϊ ^ — >·
7.Χ

Καί χαθώ; αυ:η  ή τιμή τη ; χ , είναι θετική ή ι-.ηί'εν ή αρνητική, 
ή κάθετες π ίπτει άριςιριβίν τη ; Α, ώς ύπβτεΌη, ή εις Α, η ^εξισβεν 
τη ; Α. Η χ>τίς-ροφο; είναι αληθής.

Δ’.ά να χατααχευχαωΐΛίν την ζητουμε νην κάθετον, πρεπει πάν­
τοτε νά προ«<^ιερίσωρ.εν μίαν τετάρτην γεωμετρικω; αναλογον τρκο» 
γ«ως·ών γραμμών* Διά νά χαταςησωμεν ταύτην την κατασκευήν 
«ττλονς-ίραν, λαμβάνομεν ?π ι της Β !ί, μέρος τ ί Β χ = » ί ’ άγομεν



ι6

Me τον αυτόν τρόπον ήΟέλαμεν αποδείξει on ε’άν ση* 
μειόσωμεν διά y, τό διάς-ημα τής ςτγμής Α από τον 
πόδα της ζητούμενης κάθετου, μετροΰντες τό διάσημαπόδα της ζητούμενης κάθετου, μετροΰντες το όιας-ημι. 
τουτο δεξιόΟεν της apy-ης Α* καθώς ό πους της κάθετου

4 f  % 4 «  4 4 \  V 4Α V ·  ,

'•ς
ίναι

τούτο οεςιουεν της αρ/ης Α καυως ο πους της κάθετου 
πεση εις την σημειωμένην θέσιν, (δεςιόδεν της Α), η εί< 
Α, η άρις-ερόθεν της Λ, ή τιμή (3) της χ, Οε'λει είναι 
θετική η μηδέν η αρνητική.

Εάν λάβιυμεν ΒΧ δι'άγν<ος·ον, εόρίσκομεν
Β Χ =  «■+-<*.

?.α
Η τιμή αΰ:η είναι πάντοτε θετική'* και τώ όντι,

-a — ι
1 'Β— ΓΛ επειδή πρέπει νά ή ναι αριθμός θετικός, δ, ή 
πλαγία ΓΒ είναι μεγαλητέρατής πλαγίας ΓΑ* τούτο δέ 
απαιτεί νά πίπτη ή κάθετος άρις-ερόΟεν της ςαγμης Β. 
Καθώς δ, είναι (κκρότερον, η ίσον η μεγαλήτερον της α, 
η τιμή τής ΒΧ είναι μικρότερα τής α, ή ίση ή μεγαλη- 
τε'ρα* ώς-ε ό πους τής ζητούμενης καθέτου πίπτει, μ,εταζυ 
Β καί Α, ή εις Α, ή άρις-ερόθεν τής Λ. Η άντίς-ροφος 
ηναι αληθής. Τούτο δέ συμφωνεί με την διάλυσιν τής 
τιμής (3).

Τέλος, όταν υποτεθή οτι.ό πους τής καθέτου πίπτει 
δεςιοΟεν τής Β εις X , καί σημείωσή ΒΧ  ̂διά χ, ή συνθήκη

. ΒΧ"—ΑΧ’,= δ ,  δίδει χ = —(fL±i).
2α

μίαν κάθετον ττ,ν Κ Ν* έπ: την BE, και λαμβάνομεν ίπ ΐ τη ; Κ Ν, 
έποιανΚίποτε ς-ιγμήν ΤΊ, τοιαύτην δμω; ώς-ε τά τόξα μν, πκ ικ 
των ς·ιγμών Β, Α, ως εκ κέντρων, με τά ; ακτίνας, Βλ", Κ Ν, γρα-  
«ρόμενα νά τεμνωνται εις ^ιγμήν τι>α Γ* τ, αγόμενη κάθετο; άπό την 
^ιγατ.ν Γ επί τη ; BE θέλει έηει τπν ζητουμενην ιδιότητα' ί'ιοτι» 
ii*  έποιαχ^τ.ποτε ς-ιγμήν Λ αυτή ;, θέλει είναι



*7
l i  αρνητική αυτή τιμή τής χ εκφράζει οτι ό πους 

■ΐής κάθετου πίπτει εις εναντίαν Οέσιν από τήν υποτεθεί- 
σαν, δηλαδή είς Λ, άρις-ερόΟεν τής Β.

ι5. Από τήν ανωτέρω διάλυσιν επεται, οτι ή θετική 
τιμή της άγνωμου, εκφράζει οπ ή παρις-ανομένη από 
την αγνοούν ταυ την γραμμή, πίπτει εις την μερικήν 
Οεσιν η τις άπεδόθη εις αυτήν όταν ετίθετο τό πρόβλημα 
είς εςίσωσιν, έν ώ ή αρνητική τιμή ταυτης τής άγνιο^ου, 
δεικνύει οτι πρεπει νά φερΟή είς εναντίαν Οε'σιν άττό την 
είς αυτήν άποδοΟείσαν. II συνέπεια αυτή συμφωνεί με 
τήν σημείωσιν του άριΟ. 8 .

Κατασκευή των έξισώσεων του δευτέρου 
βαΟρ,ού με μίαν μόνην άγνως-ον.

ι 6 . Θε'λοντες νά λυσωμεν γεωμετρικόν τι πρόβλημα 
διά τής Αλγεβρας, και σημειόνοντες διά χ άγνω7ον,τινα 
γραμμήν, καί διά α, β, π Οετικάς ποσότητας αί όποιαι 
νά εκφράζουν γνω7ας γραμμάς, δυνατόν νά καταντη'- 
σωμεν είς έξίσωσιν του δευτε'ρου βαθμού μιας των μ,ορφών,

3
χ:£.2πχ± αβ “  ο

πρόκειται νά κατασκευάσωμεν τάς ρίζας τούτων των εξι­
σώσεων.

i j .  Διά νά άρχίσωμεν άπό τήν άπλουσεραν περtcascy, 
λαμβάνομεν τήν έξίσωσιν,

(*)
Επειδή ή άγνωμος χ είναι μέση γεωμετρικώς ανάλογος 

μεταξύ α καί β, τήν κατασκευάζομεν λαμβάνοντες επί

(*) H0s>.«jasv φΟά#ει είς ταίίτην ττιν ίξίοωσιν, εάν βζγιτού«αμ8ν 
τήν πλευράν, χ, του ισοδυνάμου τετραγώνου μβ τ4 Ορθογώνιον αβτ 
τον Jrcciiu al πλβυραί α και β είναι δίδομβ'ναι·

α



άπροσδιορίς-ου ευθείας τά μεοη ΔΑ=* α, AB*=^, (σχ. r-')*
έπειτα επί της ΑΒ ώς διαμέτρου, γράφοντες την ημιπε*
ριφε'ρειαν ΑΜΒ , καί εκ της ςτγμης Δ ύψώνοντες μίαν
καυτόν ΔΜ' η τιμή της y θέλει είναι η ΔΜ* διότι,
εάν έπιζευχΟώσιν αί γορδαί ΜΑ, MB, αί γωνίαι, ΛΔΜ,
A MB, θέλουν είναι όρΟαί* βέλομεν ε'/ει λοιπδν,

— a a
ΜΔ “ ΔΑΧΔΒ =  αβ == χ* ό'Οεν y =  ΜΔ.

a
Ολαι αί εξισώσεις της μορφής χ = α , κατασκευα'- 

ζον *̂ αι κατά τον αυτόν τρόπον. Ούτως, διά νά προσδιο- 
ρίσωμεν την γραμμήν y, εις την ομογενή ε’ξίσωσιν,

a 4 3
x— fd b ? ,

ι8

a a
α—$

»γομεν ταϋτην την έξίσωσιν εις την μορφήν yj 
κα'μνοντες *

3 3 2 a 4 3 3
γδ«==ατ, δ — αμ* ό'Οεν χ==*4-«τ *=

3
α— αμ α(α— μ) 

a
β * * («4-τ) e* α χ α(α+ τ)

Ο---(Α «--μ
Τώρα *(« +  τ) ^φράζει μίαν τετα'ρτην άνάλογον, την

α β ,

α—μ
οποίαν καλώ β* καί τδτε χ=«αβ’ έξίσωσις όπου ηςεύρο- 
μεν νά κατασκευάσωμεν’ αί γραμμαί τ , μ, β είναι εύκο- 
λοκατασκεύας-οι.

a
ι 8. Εν γενείΓ ό'ταν η εξίσωσις yjBt=a ν  '*) ηναι όμο-

(") Τά γράμματα π } χ ; συμ«ιονουν μονώνυμα* η πολυώνυμα 
ίμ ο γ ϊν ί.



γενης, δια νά παρις-άνη η άγνως-ος χ (λίαν γραμμήν; η 
μίαν επιφάνειαν η εν ς-ερεόν, πρέπει 6 βαθμός του αριθ­
μητού νά ύπερβαίνη τον βαθμόν του παρονομας·ού, κατά 
δύο η τέσσαρας. ή έξ μονάδάς. Φερ’ ειπεΐν, ε’πειδή μία 
επειφάνεια έχει δύο διας-άσεις, εάν χ σημειονη μίαν επι­
φάνειαν, δυνάμεΟα νά την παραςήσωμεν διά του γινο-

2 a a
μενού αβ* η έξίσωσις, κχ=*·=>π, άγεται τότε εις καβ= π* 
τώρα ή τελευταία αυτή έξίσωσις διά νά ήναι ομογενής, 
πρέπει π νά περιέχη τέσσαρας παράγοντας περισσότερον 
παρά κ.

1 9 . Διά νά κατας-η'σωμεν άπλους^ραν την κατασκευήν
a

της γενικής έξισώσεως του δευτέρου βαθμού, χ 4ζ 2πχ±:
• a

α β = ο  κάμνομεν α β = κ , και προσδιορίζομεν την γραμ­
μήν κ ώς άνωτε'ρω εϊπομεν* ζητουντες δηλαδή μ,ίαν μέ- 
σην άνάλογον μεταξύ α καί β. Η γενική λοιπόν έξίσωσις 
του δευτέρου βαθμού δυνατόν νά έχη μίαν άπο τάς 
τέσσαρας μορφάς.

( ι )  . . .  χ2—2πχ-Ηκ2= ο ,  (a) . . . χ2—2πχ—κ2=^ο

(3) ... χ2-Η 2πχ-+- κ2 =· ο, (4) —V  +  — κ2==»ι>
Αί εξισώσεις, (3), (4), συνάγονται άπό τάς ε’ξισώσεις 

( ι ) ,  (2) τρεπομένου y εις —*χ* αρκεί λοιπόν νά κατα- 
σκευάσωμεν τάς ρίζας των εξισώσεων, ( ι)  καί (2)* διότι 
λαμβάνοντες τάς ρίζας τούτων μέ σημεία εναντία Οέλομεν 
έχει τάς ρίζας των εξισώσεων, (3), (4). Τούτου τεΟέντος.

Διά νά κατασκευάσωμεν τάς ρίζας της έξισώσεως ( ι) , 
σημειόνομεν αύτάς διά y  καί χ , καί θέλομεν έχει*

χ*==π 4 - 1/ ( π ^ κ 2), χ =β»π*Γ^ (π2-—κ2)«
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Τώρα, ^/(π—χ), είναι μία τών πλευρών της ορθής 
γωνίας εις τό ορθογώνιον τρίγωνον του οποίου η υποτεί­
νουσα είναι π , καί η άλλη πλευρά κ. Εΰρίσκομεν λοιπόν 
την τιμήν τούτου τού ριζικού, λαμβάνοντε; έπί της ευ­
θείας ΑΕ, ( σχ. ς  ), εν μέρος ΑΒ==π’ έπειτα γράφοντες 
έπί της ΑΒ, ώς διαμέτρου, την ημιπεριφέρειαν A MB. 
καί έκ της ς-ιγμης Α ώς εκ κέντρου, μέ την ακτίνα κ, 
τόζον κύκλου τό όποιον τέμνει ταύτην την ημιπεριφέρειαν 
εις Μ’ έπιζευγνύοντες δε τάς γορδάς ΜΑ, MB, έ^ειδλ 
ή γωνία ΑΜΒ είναι ορθή, έγομεν

— a — 2 2  5

ΒΜ =  |/(ΛΒ—ΑΜ)=Α/(π—κ).
Εάν λοιπόν γράψωμεν την ημιπεριφέρειαν, X MX , 

έκ της ς-ιγμης Β ώς έκ κέντρου μέ την ακτίνα ΒΜ, αί 
ευθείαι ΑΧ',ΑΧ',  θέλουν είναι αί ρίζαι της έξισώσεως ( ι ) “ 
διο'τι,

a a
Β Χ '= β Χ ,'==ΒΜ==Α/(π->·.),

2 2
ΑΧ' «=■ ΑΒ-4- ΒΧ' — π +  ^ (π —κ ) = χ ,

ΑΧ' «=» ΑΒ—ΒΧ'==π—^ ( π —κ )= χ "
Οταν π ήναι μεγαλη'τερον από κ, τότε αί δύο ρίζα» 

/ καί χ είναι πραγματικαί καί θετικαί, καί δυνάμεΟα 
νά τά; κατασκευάσωμεν* διο'τι επειδή ή διάμετρος, ΑΒ *=* 
π, είναι μεγαλητέρα της χορδής Α Μ = κ , τό γραφο'μενον 
το'ςον & της ςπγμης Α ώς έκ κέντρου μέ την ακτίνα κ, 
i£ ανάγκης τέμνει την ημιπεριφέρειαν ΑΜΒ.

Οταν π =  κ, αί δύο ρίζαι, χ', χ", είναι ίσαι μέ π: 
Τούτο δεικνύει καί η κατασκευή'* τω όντι, όταν η χορδή 
AM γένη ίση μέ την διάμετρον ΑΒ, τό γραφομενον το'ςον 
έκ της ςιγμης Α, ώς έκκεντρου, μέ την ακτίνα κ, άπτε -
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της ήμιπερκρερείας ΑΜΒ, είς την ςτγμήν Β' καί 
τότε η άκτις ΒΜ της ήρ.ιπεριφερείας Χ"ΜΧ*, γίνεται 
μηδέν, ‘λ ήρ.ιπεριφέρεια αΰτη καταντά είς την ςτγμήν Β* 
επομένως αΐ δύο ςκγμαί X καί X." -πίπτουν εις Β, καί 

ΑΧ' =  ΑΧ"<=ΑΒ6=3 π.
Οταν, π ήναι μικρότερον τού.,κ* αί δύο ρίζαι χ* καί 

χ είναι κατ’ επίνοιαν, καί ή κατασκευή δεικνύει τό αδύ­
νατον τού προ[3λη'ματος* διότι το γραφο'μενον το'ξον έκτης 
ς·ιγ(/·ης Α ως έκ κέντρου pi την άκτίνα κ, δέν συναπαντά 
πλε'ον την ημιπεριφέρειαν ΑΜΒ* τούτο άκομη φανερώνει 
on είς τον κύκλον τού οποίου ή διάμετρος ΛΒ είναι ίση 
με π, δεν είναι δυνατόν νά άχΟίί μία χορδή κ, μεγάλη- 
τέρα ταυ της της διαρ.ένρου.

Τέλος όταν κ=»ο, αίςτιγρ-αίΜ, Χ^πίπτουν εις Α* καί 
αί δύο ρίζαι ΑΧ ' καί ΑΧ.' γίνονται ή μέν ίση pi το μηδέν, 
η.δε ίση μέ 2π* καί τω οντι επειδή ή έςίσωσις(ι) άγεται 
είς χίχ—2π) =» ο αί δύο τιμαί τής χ, ει9αι, ο καί 2π.

Ι Ιαράδε ι γμα .  Νά κ ατ  ασκευ άσ ω μ ε ν ορθο­
γών ιον  γ νωρ ί ζοντε , ς  τ η ν  περίμετρον  47Γ χαι

a
τήν  ε π ι φ ά ν ε ι α ν  του κ. Εάν καλέσωμεν χ καί ψ τά; 
δύο προσεγεις πλευράς τού ορθογωνίου, ή περιρετρο'ς του 
θέλει είναι 2/ ■+■ 2ψ* καί επειδή, έζ ύποΟέσεως ίσούται 
pi 4 - , διά τούτο 2 '/ 4 - ό'Οεν ψ—~2π—χ' εάν
λοιπόν γνωρίσωμεν ιήν μίαν πλευράν, άφαιρούντες αυτήν 
από 2π, Οέλομεν έχει τήν άλλην* ακολούθως εάν καλέ­
σωμεν τήν μίαν χ, ή άλλη θέλει είναι 2π— χ* επειδή 
δέ ή επιφάνεια του ορθογωνίου ίσούται pi τό γινόμενόν 
των δύο πλευρών χ, καί 2π— χ, άπό άλλο δε μέρος

j

εκφράζεται διά κ' διά τούτο εχομεν τήν εζίσωσιν 
3 a ο

y)'T .* ' δΟεν, ( ι)  . » . χ-^27τχ -τ it “  ο



αί δύο ρίζαι ταύτης της έξισώσεως είναι αί δύο προ­
σεχείς πλευραί του ζητούμενου ορθογωνίου* διότι λύοντες

3 3
αυτήν εύρίσκομον χ=·π±:Α/"(π—κ)* λαμβάνοντες διά

3 3
την [λίαν πλευράν την τιμήν π +  1/(π—κ)* ή άλλη θέλει

3 3 3 3
είναι 2π—π — //(π—-κ)=π—Α^(π—κ) η τις είναι ή δεύ­
τερα ρίζα της έξισώσεως (ι ) .

Ας διαλύσωμεν τούτους τούς τύπους. Οταν ή ύπόρριζος
3 3

ποσότης δηλαδή ή π —κ ήναι Οεηκή, τότε αί δύο πλευ­
ραί του ζητουμ.ένου ορθογωνίου, είναι πραγματικαί, Οε- 
τικαί καί ά'νισοι* διότι ή φύσις του ζητήματος άπαιτε?, 
νά ήναι αί ποσότητες π καί κ πραγματικαί καί Οετικαί* 
κατασκευάζομεν δέ εις γραμμάς ταύτας τάς τιμάς, ως

3 3
είπομεν ανωτέρω. Οταν δε π—κ ήναι μ.ηδέν, αί πλευραί 
του ορθογωνίου γίνονται ίσαι μ,έ π, καί το ζητούμενου 
ορθογώνιον είναι εν τετράγωνον, ή πλευρά του οποίου

3 3
είναι ίση μέ π. Οταν δέ π~~κ είναι άρνητ»κον, αί δύο 
πλευραί γίνονται κατ’ επίνοιαν, καί τό πρόβλημα κατα­
φαίνεται αδύνατον.

3
%2ημείωσις. Οταν εις την έξίσωσιν χ(2π—χ )= κ , π 

ήναι γνως-όν καί κ άγνως·ον, τότε μένει εις την εξουσίαν 
μας νά δώσωμ,εν τιμάς εις την χ* καί ούτω συνάγομ,εν 
πλήθος ορθογωνίων τα όποια έχουσι την αυτήν περίμετρον

3 3
4π* επειδή δέ έκ του τύπου γ= = π± :^ (π—-κ), συνάγομεν 
ότι ή μεγάλη τέρα τιμ,ή του κκ είναι ππ* εί; τήν οποίαν 
τιμήν άντικειται ή τιμή τής χ = π ’ διά τούτο ποριζό- 
μεθα ό τ ι  από όλα  τά  ο ρ θ ο γ ώ ν ι α  τής αυτής  πε-

22



ριμετ  ρου, το μ εγιφο ν, δηλα δή, του οποίου ή επ ι­
φάνε ια  ε ί να ι  ή με γαλητ ερα ,  ε ί να ι  τό τ ε τράγω-

a
νον. Οταν δε εις τήν έζίσωσιν χίυπ—χ )= κ , π είναι
αγνωφον καί κ γνωςών, τότε δυνάρ,εθα να δώσωμεν τιμάς
είς π καί να ευρωρ.εν τιμάς διά χ* οΰτω συνάγορ,εν πλήθος

a
ορθογωνίων τής ιδίας επιφάνειας κ* πλήν έπειδή έκ του

a a a
τύπου χ=*= π±.Α-'/(π—κ) συρ.περαίνομεν οτι π δεν ήμ-

9
πορεΐ νά λάβη μίαν τιμήν μικροτέραν του κ, καί Ιπορ.ε-

3 3
νως ή μικροτε'ρα τιρ.ή του π είναι κ* διά τούτο ποριζο- 
ρεΟα ό τ ι από όλα τά  όρ Οογώνια τής ιδίας  ε π ι ­
φάνε ιας ,  εκείνο τό οποίον εχμι τ ήν  μικροτ/ραν 
'• ερίρετρον ε ί ναι  τό τετράγωνον* διότι ή περίμε­
τρος του τετραγώνου τής ιδίας έπιφανείας ήναι 4*> καί 
4κ είναι ή ρ,ικροτε'ρα τιρ-ό του γινομένου 4π·

Διά νά κατασκευάσωμεν τάς ρίζας, χ#, χ  τής εξισώ- 
σεως (ο.) λυομεν ταύτην τήν έςίσωσιν* καί .εΰρίσκομεν

3 3 3 3
' χ,= π —Ι~/'/(π-}—κ), χ  =* —(l·^ (π Η- κ)—π).
ή οίζα χ είναι θετική* ή δέ ρίζα αρνητική* ή απόλυτος

a a
τιμή τής χ" είναι //(π 4- κ )—π. Πρόκειται λοιπόν νά 
εΰρωμε'· ιά  μήκη των δύο γραμμών,

3 3 3 3
//(π -f- κ) +  π, /^(π-Κκ)—π

Επειδή τό ριζικόν εκφράζει τήν υποτείνουσαν ενός όρ- 
ν·;γ^νί :υ τριγώνου, του οποίου αί πλευραί τής ορθής γω­
νίας είναι π καί κ, διά τούτο άγομεν προς όρθάς δυο 
ευθείας, ΔΖ,ΛΕ, (σχ. 'C)' λαμβάνομεν ΑΓ==π, ΑΒ =»κ* 
έπιζευγνύομεν τήν υποτείνουσαν ΒΓ, καί εκ του Γ ώς

23



έκ κέντρου, με την ακτίνα ΓΒ, γράφομεν την ήμιπερι- 
φε'ρε.αν ΧΒΧ7’* αί εύΟεΐαι ΑΧ7, ΑΧ” είναι αί απόλυτοι 
τιμαι των ριζών χ , χ διότι,

a a
ΓΧ'«=ΓΧ" =  ΓΒ «  */(π 4- κ),

a a
ΑΧ' ~  ΑΓ +  ΓΧ’= π  4- l/{r, +  γ. )= χ '

a a
Α Χ '^ Γ Χ ’ - Γ Α ^ ^ π - } -  κ )—π—— γ”

2ημείωσι$. Η γεωμετρική κατασκευή δεικνύει την αν- 
τίΟεσιν των σημείων των δύο ριζών χ7, χ77* διότι αί δύο 
εύθείαι ΑΧ7, ΑΧ' αί όποια», παρις-άνουν τάς τιμάς τών 
ριζών χ , \ πίπτουν εις Οέσιν αντίθετον ώς προς την 
κοινήν αργήν τιον Α. Τούτο δε συμφωνεί μ.έ τάς ση­
μειώσεις τών αριθμών 8 καί ι5 .

2 0 , II μέθοδος την όποιαν έδώκαμεν, (άρ. ι 6 , ι <) ), 
διά την κατασκευήν τών ριζών τών εξισώσεων του δευ­
τέρου βαθμού, είναι ή πλέον φυσική'* πλην ενίοτε είναι 
δυνατόν νά ευρεΟώσιν (όραιότεραι κατασκευαί. Ιδού πα­
ραδείγματα,

ι .ον Παρά δε ι γμα .  Νά προσδιορισωμ.εν τε ­
τ ράγ ων  ο ν - ι σ οδ ύν α μο ν  μ έ το άΟροισμ.ατριών 
δ ε δ ο μ έ ν ω ν  τ ε τ ρ α γ ώ ν ω ν .  Ας σημειόσωμεν διά 
α, β, γ, τάς πλευράς τών δεδομένων τετραγώνου, καί 
διά χ την άγνως-ον πλευράν τού ζητούμενου* Οέλομεν έχει 

a a a a a a a
χ==>a -j- β -Η γ ’ ό'Οεν γ = I (α -1-  β—{- γ).

Τώρα διά νά κατασκευάσωμεν ταύτην την τιμήν τής
a 2

άγνό>7ου ήμπορούο τμεν νά Οέσωμεν β ^ α τ , γ—αμ* διότι
διά τών υποθέσεων τούτων ή τιμή τής άγνώςου ήθελε 

a
τρεφΟή εις /^α 4* ατ4-αμ)Γ=^·/α'α-4--τ-b μ)* έκφρασις 
την οποίαν ήθελα»; εν κτασκευάσει ζητούντες μίαν μέσην



γεωμετρικώς ανάλογον μεταξύ α καί α-+-"Γ-{-μ* πλήν 
φβάνομεν άπλού^εοον εις το αυτό εξαγόμενόν, άγοντες 
δυο ευθείας ΟΑ καί ΟΒ προς όρΟάς, καί λαμβάνοντες 
την μεν OAc=;«, την δέ ΟΒ=β, (σγ. γ\ )* επειτα επί 
της ύποτεινουσης ΟΒ, άγοντες μίαν κάθετον ΒΧ«=γ. Η 
ευθεία ΟΧ θέλει είναι η εκφρασις της χ δηλαδή ή πλευρά 
του ζητούμενου τετραγώνου* διότι

— a a a — a — a — a 3 e t
OB—α η- β, OX=>OB -f ΒΧ=*α-4-β  Η- γ.

2 .cv II αρά δε ί γμα .  Ες·ο ή έζίσωσις,
8 2 2 2 8 2 2 

ψ—-« Η- β -Η γ—μ,—ν—π.
Διά νά προσδιορίσωμεν την άγνως-ον ψ κάμνομ,εν

2 2 3 3 2 2 2 3  3 2
a 4- β +  γ= χ , μ +  ν Η- π=·ω* οΟεν ^=>1/[γ—ώ).

Κατά πρώτον κατασκευάζομεν τάς γρυαμμάς χ, ω, ώς 
εις τό πρώτον παράδειγμ.α: δηλαδή την γραμμήν χ, ζη- 
τουντες την πλευράν ενός τετραγώνου ισοδυνάμου με τό

2 3 2
άθροισμα των τετραγώνων α, β, γ* καί την γραμμήν
(ο, ζητοΰντες την πλευράν του ίσοδ»νάμ.ο’£ τετραγώνου

2 2 2
με τό άθροισμα των τετραγώνου, μ, ν, π. Τουτου τε- 
Οεντος, γράφομεν έπειτα επί τής ΟΧ=γ, ώς διαμέτρου 
την ημιπεριφέρειαν ΟΨΧ* έκ τής ςτγμής X ώς ε’κ κέν­
τρου, με την ακτίνα ο>, γράφομεν τόξον κυ'κλου τό όποιον 
τέμνει την ημιπεριφέρειαν ΟΨΧ εις ς*ιγμήν τινά Ψ. Η 
χορδή, ΟΨ, θέλει είναι ή εκφρασις τής άγνώς-ου ψ, διότι 

. — 2 — 2 —2 2 2 
ΟΨγ—ΟΧ---ΧΨ —χ—ώ.

Οταν ή γραμμή χ ήναι μεγαλητερα τής ω, τότε ή 
τιμή τής ψ είναι πραγματική, καί τό έκ τής ς-ιγμής X 
ώς εκ κέντρου με την ακτίνα ω, γραφόμενου τόξον, τέμνει



τήν ήμιπεριφε'ρειαν ΟΨΧ* όταν &έ η γραμμή γ yjvat 
jjuxpcTeca τής ω τότε ή τιμή τής ψ είναι κατ επίνοιαν, 
καί τό ειρνιμε'νον τοξον <$έν τέμνει τήν ήμ,ιπερίφε'ρειαν 
ΟΨΧ* εις τ/,ν πρώτΥ,ν περίς-αοιν το πρόβλημα είναι δυ­
νατόν, εις τ/,ν δευτε'ραν αδύνατον.

2 ΐ 3.0ν Παράδειγμα. Ζητείται νά διαιρεΟή ευθεία 
δ 6 δ ο μ ί  ν νι ή Λ Β, ( σχ. θ '), ε ις  μ,έσον καί άκρον 
λόγον ,  τούτε ς - 1, νά ε ΰ ρ ε θ ή επ ί  τ α ύ τ η ς τ ή ς ευ­
θε ίας  ςτ ιγμ.ήτ ι ς  X,  ώς·ε ΑΧ' δν;λαδή το διά- 
ς·^μ« αυτής  από τήν ς·ιγμ„ήν Α, νά ήναι  με'ση 
γ εωμε τρ ι κώς  ανάλογος  ρ, ε τ αξ ύ  ΑΒ καί  ΑΧ .

Η ζν, τουρ.ένη λοιπόν ς-ιγμή πρέπει νά ήναι τοιαύτη 
ώς*ε νά πληροΰται ή αναλογία

( ι )  . . . ΑΒ : Α Χ ' : :  ΑΧ' : ΒΧ.'.
Κς-ωσαν, Λ Β = 2α, Α Χ = χ *  όθεν ΒΧ’^ ^ α —χ.

Η αναλογία ( ι ) ,  $ί$ει
a ο

Σημειόνοντες τάς υ̂ο ταύτας τΐ'Λάς τής χ δία χ καί 
χ , θέλομεν εχει,

a a
[α -Η (sa) ] —α-----\ -Ρ /' 5—ι)α,

Ι - " * — (α +  (2α) ] “ (/^5-t- Οα·
II τιμή τής χ είναι θετική καί ρ,ικροτε'ρα τής δεδο­

μένης ευθείας 2α* διότι 3—ι είναι έ'λατσον του 2*
ακολούθως (l·^5— ι)α έλασσον του 2α* εάν λοιπον λά- 
βωμεν, Α Χ = χ /= (Α //5—ι)α* ή ςτγρ.ή Χ# ή άπε'γουσα 
από Α όσον εκφράζει ή τιμή τής γ , εύρίσκεται μεταξύ 
Α και Β. Η ς-ιγμή δέ αυτή είναι πλησιες-ερα εις τήν Β 
παρά εις τήν Α* διότι επειδή τό άπός-ημα αυτής άπό 
τήν ς-ιγμήν Α είναι 5— ι)α, τό ά - ά ς τ , υ . α  τής ίδιας
από τήν Β, είναι 2α—crf/ ο  Η- α = 3 α — αΑ/'3= (3 —



rw / > 27
Τώρα 3— είναι μικρυτερον από l·' 5—ι*

λοιπόν καί (3—//'5)α Κ 5—ι)α. Ιϊμποροΰμεν δέ νά
βεβαιωθώμεν ότι ή ούτως προσδιοριζόμενη ς-ιγμή ε/ει
τήν ζητουμένην ιδιότητα' διότι τά όιας-ήματα ΑΧ 1=3
( ΐ/ 5—ι)*, ΒΧ =  (3— ^ 5 )α , πληρουσι εις την άνα*

ι  a
λογίαν (Τ)* επειδή [ ( ^ 5 —ι) α ]= ( 6—2// 5) α = ( 3— 

a — a
\/5 ) χ 2α==ΑΧ,> και ΑΒ ΧΒΧ'  =  (3—^5)α  X 2α== 

2 ---2
( 3 - ^ o ) X a a '  λοιπόν ΑΧ'-=ΑΒΧΒΧ\

Δια να κατασκευάσωμεν δέ y  παρατηρουμεν ό'τι τό
a a

ριζικόν ^ [ a —f—̂ a) J είναι ή υποτείνουσα ενός ορθογω­
νίου τριγώνου του όποιου αί πλευραί τής ορθής γο>νίας 
είναι α καί 2α. Εάν λοιπόν από τό ακρον Β τής ΑΒ 
ύψωθη μίαν κάθετος BIT έπί την ΑΒ, καί ληοθ.7 επί 
ταύτης τής καθέτου ή ΒΓ===α=> § ΑΒ* ή υποτείνουσα 
ΑΓ θέλει είναι ή έκφρασις του ριζικού* Ζ>ςι y  ίσουται 
με ΑΓ— α η μέ ΑΓ— υ ΑΒ* εάν λοιπόν έκ τής ςτγμής 
Γ <υς έκ κέντρου, με την ακτίνα ΓΒ =  α — ^ΑΓ, γρά- 
ψωμεν την περιφέρειαν ΔΒΕ, ή ΑΔ θέλει, είναι ή τιμή

a
τής y '  διότι ΑΔ==ΑΓ— ΔΓ *=> ΑΓ— i  ΑΒ = 1/[α +

2
(2α) ] —α* ακολούθως φέροντες έκ τής Δ εις την X 
την ΑΔ διά τόξου κύκλου ε’κ τής ςπγμής Λ μέ ακτίνα 
ΑΔ γεγραμμένου, Οέλομεν έγει τήν ζητούμενης ς-ιγμήν. 
Βλέπομεν έκ των ανωτέρω ότι ή κατασκευή διά τής 
οποίας έπροσδιορίσθη ή ςτγμή X είναι ή αυτή με εκεί­
νην ήτις δίδεται εις την Γεωμετρίαν διά τήν δικίρεσιν 
μιας ευθείας εις μέσον καί άκρον λόγον.

Η έκφώνησις του προβλήματος μάς έκαμε νά ύποθε- 
σωμεν ότι ή τιμή τής γ ι/.ετοείται από τήν Α προς τήν Β*



και ή θετική τιμή τής χ τήν όποιαν εύρήκαμεν άναχο;· 
ρήσαντες εις ταυτής τής ύποΟε'σεως, λύει το πρόβλημα 
#ατά τήν έννοιαν τής έκφωνη'σεώς του. II δε αρνητική 
τιμή τής χ δηλαδή ή j  , πρέπει να φερΟή είς αντίθετον 
δε'σιν, δηλδή από τήν Α ττρος τήν προεκβολήν ΑΖ τής ΒΑ.

3
Είς τρο'πον ώς-ε εάν λαβωμεν ΑΧ* = α Η —̂  [α -Η

(Μ)2 ]= (^ 3 -+ - ι ) α=------χ" (*)
ή ςκγρ) X πληροί είς τον συνθήκην

(ρ ; . . ΑΒ :Α Χ  ’ : :  ΑΧ":ΒΧ'\ 
καί ήμπορούμεν νά βεοαιώσωμεν τούτο, διότι ή υπόδεσις 

Α Χ "= (^ 5  -f  ι)α, δίδει Β Χ " = ^ 5  +  3,'α 
καί αυται αί τιμαι καταςαίνουν τήν αναλογίαν (ρ) ταυ-

?.8

τοσημαντον.
Η αρνητική λοιπόν τιμή τής /, λύει τούτο το πρό­

βλημα: Νά προσδιορισΟή έπί  τή ς  προεκβολής ,  
ΑΖ μιας  ευθείας ΒΑ =  2α, ς * ι γμήτ ι ς  X" ως& 
ΑΧ νάήνα ι  μέση γε ω με τρικ ώς ανάλογος μ ε τ αξυ 
ΑΒ καί ΒΧ . Καί τω οντι, εάν σημειώσωμεν ΑΧ διά χ, 
Οέλομεν ε$ρη οτι ή θετική τιμή τής χ είναι 
ή $2 αρνητική —(/^5—ι)α* ή μέν πρώτη προσδιορίζει 
τήν ς-ιγμ,ήν X ήτις πληροί είς τήν αναλογίαν (a) ‘ ή δέ 
δεύτερα τήν ςκγμήν X ήτις πληροί είς τήν αναλογίαν ( ι ) .

Κατά τήν προηγουμένην διάλυσιν αί τιμαί χ , γ 
τής χ λύουν το γενικόν τούτο πρόβλημα: Δεδομένων 
δύο ς  ι γ μ « ν  Α καί  Β μ ιας  «προσδιορίς-ο υ ευ­
θε ίας  ΖΘ, νά εύρεΟή έ π ί  τ α ύ τ η ς τ ή ς  εϋδείας

(*) Διά τήν κατασκευήν τή ; ΛΧ ζ  αρκεί να -»ρεεκ€λτ(0?ι r, ίϋ -  
θ ΰα  ΔΓ {As'xpt τής ς-ιγαή; Ε, ίπου συναπαντά τήν ιτεριφίρειαν 
ΛΒΕ* ί  βΰΟίϊα ΔΕ εκβράζει ΑΧ/* ί ιυ τ ι  ΔΕ-^ΛΓ-}—ΙΈ '-^Ι/  (α1 +*

(**) )+«·



2.9'
ςτιγμή τ ι ς  X ώς-ε AX νά ήνα ι  μέση ανάλογος- 
μεταξύ  ΛΒ καί ΒΧ, ν> ΑΒ :ΛΧ*:: ΑΧ :ΒΧ . .  (3),

Τά δυο σημεία χ,χ  , τά προσδιοριζόμενα εκ των 
τύπων Β Χ ~ (3 -Ψ '5 ;α , ΒΧ"— '3 +  ^5)«> έγουσι 
την ζητουμένην ιδιότητα* ώς-ε

ΑΒ : ΑΧ' : :  ΑΧ' : ΒΧ', ΑΒ : ΑΧ" : :  ΛΧ'' : ΒΧ"
Επειδή τά δύο σημεία X , X ' πίπτουν προς τάρις·$μά 

της ςιγμνς Β, εάν ύποτεΟη ότι ή ζητούμενη ς-ιγμή X 
είναι προς τάρις-ερά της Β, και σημειωΟή ΒΧ διά χ, 
«ί δύο τιμαί, ΒΧ , ΒΧ  ̂ πρε'πει νά ηναι Οντικαί' καί 
τώ οντι ή αναλογία (3) δίδει, χί==(3— /" 5 )α = β Χ ,? 
χ=·-“ (3 4 -Κ 5 )α = Β Χ "

II ζητούμενη ς-ιγμή X δεν ημπορει νά πε'ση εις τά 
δεξιά της IV διότι έάν ήτον επί τής ΒΘ, ηΟελαμεν εγει 

ΑΒ < ΛΧ, ΒΧ <ΛΧ· ό'Οεν ΛΒΧΒΧ <ΑΧΧΛΧ/ 
καί η αναλογία (3) είναι ανύπαρκτος. Ημπορούσαμεν 
νά γνωρίσωμ,εν τούτο διά του υπολογισμού* διότι ύπο- 
Οετοντες ότι X πίπτει έπί τής ΒΘ, καί σημ,ειόνοντες ΒΧ 
διά χ, ηΟελαμεν καταντήσει διά τής αναλογίας (3) εις 
κατ’ επίνοιαν τιμάς τής χ.

2 2. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Νά εύρεΟή πο ια  σ γ έσ ι ς  
ύ π άρ γ ε ι  μ.εταξύ τ ω ν  π λ ε υ ρ ώ ν  ενός τ ρ ι γ ώ ν ο υ  
έ γ γ ε γ ρ ά μ μ . ε ν ο υ  ε ι ς  κ ύ κ λ ο ν  τ ου  όποιου  ή 
ά κ τ ί ς  ε ί ναι  Ρ. σχ. ι .

Εδωσαν αί πλευραί τού τριγώνου ΒΑΓ, ΒΓ =» α, 
ΑΓ = β ,  ΑΒ=·γ* άς άχθη ή δια'μετρος ΒΔ, καί άς επι* 
ζευγΟώσιν αί γραμμαί ΑΔ, ΔΓ* επειδή εις κάθε έγγε- 
γραμμ.ένον τετράπλευρον τό γινόμενον των δύο διαγώ­
νιων του ίσούται μ.έ τό άΟροισμ,α των ορθογωνίων των 
απέναντι πλευρών* διά τούτο τό τετράπλευρον ΑΒΔΓ εις 
τό όποιον 71 διαγώνιος 1>Λ=*οΡ, δίδει,

2Ρ β = γ  X ΓΛ +  α X  ΑΔ . . . ( ι)



Από δε τά ορθογώνια τρίγωνα ΒΓΔ, ΒΑΔ, συνάγο-
ο. 2 * 2 a

ρ.εν ΓΔ = ^ 4 ^  — α\ ΑΔ=, Χ^4ΐ>— γ)* άντεισάγοντες 
ταύτας τάς τιρ.άς εις τήν (ι) εύρίσκορ.εν,

3ο

2Ρβ — ώ  +  «*Ί4Ρ 2— γ2) . . . (2)
έξίσωσις, ήτις ε’κφράζουσα [Λίαν σχεσιν μεταξύ των πο­
σοτήτων α, β, γ, Ρ προσδιορίζει μίαν τούτων δια της 
γνώσεως των τριών άλλο) ν’ ό’Οεν

i . cv Γνωρίζοντες τάς χορδάς δυο τόξων ΑΒ, ΒΓ* 
προσδιορίζομεν β, ή την χορδήν ΑΓ ενός το'ξου ΑΒΓ 
ίσου μέ τό άθροισμά των. Εάν τά τόξα ΑΒ καί ΒΓ
ηναι ισα, τότε α= γ ,  καί η ( 2) δίδει

Ρ β  =  α Κ 4 Ρ 9' - α 9' )

έξίσωσις, ήτις προσδιορίζει την χορδήν β ενός τόξου, όταν 
ήναι γνως-ή ή χορδή α τής ήμισείας τούτου του τόξου.

2 .cv Γνωρίζοντες τάς τρεις πλευράς ενός τpιγώvoJ 
ΑΒΓ δυνάμεΟα νά προσδιορίσωμεν τήν ακτίνα Ρ του εις 
τό τρίγωνον περιγεγραρ,μενου κύκλου. Επειδή άς ύψώ- 
σωμεν εις τετράγωνον τήν ( ί\ τό εν των ριζικών αφα­
νίζεται’ άς μεταφε'ρωμεν ακολούθως τούς λογικούς ό'ρους, 
καί εκ νέου άς τετραγωνίσωμεν διά νά έξαλειφθή τό 
άλλο ριζικόν’ εύρίσκομεν,

Ρ = *= _____ _______________
(4ααγγ—(αα 4- γγ— ββ)'2

Ο τύπος οΰτος δεν ήμπορεί υπό ταύτης τής μορφής 
νά λογαριασΟη διά των λογαρίθμων’ πλήν επειδή ή ύπορ-
ριζος ποσότης είναι ή διαφορά δύο τετραγώνων, διά

a 2

τούτο ίσούται με (2αγ 4- α94~γ°—β9) X ( 2αγ—α — γ 4- 
2  2 2 2  2

β), η ( ( « 4 - γ ) — β Χ ζ β — (α—γ)Χ επειδή δέ ακόμη



(a 4 - γ) β;= \ α 4 —β 4 - γ («*+· */— β), καί β—(α—γ) = ’ 
(β 4 - «  γ) (β Η-γ α)“ 3 ιά τούτο η ύπο'ρριζος ποσο'της 
tcouTat μέ (α Η— β Η— γ) (α-4-γ— β) (β-*-γ—α) (α4- 
β—γ)’ λοιπόν

Ρ— ____________________________________ ?
( ̂  (α 4 - β 4 - γ)(α 4-  γ—β)(β 4 -  γ—α)(α 4 * β—γ) )

Fav £ε καλασωμεν την περίμετρον a 4  β 4- γ *» 2π 
συνάγομεν διαδοχικώς

α +  γ—β = 2 π —2β 
β 4 " γ—α — 2π— 2α 
a 4- β—γ = 27Γ— 2γ

Λοιπόν τέλος παντιον,

Ε —  «Ρ τ_____________ 1 _ .  . ( 3 )

4 '^Υπ.(π—α)(π—ρ) (π—γ)^
23 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Γνιο ρ ίζο ντες  τάς τρ εις  πλευ­

ράς α, β, γ ενός τριγοόνου νά είίρωμεν την εκ- 
φ ρα σ ιν  του εμβα^ου του. σ/. ια .

Ες·ω ΒΑΓ εν τρίγιονον* ΒΔ το ύψος του’ καλούντες 
τό τμήμα ΑΔ *= γ, εχομ.εν, έκ της ί^ιοτητος των πλα»

—2 —α . —ι
γιογωνίων τριγώνων, ΒΓ —  ΒΑ4-ΑΓ— 2ΑΓΧΑΔ, η 
2 2 2 2 2 2

« = γ -4  β—2βχ* έκ της οποίας χ= Α Δ  — β~̂~Ί α*
9-β

άλλα τό άρΟογιονιον τρίγωνον ΑΒΔ δί^ει ΒΔ
2 ι

Ι/(Ί—χ)’ τό δέ εμβαδόν του τριγώνου “ ΥβΧ Β Δ *
λοιπόν καλουντες τό εμβαδόν τούτο ω, εχομεν

2 2 2 2 2 2

ω =■ i  /^Υ4^Ύ—(β"Η—Υ- 5̂ ) )
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χ * (N \και βπειόη
2 2 3

«η « / υποΛ Λ
cY rorr.; ισουται με

3 2 3
4αγ—(α -f-

γ—β), αύτή δε, Ας ανωτέρω, με ιβτ:.(π—α) (π—β) 
(π—γ)* διά τούτο

ω ==* / π. (π— α) π — β) (π— γ).
ΟΟεν βλε'πομεν ότι γνωρίζοντες τάς τρεις πλευράς ενός 

τριγοόνου,' διά νά εύροψ-εν την επιφάνειαν του, πρέπει νά 
λάβωμεντό ήμιάΟροισμα των πλευρών του, από τό ήμ.ιά- 
0ροίορ/,α τούτο νά άφαιρε'σωμεν ο ιαδοχικώς έκάςην των 
πλευρών, καί οΰτως εύρίσκομεν τρία υπόλοιπα, νά πολ- 
λαπλασιάσωμεν τά τρία ταυτα υπόλοιπα αναμεταξύ των 
καί με τό ήμιάΟροισμα των πλευρών. II τετραγωνική 
ρίζα του γινομένου Οελει είναι τό εμβαδόν του τριγώνου’ 
2 4 · II έξίσωσις ( 3) του αριθμού 23 προσδιορίζει την 
ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου εις λειτουργίαν τών 
τριών πλευρών του τριγώνου, ΔυνάμεΟα επίσης νά εύρω- 
μεν τύπον όςις νά μάς προσδιορίζη την ακτίνα του εγ- 
γεγραμμε'νου κύκλου. Είναι γνως-όν ότι τό εμβαδόν ενός 
τριγοόνου ισοΰται υιε την περίμετρόν του πολλαπλασια- 
σΟείσαν επί τής ήμισείας τής άκτίνος τού εγγεγραμμένου 
κύκλου* καλούντες ρ την τοιαύτ^ν ακτίνα, 2π την περί­
μετρον τού τριγώνου, καί ω τό εμβαδόν του εχομεν 

ω=>7Γρ’ οΟεν ρ^3 ω α) (~ ?>) (τ·: !').
π 7Γ

2 5 . ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Νά έκτιμη 'σωμεν τό έμ βα- 
δόν έ ν 6ς τ ετρ α π λέύρ ο υ  ΑΒΓΊ^ (σχ. ιβ*). Ας άςω- 
μεν την διαγώνιου ΑΓ =  β, καί ας λάβωμεν αυτήν ώς 
βάσιν τών δύο τριγώνων ΑΒΓ, ΑΓΓ * έσωσαν υ καί υ 
τά ύψη τών δύο τούτων τριγώνων* τό εμβαδόν τού 
πρώτου είναι? υβ, τού δευτέρου ίυ̂ β* επειδή δέ τό τετρά­
πλευρου είνα1 τό άθροισμα τών δύο τούτων τριγώνων, 
διά τούτο 3β(υ-Ηυ') εκφράζει τό τοιούτον εμβαδόν.



Αλλως. Ες*ω ΑΒΓΑ όποιονδνέπο^ε τετράπλευρον 
(οχ. ιγ )’ ας κατεβασθώσιν έπί της βάσεως ΑΒ =» α, αι 
κάθετοι ΔΕ==υ, rZ=n/* άς γένη ΑΕ·—-β, καί ΒΖ^β*’ 
επειδή τό σχήμα ΓΖΕΔ είναι τραπε'ζιον, διά τούτο τό 
εμβαδόν του είναι ίσον μέ i(u +  u ) ( a —β—β Λ Πε- 
ριπλέον, ΑΔΕ =  1 βυ, ΓΒΖ== h β\> . Λοιπόν τό άΟ.ροισμα 
των τριών τούτων ε’μβαδών η τό ολον εμβαδόν ΑΒΓΑ =  § 
(λ —β) X \) ■+■ ΐ (α—β' )υ.

II έςίσωσις αυτή, της οποίας η ε’φαρμογη είναι εύκολος, 
δεν ανήκει εις την περίς-ασιν καθ’ ην μία των καθέτων 
πίπτει εκτός του τετράπλευρου’ πλόν η άντις-οιχουσα 
εις ταύτην την περίς-ασιν έξίσωσις συνάγεται άπό αυτήν, 
τρεπομένου β εις — β καί β’ εις — β\

25* ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Νά άχθ? ή ΕΖ κάθετος εις 
την βάσεν ΑΓ ενός τρ ιγώ νο υ  ΑΒΓ (σχ. ι γ )  ώς-ε 
τά  τρ ίγ ω να  ΑΕΖ, ΑΒΓ νά έχουν -μεταξύ τω ν 
λόγον δεδομένον μ προς ν.

Ες·ωσαν β καί χ αί βάσεις ΑΓ, ΑΕ* υ καί ψ τά ΰψη 
ΒΔ, ΕΖ’ τά έμβαδά των τριγώνιυν ΑΒΓ, ΑΕΖ είναι & 
βυ, ?  χψ* όΟεν χψ =  μ· . Αλλως τά όμοια τρίγωνα ΑΕΖ,.

βυ V
ΑΒΔ δίδουν Ψ_=_Χ_, καλουμένου Α Δ »κ*  λοιπόν άπα-

υ κ
λείφοντες ψ, ευρίσκομεν χ = ”Χ'(χβΗ·ό. Εάν χ> κ  ̂ ΑΔ,

V
ή ς-ιγμη Ε έπρεπε νά εύρίσκεται προς την Θ, έκείθεν της 
Δ: τότε η κάθετος εις την ΑΓ χωρίζει τρίγωνον τό 
όποιον δεν περιέχεται πλέον εις ΑΒΓ: η περίςασις αυτή
ακολουθεί όταν βμ> κν,

η j* y  x c=AA>
ν β ( ΑΓ

26. Γνωρίζοντες (σχ. ιδ ) την πλευράν ΑΒ==α ένο$ 
κανονικού εγγεγραμμένου' πολυγώνου, άς ζητη'σωμεν την

3
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Μ
ΑΓ-^^χ ενός κανονικού πολυγώνου διπλασίου αριθμού

—-a
πλευρών. Η ΓΟ κάθετος επί την A15 δίδει ΑΓ===Τ[Χ
αΓΟ. Παρις-άνοντες δια ω την ακτίνα Οί του είς το
δεδομενον πολύγωνον εγγεγραμμε'νου κύκλου, εγομεν 

-- 2 -—2  2

Γ Ι '—Ρ~~ω, και ΟΙ ~ΑΟ—Α Ι: λοιπον
χ  =^2Ρκ Ρ—ω ), και ω9' - Ρ ι -χ  i α9.

Κάμνοντες, π.χ, α “ Ρ, η τις είναι ή πλευρά του κα­
νονικού εγγεγραμμένου εςαγώνου, εΰ ρίσκο μεν Ρ/^ί 2—; 
διά την πλευράν του ε’γγεγραμμε'νου δωδεκαγώνου. Ομοί­
ως ar“ lV '3  (πλευρά τού εγγεγραμμένου ισοπλεύρου τρι­
γώνου ) δίδει χ~·-Ρ διά την πλευράν του εςαγώνου, κτλ.

Δυνάμεβα ωσαύτως νάεύρωμεν την πλευράν ΕΖ==ψ ένος 
κανονικού περιγεγραμμε'νου πολυγώνου, γνωρίζοντες την 
πλευράν ABc~ a, τού εγγεγραμμένου του αυτού αριθμού 
πλευρών. Διότι τά ομοια τρίγωνα ΑΟΪ, ΕΟΓ δίδουν, 

ΟΙ«=ΑΙ, ί) ω_-= α .
ΟΓ ΕΓ Ρ ύ

3 )

λοιπον Ψ ~~ ϋΐ! καί ω Λ· --Ρ - a
-·ί a

ω

Ούτως α==ΡΛ/ά δίδει ω:” £Ρ 1^ 2  καί ψ==2Ρ διά 
την πλευράν τού περιγεγραμμε'νου τετραγώνου’ ου — Ρ/^3 
δίδει, διά την πλευράν τού πεοιγεγραμμένου ισοπλεύρου 
τριγώνου, ψ— 2 Ρ η  το διπλάσιον της πλευράς τού 
εγγεγραμμένου.

27. Διά των τύπων τού ανωτέρω αριθμού εύκολον 
είναι νά συναχδη ό ώ ς ε γ γ ις τ α  λο'γος π της π ερ ι­
φέρειας προς την δ ιάμ .ετρον, η η ήμιπεριφε'ρεια π 
τού κύκλου, τού οποίου η άκτίς είναι η μονάς. 
τούτο ας δε'σωμεν Ρ - * ! ’ οί ανωτέρω τύποι άγονται εις 

— 2ω), ω— //(ι —ία 9), ψ·=
ω



Κα'μνοντες α ^ ι ,  έχομεν διά την πλευράν του εγγε­
γραμμένου δωδεκαγώνου (2—/'̂ 5)γτ=ο, 517638.
Εάν εκ νέου κάμωμεν α ~ ο, 5 176, εύρίσκομεν χ«==ο, 
2 6 ιο53 δ ιά την πλευράν του κανονικού εγγεγραμμένου 
πολυγώνου 24 πλευρών. Καί ούτως έφεξης,

Η αύτη ε’ργασία συνεχισΟεΐσα τέοσαραις φοραΐς δίδει, 
π χ, . . . ο, ο65438  διά την πλευράν του κανονικού 
πολυγώνου $6 πλευρών* θέτοντες αντί α ταύτην την 
τιμήν εις ω καί ψ, έχομεν την πλευράν του κανονικού 
όμοιου πίριγεγραμμένου* καί πολλαπλασιάζοντες διά 48, 
εχομεν διά τάς ^'περιμέτρους τούτων τών πολύγονων, 
3 , ι 3^2 καί 3 , 14 * °- Επειδή η ημιπεριφέρεια π περιέ- 
χεται μεταξύ τούτων τών ορίων, Οέλομεν έχει λοιπόν 
πΙΓ—3 , ι4  . . .  U7) λαμβάνοντες παρά τά κοινά δεκαδικά.

Διά νά εΰρωμιν μεγάλη τέραν προσέγγι^ιν, επειδή ή 
περιφέρεια τόσον περισσότερον πλησιάζει είς τάς περιμέ­
τρους τών πολυγώνων, όσον περισσότερον πολλαπλασίάζεται 
ό αριθμός τών πλευρών των, πρέπει νά συντρέξωμεν είς 
πολύγωνα μεγάλητέρου άριθμοΰ πλευρών. Ας υποθέσωμεν 
ό'τι έλογαριάβαμεν την πλευράν α εγγεγραμμένου κανο­
νικού πολυγώνου ν πλευρών* θέλομεν έχει διά την ημι- 
περίμετρον τούτου £αν* καί επειδή ψ -- “_,διά τούτο

ω
η ημιπερίμετρος τού όμοιου περιγεγραμμένου είναι
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ν να ε: ·,>να

ω (ιΗ -}α )(ι-—§α))
Εκ τούτων τέλος συνάγεται ό αριθμός π.

27. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Δεδομένων δύο φ ιγμ ώ ν  Α καί 
Β (σχ. ιε ') κα ί μ ιας ευθεία ς ΔΔζ νά γρά.ψωμεν 
κύκλον ο ς ι ς  νά  δ ιέρ χετα ι δ ιά  τώ ν δύο τούτοΛ 
σ ιγμ ώ ν καί νά ά π τ ε τα ι της ευθείας.



Επειδή τρία σημεία προσδιορίζουν τήν Οίσιν ένος κύ­
κλου, αρκεί να εύ'ρωμεν την ςπγμήν Δ της αφής. Ας 
ποοεκβληθή λοιπον ή ΑΒ προς το Γ, καί άς γένη ΓΔ1-333 
χ, ΓΙ^=α, ΙΒ = β , ούσης I της ςτγρής της ήμισείας 
της ΑΒ. Επειδή η έφαπτομένη ΓΔ είναι μέση ανάλογος 
μεταξύ της διατεμνούσης' ΓΒ καί του ε’κτος μέρους ΓΛ, 
διά τούτο χ9— ΓΑΧΓΒ* άλλα ΓΛ = ΓΙ—ΑΓ—α—β* 
καί Γ Β = 1Ί ·+· ΓΒ'~α +  β * λοιπον χ2;~  ( α— β )
(  α -f- β ) οθεν χ3—//9(α9,— β διά νά καταακευάσωμον
ταύτην την τιμήν, επί τής ΓΙ ώς διαμέτρου γοάφομεν 
ημικύκλιον, λαμβάνομεν ΙΕε—ΙΒ’ ή ΙΈ θέλει είναι ή
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τιμή τής χ* διότι ΓΕ = ΓΙ—ΙΕ— α '— C'" ή τιμή αυτή 
φερομένη εκ τής Ε εις Δ διά τόξου κύκλου έκ τού κέν­
τρου Γ μέ ακτίνα ΓΕ γραφόμενου, δίδει την ςτγμήν 
τής αφής Δ.

Εξ αιτίας τού διπλού σημείου τής τιμής τής χ, υπάρ­
χει μία δεύτερα ςτγμή Λ* πληρούσα εις το ζή τημα’ δη­
λαδή υπάρχουν δύο κύκλοι οίτινες διέρχονται από τάς 
δύο ςτγμάς Α καί Β, καί άπτονται τής ευθεία; ΔΔ#, ό 
μέν εις την ς-ιγμήν Δ, ό δε εις την Δ . Διά νά ήναι δε 
αί δύο αύται λύσεις πραγματικαί, πρέπει α> β , ή 
ΓΙ> ΙΒ ή > ΙΑ : καί τω ον τι εάν ή ς-ιγμή Γ έπιπτε, 
π.χ, είς Γ μεταξύ Α καί I, ή ευθεία ΔΔ δεν -ήμπο- 
ρούσε πλέον νά ήναι έφαπτομένη.

^8. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Δ ε δο μένων δύο παραλλήλω ν 
ΑΕ, ΒΖ (σχ. ι<- ) καί τ ή ς 'κ α θ έ τ ο υ  είς α ύ τά ς  
ΑΒ, νά ά ξω μ εν μ ία ν  δ ια τ εμ νο υ σ α ν  ΕΖ ο ί ς ε  ΑΓ 
ή μ ί σε ιοί τή ς ΑΒ νά ή να ι μέση ανάλογος με­
τ α ξ ύ  τω ν  τμ η μ ά τ ω ν  ΑΕ, ΒΖ. Εδωσαν, ΑΕ~=χ, 
ΒΖ'=ψ, ΑΓ =α* έχομεν, έκ τής έκφωνήσεως, χ : α : :  
α : ψ* οθεν χ ψ ~  α9': το πρόβλημα είναι λοιπον άπροσδιυ*



ριγον (*), καί αί λύσεις αναρίθμητοι Κ,ατά διαφόρους 
τρόπους ημπορούσαμεν να εύρωμεν ταότας τάς λύσεις, 
πλήν ό ακόλουθος είναι ό άπλούς·ερος καί ωραιότερος.

Από την ςπγμήν Γ μισόν,της ΑΒ άς ύψωθη μία κά­
θετος' ες-ω Δ η συναπάντησις της ζητούμενης γραμμής 
ΕΖ με ταύτην την κάθετον, καί άς κληθη ΓΔ— ρ. Εις 
την ς-ιγμην Δ άς υψωθτ) επί της Ι’Δ ή κάθετος Ι ί',.Τ ά  
δύο τρίγωνα ΕΔΙ, ΙΔΖ είναι φανερά ίσα' ακολούθως 
ΙΖ~ΙΕ* δθενψ— BZ = B l'-f-lZ -= p-t-E I, καί χ-=
ΑΙ—Εί =ρ—ΕΙ. Διά τούτο ψ 4* χ:~ 2ρ. Αντεισάγοντες 
την τιμήν του ψ =2ρ—χ εις την έξίσωσιν α2*-=χψ, 
εΰρίσκομεν χ2—2ργ^=—α >ι εδώ ρ σημειάνει μίαν κατ’ 
αρέσκειαν ποσότητα, καί εχομεν χ=-ρ±;/^'ρ2—α2)* 
επειδή διά νά ήναι ή τιμή της χ πραγματικ.ή πρέπει 
ρλ α η =Τ=Γα’ εκ τούτου έπεται ότι η ςτιγμη Δ ποεπει 
νά ληφθη &ςι ρ> α η =~̂ α' εις την πρώτην ύπόθεσιν 
αί δύο τιμαί της χ είναι πραγματικαί, καί. ακολούθως 
καί αί δύο τιμαί της ψ ' διά νά τάς κατασκευάσωμεν 
γράφομεν έκ τού κέντρου Δ μέ ακτίνα ΓΔ> ΑΓ κύκλον 
όςπς τέμνει την παράλληλον ΑΖ* εις δύο ς-ιγμάς Ε καί 
Ζ , καί την παράλληλον ΒΖ εις δύο ς-ιγμάς Ε καί Ζ* 
αί γραμμαί ΑΕ, ΑΖ είναι αί δύο τιμαί της χ* διότι 
AEc=Ai—ΕΙ~=ρ—^(ρ2—α2), καί ΑΖ—ΑΙ 4 - ΙΖ'«=ρ4 - 
//(ρ2— α2/ παρορ,οίως αί δύο τιμαί της ψ είναι BE 
καί ΒΖ’ ώς·ε αί δύο εύθείαι ΕΖ καί ΕΖ πληρούσιν εις 
τάς συνθη'κας τού προβλήματος' κάθε άλλο κεντρον Δ 
δίδει ομοίως δύο λύσεις.

(*) Αν καί εις τον αριθμόν 5 είπα οτι OeXet άρκεσδώ ft; μόνον 
τά προβλήματα τά όποια άγουν εις [χίαν έξίσωσιν μ ε  μ ία ν  ά-γνω ςον, 
μ ’ ολον τούτο άπε'ράσισα να Οεσω td ανωτέρω πρόβλημα *̂ ια τκν 
απλότητά του, καί να ιίωσιν ot vooc πώί ιό Αλγεβρα δεικνύει τυν 
άπροσ^ιορισίαν των γεωμετρικών προβλ>;ρ.άτων»



Οταν δέ ρ=α" τότε αί δύο ΐιμαί της χ άγονται 
εις μίαν μόνον ίσην με p" καί υ γραφόμενος κύκλος εκ 
του κέντρου Δ με ακτίνα ΓΔ^»=ρ~α’ άπτεται των δύο 
παραλλ-ήλων, και ή ευθεία ήτις πληροί είς το ζη'τημα είναι 
ή II η η ευθεία ήτις ένόνει τάς δυο ς-ιγμάς της αφής

Οταν τέλος ρ < α’ η τιμή της χ γίνεται κατ’ επί­
νοιαν* τούτο δεικνύει καί ή κατασκευή" διότι εις ταυτην 
την περίς-ασιν ό γραφόμενος κύκλος εκ του κέντρου Λ 
με ακτίνα μικοοτε'ραν της ήμισείας της Ά Β δεν τεμνει 
πλέον τάς δυο παραλλήλους.

2y. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Εκ τ ή ς  ς-ιγμής A ( σχ. ιζ ) 
να άχθν) μ ία  χορδή ΒΑΔ, (07ε τά  τμ η 'μ α τα  ΒΑ, 
ΑΔ νά έχουν μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  λόγον δεδομένον — μ.
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Ας άχθη ή διάμετρος ΘΑΗ’ ές·ω ΓΘ=ρ, ΓΑ·=«β, ΑΔ=χ* 
έχομεν ΘΑ X ΑΗ.-=ΒΑ X ΑΔ, οθεν ρ9'—β9'—χ.ΒΑ* άλλ’ 
έκ τής έκφωνη'σεως, ΒΛ^μχ’ λοιπόν μχ2=ρ^—β \ Ας

κάμωμεν ρ9'—β9= κ9', καί θε'λομεν έχει χ^/·^*9, ποσότης
.«·

εύκολοκατασκεύα7ος. Ημ/ποροΰμεν νά δώσωμεν είς αυτήν 
την μορφήν χ—_μ*/(μν), καί έπρεπε νά εύρωμεν μίαν

α
μέσην καί μίαν τετάρτην άνάλογον’ διότι καλουντες 
μν.·=ψ  , έχομεν χ==<Ψ_* πλήν είναι προτιμητέα ή άκό-

f*·
λουΟος κατασκευή. Ας άντικατας-ήσωμεν αντί του λό­
γου μ  τον λόγον δύο τετραγώνων; επί μιας άπροσδιο-

V
ρίς-ου γοαμμής ( σχ. ιη ), άς λάβο>μεν ΔΖ καί ΖΕ είς 
■τρόπον ίο7ί ΔΖ=  μ ’ άς γράψωμ,εν τό ημικύκλιον ΔΑΕ,

ΖΕ ν
έπειτα άς άξωμεν τήν ΑΖ κάθετον επί τής ΔΕ, καί ά;



έτςιζευξωμεν τ'/ς χορδάς ΛΔ,ΛΕ' Οίλομεν ΙχειΛΑ^ V/<J=3r μ ·
ΔΓ> ΖΚ *

διότι τα τμήματα τής ύποτεινουσης ΔΕ είναι προς άλληλα 
ώς τά τετράγωνα των πλευρών ΑΔ καί ΛΕ* ούτως χ—» 
*XAF: ας λάβωμεν λοιπόν ΑΒ=κ επί τής ΑΔ, τήν όποιαν

ΑΛ

προεκβάλλομεν εάν ήναι άναγκαιον* εκ της 7ΐγμής Β άς 
άξωμεν την παράλληλον ΒΓ τη ΔΕ, καί ΑΓ θέλει
είναι η τιμή τής ν* διότι έχομεν κ:ΑΔ : :ΑΓ:  ΑΕ' ό’Οεν 
ΑΓ= κΧ Α ΐΐ_χ.

ΑΛ

3ο. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. Δεδομένου ένός πολυγώνου  
νά κατασκευάσιομεν  εν άλλο όμοιον, καί τά  εμ* 
β α δ ά τ ω ν  νά ή να ι  εις γνα>7 0ν λόγον μπρος ν. 
Ας καλέσωμεν Α μίαν των πλευρών του δεδομένου πο­
λυγώνου, χ την άγνωτον όμολογόντης’ επειδή εξ ενός 
μέρους τά ε’μβαδά πρέπει νά ήναι : : μ : ν, εκ δέ τού 
άλλου : :  Α'>':χ >“ διά τούτο Α =  οΟεν /χ^Α- " ν *

χ- ν μ
άντικαΟι^ώντες αντί του λόγου Η* τον λόγον δυο τετρά*

V */  ̂ ' β?» */ A V Ot »/ / /γωνων α και β εχομεν χ = ΛΑί; ητις παρι^ανει μιαν
Λ

τετάρτην άνάλογον, ή κατ’ασκευάζομ,εν αυτήν ώς άνωτέρο). 
Γνω^ου τού μήκους τής χ, άλλο δεν μένει παρά επί τής 
πλευράς χ νά κατασκευάσωμεν πολυ'γωνον δμοιον με τό 
δεδομένον.

3 ι .  Ας ζητήσω μεν h  σχήμα X ομοιον μέ έν άλλο 
Π καί ισοδύναμον με Ιν τρίτον Κ. Π και Κ είναι δεδο- 
μ.ένα* άς λάβωμεν μ.ίαν πλευράν Α τού Π, καί ές·ω χ 
ή άγνωμος οιχόλογός της’ εχομεν ,11 Α̂ * οΟεν 11 —

X- Χ·' Κ* χ*



διότι χ=κ· έ'ς·^αν Μ και Ν αί πλευραί δόο ισοδυνά­
μων τετραγώνων μέ Π καί Κ* συνάγομεν Α * λοιπόν

Ν *
χ είναι τετάρτη ανάλογος των Μ, Ν, καί Λ.

Τά άνοιτε'ρω πβοβλη'ματα είναι ικανά νά δείξουν πόσης 
ωφελείας πρόξενος είναι η είσαςις του υπολογισμοί» εις 
την λύσιν των προβλημάτων της έκτάσεως. Τό παν συ- 
νίς-αται νά τεΟνί το γεωμετρικόν πρόβλημα εις εξίσωσιν, 
εις τό όποιον φθάνει τινάς ότάν ξεσκεπάση τάς σχέσεις 
αίτινες υπάρχουν μεταξύ των αγνώμων καί δεδομένων* 
έπειτα ή λυσις τ*ης εξισώσεως καί ή κατασκευή των 
τιμών της άγνωμου, δίδει την λυσιν τον» προβλήματος.

4ο

ΤΕΛΟΣ ΤΗΣ ΕΙΣΑΓΩΓΗΣ.



ΙίΡΑΓΜΑΤΕίΛ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑΣ.

Λ ,
Έ* ντικειμενον της Γριγωνομετρίκς είναι ή λύσ ι ς  

των τριγώνιυν, τούΥες-ιν, η προσδιόρισις των γωνιών καί 
πλευρών των δια τίνος ικανού αριθμού δεδομε'νων.

Είς μέν τά εύΟυγραμμα τρίγωνα αρκεί ή γνώσις τριών 
α~ο τά εζ μέρη των διά την προσδιόρισιν τών άλλων 
τριών, φθάνει μόνον μεταζυ τούτων τών μερών νά υπάρχω 
ρ α  πλευρά. Διότι εάν έδίδοντο αί τρεις γωνίας φανερόν 
on όλα τά όμοια τρίγωνα ηΟελον πληροί εις τό ζη'τημα» 

Εις όέ τά σφαιρικά τρίγωνα τρία όποιαδηποτε δοΟεντα, 
γωνιαι η πλευραί, άρκούν πάντοτε διά την προσδιόρισιν 
του τριγώνου’ διότι εις τά τοιαυτα τρίγωνα δεν θεω­
ρείται το απόλυτον μέγεθος τών πλευρών, άλλα μόνον 
ό λόγος των προς τύ τεταρτημόριον, η ό άριΟριός τών 
μοιρών τον οποίον περίέ/ουν,

Ε’ιύομεν εις τά προβλήματα τά προσηρτημένα είς τό 
13 βιβλίον της Γεωμετρίας, τίνι τρόπω δυνάμεθα νά 
κατασκευάσωμεν τά εύΟύγραμμα τρίγωνα, ό'ταν γνωρί- 
ζωμεν τρία άπό τά μέρη των* από δέ τάς προτάσεις ΚΔ 
καί ΙνΕ τού Ε’ βιβλίου ημττορεϊ' τις επίσης νά λάβη μίαν 
ιδίαν τών κατασκευών διά τών οποίων είναι δυνατόν νά 
λυΟώσιν αί ανάλογοι περνάσεις τών σφαιρικών τριγώνων. 
Λλλ’ αί κατασκευαί αύται, ακριβείς μέν είς την θεωρίαν, 
μετρίαν ό'μως προσεγγισιν εις την πράςιν ηΟελον δώσει 
( ι) , διά την ατέλειαν τών ε’ργαλείων τών όποιων άπαι-

(r )  Πρέπει τώ ο’ντι νά διακρίνωμβν τά σχήματα τά όποια μόνον 
ηοησιμεόουν εις το νά διευθύνουν τον συλλογισμόν διά την άπο- 
δείξίν ενός θεωρήματος η την Χύσιν ενός προβλήματος, από εκείνα, 
τά όποια κατασκευάζονται διά την γνώσιν μερικών τών διατά­
σεων των· Τά πρώτα πάντοτε υποτίθενται ακριβή* τα δεύτερα; 
εάν δδν χαραηΘοΰν ακριβώς, δίδουν εξαγόμενα ψευδή. Ο· Σ·

t
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τουν την χρήσιν: καλούνται δε γ ρ « φ t κ α ί μέθοδοι  
Εκ του εναντίου, ι<ί τριγωνομετρικαί μέθοδοι, αί όπυί'·:ι 
είναι ανεξάρτητοι κάθε μη/ανικής εργασίας, δίδουν τάς 
λύσεις ρ.ε όσον ούναταί τις νά έ7αθύμηση βαθμόν ακρί­
βειας: Οεμελιουνται δέ έπί των γραμ,μων α! όποΐαι ονο­
μάζονται η μ ί τ ο ν α ,  σ υ ν η μ ί τ ο ν α ,  έ φ α π τ ο 'μ ε ν α ι ,  
κ.τ.λ. διά των οποίων έφθασαν οί Μαθηματικοί εις τό νά 
έκφράσουν μέ τρόπον άπλούς-ατον τάς μεταξύ των πλευρών 
καί των γωνιών των τριγώνων σχέσεις.

Εν πρώτοις Οελομεν εκθέσει τάς ιδιότητας τούτων 
των γραμμών καί τούς Ικ τούτων προκύπτοντας αρχικούς 
τύπους, οί όποιοι είναι εις μεγάλην χρήσιν είς όλα τά μέρη 
της Μαθηματικής, καί ενταύτώ δίδουν μέσα τελειοποιή- 
σεως εις την Αλγεβρικήν άνάλυσιν. Ακολούθως Οελομεν 
τούς εφαρμόσει είς την λύσιν των εύΟυγράμμων καί σφαι­
ρικών τριγώνων.

Διαφεσις τής περιφέρειας.

a . Εως Ισχάτως οί Γεωμέτραι ε’κ συνθήκης έδιαιρού- 
σαν τήν περιφέρειαν είς 36ο ίσα μέρη μοίρας  λεγόίμενα, 
την μοίραν είς 6ο λ ε π τ ά ,  το λεπτόν είς 6ο δ εύ τ ερα  
κ. τ. λ. Ο τρόπος ούτος τής διαιρέσεως επαρρησίαζε μέν 
κάποιας ευκολίας είς την πραξιν, διά τον μεγαν αριθμόν 
τών διαιρετών τού 36ο: πλήν τω οντι ύπέκειτο είς τάς 
δυσκολίας τών συμμιγών αριθμών, καί συχνακις εμπόδιζε 
την ταχειαν έκτέλεσιν τών υπολογισμών.

Οί δέ σοφοί οί έφευροντες τό νέον σύς'ημ.α τών ς·αΟ- 
μών καί μέτρων, έςΌχάσθησαν ότι ήθελεν είναι μεγάλης 
ώφελείας πρόξενος ή είσαξις τής δεκαδικής διαιρεσεως 
είς την καταμέτοησιν τών γωνιών. Επομένως έΟ'ώρησαν 
ώς άρχικήν μονάδα το τέταρτον μέρος τής περιφέρειας ή 
τό τεταρτημόριον, μέτρον τής ορθής γωνίας, καί έδιαί-



ρεσαν ταύτην τήν μονάδα εις ιοο ίσα μέρη μοίρας 
αυτά όνομάσαντες, τήν μοίραν εις ιοο λεπτά ,  καί τό 
λεπτόν εις ιοο δεύτερα .

Ιΐίς τό έξης Οέλομ,εν μεταχειρίζεσθαι την νε.αν είτε 
δεκαδικήν διαίρεσιν τής περιφερείας* επειδή όμ.ως οί 
τριγωνομετρικοί πίνακες, όσοι ελογαριάσθησαν κατά ταύ- 
την τήν διαίρεσιν, δεν ειν*ι ακόμη τόσον διεσπαρμένοι, 
Οέλομεν προσθέτει εις τά παραδείγματα, τά εξαγόμενα 
τά όποια δίδουν οί υπολογισμοί κατά τήν παλαιάν, ή 
εςηκονταδικήν ( sexagesimale) διαίρεσιν τής περιφερείας 
γινόμενοι. Ιί διαφορά δεν υπάρχει διόλου εις τήν τιμήν 
των πλευρών, αλλά μόνον εις τήν τιμήν ή' μάλλον εις τήν 
όιά μ.οιρων έ'κφρασιν των γωνιών και των τόξων,

β . Λί μοιραι, λεπτά καί δεύτερα σημειό'.ονται διά 
των χαρακτήρων °, \ Ούτως ή εκφρασις ι6°6 7^ /> 
παρις-άνει τυξον ή γωνίαν ι 6  μοιρών 6 λεπτών δευ­
τέρων.ι

Τό τόςον τούτο άναφερόμενον εις τό τεταρτημόριου 
είλημμένον ώς μονάδα, εκφράζεται διά ο, 160676. 
ΚνταύτΓ* βλέπομεν ότι ή μ.ετρουμ.ένη γωνία ά;;ό τούτο 
τό τόςον, είναι προς τήν ορθήν : :  160676: ιοοοοοο* 
λόγο; ός-ις όχι μ,ε τόσην ευκολίαν συνάγεται από τάς 
εκφράσεις τάς όποιας δίδει ή παλαιά διαίρεσις τής πε­
ριφέρειας.

Τά τόξα καί αί γωνίαι εκφράζονται άδιαφόρως εις τον 
υπολογισμόν δι* άριθμ.ών μ.οιρών, λεπτών καί δευτέρων. 
Ούτως τήν ορθήν γωνίαν ή τό τεταρτημόριον Οέλομεν 
σημειόνει διά ιου°, δύο όρθάς γωνίας ή' τήν ημιπεριφέ­
ρειαν διά 2οο°, τέσσαρας όρθάς γωνίας ή τήν όλην πε­
ριφέρειαν διά 4<>ο°· καί ούτως εφεξής;

γ\ Ο,τι μένει άφαιρεθείσης μιας γωνίας ή ενός τόξου 
άπό χοο° καλείται σ υμπλήρωμα  ταύτης τής γωνίας



ή τούτου του τόξου’ ούτως το συμ;ςληρωμα μ.ιας γωνία.. 
2D° 4 ο είναι 7 4 ’’ · Γο συμπλήρωμα (Αίας γωνίας ι :><>
4* 62^ είναι Sf<j5 38 .

Εν γένει, eav Α παρις·άνη γωνίαν η τόξον όποιυνδή- 
ποτέ, ιοο°—Α είναι το συμπλήρωμα ταυτής της γωνίας 
η τούτου τού τόξου. ΟΟεν βλε'πομεν ότι εάν ή γωνία η 
τό δεδομ.ενον τόξον, ήναι μειξων Των ιοοσ, τό συμπλή­
ρωμά της είναι αρνητικόν, ( ι) .  Ούτως τό συμπλήρυ>μ« 
των ι6ο° 84 ' ίο" είναι — 6ο° 84 ίο . Εις ταύτην την 
περίς-ασιν, τό συμ.πλήρωμα Οετικώς λαμ.βανόμενον, είναι 
η ποσότης ήτις πρεπει νά άφαιρεΟη άπό την γωνίαν η τό 
δεδομένου τόξον, διά νά προκύψη υπόλοιπον ίσον μέ ιοο”.

Επειδή αί δύο όςεΐαι γωνία ι ενός ορθογωνίου τριγώνου 
όίΛού λαμβανόμεναι κάμνουν ριίαυ ορθήν* επεται ότι η μία 
είναι συμπλήρωμα της άλλης.

δ . Παραπλήρωμα μιας γωνίας η ενός τόξου είναι 
τό έναπομένον από την άφαίρεσιν ταύτης τής γωνίας η 
τούτου του τόξου άπό ?.οο°, τιμής δύο ορθών γωνιών 
η (λιάς ήμιπεριφερείας. Ούτως εάν Α παρις-άνη όποιον- 
δήποτε τόξον ή όποιανδήποτε γωνίαν, 2οο°—Α είναι τό 
παραπλήρωμά του.

Επειδή εις κάθε τρίγωνον αί τρεις γωνίαι ο μου κά* 
μ,νουν 200°, επεται ότι μία γοινία εκ των τριών είναι 
τό παραπλήρωμα του αθροίσματος των δυο άλλων.

( ι )  Δι αρνητικόν συμπλήρωμα πρεπει νά εννοώμίν ('·· ΐ ςον re 
όπο’ ον μετρεϊται κατά μίαν έννοιαν αντίθετον ε’κείνης εις τήν οποίαν 
μετρεϊται όταν προ αώτου <5~έν ε/η οόο'εν βηΐλίϊον· Οότως επειδή 
το συμπλήρωμα ΜΑ έκτιμάτκι εκ τή; Δ προς τήν 1 1  ήγουν κατ’ αντί­
θετον fwciav τής ΜΑ, λε'γεται αρνητικόν* Οταν λοιπί ν λε'γωμβν ο τ ι  τό 
συμπλήρωμα ενός τοξου μ,είζονος των τοο° ηναι αρνητικόν, πρέπει με 
την λεξιν άρνητι κόν νά έννοωμεν οτι εκπμαται κατά μίαν έννοιαν 
αντίθετον εκείνης κατά τήν όποιαν ήΘελεν εκτιμηθή εάν το τοξον ιίτον 
μικοο'τερον των ιο ο °  ( βλε'πε καί εισάγω: 8- Σημεί. )· Ο. Μ.



Ai γωνιαι των τριγώνων, τόσον ευΟυγράριμων όσον 
καί σφαιρικών καί αί πλευραί τούτων των τελευταίων, 
ε/ουν πάντοτε τά παραπληρώαατά θετικά* διότι 
δεν ΰπερβαίνουσι τάς αοίρας.

ΓενικάI γνώσεις περί των ημιτόνων, συνη­
μίτονου, έ^απτο μένουν, κ.τ. λ.

ε'. Το ν, ιλ 11 ο ν ο ν του τόξου AM του όποιου η ριεν 
<7ΐγ(χη Λ λέγεται άρχη, ή δε ς-ιγμη Μ άκρον* είναι η 
φερο·Λένη κάθετος άπό τό· άκρον Μ επί της διαμέτρου, 
ότις διέρχεται άπό την .άρχην Α. σχ. ι .

Καν εις τό άκρον της άκτΐνος 1Ά  υψωΟη ή κάθετος 
Λ.Τ εως ου νά συναπαντήσω την ακτίνα ΓΜ ητις διέρ­
χεται άπό τό άκρον Μ'προεκβληΟείσαν, η γραυριή AT 
ούτως προσδιοριζόμενη, καλείται έ φ α π τ ο μ έ ν η του τό' 
ξου AM* η δε ΓΤ μέρος τως ευθείας της διβρχομέ- 
νης άπό τό κέντρον Γ καί τό άκρον Μ* ητις «ίναχωοεΐ 
άπό τό κεντρον καί τελειόνει εις τό άκροΆ της εφαπτο­
μένης του τόξου, καλείται δ ι α τ έ μ ν ο υ σ α  του τόξου 
Λ Μ η της γωνίας ΑΓΛ1. ( ι)

Αί τρεί; αόται γρααααί Mii ,  AT, ΓΤ, άπό τό τόξον 
AM έςαρτιόαεναι, καί διά του ίδιου καί της άκτινος 
πάντοτε προσδιοριζόμενα^ σημειοΰνται ούτως : ΜΠ “ ήμ 
AM, η η μ ΑΓΜ, ΑΤ~=ε<ρ AM, η έφ ΑΓΜ, Τ Γ = δ ια
AM, η δια ΑΓΜ.

( ι !  Βλειτομεν ένταΰία ότι αί λιςεις $  ι ?.τ* uvousa καί εφα­
πτομένη  εκλαμβάνονται βι; <£ι*φορετικ·Μν έννοιαν άτ:· εκείνην τίπς 
t l '  αύτάς δίδεται ει; τα σοι/ίΐα τή; Γεωμετρίας* Εις τά μερο« 
τοΰτβ τών Μα6ν)μ»:τιχών> ή <5\ατ«μνουσα καί ·ί εφαπτομένη είναι 
oiT:poe<̂ toji£ot «όΟεΐχι, εκ των ό.τοίων ά μ.εν τε’ανει τον κύκλον, η 
ί έ  απτεται αΰτοϋ' άλ>/ είς τ/ν< Τριγωνομετρίαν αί αύται όνομααιαι 
εφαρμόζονται πάντοτε ει; γραμμά; iipoa-hooiauivcu μεγεΌους: όταν 
άμπ·?^ νά άκολοοίϊία? ομωνυμία, αί τελίνταιαι αΰται καλούνται 
Τρ ιγων ομί r ρικαί » φαί» τομενat κα ί  ί  ιατε 'μνονσ * ι* Ο. Μ<·
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f~. Αφ’ού ληφΟη τό τόξυν ΑΔ ίσον με τεταρτημυριον, 
εάν έκ των ςπγμών Μ καί Δ, εκ των όποιων ή μεν είναι 
τό «κρον του τόξου ΜΔ, η S'e άλλη ή άρχη του, άχΟώσιν 
αί γραμμαί ΜΚ., Δ2  κάθετοι εις την ακτίνα ΓΔ, ή μεν 
περατουμένη εις ταυτην την ακτίνα, η δέ «ίς την ακτίνα 
ΓΜ προεκβληΟείσαν* αί γραμμαί ΜΚ, Δ2  καί ΓΣ παρο~ 
μοίως θέλουν είναι τό ημίτονον, εφαπτομένη, καί 0ια- 
τέμν.ουσα του τόξου ΜΔ, συμπληρώματος του τόξου 
AM. Καλούνται δέ, χάριν συντομίας, συνημίτονον ,  
σ υ ν ε φα π το μ έ νη  καί . συ ν δ ιατέμνουσα  του τόξου 
AM: τίποτε ά'λλο λοιπόν δεν είναι τό συνημ.ίτονον, ή 
συνεφαπτομένη, καί ή συνδιατέμνουσα ενός τόξου, παρά 
τό ημίτονον, η εφαπτομένη καί ή διατ έμνουσα του συμ­
πληρώματος του τόξου* σημειόνονται δε ώς ακολούθως:
Μ Κ =  συν AM , η συνΑΓΜ, ΔΣ—σφ AM $ σφ ΑΓΜ, 
ΓΣ — σδ AM, η σδ ΑΓΜ. Εν γένει, εάν Α παρις-άνη 
όποιον δήποτε τόξον η όποιαν δήποτε γωνίαν , επειδή 
ιοο°—-A παρις-άνει τό συμπλήρωμά του καί, κατά τά 
ανωτέρω, τό συνημ,ίτονον, ή συνεφαπτομένη καί συνδια- 
τέμνουσα ενός τόξου, είναι τό ημίτονον η εφαπτομένη 
καί διατέμνουσα του συμπληρώματος* έχομεν συν Α“ -ημ 
( ιοο°-τΑ ), σφΑ=έφ( ιοο°—A ), σδΑ =δια(ιοο°—Α).

Τό τρίγωνον ΜΚ.Γ, εκ της κατασκευής, είναι ίσον 
με τό τρίγωνον ΓΠΜ, ούτως εχομ.εν ΓΠγ=ΜΚ* λοιπόν 
εις τό όρΟογοόνιον τρίγωνον ΓΓΙΜ, του όποιου η υποτεί­
νουσα είναι ίση μέ την .ακτίνα, αί δυο πλευραί ΜΠ, ΓΠ 
είναι τό ημίτονον καί τό συνημίτονον του τόξου AM : 
ημ.πορουμεν λοιπόν άκόμ.η νά είπωμεν ότι τό συνημ,ίτονον 
ενός τόξου είναι τό μέρος της διαμέτρου Το περιεγόμενον 
μεταξύ του κέντρου καί του ποδός του ημίτονου. Οσον 
διά τά τρίγωνα ΓΑΤ, ΓΔΣ, αυτά είναι, όμοια μέ τά ίσα 
τρίγωνα ΓΠΜ, ΓΚΜ, καί ούτως είναι όμοια μεταξύ των.



Εντεύθεν αμέσως Οέλομεν συνάξει τους μεταξύ των 
γραμμών τάς οποίας ώρίσαμεν διάφορους λόγους* άλλα 
πρότερον πρέπει να ίδωμ.εν την οδόν κατά τον όποιαν 
προβαίνουν αύτat αί γραμμαί, όταν τό τόξον εις τό όποιον 
άναφέρονται αύξάνη έκ του μηδενός μέχρι 2θθ°.

ζ . Λς υποΟεσωμεν ότι τό εν άκρον του τόξου μένει 
r-αθερόν εις Α, καί ότι τό άλλο σημειωμένον διά Μ, 
διατρέχει διαδοχικώς όλην την εκτασιν της ημιπεριφερείας 
έκ της Λ μέχρι της Β κατά την έννοιαν ΛΔΒ. /

Ο: αν ή ςιγμη Μ ή ναι ενωμένη με την Λ, η όταν 
τό τόςον Λ Μ ή ναι μηδέν, τά τρία σημ.εία Τ, Μ, II ταυ­
τίζονται μέ την ς-ιγμην Α* ό'Οεν βλέπομ,εν οτι τό ημίτονον 
καί η εφαπτομένη τόξου μηδενός είναι μηδέν, και ότι 
τό συνημίτονου του αώτου τόξου, καθώς καί η διατέμνου- 
σά του, ίσουται μέ τή ακτίνα. Ιημειόνοντες λοιπόν διά 
Ρ τήν ακτίνα του κυκλου, Οέλομεν έχει,

ημ ο=ο, έφ ο=<ο, υυν ο -~Ρ,“δια ο=Γ= 1>
η . Αναλογώ; όπου ή ςκγμη Μ προχωρεί προς την Λ, 

το ημίτονον αυξάνει, καθώς ητε εφαπτομένη καί δ ιατί· 
μ.νουσα* άλλα τό συνημ.ίτονον, ή συνεφαπτομένη και η 
συνδιατέμνουσα σμκκρυνουν. Orav η ςνγμ.η Μ ευρεΟη είς 
τό μέσον του ΑΔ, η όταν τό τόξον AM ήναι 5ο°, καθώς 
καί τό συμπλη'ρωμά ·. ου ΜΔ, τό ημίτονον ΓΙΜ είναι 
ίσον μέ τό συνημίτονου MIC η Γ !ί, καί τό τρίγωνον 
ΓIIΜτ έπειδη γίνεται ισοσκελές, δίδει την αναλογίαν 
M i l : ΓΜ : :  ι ; > 2, η ημ 5ο° : Ρ : :  ι·: Κ * .  Λοιπόν ημ
υο°=συν " ϊ. Είς την αυτήν πεβι>ασιν

τό τρίγο>νον 1ΆΤ γίνεται ισοσκελές και ίσον με το τρί­
γωνον ΓΔ2* ο Ο εν βλέπομεν ότι η εφαπτομένη καί συνε- 
οαπτομενη των οο° ίσουνται καί αι δυο μέ τήν ακτίνα, 
και ούτως εχομεν εφυο ·>ο = 1 .



0\ Εξακολουδούντος του τόξου AM νά αΰξχνη, το 
ήμίτον·ν αυξάνει έως ου ή ς-ιγμή Μ φθάση εις Δ: τότε 
τό μέν ημίτονον ίσούται ιλ8 την ακτίνα,· τό os συνημί- 
τονον μ.ε μηδέν. Εχομεν λοιπόν ημ ιοο°· Ρ καί συν 
ιοο° ~ο* καί δυνάμεΟα νά σημειόσωμεν ότι αί τιμ.αί 
αόται είναι συνέπεια εκείνων τάς οποίας εύρήκαμ,εν διά 
τό ημίτονον καί συνημίτονου του τόξου μηδενός’ διότι 
επειδή τό συμπλήρωμα των ιοο° είναι μηδέν, έχομεν 
ή μ ιοο0—-συν ο°;=Ρ καί συν ι οο°-~ημ ο°;—ο.

Οσον δια τήν έφχπτομενην, αυτή αυξάνει ταχυ'τατα 
άναλόγως όπου η ςτγμ,ή Μ πλησιάζει προς τήν Δ' καί 
τέλος όταν φΟάση εις Δ, δεν υπάρχει πλέον κυρίως εφα­
πτομένη, διότι αί γραμμαί AT, ΓΔ, οΰσαι παράλληλοι, 
δεν ήμ.ποροδν νά συναπαντηΟουν. Τούτο δέ έκφράζομ.εν 
λέγοντες ότι ή εφαπτομένη των ιοο0 είναι άπειρος, καί 
γοάφομεν έ<ρ ιοο0·— οο.

Επειδή τό συμπλήρωμα των ιοο° είναι μηδέν, εχομεν 
έφ ο'~σφ ιοο° καί σ φ ο ~  έφ ιοο°. Λοιπόν σφ ο5-3* °0 
καί σφ ioo0tr= o.

ι . ΕξακολουΟουσης τής ς-ιγμής Μ νά προχωρή από 
τήν Δ' προς τήν I), τά μέν ήμ,ίτονα σμικρύνουν τά δέ 
συνημίτονα αυξάνουν. Ούτως βλε.τομ,εν οτι τό τόξον Λ Μ 
έχει δι’ ημίτονον Μ ί ΐ  καί διά συνημίτονου Μ Κ. ή ΓΠ\ 
Αλλά τό τόξον Μ Β είναι παραπλήρωμα του AM , έπειδή 
Α Μ 4 -Μ Β ίσούται μέ ημιπεριφέρειαν* άλλως εάν άγθή 
ή Μ Μ παράλληλος τή ΑΒ, φανερόν ότι τά τόξα AM, 
ΒΜ, τά οποία περιε^ονται μ,εταξυ παραλλήλων, (ΐέλουν 
είναι ίσα, καθώς καί αί κάθετοι ή τά ημίτονα ΜΓί, Μ I I . 
Λοιπόν τό η μ ί τ ο ν ο ν  ενός τόξου ή' μ.ιάς γ ω ν ία ς  
ε ί να ι  ίσον μ.έ τ ό ή μ. ί το νο ν του π α ρ « π  λ η ρ ώ μ, α­
τό ς τ ο υ τ ο υ  τ ο ύ  τόξου  ή τ α ύ τ η ς τ ή ς  γων ίας .

8
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Το τ όξον η ή γωνία Α έχει διά παραπλήρωμα αοοο— 

Α : ούτως εχομεν εν γένει

η μ Α '~  ή μ ( ?οο°— A ).

Η αυτή ιδιότης ήμπορεί να έκφρασθή ακόμη διά τής 
έξισώσεως ήμ ( ioo°-h β ) ·~ήμ ( ιοο°— Β ), όντος Β 
του τόξου Δ Μ η του ίσου του ΔΙΜ .

ια . Τά αυτά τόξα AM', AM τά όποια είναι παοαπλή-' \
ρω μα τό εν του άλλου, καί τά όποια έχουν ίσα ημίτονα, 
έχουν καί συνημίτονα ίσα ΓίΓ,ΓίΕ άλλα πρε'πει να πα- 
ρατηρήσωμεν ότι τά συνημίτονα ταυτα διευθύνονται 
κατ’ αντίθετους ε’ννοίας. Η διαφορά αΰτη τής Οέσεως 
εις τον υπολογισμόν έκφραζεται διά τής άντιΟεσεως των 
σημείων; ως-ε εάν ΟεωρηΟώσιν ιός θετικά, ή έχοντα πρό 
αυτών τό σημείον -f-, τά σηνημίτονα των τόξων μικρ'- 
τε'οων των ι«>ο°, πρέπει νά ΟεωρηΟώσιν̂  ώς αρνητικά η 
εχοντα πρό αυτών τό σημεΐον —  , τά συνημίτονα τών 
τόξων μεγαλητέρων τών ιΟο°. Εχ·μεν λοιπόν έν γένει

συν Α^=— συν ( 2θθ°—A ).
ή συν ( ϊ · ο° + A )=—— συν ( αυο°—&)' τουτ’ε«7ΐν, τό 
συ ν η μ ί τ ο ν ο ν ενός τόξου ή μ ιας  γ ω ν ί α ;  μεγάλη- 
τ ερου  τών  ι οο° ε ί να ι  ίσον μ έ τ ό σ υ ν η μ ί τ ο ν ο ν 
του π α ρ α π λ η ρ ώ μ α τ ο ς  του,  ά ρ ν η τ ι κ ώ ς λ α μ- 
βανόμενον.

Επειδή τό συμπλήρωμα ενός τόξου μεγάλητέρου τών 
ιοοο είναι αρνητικόν (γ ), δεν είναι Οαυμαςήν εάν τό 
ημίτονον του συμπληρεύματος τούτου ήναι αρνητικόν* 
πλήν διά νά αισθητοποιήσω μ ε ν έτι μάλλον ταυ την την 
αλήθειαν,·,άς ζητήσωμεν τήν έκφρασιν τού διαβήματος 
τής ςκγμής Α άπό τήν κάθετον Mil.  Εάν κάμωμεν τό 
τόξον ΑΜ=*=“χ, θέλομεν έχει ΐΤί--*=συνχ, καί V; ζητού-



ΙΟ

μ,ενον ϋιάς-ημα A ll ~ Ρ — συν/. Ο αυτός τύπος ττρεττει 
νά εκφράζη τό διάς-ημ.α τής ς-^ψ.τ,ς Α από τήν ευθείαν 
Mil ,  υποιονδήποτε είναι τό μέγεθος του τόξου AM, ή 
αρχή του όποιου είναι εις τον ςτγμήν Α. Ας ύποΟε'σωμ.εν 
λοιπόν ότι ή ςτγμή Μ φθάνει εις Μ , ώς-s y σημ.ειόνει 
τό τόξον AM , Οελομεν lyet ακόμη εις ταύτην την ςτγ- 
μήν ΛΐΓ= ·̂  Ρ—συνχ* λοιπόν συνχ ~ Ρ — ΑΠ^—ΑΓ— 
All - — ( ΑίΓ — ΑΓ) — —ΓΠ * τούτο δεικνύει οτι 
συνχ είναι τότε αρνητικόν* και επειδή ΓΠ» —ΓΙΡ—συν 
( 9.00°—χ ), εχομεν συνχ?“ — συν (200°— γ\  ώς ήδη 
εύρήκαμεν.

Εντεύθεν βλε'πομ.εν οτι μία αμβλεία γωνία εχει τό 
αυτό ημίτονον και τό αυτό ουνημίτονον με την όξείαν 

'γωνίαν ήτις γρησιμεύει εις αυτήν ώς παραπλήρωμα*, μέ 
ταύτην μόνην τήν διαφοράν ότι τό συνηρ.ίτονον τής αμ­
βλείας γωνίας πρε'πει νά ίχη προ αυτού τό σημ.είον—. 

υτως εχομ,εν η μ. x do = ~ηρ, do -~hV r  a , και συν
ι ύο°:“ - ·συνοο°~~— ί Ρ/^2.

Οσον διά τό τόξον ΑΔ8 ’ίσον μέ τήν ημιπεριφέρειαν, 
τό ημίτονόν του είναι μηδέν, καί τό συνημίτονόν του ίσον 
μέ τήν ακτίνα άρνητικώς είλημμε'νην* έχορ.εν λοιπόν ήμ. 
9οο °· -- ο, καί συν2θθ°- -~—Ρ. Τούτο παρομοίως συνά­
γεται χαί εκ των τύπων ήμ. ΑΓ=ήμ, (200°—Α), καί συν 
Α*"-·—συν"2 · )°— Α), όταν γένη Α~—20 0°.

ιβ . Ας έξετάσωμ,εν τώρα τί γίνεται ή εφαπτομένη 
ενός τόξου AM* ρ.εγαλητε'ρου των χοο°. Κατά τον ορι­
σ μ ό ν , πρε'πει νά προσδιορισΟή από τήν συνδρομήν των 
γραμμών AT, ΓΜ * επειδή αί γραρ,μαί αΰται κάμνουσι 
γωνίας μ.έ τήν ΑΓ τό άΟροισμ.α των οποίων είναι μ;εΐζον 
δύο ορθών, διά τούτο δεν συναπαντώνται κατά,τήν έννοιαν 
AT, άλλα κατά τήν αντίθετον αυτής ΑΧ' οΟεν βλέπομ.εν 
οτι η εφαπτομένη ενός τόξου μεγάλη τερου των ιοο° είναι
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άρνητικη. Παρατηροδντες δέ o i l  AT είναι η εφαπτομένη 
του τόξου ΑΧ (σχ. ι)  παραπληρώματος του AM (διότι 
Ν AM είναι ημιπεριφέρειοώ, συνάγομεν ότι η έφαπτομένη 
ενός τόξου η μιας γωνίας μεγάλη Γέρου των ιοο° είναι 
ίση με την του παραπληρώματος του αρνητικοί; είλημ- 
μένην, εις τρόπον ώς-ε

έφ Α::-~—έφ (ο.οο°— Λ)
Το αυτό υπάρχει διά την συνεφαπτομένην π«ρΐ7ανο- 

μένην Οπό ΔΣ, ητις είναι ίση καί αντίθετος με την συ­
νεφαπτομένην ΔΣ του ΛΜί Εχομεν λοιπόν ωσαύτως 

σ<ρΑ- -- — σφ ( 2000 —A ).
Λοιπόν αί έφαπτομεναι καί συνεφαπτ&μ.εναι είναι αρ- 

νητικαι, καθώς τά ημίτονα καί συνημίτονα, από ΐοο° μέ- 
γρι 200°. Καί εις τό τελευταΐυν τούτο όριον, εχομεν 
έφ 200°- ~ ο κα» σφ 2θθ°· ~~· σφ ο0--"— οο .

ιγ\ Εις ρ.έν την Τριγωνομετρίαν δεν Οεωρουντκι τα 
ημίτονα, συνημίτονα, κ .τ.λ . τόξων η γωνιών μεγαλη- 
τερων των 20ο0, διότι πάντοτε μεταξύ ο καί 200° πε- 
ριε'χονται αι γωνίαι των τριγώνων τόσον εύΟυγράμμων 
όσον καί σφαιρικών, καί αί πλευραί τούτων των τελευ­
ταίων. Πλην εις τάς διαφόρους έφαρμογάς της Γεωμε­
τρία;, δεν είναι σπάνιον νά ΟεωρηΟώσι τόξα μεγα)ν/;τερα 
της ημιπεριφερείας, καί ένταύτώ περιέχοντα πολλά; πε­
ριφέρειας. Είναι λοιπόν άναγκαίον να.εΰρωμεν την εκφρασιν 
των ημιτόνων καί συνημίτονων τούτων των τόζων, όποιον 
καί άν ήναι τό μέγεθος των.

Εν πρώτοις ας παρατηρησωμεν ότι δύο ίσα τόςα καί 
σημείων εναντίων AM, ΑΝ, έχουν ίσα ημ,ίτονα καί οη- 
μ«ίων εναντίων ΜΠ, IJN, ε’ν ώ το συνημίτονο ν ΓΠ είναι 
τό αντυ καί διά τά δύο. Εχομεν λοιπόν εν γένει

w  ( —χ ) :^ ~ ' ψ χ
ουν ( — χ ) = ιυ ν χ .



Τύποι οί όποιοι χρησιμεύουν εις τό νά ίκφράσουν τά 
ημίτονα καί συνημίτονα τόςων αρνητικών.

Εκ του ο° με'χρι 2οου τά ημίτονα είναι πχντοτε θε­
τικά, ώ; κείμενα από τ· αυτό μέρος τής διαμέτρου ΛΒ* 
επέκεινα των 2οο°  έως 4®°° τα Ημίτονα είναι αρνητικά, 
ώς κείμενα άπό τό άλλο μέρος ταύτης τής διαμέτρου. 
Κς-ω ABJN ~ 'χ τόξον μεγαλήτερον των 2θθ°, τό ημί­
τονον του 11 Ν* είναι ’ίσον μέ ΙΙ1\1 ήμίτονον του τόξου 
AM —χ— 2οο°’ λοιπόν εχομεν εν γένει 

ήμχ -  —ήμ( χ -  200°)
Δηλαδή τό ημίτονον ενός τόξου μείζονος των 2οο° είναι 
ίσον με τό ημίτονον τής υπεροχής του επάνω είς 2 οο° άρ- 
νητικώς λαμβανομενον.

Ο ανωτέρω τύπος δίδει τά ημίτονα των τόςων με­
ταξύ 200° καί /[00° διά των ημιτόνων μεταξύ ο° καί 
2 00°’ διότι ή υπεροχή ενός τόξου περιεχομένου μεταξύ 
200° καί 4<>ο° επάνω είς 200° περιλαμβάνεται μεταξύ 
ο καί 2οο°* όταν δέ τό τόξον χ ίσουται με 4<>ο°, τότε 
ό τόπος δίδει ήμ .\οο°·—— ήμ2θθ° "-Q* καί τω όντι 
είναι φανερόν ότι όταν εν τόξον ίσουται μ.ε την ολην πε­
ριφέρειαν τά δύο άκρα του ταυτίζονται, καί τό ημίτονον 
άγεται είς μηδέν.

Επίσης είναι κατάδηλον ότι εάν είς όποιον δήποτε 
τόςον AM προςηΟή μία ή' περισσότεοαι περιφέρειαι, ή 
αρχή καί τό άκρον του αθροίσματος είναι τά αυτά μέ τά 
τού τόξου AM* έκ του οποίου έπεται ότι τό τοιουτον 
«Ο ροισμα έχει τό αυτό ημίτονον μέ τό τόξον AM. Εάν λοι­
πόν Π σημειόνη άκεραίαν περιφέρειαν ή 400°) Οέλομεν έχει 
ήμχ * - ήμ ( II ·+ χ)· --ήμ (  2Γ1 Έ χ )'■ —ήμ(3Π χ) κτλ.
το αυτό υπάρχει διά τό συνημίτονον, ε’φαπτομένην, κτλ.

Τώρα όποιον καί άν ήναι το προτεΟέν τόξον, ευκόλως 
β λεπομεν ότι τό ημίτονον του ή μπορεί νά έκφρασδή, μ



αρμόδιον <ϊηρ.εϊΓον, διά του ημιτόνου ενός τόξου μικρότερου 
των ιοο°* διότι τό Ημίτονον του τόξου y  είναι ίσον μέ 
το ημίτονον του τόξου όπου μένει όταν ατό τό τόξον 
χάφαιρεΟώσι τοσάκις 400° οσάκις περιέχονται’ καλουντες 
λοιπόν τό τοιουτον υπόλοιπον ψ, Οέ).ομεν έγει όμ/ ·=“ 
ήμψ* καί επειδή ψ περιλαμβάνεται μεταξύ ο° καί 4®ο°> 
εάν ήναι μειζον 2©ο°, κάμνομεν ψ .·- 2ΰο° 4" ω* ω ση- 
μειόνει ό,τι πρέπει νά προς-εΟή εις 2οο° διά νά πρόκυψη 
ψ. Λοιπόν ήμψ “ήμ ( 200°-}-ω)'"——ήμ(?.0 0° 4 ~ω— 
200°) —ήμω. Τώρα επειδή ω είναι ελασσον των 200α;
διά τούτο βλέπομεν ότι τό ημίτονον ενός τόξου όποιου· 
δήποτε είναι ίσον με τό. ήμ·.τονον ενός τόξου μικρότερου 
των 200° ’ επειδή δε εκ του τόπου ήμ(ϊοο° 4“ χ)~—ήμ 
( ιοο—χ) συνάγεται ότι τά ημίτονα τόξων μεγαλητέρων 
των ιοο° κρέμαν ται άπό τά ημίτονα τόξων μεταξύ ο 
καί ιοο°* έπεται ότι τά ημίτονα όποιων δήποτε τόξων κρέ- 
μανται ομοίως άπό τά ημίτονα τόξων μεταξύ ο καί ιοο°.

ιδ . Τά συνημίτονα άγονται πάντοτε εις τά ημίτονα 
διά του τόπου συνΑ=^=ημ(ιοο0—Α), ή διά του τόπου 
συνΑ:.=ήρ.(ιθο° 4 - Α)* όΟεν ήξευροντες νά Ικτιμ.ήσιομεν 
τά ημίτονα εις ολας τάς δυνατάς περνάσεις, ήξευρομεν 
ωσαύτως νά έκτιμήσωμεν τά συνημίτονα. Του λοιπού, 
βλέπομεν άπό τό σχήμα οτι τά αρνητικά συνημίτονα χω- 
ρίζονται άπό τά θετικά διά τής διαμέτρου ΔΕ, ώς·ε όλα 
τά τόξα των όποιων τό άκρον πίπτει άρις-ερόΟεν τής 
ΔΕ, ίχουν θετικόν συνημίτονον, έν ώ εκείνα των όποιων 
τό άκρον πίπτει δεξιόΟεν έχουν αρνητικόν.

Ούτως άπό ο° έως ίου0 τά συνημίτονα είναι Θετικά, 
άπό ΐοο° έως 3οο° είναι αρνητικά, άπό 3οο° έως 4οο°ξα· 
ναγίνονται θετικά* καί μετά μίαν άκεραίαν περΐ7ροφήν5 / 
λαμβάνουσι τάς αύτάς τιμάς όπου καί εις τήν προηγο#- 
μένην, διότι έχομεν ωσαύτως συν(4οο° 4 - χ) ^συνχ.

ι3



Μετά ταύτας τάς εξηγήσεις, ευκόλως βλεπομεν ©τι 
τα ημίτονα καί συνημίτονα τόςων πολλαπλασίων του 
τεταρτημόριου, έχουν τάς ακολούθους τιμάς :

ι 4

Υ)|Α ο  =ε-Ό
Υ,μ 9.00° = 0  

. οTU /,ΟΟ ~ -ο  
ήμ Γ>οο° 1=3 
ήμ 8οο =  

κ'.λ.

το.tA roo
KW. υΟΟ ---
κμ 5οο° ~

Ο ί μ  7 0 0 °  = =

ο Τ,α ()f>o° 
κτλ.

Ρ j συν ο° —  Ρ | συν roo* --
I' · <juv 2 οο° - - - - -  l ’ i συν .■»?><»”

συν 4<>ο° Ρ
συν <)(>ο° — Ρ

! συν 8οοΛ "  Ρ 
! κΓΑ«

συν -m) — ο
συν · - λ

κτλ·

Εν γίνει έάν Κ. σημειόνη ακέραιον αριθμόν όποιον δη'- 
ποτέ, θέλομεν έχει:

η μ, ?.Κ. ιοο°- - ο
ημ (  4 Κ  4 - ι ) .  10 0 °  Ρ

ήμ (4Κ-—1 )· ί οο ——;Ρ

συν ( aK 4- ι ). ιοο 
συν 4Κ. ιο()θ-·~-ρ 
συν ( 4 Κ. 4 - ?-). ι ΟΟΟ ·'■-

Τά όσα ε’ίπομεν περί των ημιτόνων καί συνημίτονων 
μ.άς επιτρέπουν να παραλείψωμεν κάθε μερικήν έρευναν 
έπάνω εις τάς έφαπτομένα;, συνεφαπτομένας, κ.τ,λ. των 
τόξων μεγάλητε'ρων των noo°’ διότι, καθώς θά ίδωμεν 
από τούς τύπους τούς όποιους αμέσως θελομεν εκθέσει, 
αί τιμαί τούτων των ποσοτήτων καί τά σημεία των 
ευκόλως συνάγονται άπο τάς τιμάς καί σημεία των ημι­
τόνων καί συνημίτονων των ιδίων τόξων.

Θεωρήματα καί τόκοι άναφερόμενα εις τα 
ημίτονα, συνημίτονα, έφαπτομένας κ.τ.λ.

ιε Τό ήυ.ίτονον ενός τόξου είναι τό ήμισυ της χορδής
ητις ύποτείνει τόξον διπλάσιον.

Διότι ή άκτίς ΓΛ, κάθετος εις ΔΙΝ, τέιανει δίχα την 
χορδήν ΜΝ καί τό ύποτεινόμενον τόξον ΔΙΑΝ* λοιπόν 
ΜΓΙ, ημίτονον τού τόξου ΔΙΑ είναι τό ήμισυ τής χορδής 
ΜΝ ή τις ύποτείνει τό τόξον, MAN, διπλάσιον τού ΔΙΑ»



ι5

Η χορδή ήτις ύποτείνει το εκτον μέρος της πεοιιρε- 
ρείας ίσοΰται μέ τλν ακτίνα* όΟεν έπέιδη Αο»* είναι το

ι a
τίμιου του τοςου 4°°°, έ'χομεν ημ. 4οο*| η άμ 3'30 i^=»fP,

6 ι a

τουτ &7t το ημ.ίτονον του τριτημ.ορίου της ορθής γωνίας 
ΐσουται με το η μι συ της άκτϊνος. ( ι)

ι<7 · Τό τετράγωνον του ημιτόνου ενός τόξου πλέον 
το τετράγωνον του συνημίτονου του ΐσουται μ,ε τό τε­
τράγωνον της άκτΐνος, ίόςζ ε/ομεν εν γίνει ημ/'Α -+* 
συν A—Ρ". ( ενταύθα ή μ, 'Λ σημειόνει τό τετράγωνον του 
η μ. A, καί παρομοίο>ς συν Ά τό τετράγωνον του συν Λ). 

II ίδιο της αυτή αμέσως προκύπτει ά~ό τό ορθογώνιον
— a

τρίγωνον ΓΠΜ, όπου ε/ο μεν ΠΜ +  ΓΠ==ΓΜ.
Εντεύθεν επεται ότι οοΟε'ντος του ημ.ιτόνου ενός τόξου 

εΰρίσκεται τό συνημ.ίτονόν του, καί τ ’ άνάπαλιν, διά των 
τόπων συν A «= rh/^i( Ιν>'—ημ2Α), ημΑ = ± :///(Ρ '— 
συν^Α). Τό διπλουν σημεϊον τούτων των τύπων ποοίο- 
/εται εκ του ότι τό αυτό ημίτονον ΠΜ ανήκει εις όύο 
τόξα AM, AM , των οποίων τά συνημίτονα ΓΠ, ΓΠ' 
είναι ίσα κοΑ σημείων εναντίων, καθώς τό αυτό συνημί- 
τονον ΓίΤ άνη'κει εις δυο τόξα AM, ΑΝ, των οποίων τά 
ημίτονα ΜΠ,ΠΝ είναι παρομοίως ίσα καί σημείων εναντίων.

Ούτιυ, φερ’είπεΐν, άφ’ού εύρε'Οη ημ 3 }° ' =  ;Ρ, συνά- 
γίτάι συν 33" i *  νίρ.66“5 
= ίΡ ί^ 3 .

( ι)  Εκ τούτου ενκο’λως κατασκευάζεται το τριτημο'ριον τττ ορδής 
γωνίας η τοΰ τεταρτημόριου* ^ιότι προς τούτο αρκεί νά ί'ιαιρε'σωμεν 
την ακτίνα ΓΔ εις <5υο ΐσα μέρη" Ικ τη; ς-ιγμης της ημισείας νά 
αξωμεν μίαν παράλληλον της άκτινος Γ Α “ ή ς-ιγμη οπού αϋτη συ­
ναπαντά το τεταρτημόριον είναι τό άκρον του τριτημορίου του, οΰσης 
τής άρχης αϋτοϋ εις Κ· Ο. Μ·



ϊβ
ι ζ . ΔοΟε'ντο; του τμιτο'νου καί συνημιτο'νου του τοξου 

Α, νι(Απορου(λεν να εδρωμεν την έφαπτομε'νην, διατεμνου- 
σαν, συνεφαπτομενην και συνδιατεμνουσαν του ιδίου το­
ξου διά των ακολούθων τύπων :

εφΑ =  ΡίμΛ. y δ ι«Α =  ν 'χ , σφ Α =  1>συ̂ ,  σδΑ=?= ι> * . 

συν Α συν Λ. ηρ-Α ημΑ
Τω όντι τά όροια τρίγωνα ΓΠΜ, ΓΑΤ, ΓΔ^ δίδουν 

τάς αναλογίας :
ΓΙΙ : 11Μ : :ΓΑ ; AT $ συνΑ ;%Α :: Ρ : εφΛ==-ρ̂

συν Λ
ΓΓί : ΓΜ : : ΓA : I T η συνΑ : Ρ : : Ρ : διαΑ \>λ

συνΑ
ΓνΙΠ : ΓΓΙ: :ΓΔ : ΔΣ η ημΑ : αυνΑ : :  Ρ : σ<ρΑ==Ρσ̂ νΛ·

ώμ Α
ΓΙΜ : ΓΜ: : ΓΔ :ΓΣ η ημΑ :Ρ ::,Ρ:σδΑ=~ Ρ*

ήαΑ%
Εκ των οποίων συνάγονται οί περί ών ό λο'γος τύποι* 

παρατηρούμεν δέ οτι οί δύο τελευταίοι τύποι η μπορούν 
να συνα^Οούν άπα τούς δύο πρώτους τιθέμενου απλώς 
ιοο —Α αντί Α.

Οί τύποι ούτοι δίδουν τάς τιμάς καί τά ίδια σημεία 
των έ(ραπτόμενων, διατεμνουσών, κ.τ.λ. διά κάθε τυςυν 
τού οποίου είναι γνως-ον το ημίτονον καί^το συνημίτονον* 
καί επειδή ό προοδευτικό; νο'μος (la  Ιοί progressive) 
των ημίτονων καί συνημίτονων, κατά τά διάφορα το'ξα 
εις τά όποια άναφερονται, ίκανώς άνεπτύχθη εις το προη- 
γούμενον κεφάλαιον, δεν μενει τίποτε νά έπιθυμηση τις 
έπάνω εις τον νύ(λον τον οποίον ακολουθούν παρομοίως 
αί έφαπτομεναι, διατέμνουσαι, κ.τ.λ.

Ημπορούμεν ωσαύτως διά των τύπων τούτων νά βε~ 
βαιώσωμεν πολλά εξαγόμενα τά οποία άνωτε'ρω ευρε'Οησαν



προς τάς έφαπτομενας. Παραδείγματος χάριν, ε’υιν κάμω- 
(Λεν ΛΓ ~ιοο°, Οέλομεν ε,χει ήμΛ—Ρ, καί συνΑ ~ο,

ο.
λοιπόν έφ ιόο° εκφρασις σημειόνυυσα ά'πειρον πο­
σότητα' διότι Ρ° διαιρούμενου δι’ έλαχίς-ης ποσότητος, 
δίδει πηλίκου μεγαλώτατον’ λοιπόν Ρ > διά μηδενός δι­
αιρούμενου δίδει πηλίκου μείζον πάσης πεπερασμένης 
ποσότητος. Καί επειδή μηδέν ήμπορεί νά ληφθη μέ το 
σημείου + ή μέ το σημείου — , Οέλομεν eyeι την αμ­
φίβολον τιμήν έφ ιοο°-“-± : cc.

Ες·ω προσέτι Α=^2θΟ°—15, θ.’λομεν eyeι ήμΑ ~ήμϊ5,
^ / ΡόμΒ

καί συνλ ‘συνΒ’ λοιπόν έφ (2000—By "—
ΡημΒ > χ ( Χ χ „

------- -*■=>■— έφβ, το όποιον συμφωνεί με το αρΟρον. ιβ .
ιη\ Οί τύποι του προηγουμένου άρθρου, συμπλεκό­

μενοι μεταξύ των καί μέ τήν έξίσωσινι ήμ JA-f- συν Λ =  
P°‘, δίδουν ά'λλους τινάς άξιους προσοχής.

Επειδή Ρ* ~ Ρ 2 καί εφ9Ά“  “ 2^, συνάγομεν διά τής

ρ 9 , , 2 Α Τ>̂4 -Ρ2^ - Λ- - Ρ2̂ 12Λ"ί' συναΛ)προσθεσεως Ρ + εφ  Α“ Ρ ~τ ^   συ̂ Λ
j>4 · ]j4

*—* 2Τ καί επειδή ~ ο7 '===̂ ια9Α* επεται οτι Ρ^-Ηε’φ*συν Α συν-A *
Α—δια2Α, τύπος όςις αμέσως συνάγεται άπό το ορθογώνιον 
τρίγωνον ΓΑΤ* ωσαύτως εκ των τύπων ή εκ του όρθο~ 
νίου τριγώνου ΓΔ2  ήθελε συναχθή δη Ρ°~{- σφ2Α—σδ?Άλ* 

Τέλος, εάν πολλαπλασιάσωμεν μεταξύ των τούς τύπους
ΡήμΑ ΡσυνΛ

έφΑ=5— σφΑ<==> ■ , Οε'λομεν εχει έφΑΧσφΛ^^.
σ y V λ _«.

Ρ9    P J
Ρ , τύπος όςτς δίδει σφ Α ^^~^ καί έφ Λ — χ* χλ·;

Ρ2

δι’ εν άλλο τόξον Β, c<pI5 =  *“~jp Λοιπον σφΑ;σφΒί:
2



ι8
_y_' _ : ι>λ επειδή δέ δόο κλάσματα  του αυτοΰ άριΟ-
= V Λ '■ r 11 ν

ρ ητου είναι tv αντιπεπο>Οότι λόγω των παρανομιών των, 
ετεται ότι « ι  σ·υνεοαπτυμεναι  δυο τόςων ε ί ναι  
εις ά ν τ ι π ε π ο ν θ υ τ «  λόγον τ ω ν  έ <μαπ το μ i  ν ω ν 
τω ν ,  ώς·ε εχομεν την αναλογίαν σψΑ : σφΒ : : έ<ρΒ: ε<ρ Λ.

Ο τόπος ούτος ο<ρΛ ΧεψΒ ··= Ρ\ συνάγεται αμέσως 
από την σόγκρισιν των όμοιων τριγώνων ΓλΤ, ΓΔΔ, τα 
όποια δίδουν ΛΤ : ΓΑ : : ΓΛ : Δ η  ε<ρΑ: Ρ : : (>: σφA 

ιΟ . ΔοΟεντος του ημιτόνου καί συνημίτονου δυο ,τοζων 
α καί β, όυνάμεΟα να πρυσδιορίσωμεν το ημίτονον καί 
συνημίτονου του αθροίσματος η της διαουοας τούτων 

•των τόςων, διά των άκολοόύο>ν τόπων:

ημ ( α - Η β ) =
ru* ουνC —1— *λ

ημ ( α — β >
•ΐμασυνο— ήι* βουνά

συν ( α +  β ) συν α συνβ— ΐ μ  α ιάμβ

συνα συνβ-ί-ΐμα ΐμ ο .
συν ( α— β )

Εςτω ή άκτίς ΑΓ — Ρ, τό τόξον ΑΒ ~  α, τό τόσον 
ΒΛ==β, καί επομένως ΑΒΔ =  α -f- β. Εκ των ςκγμώυ 
Β καί Δ ας κατεβασΟώσιν αί κάθετοι BE, ΔΖ επί την 
ΑΓ* εκ της ςκγμής Δ ας άχθη η ΔΙ κάθετος έ::ί την 
£Γ, τέλος έκ της ςκγμης I άς άχθη η μεν ΙΚ. κάθετο 
ή υέ ΙΑ παοάλληλος τη ΑΓ, σ/. 2,

( I /ν

Τά όμοια τρίγωνα ΒΓΕ, 1ΓΚ* δίδουν τάς αναλογίας

Γ Β :ΙΊ ::Β Ε :ΙΚ * η Ρ : συνβ : : ημα:ΐΚ*
Ύ,υ.σ. συν ’

ΓΒ;ΓΙ::ΓΕ :Γ& · % Ρ ; ιυ νβ : :<»να.Τ&
I CJVil OW6

Μ''



Τά τρίγωνα ΔΙΛ,ΓΒΕ, έχοντα τάς πλευράς καθέτους 
την κάθε (χίαν εις την κάθε μίαν, είναι όμοια και δίδουν 
τάς αναλογίας

ΓΒ : ΔΙ : :  Ι’ΐΕ : ΛΑ η Ρ : ήμβ .: συνα :ΔΛ =  —ρ—~~

ΓΒ : ΔI:: Β Ε: ΙΛ η Ρ :ημβ::  ή μα ; 1Α — -—~~~
Αλλ’ εχομεν

ίΐν  +  ΔΑ=ΔΖ— ημ(α β), καί Γ Κ '- Ι Α =
ΓΖ=συν (" α “h β ). Αοιπόν

, · Yiu.a'rjvo-4-/,μβσυνα
V  ( « + β  ) = · - — ---------

συν* συνο-5—ί/Λ α ιίμβ
•συν ( x~h£)-

Εύκολον ηΟελεν είναι άπό τους δυο του'τους τόπους νά 
συναχΟουν αΐ τιμαι του ημ ( α—C) καί συν (α—β ) ’ δυ~ 
νάμεΟα όμως νά τους ευρωμεν κατ’ ευθείαν διά του ίδίου 
σχήματος. Τω ον τι, ε’άν προεκβληΟη το η (χί τον ον ΔΙ 
έως οΰ ·νά συν απάντηση την περιφέρειαν εις Μ, Οέλομεν 
έχει ΒΒΙ — ΒΔ -- β, καί Β Ϊ Ι —ΐΔ-^ημβ. Από την ςαγ- 
μην Μ άς άχθη η μέν MIX κάθετος η δέ BIN παράλληλος 
τη ΑΓ* επειδή ΒΙΕ— ΔΙ, εχομεν BIN ~ΙΛ, καί ΪΝ™ 
ΔΑ. Αλλά IK'—1Ν ^Μ ΙΙ-=τ,μ (α— β), καί Γ&' +  
ΜΝ- —ΓΠ = συν ( α—β )* λοιπόν

ημασυνβ— ήμβσυνα
ψ  (α—β ) =  ρ

συνασυνβ *f· ίμ  α ημβ
• συν ( «—β ) = ---------£-----------

Ούτοι είναι οί τύποι τούς οποίους έπρο'κειτο νά άπο-
ν *£οδΐςο> jasv .

Η(χπορούσε τινάς νά νομίσ·/) ότι ή άνωτέρω άπόδειξις 
δεν είναι τόσον γενική, επειδή τό σχήμα τό όποιον ηκο- 
λουόησαμεν υποθέτει τά τόξα α καί β? καί το άθροισμά



9.0
ντες

V»
των μικρότερα των ιοο°* επομένως ότι οι άποδειχϋέ· 
τύποι δεν ΰπάργουσι παρά διά τόξα μικρότερα των ίου 
και των οποίων επίσης τό άθροισμα είναι μικρότερον 
των ιοο°* πλην έν πρώτοις άνευ δυσκολίας ή άπόδειξις 
εκτείνεται εις την περί^ασιν καθ’ ην α καί β οντο>ν μι­
κρότερων των ιοο0, τό άθροισμά των είναι μείξον των 
ιου°* επομένως ότι οί τόποι υπάρχουν δια τόξα μι­
κρότερα μεν των ιοο°, πλην των οποίων τό άΟροισρ.α 
είναι μεΐζον των ιου°* επειδή καί εις ταυτην την περί·' 
raoiv δυνάμεΟα νά έφαρμοσωμεν την ανωτέρω κατασκευήν* 
μόνον επειδή η 7ιγμή Ζ πίπτει επί της προεκβολής της 
ΛΓ, ά'λλο τί δεν έχομεν νά μεταβάλλωμεν εις την από­
δειξή παρά νά λάβωμεν συν ( 'α 4 - β )4= —ΓΖ’ * πλην 
επειδή ένταύτω ΓΖ = ΙΛ —ΓΚ , διά τούτο έχομεν πάν­
τοτε συν ( a—I— β ;= Γ Κ /—ΙΛ, ή Ρ6υν( α 4 - β )= συνα  
ουνβ— ήμα ήμβ.

Ας ύποΟέσωμεν ήδη ότ̂  ή ακρίβεια των τόπων 
Ρήμ ( a 4- β )= ή μ α  συνβ -1-  ήμβ συνα ,
Ρσυν (α τΡ β )= ουνα  συνβ—ήμα ήμβ 

άπεδείχΟη δι’ ολας τάς τιμάς των α καί β, μικροτέρας 
των ορίων Α καί Β, λέγω ότι οί τόποι ουτοι ύπάργουν 
δι’ όλας τάς τιμάς των τόξων α καί β μικροτέρας των 
ορίων ιοσ° -μ Α καί Β.

Τω όντι ίποιονδηποτε είναι τό τόξον χ, έχομεν έν γένει, 
ή μ ( ιυο° +■ χ) =  συνχ 
συν ( ιοο° 4* χ ) = —ήμχ.

Διότι άς ύποΟέσωμεν κατά πρώτον ότι γ είναι μικρό- 
τερον των ιοο°, ίσον, φερ’ είπειν, μέ τό τόξον AM* έκ τού 
άκρου Μ καί του κέντρου Γ άς άχθη ή διάμετρος ΜΓΜ" 
καί επί ταό:ης ή κάθετος διάμετρος ΜΤΜ^* φανερόν 
είναι ότι ΜΜ ίσουται μέ τεταρτημόριον* λοιπόν AM 4* 
Μ Μ = χ 4 - ί θ θ <> ή ι οο° 4 " χ* Τό ημίτονον του Λ Μ



1 1

είναι ή κάθετος ΜΗ, το δε συνηικίτονον η ΓΙΓ το ήρ.ί- 
τονον του άΟροίσρ.ατος είναι r, κάθετος Μ ίΓ, το δέ ου* 
νηρ.ίτονον η ΓΠ ♦ Τώρα τά τρίγωνα ΓίΙΜ, ΓΜ Π είναι 
toα* διότι ή ΜΓ =  ΓΜ ; περιπλεον η γωνία ΪΙΜΓ — τη 
γωνία ΜΤίΙ# καί ή ΙΙΓΜ =ΓΜ /ΓΓ λοιπόν τά τρίγωνα 
ταυτα είναι ίσα* ακολούθως ή ΐνΓΐ'Γϊ=ΠΓ* καί ή ΜΪΙ =3' 
ΓΙ1 ’ λοιπόν η{χ(ιοο° 4- χ) =  συνγ, και συν (ΐοου 4* /) 
=  — ήρ,χ. Ες-ω τώρα χ̂ .-=>ΑΑΜ * έπορ,ε'νως ιοο +  
AdMM* * άποδεικνύορ,εν, ,ώς ανωτέρω, ο τ ι  τά τρίγωνα 
ΓΜ’ΐΓ, ΓΜ 'ΪΓ είναι ίσα* λοιπόν ΓΠ"-= Μ'ΐΓ καί 
Μ ΙΓ — ΓΠ'· οΟεν ηρ. ( ιου° 4 - χ}=ί=συνχ, καί συν 
( ι οο0Η~χ) =3 έξακολουΟούντες ούτω άποδει-
κνύορ.εν τους άνωτε'ρω τύπους διά κα'Οε τι»/.ην τού τόξου
χ' υΐ τύποι λοιπον ούτοι είναι γενικοί, σχ. ib\

Τούτου τεΟεντος, ες-ω 4 - β, Οέλοιχεν έ'/ci
ή(/.(ιθΛ°-+-ρ. 4~ β)=συν(ρ.^)- (4) 
συν( ιοο° -Η ρ. 4- β)·==—-ηρ.(ρ. β).

Λλλά, εξ ύποΟέσεως, γνωρίζορ.εν τάς τιρ.ας του συνη-* 
ρ.ιτύνου καί ήρ,ιτονου τού άΟροίσρ.ατος δύο τόξων, έν οσω 
ταύτα τά τόξα είναι εντός των ορίων Α και 1Γ λοιπον 
ήξεύρορ.εν τάς τιρ.άς των δευτε'ρων ρ.ελών των ανωτέρω 
έξιοώσεων έν οσω ρ. καί β δεν υπερβαίνουν τά όρια A 
καί 13' όποτεόεντος τούτου, εχορ.εν :

Ρηρ.( ί θο° 4 - ρ. 4 - β )^=συν ρ. συνβ — ηρ.. ρ. ήρ.β 
Γσυν( ι οο°-4* p.-4-β) =  —ηρ- ρ- συνβ—συν. ρ. ήρ.β 

Ες-ω ιοου 4 -  (κ — α* επειδή ήρ.( ι ου 4 ~ ρ. ) =» συνρ., 
καί ‘ συν(ιυυ° 4- ρ) — “ 4 /ρ.ρ, επεται οτι συνρ.=)ίρ.α 
καί ήρ.ρ. — —αυνα* άντεισάγοντες λοι.τον ταυτας τάς 
τιχάς εις τάς προηγουρενχς εξισώσει,, εΰρισκορ.εν 

Ρήρ.(α 4 - β)̂ —=ήρ.α ουνβ 4 · ουναηρβ 
Ρσυν(α"4~"β):̂ =συν α συνβ—ήρ. α ήρ-6;
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ΟΟεν βλέπο(/.εν ότι οί τύποι ούτοι, οί όποιοι άπευείχ- 

Οησαν εις τά όρια α «(Λ, β <Β, ήδτ) βεβαιουνται εις 
πλε'ον έκτεταριε'να όρια α < ιοο° +  Α, β <ί Β. Αλλά ρ.ε 
τον αυτόν τρόπον δυνάμεΟα νά. άποδείξω(Λεν ότι υπάρ­
χοντες οί τύποι εις τά όρια α <ί ioo°-f- Λ, 8 < Β, υπάρ­
χουν και εις τά όρια α < ιοο°-+-Α, β ά ιοο0-|-Β* και 
πάλιν υπάρχοντες οί τύποι εις τά όρια α < ιοο°--Ι-Λ, 
β < ι οο°—|—Β, ot t  υπάρξουν καί εις τά όρια α < 2οο -{·- Α, 
β <C ioo°-f· Β, καί νά έξακολουΟήτοψ.εν τον τρύπον τούτον 
του συλλογίζεσΟαι άπροσδιορίς-ως* καί ούτιο ουνάγοροεν τήν 
γενικότατα των τύπων, η ότι υπάρξουν διά όποιανδήποτε 
τψ/ήν των τόξων α και β* διότι, επειδή είναι βέβαιόν ότι 
οί τύποι ούτοι υπάρχουν διά τιριάς των τόξων α καί β ρ.ι- 
κροτε'ρας των ιοο°, δτ,λαδή περιεχορ.ενας εντός του 
ορίου ιυο°* έκ τής είρηαενν;ς άποδείξεως ακολουθεί 
οτι υπάρξουν διά τψ.άς των τόξων α καί β εντός του . 
ορίου 2υο°' καί εκ τής ιδίας άκόρ.νΐ ότι υπάρχουν διά 

#τιρ.άς των ακαί β εντός του ορίου 3 οου καί ούτως εφεξής,
Αφ’ ού άπεδείχΟη ή γενικοτν,ς των δύο τούτων τύπων 

ευκολον νά συναχΟν; ή των άλλων δύο. Διότι επειδή τό 
τόξον α συγκειται άπό δύο άλλα α—β καί β, εχορ.εν εκ 
των άποδειχΟε4ντων τύπων,

Ρή{/.α= ήα(α—β;συν β -ί-'·θυν(α—β /ήαβ 
Ρ τυν α==συ ν(α—β)αυν 8—ή ρ.(α—β)ήρ. β

Καί Οεωοουντες ώς άγνοότους εις ταύτας τάς δύο εα- 
σώ<>εις ήυι(α—β), τυν'α—β), καί έκτελουντες τήν απά­
λειψήν ευρίσκοιαεν οτι

Ρήρ/.(α—β) == ήρ.α τυνβ—ήμβσυνα 
Ρ<7υν(α~^β)=<7υνασυνβ Η—ήριαήριβ

Επειδή δε οί τύποι ε’κ των οποίων ουτοι έ<7υνάχ07(σαν 
υπάρχουν διά κάθε τιρ,ν των τόξο̂ ν ακαί β, λοιπόν
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καί οί συναχύ&ντες υπάρχουν επίσης διά κάθε τιμήν των 
τόξων ά Η«ί β ; eivat δηλαδή επίσης γενικοί ώ; οι -ττρΓ' ;οι 

κ . Εάν έίς τούς τύπους του προηγουμένου άρ-cou 
γένη' β = « ,  6 πρώτος καί ο τρίτος θέλουν δώσει 

ν̂ίμοίσυνα «ονώζ.—ήμ-ύχ.
η μ 2α ™ — — > συν 2 α = -----~------- *

Δια των τύπων τούτων ,εύρίσκεται το ημίτονον γ  \ 

συνημίτονον τόξου διπλάσιου, όταν ήναι γνωςον το ή μ, - 
τονον καί συνημίτονου το,Ο’ άπλού τόξου , ακολούθως < 
τύποι ούτοι χρησιμεύουν §ιά τον διπλασιασμόν «νον 
'τόξου, ( * ) .

Αντιςρόφως διά νά διαιρεσωμεν τόξον δεδομί/ον a 
εις δύο ίσα μέρη, άς (Ιεσωμεν εις τούς αυτούς τύ'.\,, 
άντί του α, ·| α, Οελομεν έχει

α«μ ̂  αουν ^
συνα»52 — “■ημα =  

έκ των ό το ίων συνάγαμεν
ώ’/,μ^ασυντία : -  Ρήμα (ι) , σύνασα—-ήμ? Ια =  Ρσυνα (a) 

περιπλεον εχομεν συ ν'* 4 a  -4- ήμ2 h «==1*" (3)
Τώρα προσΟε'τοντες εις την (3) την (a) καί έκ τή 

ιδίας άφαιρουντες την, έπειτα εξάγοντες την τετραγωνικήν 
ρίζαν των εξαγόμενων, εόρίσκομεν,

ημ s α ~~ (| Ρ 2—  ·' Ρσυνα)
συν Ρ:ί~ΗΡουνα)

τύποι οί όποιοι προσδιορίζουν τό ημίτονον καί συνημί­
τονου της ήμισείας ενός τόξου διά λειτουργίας του συνη­
μίτονου του ολου τόξου.

Ο  Το μ ϊ ' ΐ  ημίτονον ενός νιξον ^ιιτλαοίου αΧλιυ οώκμίνου κα- 
ταοοενάζεται, ώς εκ των τύπων βλεπο-μεν} s<& ζητηΟί {Αία τϊ~ 
τάοτη άνοίλο-νςς των τριών γραμμών P? 2Ϋίμα, οτνα, τό ovwr 
uircvov > ΐ«ν ζην/,δη μία τέταρτη ανάλογος νών τριών γρχμμων 
Γ, σοναΗ”*ίΓ,μ.χ, σονα—ημ*. iVisrx νλν κατασκευήν των γραμμών 
twtojv εοκο’λως κανασκενοΐζίται τ ΐ ν si;  το όποιον ύν/ίκιυν» Ο. Μ*

\ ο



Ούτω κα'μνοντές α ^ ι ο υ 0, η συνα=“=ο, έ'χομεν ή μ, 
5ο°= συν5ο0 =  \/ 4 Ρ >= Ρ ^ /4“ ακολούθως εάν κα'μ,ω- 
μεν α = 5ο°, επειδή c5o0= I )A/s , Οέλορ.εν εχει ήμ
^ ο = |)>/(ΐ__ . x.aUova5° = P / / (t+  4^ 4).

κα\ ΙΙμποοούμεν ωσαύτως νά εϋρωμεν τύπους προσ­
διορίζοντας τάς τιμάς του ημιτόνου καί συνημίτονου τής 
θρασείας ενός τόξου διά λειτουργίας τού ήμιτόνου του 
όλου τόξου, καί τούτο θέλει είναι ωφέλιμον είς πολλάς 
περιζώσεις. Διά νά εύ'ρωμεν τούς τύπους τούτους ας προ- 
σβεσωμεν έκ των εξισώσεων του προηγουμε'νου άρθρου την 
( ι)  καί την (3 ), καί Οε'λομεν έχει

(συν 3 α 4 * ήμ $α)2 — P?'-j- Ρήμ α* έπομ.ένως 
συν ί αΗ-ήμ4 α<=̂=>/(Ρ2-Η Ρήμα) . . .  (4) 

άφαιρουντες δέ έκ της (3) την ( ι)  συνάγομεν
( συν ι α —ήμ i α ) '= Ρ " '— Ρήμα* επομένως

συν ΐ α — ήμ 4 ac==>/ ( Ρ2—Ρήμα ) . . , (5) 
Ηδη προσΟαφαιρούντες την (4) καί ( 5) εύρίσκυμεν 
ήμ 1 α =  - V ( P 2 +  Ρ η μ α Η ^ Ρ ^ Ρ ψ α )  

συν ~ol — \y{V9 4 - Ρήμα) 4 * - ^ Ρ 2— Ρήμα), 
Τύποι οί όποιοι προσδιορίζουν το ημίτονον καί συνη­

μίτονου της ημ.ισείας ενός τόξου διά λειτουργίας του ημι­
τόνου του όλου τόξου.

Τούς δύο τούτους τύπους ημπορουμεν νά βεβαιώσωμεν 
έκ των υ7Ξρων* επειδή άς ύψώσωμεν τον πρώτον είς 
τετράγωνον, εύρίσκομεν ήμ2-α =  |(Ρ κ-\- Ρήμα) + {(Ρ2—
Ρήμα ) — ( Ρ*— Ρ°ήμ 'α) =  ~Ρ2— ^Ρσυνα’ ομοίως
ήΟελαμεν έχει συν2 -̂α — Ρ2 4 - .«-Ρσυνα: εξαγόμενα τά
οποία συμφωνούν μέ τάς τιμάς του ήμ ~α καί συν -α
τάς οποίας εύρομεν είς τόπροηγούμενον άρΟρον. Πρεπει 
όμως νά παρατηρη'σωμεν ότι, έάν συνα ήτον αρνητικόν, 
το ριζικόν Κ(Ρ2—Ρήμα) έπρεπε νά ληφΟή μέ σ/,μεΐυν



ενάντιον εις τάς τιρ.άς του_ ημ -̂α και συν~α, τούτο δε 
ήθελε τρέψει την [λίαν τιρ.ήν εις την άλλην.

a  i>

κβ\ Διά των τύπων τούτων, ευκολον να προσδιορισθή 
τό ημίτονον και συνημίτονου δλων των δεκάτιον του 
τεταρτημόριου.

Και έν πρώτοις εςω ήμ200·~γ’ επειδή τδ ημίτονον 
ενός τύςου είναι τδ ήμισυ της ΰποτεινούσης διπλάσιαν 
τοζον χορδής, έπεται δτι 2χ είναι ή χορδή των 4°°> *ί 
ή πλευρά του κανονικοΟ έγγεγραρ.ρ.ένου δεκαγοδνόυ’ άλλ’ 
ή πλευρά αυτή ίσουται μέ τδ ρ-είζον τμήρ.α τής άκτΐνος 
διαιρεθείσης εις μέσον καί άκρον λο'γον (Γεωμε. βιβλ, 4 > 
προ'. 5 )* εάν λοιπδν γένη ή άκτίς ίση μέ ι ,  Οέλομεν έχει 
ι : 2χ : : 2χ : ι —2χ. Εντεύθεν 4 //>ί=Ι— 9Χ *<*ί 
οντες την δευτεροβάθμιον ταύτην έςίσωσιν εόρίσκομεν χ 
ή ήμ20°~4( — ι-\τ 1/ 5  ).

Η τιμή αυτή ύψωθεΐσα εις τετράγωνον, δίδει ήρ.22θ°
6 —  2 ^  5 ’  Ο ο  5 #

ϊ= ----- -— λοιπδν ι —ήμ/200, ή συν 2θ°:~ _ι6 Γ 7 ι6
Αλλά συνΏα—ήμ2α-~=συν2α, λοιπδν συν4ο° ή ήμ6ο°:~  
4- ^ 4 5 5,---------- =3 ---- -----

ιΰ 4

IIδη εάν εις τους τύπους τρυ άρ. κα* γένη Ρ — ι ,  
α=—20°, καί ήμα;“ |(— l -h/^5 ), θέλει συναχΟτί 

ήμιο°—4 / ^ ( 3  + ^ 5  ) ~  ^ ( d- K d ) 
σ υνιο °=  4 ·+» ) 4 - 3 5 ).

Εάν ρ.ετά ταυτα εις τους ίδίους τύπους κάμωμεν 
α- —6ο°, καί ήμα—  ̂( ι + /^5  ), θέλορ,εν εχει,

ήμ3υ«- =  ̂ ( 5  4 - ) -  1Κ ( 3“ Κ 5)
συγ3υυϋ— r !'''($ 4 - //5) 4 * τ ^ ( 3 —/



Λ<$
Δια των τιμών τούτων καί έκεινων του ^μ5ο° και ν,μ 

ϊΟο°, δυνατόν νά σχηματισΟη ο ακόλουθος πίναξ, 
*4p,o"=!S==rcuvioo<>eiSSSo. ·
όρ.ιο° =  ουν()θ°· ~ ·' /·' , (3’Ή Λ^5)— —/ ^S)  
■//(/.20°'~'συν8ο'> μ(— ι 4-#</Ί>)
^ρ.3ο<'·Τ’"αυν^ο° “  Η- /·''!> —£/'/(3—^ 5) 
ημ/}'υ“ ·■·· ουνβο* =  ί| / '( ιο —3Αχ,3) 
ημ 5ο"· ; '■ ‘jv5° ‘>-"rrr  ̂ 2 
,̂ λ6<>β -·=συν4ο<'ί==?==έΑ'(ι 4 * ^  :>) 
ypt7« ',JWBre ^ 3<)eesaai ^ y( 5 4 -/y/ 5) 4 - )
’όρ/δο*— ( 1 ° 4  2^ 5)
■όρ9(> '™”'συν) ο°·· /-/"(3 4  ; *4 * ^ * (  5—1/ $ )
η μ ι < «>ν ··■■ : <ι υ ν ο ° ··-“ ι

Αί πμαί αυται ημποοουν «κόμη νά άπλουςκυΟώσι (sc 
simplifier ), διότι f/ομεν ^ ( 3  4* ^ 5)* i o 4 -jj£'/a 
και "-· ·}/ ' ίο — ■:/' 21 ό'Οεν βλίπομεν ότι Οεω-
pol/ντες ώς γνιος·άς (^2, ί-^5 , και /^ιο,· δεν με'νίι νά 
κάμωμεν παρά τέσσαρας εξαγωγάς τετραγωνικών ριζών 
διά νά Ιγωμεν τάς τιμάς των ημιτόνων και συνημίτονων 
όλων των .πολλαπλασίων τόξων των ιο°.

κ γ . Λπό τους τόπους τουτου; εξάγονται δυο αξιοση­
μείωτοι συνέκβίαι. ι.«ν επειδή 2ημ4ο° είναι ή χορδή των 
δ<»°? η ή πλευρά του κανονικού εγγεγραμμένου πενταγώ' 
νου, διά τούτο ή πλευρά'αΰτη ίσοΰται μ| ( ίο —2/^5)* 
καί τό τε τράγων··*.· της με. ι ο ~~ Η πλευρά του κα­

ν '>
νονικου δεκαγώνου -~»ήμ so’*-" \(—1 4 * ^ 5 ) , τό τε-
τράγο>νόν της· --|(6-^2Κ $)*. αλλά ·|(ιο—2^5)' — } 4 - 
Κ 6 -^2^ 5)«, Λοιπόν το τ ε τρ ά γω νο ν  της άκ τ ίνο ς  
πλέον τό τ ε τρ ά γ ω νο ν  τη ς π λευρ ά ς  τοδ δεκα« 
γώ νου, ίσ ο δ τα ι με τό τετρ άγω νο ν της πλευράς 
τ ο ν  κανονικού  εγγεγρ α μ μ ένο υ  π εντα γώ νο υ .



*>.Ίj
Εντεύθεν έπεται ότι γνωρίζοντες την ακτίνα ενός κύ­

κλου καί την πλευράν του εις αύτόν εγγεγραρ.ρ.ένου δε- 
καγώνου, δυνάρ.εθα νά εύρωμεν την. πλευράν του κανο­
νικού πενταγώνου* διότι ή πλευρά αυτή ίσούτόα .·/,? την 
υποτείνουσαν ένος ορθογωνίου τριγώνου, του οποίου η 
άκτις καί ή πλευρά του κανονικού δεκαγώνου ηθελον ε ί­
ναι αΐ πλευραί της ορθής γωνίας.

2.<,ν Μεταξύ των ήρατονων των περιττών δεκαδικών 
διαιρέσεων του τεταρτημόριου, ύπάο/ει η άκο'λουθος σχέσις 

r,u.go° ήμ3ο° ήρ. ιο°--ήρ.5<>° ή/oyo0, 
αί δέ άρτιαι διαιοε'σεις δίδουν παρομοίως ήμ(>ο',#·~ημ. 
20° £. I Ιλην οί τύποι ούτοι είναι μερικαί περις-άσεις,
καί νΐρ,πορούμεν νά άποδείξωμεν οτι οσωνδηποτε μοιρών 
είναι τοςον τι χ, έχομεν ημ (ιοο°—χ) “h ημ(20° -4- χ) 
+  «μ(2θ°— y) ^ημ(ηο°— 4- χ).

Τώ οντι, εάν προσθέσωμ.εν τον πρώτον καί δεύτερον 
τύπον του ιθ άρθρου, εΰρίσκορ,εν ήμ(α-4— β )-f·ήμ(α— 
"'-αήμασυνβ* ό τύπος οΰτος δίδει,

ημ(2θ° + χ) +  ημ.(20°—y) ~2ημαο°συνχ 
ήμ(0'ο° + χ)-{-ήμ(6ο0— χ) ^2ημ6'ο°συνχ

Λοιπόν, επειδή ημ6'ο°—ήμ20ϋ =  } , καί συν/ “ ημ 
(ιοο — /), αί δύο αύται εξισώσεις άοαιρεθεΐσαι η μία της 
άλλης δίδουν ημ(ά)θ°-+-χ) 4 -ημ( ΰο°—χ)—ήμ(υο°-{- /) 
—ήμ^2ο°—χ) —ήμ(ιοου—χ)’ τύπος έκ του όποιου συνά­
γεται ό των περιττών διαιρέσεων γενορ.ίνου χ ~  Η>°* 
ό δε των αρτίων , γενορ.ένου χ : -~·ο, καί έν γένει ό τύπε; 
ούτος είναι χρήσιμος διά την βεβαίωσίν των πινάκων τών 
ημίτονων.

κδ . Εάν εις τον τ/ρώτον καί τρίτον τών τύπων του 
ά'ρθρου-ιθ̂ , γένη β:~2α, θέλει συναχθη.

Χ(Α2«ουνα--j- cuv aa γ,μα # ουν χασννα -*r,p.aaif/.x
ημ3αΓ~ --------- -------------- ? συν 3α ----------- - -----------



9.8

αντεισα'γυντες εις τους τύπους τούτους, avu του όμ^α 
και συν ο/χ} τάς εις το κ άρΟρον εΛρεΟείσας τιμάς, και 
άπλους"εύοντες τά εξαγόμενα διά Μέσον τ9ί: έσισώσεωσ
. 9 . υ ,τ-.ο. , , .  1Ύ\ιι α-+- συν a ri™ P  , ενρισκομεν

,',τ.μ 1
ή μ.  ̂χ-“—3ήμα —

■>

4 συν' *
συν3α ------3συνα.

Οί τύποι ούτοι οίτινες χρησιμεύουν διά τον τριπλα- 
σιασμόν των τόξων, ή μπορούν ωσαύτως νά χρησιμεύσουν 
καί διά την τοιτομήν των ή την εις τρία ίσα με'ρη διαί- 
ρεσίν των. Τω οντι εάν γένη ήμ 3α ~γ καί ημα7"^/ , 
θέλει προκόψει η εξίσωσις γΡ ;!̂ =:31>0'χ—4 χ\ διά τ'^ 
οποίας προσδιορίζεται η τιμή τής χ. ΟΟεν βλέπομεν οτι 
το πρόβλημ.α τής τοιτομής τής γωνίας, άναλυτικώς Οϊω- 
οούμενον, είναι του τρίτου θαΟμοΰ.

Εάν εις τούς ίδιους τύπους του άρθρου ιθ , κάμωμ.εν δια- 
δοχικώς β· —3α, β~=4,χ> κτλ. θε'λομεν έχει τά ήμίτονα 
καί συνημίτονα των τόξων 4α, 5α, κτλ. εν γενει, δηλαδή, 
τά ήμίτονα καί συνημίτονα των πολλαπλασίων του α. 
Αντις*ροφως οί τύποι οί όποιοι χρησιμεύουν διά τον πολ­
λαπλασιασμόν των τόξων, δίδουν τάς εξισώσεις διά τήν
διαίρεσιν δεδομε'νου τόξου εις ίσα μέρη* τουτεςπ δια τήν 
προσδιόρισιν τουήμα ή συνα γνως·ου του ήμνα ή συν.να.

κε . Ας άναπτύξωμεν ακόμη τάς τιμάς του ήμ5α καί 
συν5α, καί ποός τούτο άς λάβωμεν τους τύπους

ή μ. 3α συν ι% -4-συν 3 α ίμ  ι  ά 
ήμ(3α—|— 2 α)~~ ~

συν 3α συν s>*— ήμ 3α ίμ. αα
συν(3αΗ- 2 α)— Γ>~"



,. , , νΝ *9
Καν αντεισάξωμεν τάς ήδη εόρεΟείσας τιμάς εις το<

Λ^ρα κ καί κδ , Οελομεν εχει, μετά τάς άναγωγάς,

ή μ 5 α 5 ήμα*
?<>ΐ|χ*Λ ιΐΐήμ̂ α 
' ι>? + ~ ιΓΓ"

συν5α~— 5συνα—
ζ ο σ υ ν  λ

F
ιΓ>συν’α

Γ2 * Ι>*
ΟΟεν βλε'πομεν ότι τό πρόβλημα της πεντάτομης 

τής γωνίας ήΟε)εν είναι του ί  βα()μου, καί ούτως του ζ, 
ια , ιγ δια τας διαιρέσεις τής γωνίας εις επτά, εν δέκα, 
δεκατρία ϊσα μέρη, κτλ.

κς·. Λς ζητηΟη, παραδείγματος yapiv, ή ώς εγγιςα 
τιμή του ήμι° με'γρι δεκαπέντε δεκαδικών, τό όποιον 
ζήτημα ήμπορεί να ήναι ωφέλιμον διά την κατασκευήν 
των πινάκοιν των ημιτόνων. \ί εις άρ6. κβ εύρεΟεΐσα 
εκφρασες του ήμιου, ctvayOeioa εις δεκαδικά, ύποτεΟείσης 
τής άκτί^ος Ρ -~ι, δίδει ήμιο" ~ ο .ι56434485ο4 ο2 3 Γ 
εντεύθεν, δια του τόπου του άρ κα*, συνάγ§ται ήμ 5υ- : - 
υ. 07842901^727845.

Κς-ω τώρα ή μ ι°-— χ, πρέπει, διά νά ευρωμεν χ νά 
λόσωμεν την έζίσωσιν

ι6χ5—2οχ3 4 - 5χ =~ο. 0784^909^7^7^43.
Καν, συντομίας χάριν, κάμο>μεν τό δεύτερον μέλος ~~γ, 
Οελομεν έχει περίπου 5y — 2oy3 ^ y y καί y-^1-^γ 4- 4 

(^γ)Κ  Λλλά ~γ "-υ. o i5 (jy i8 f9 i καί 4(5-7)^” °· 
οοοοι 5456* εγομεν λοιπόν διά πρώτην προσεγγισιν, χ=»ο. 
015707272, τιμή ή'τις είναι εσφαλμένη εις τό όγδοον 
δεκαδικόν ψηφίυν. Διά νά ε/ο>μεν μίαν άκριβες-έραν, κα- 
λοΰμεν y ~  ο. 0157073-4-'ψ’ άντεισάγοντες την τίμν'ιν 
ταυτην εις τήν προτεΟείσαν έζίσωσιν, καί' παραμελουντες 
τό τετράγωνον καί τάς ά'λλας δυνάμεις του ψ, Οελομεν
έχει ο. ο7845()οο()424927 4 · 9^ 20Ι7Ψ~“ °* ° 7^
459095727845* οΟεν ψ ~<>. oojoooooi7 3 118207, καί 

y ή ήμ ι°- —ο. 0157 07 3 17 3 1 182 07  *



3ο
Απύ το ημίτονον της ι" η των ίου', ηΟελον παρομοίως 

συναγΟη τά ημίτονα των 5ο , των ίο  , των 5 , καί τέ­
λος το του ι .

κζ . Λ~ο τους τόπους του ιΟ άρθρου εξάγονται πάμ- 
πολλαι συνεπειαι, έκ των όποιων αρκεί” νά άναφέρωμεν 
τάς μάλλον εν χρη'σει’ εν πρώτοις εξάγονται οί ακόλουθοι 
τέσσαρες τύποι,

ημ α συνβ=-·|Ρ ήμ(α-μ β)-Η |Ρ ημ(α—β) 
ημ β συνα ~ ΐΡημ(α  4  β)—=Ρημ(α—β) 
συν α συνβ=—|Ρσυν(α— β )-}-|Ρσυν(α·4—β) 
ημ α ή μ β =  \ Ρσυ'/α—β)— \ Ρσυν(α -μ β)

Χρήσιμοι διά την τ* ροπήν ενός γινομένου πολλών ήμι- 
ττο'νων η συνημίτονων, εις ημίτονα καί συνημίτονα γραμ­
μ ικά  η πολλαπλασιαζο'μενα μο'νον επί ς-αΟερών.

κη/. Εάν είς τους τύπους τούτους γένη αΗ-β =  π,
J. TC 4  'Λ TC--

α— β ~-κ. καί τούτο δίδει α==----- > β =» ------> θέλει2 Γ 2
συναχΟη,

ημ π —f— νόμ κ = ρ ημ \ (π 4 - κ)συν { (π—κ) 

ή μ π—η μ κ - - ~ η μ  ·| (π—κ)συν | (π -4 κ)

συνπ 4  συν κ -συν | (π—h κ)συν \ (π—κ)

συν κ—συν π =  - ημ | (π 4  κ)ημ j  (π—κ)
♦ *

Νέοι τύποι τούς οποίους συχνάκις μεταχειριζο'μεΟα είς 
τούς τριγωνομετρικούς υπολογισμούς διά νά άνάςωμεν 
δύο ο ρ ο ύ ς  είς ενα μόνον.

κΟλ Τέλος. από τους τελευταίους τούτους, διαιρούν
ν,μ α Ιφ α Ρ

I.C,

καί άποβλέποντες είς τό οτι 
μεν τούς ακολούθους:

συνα <υναν°"



ημπ—ήμκ συν ‘ (·“ 4- κ)ν)μ[{κ—κ) εφ
ψ ~ “1“ ημκ ημ J (π Η- κ) «φ § (π 4 -  κ.)

•ο ;<

συνπ -f- συνκ συν ί· (π 4~κ)
η μ 1C ~h ημ κ CUV I f 1

Ρ
» Λ» / σφ I (■π—κ'·

συνκ—συνπ η μ Μ π —κ) Ρ χ
ημ π — ημκ _ήμ ■£ (ίϊ—κ) _ εφ | (π—κ) 
συνπ4 συνκ συν > (π—κ) Ρ
ημ π — ημ κ  συν | (π 4 -  κ)  σψ \ (π 4 “ κ)
συνκ—συνπ ημ £ (π 4  κ) Ρ

συνπ 4-  συνκ συν1(π 4  κ) συν1. !-— κ) σφ^π-Ρ-κ)
συνκ—συνκ ήμ,^ίπ—Ρκ) η μ ί (κ—κ) εφ ί (π—κ)
ημ ( π 4 - κ ) 2 ·(\μ I{~-'r-y? συν % (π4  κ)  ^συν\(π_j_ κ)

' ί ρ τ ϊ ι ρ .  ?.ημ*(π4 -κ)συν Α(π—κ)τ συν|(π—κ)
η μ (π 4 κ )  2ημ τ(π 4  κ)συν](™4 κ)  ̂ *όμ1 (π 4 -κ)

ημπ—ήμκ ?.ήμ > ζ”π—κ)συν ϊ ( π  +  κ) ή μ ? ( π—κ)
Τύποι οϊτινε; εκφράζουν τόσα θεώρηματα* έκ του 

πρώτου επεται ο τι το α ■) ρ ο t σ μ α τ «.«> ν ή μ *. τ ο ν ω.ν $ ύ ο 
τό ξω ν ε ίνα ι προς τη ν δ ιαφοράν τίον ί ί ίω ν  ήμ ι. 
τόνων, ώς ή Ιο α π το μ ενη  τού ήμιαΟοο ίσμ ατος 
των τόξων ε ίν α ι προς τη ν  ε’ φ α π το μ ένη ν  τη ς 
ή μ ι διαφοράς τω ν .

λ\ Εαν εις τούς τύπους των τριών προηγουμένων άρ­
θρων κάμωμεν β =* α, ή κ==ο, 0ελομεν έχει τα ακόλουθα
εξαγόμενα;

2cov_aass=s,jP i 4* ΙΡσυναα 
. α η μ «4'ί __ι τίΟ J τη-----.-.Ι/ — "Ρσυν?.α

Ρ 4  συνπ
. 2 (> · · ί?
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-συνττ

νήμ. 1 τι συν ί Γν
»μ Γ. ~

χμ. X έφ «

Ρ +  συνπ 
•ήμ. X

Ρ
G'f 1 π

σφ i π 
Ρ

Ρ—συν π Ρ εΦ*Γ
Ρ-Κουν χ σφ2 1 χ 1*
Ρ —συνπ Ρ 1 εφ i π

νά άναπτύςωμεν καί μερικούς
προς τάς εφαπτομε'νας, ας Οεωρνίσωμεν την έκφρασην έ? 

Ρίμ. (α +  β)
(a—f—ο)-— -Γ , ην" εις την οποίαν η
τιμών τον η μ (a -f- β) νΛί συν (α *+- β), δίδει

άντείσαξις των

Ρ  ( ·ήμ α συν β-+- ιήμ. β συν α )
εφ (a ~r β ) = ---------- «" ~ν̂ Γ<--------1 / συν α συν β —  γιμ. β »u. α

. , ■’’F- αΑλλά — :
συνα

Ρ εφ α συν α εφ α __
—— η ημ α =  ———  και ήμβ '

g £φ άντεισάγοντες ταύτας τάς τιμάς καί διαιρούν τες
ρ

έπειτα ολους τους ορούς διά συν α συν β, θέλομεν εχει

l ,a ( εφ α + έφ β ) 
Ρ2 — εφ α εφ β

Αυτή είναι η τιμή της εφαπτομένης του αθροίσματος 
δύο τόξων, έκφραζομένη διά των έφαπτομένων έκάς-ου 
τούτων των τόξων. Ομοίως ηθελαμεν εύρη διά την έφαπ- 
τομε\ην της διαφοράς των

, (  κ-x Ρ2 ( 6> * ~  *’? Ρ ) .εφ (α—- ) . α

κί\
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Εςω (3 ~α, εχομεν Οια τον διπλάσιάσμόν τών το-

ξων τόν τύπον
Ν 2ρ
εφ 2α ! ^Ρ2 —εφα

καί εντεύθεν *

I»2 ρ-·
σφ 2α εορ ;> . α \4 2 e<pα

<

8 II 1 σφα—Ίεφα,
Ες-ω β ~  2α ,  Οέλομεν εΧδι διά τόν τριπλασιασμόν

των τον τύπον :

εφ 3cr
Ρ^ ( έφ α *Η ί’φ ?.«, )

Ρ ' — έφ α έφ αα
ό'ς-ις μετά την άντεισαγωγήν της τιμής της εφ 2 α, 

τρέπεται εις
3Ρ'̂ ’φ α.~—ΐφ') αΛ Ο * Τ ·

εφ 3α · =  — ^ ϊΤ ΊΓ "

λβ . H Ανάπτυξις των τριγωνομετρικών. τύπων, θεω* 
ρουμε'νη καθ’ όλην της τήν γενικότητα, σχηματίζει άξιό- 
λογον κλάξον της άναλύσεως, περί του όποιου ήμπορεΐ 
τις να συμβουλευύή τό εξοχον σύγγραμμα του Εύλη'ρου 
(E uler), ε’πιγραφόμενον inlrocluclio in analysin infi- 
mtoruni (εισαγωγή εις την των Απειόος-ών άνάλυσιν) 
η την μετάφρασίν του υπό του Κ. Λαβεύου (Labey). 
Κρίνομεν όμως αναγκαίο ν να άποδείξωμεν ακόμη τούς 
τόπους οί όποιοι χρησιμεύουν νά ε’κφράσουν τό ημίτονον 
καί συνημίτονου ενός τόξου διά λειτουργίας τού τόξου, 
τύποι των οποίων η γνώσις υποτίθεται εις την Ε ση- 
μείωσιν, καί οί όποιοι περιπλέον είναι αναγκαίοι διά την 
κατασκευήν των πινάκων.

Καί κατά πρώτον ύποτεΟείσης τής άκτίνος = ι ,  ή 
οποία ύπόΟεσις δεν μεταβάλλει τήν γενικότητα των εξα ν̂ 
γομε'νων, εχομεν τον τύπον συν2Α + ήμ“Α ~ ι*  άς κα- 
λέσωμεν διά μίαν ςπγμήν συν'ίΑ4*ήμ*''Λϊ= ο , συνάγομεν

3



συν *'j\r=rr—ήμ 'Λ* οΟεν σΛ =  rb r,y.\l·'—ι ’ έπομενως 
σ .\ -+ ^ —— ϊ Λ, συν Λ — Ζ 7— ιν,μ.Λ είναι οι <̂υο πα­
ράγοντες του πρώτου ο.ελους τν,'ς είρ/μέν/,ς εξισώσεως* 
λοιπόν το πρώτον τούτο μέλος είναι το γινόμενον των 
υ̂ο τούτων κατ'έπίνοιαν παραγόντων* ομοίως &ιά εν άλλο 

τόξον Β, ηΟέλαμεν έχει, συνΒ-4—l·'—νίμΒ, συνΒ —Ί / —\ 
τΐρ.Β (hoc τους δύο παράγοντας του δυωνύρ.ου συν β 4- 
άμ.'Β. Εάν πολλαπλασιάσωρ.εν όμού δύο όρ.οίους παρά­
γοντας συν Λ Η- l·''—ι υ,ιλ Λ, συνΒ- f - ^ —ιάμ.Β, το γινό­
μενόν των Οελει είναι σννΛσυνβ—νψ-Α/ΐρ.Β 4- ( άμΛσυνΒ 
4- τ,αΒσυνΛ}//7—ι,  καί έπομε'νως άγεται εις τ/,ν μυρ- 
<py,v συν (Λ 4 - Β) -Η 1/ —ι //{Λ (A—I—13), ή οποία είναι όμ.οία 
με τ/,ν (Λορφάν έκάς·ου των παραγόντων. Εν γένει λοι­
πόν εγομεν
(συν Λ 4- ί-/— ι ήρ.Λ)(συνΒ 4 - ί/ — ι r,p.B)~ συν(Α 4- 13) ι -  
/ —  ΐγ,μ(Α-4—Β)*
βςω A 4- Β =  A , καί άς π ολλαπλασ ιάσ cv ρ. ε ·>ουνΛ -f- ήρ. 
AV' —ι, επί συνΓ4“ ήρ.Γ/̂  —ι ,  ευρίσκυρ.εν ωσαύτως 

(συνΑ'4 - ή μ —ι) (συνΓ·4->ίρ.Γ, - — ι) 
ϊ—συν(Α,-4-Γ ) 4~ ημ(Α* 4 -  Γ)/'' — j 

καί έπομε'νως
(συν A 4 - Ϋ,μΛ*̂ ·— j  )(συνΒ 4 “ όμΒ ’ ' — ι)(συνΓ -r όρ.Γ 
/'' — ι ) συν( A 4— Β 4- Γ) 4- ημ.( A 4 - Β 4 - Γ)/^— ι . 

Εν γένει ες·ω εις άριθρ.ός ν· τόξων Α, Β, Γ . . . 11, 
ενορ.εν προφανώς τοότο τό έξαγόρ.ενον 
(συνΑ*4- ήυΛί/—ι)(συνΒ4-7(ριΒ// —ι)  . , (συνΓί 4 - 
Υι[λΙΙ!/— ι^= συν(Α  4 * Β 4 - Γ 4 - . . . .  4-Γ ΐ)4-όμ 
(Α 4- Β 4 -Γ -4-  . . . 4- Π) 1/ —ι

Είναι αξιοπαρατηρητον δτι ό πολλαπλασιασμός των 
τοιούτων ποσοτήτων έκτελεΐται διά τ/ίς προσΟεσεως των 
τόξων, καθώς ό πολλαπλασιασμός των αριθμών διά τό; 
ποοσΟέσεως των λογαρίθμων των' εάν τώρα εις Την άνω-



Γ» ,‘ l

τερω έςίσωσιν καλέσωμεν Α -—Β=ΟΓ . . . .  ΙΓ 
συνάγουν Α-4 - Β 4 Γ-}- . · . -f~ ΓΙ — νΛ ’ επομένως 
(συν Λ Η— —ήμΛ)' — συν. νΛ - h i ' '— ιήμ νΑ ( ι )

Επειδή ό τύπος ούτος είναι αληθής, οποίον και αν

ηναι το τοξον Λ, δυνάμεΟα να άντικατας·ήσω μεν άντί 
Λ, Λ, καί εύΟυμούμενοι οτι συν (— Λ) — συνΑ, ή μ (—Α) 

ή (Λ Λ, συνάγομεν τούτον τον νέον τύπον 
(συνΑ /y— ιή{/.Α)ν => συν.νΛ—//—ιήμ νΑ (^) 

προσΟαφαιρούντες τας δυο ταύτας εξισώσεις εκ των ό­
ποιων ή μ,ία είναι συνέπεια τής άλλης, συνάγομεν τάς 
τιμάς του ή μ ν Α καί συν ν A : τουτ’ εςι 
συν.νΑ==Ι(συνΑ4 -Α'-—ιήμΑ)* 4-] (συνΑ— / — ιήμΑ)ν

ήμ. ν Α "  ( συν A 4- / "— ιήμΑ)ν
(συνΑ—^ —ιήμΑ)ν

λγ . Εάν τάς αύτάς ποσο'τήτας Οελωμεν νά έκφράσω" 
μεν διά σειρών, πρέπει νά άναπτύξωμεν διά του τύπου 
του δυωνύρ,ου (συνΑ 4- —ιημΑ )ν* έκτελουντες τήν 
άναπτυξιν ταύτην εόρίσκομεν

συννΑ -f- r συνν 1 Α ή μ Α Κ —- ι —- -

V · V---1 . ν---2

ν·ν-
συν ΑήμΛί

Ι· 2· 3 
ν— 4 α .«..4

συνν~ 3Αήμ3Α//—ι -b
ν·— ι ·ν— 2.V— 3

2 . 3. Λ
συνν *Αήμ4Α-Η κτλ.

ΟΟεν βλέπομεν ότι το ξετύλιγμα τούτο σύγκειται άπυ 
δύο ξεχώριζα μέρη : το εν είναι πραγματικόν καί προερ- 
γεται άπό τήν ένωσιν όλων των ό'ρων των ανεξάρτητον 
άπό //— Γ τό άλλο κατ’ επίνοιαν, καί προέρχεται άπα 
τήν ενωσιν των ορών οίτινες περιέχουν —* απο άλλο
μέρος επειδή τό ξετύλιγμα τούτο έκφοαζει την τιμήν 
τής έκφράσεως συν.νΑ ·— ιήμνΑ* δια τούτο τό



πραγματικόν ρ.έρος της έκφράσεως πρέπει νά ισούται pi 
το πραγρατικον του ξετυλίγρ.ατος, και το κατ' επίνοιαν 
pi τό κατ’ επίνοιαν' έχομεν λο'-πον

ν ν — ι __ ν.ν —  ί·ν— 2 .V —  3Λ _____ V A _____ ΓΡI1\Λ X Α.*·.·νσυν.νΑ^^συν Α* X · 2•συν Αήμ A -h
χ ♦ ?. · 3 . 4

συνν *Α ημ'1Α— κ.τ.λ.
ν.ν- ι·ν— 2 ν *

ι . 2 .3 'συν Αήμ'Α-1-τ,μ. νΑ:~ ν συν ΑήμΑ- 
κτλ,
σειραί των οποίων ύ νόμος είναι εύκατάληπτος, καί διά 
των οποίων εΰρίσκεται το ηρ,ίτονον καί συνηρ.ίτονον ενός 
τόζου πολλαπλασίου του α με περισσό τέραν ταχύτητα 
παρά διά των εργασιών τάς οποίας έσημειώσαρ.εν εις το 
κδ άρΟρον.

λδ\ Επειδή έχομεν ηρ.Α^συν ΑεφΑ, εάν εις τάς α­
νωτέρω σειράς αντί ήμΑ Οεσωρ,εν ταύτην την τιμήν, καί 
αντί των διάφορων δυνάρεων του ημΑ, τάς δυνάμεις 
της ιδίας εύρίσκομεν

ν . ν— ι 2 * ν ·ν— ϊ . ν—a· ν—3
συν.νΛ-“ συν Α (ι— ~— ----ε(Ρ Α_μ,I» ■ 2 ι . 2 .  3 .4

V-V— I . V ·—’2

X. 2*3
ε<ρ3Α 4 -  κ τλ

εφ4 A -— κτλ )

ημ.νΑ-~συννΑ ( — -1 I
XΕς·(β ŝ==~^4 άντεισάγοντες ταύτην την τιμήν, καί φυ- 

λαττοντες μ’ δλον τούτο τον παράγοντα συννΑ, Οιλομεν 
% 1·

εφ*Α

Α4 κτλ )

χ·χ— A Λ 2α  , XX"
I  .  2* Λ2 + ' « ·

X . έ<?Α Χ·η Α.χ 2 A
X Λ χ. a· 3

2 . 3 »



h
Ας σημειόσωμεν τώρα ότι επειδή αί τρεις ποσότητες 

Λ, χ καί ν συνδέονται διά της σχέσεως νΑ^=χ, δυνά- 
μέθα νά μεταβάλλωμεν ν καί Λ, ώςε το γινόμενόν των 
χ νά μένη ς-αθερον* διότι εάν λαβωμένη παραδείγματος 
χάριν, διά Α μίαν σειράν τι ίλών κατ’αρέσκειαν, αί άντι- 
κείμεναι τιμχί του ν εις ταύτας τάς τιμάς του Α καί 
εις την ς-αθεράν τιμήν του χ, συνάγονται ε’κ της σχέσεως 

X ΟΟεν εις τους ανωτέρω τύπους δυνάμεθα νά λά·

βωμεν Α κατ’ αρέσκειαν. Εάν ύποθέ^ωμεν Α πολλά μι-

κρον, τότε — ηγουν ό λόγος του τόξου Α προς την

έφαπτομένην του, πολλά ολίγον της μρνάδος θέλει δια- 
φέρει, διότι η εφαπτομένη τόξου μικρότατου είναι σγε- 
δόν ίση με τό τόξον. Μ’ όλον τούτο έν οσω τό τόξον δέν 
είναι μηδέν εγομεν έφΑ\Α* καί τούτο είναι φανερόν* 
διότι ( σχ. ι ) τό τρίγωνον ΑΤΓ είναι προς τον τομέα 
ΛΓΜ : :  AT X U r  : AM XΙΑΓ : :  AT : AM* καί επειδή
ΑΤΓ > ΑΓΜ, ακολουθεί δτ  ̂ ΑΤ> AM* συνάγομεν λοι-

Λ *φΑ w *
πόν εφΑ> A Ύι ~γ~> X* ένταυτω εχομεν Λ> ημΑ* καί

τούτο διότι τό τόξον MAN είναι μεΐζον της χορδής του 
ΜΝ* λοιπόν ΑΝ ημισυ του τόξου είναι μείζον της ΛΙΓΙ 
ημισείας της χορδής* όΟεν έν οσω Α δέν είναι μηδέν 
εχομεν Α > ημΑ’ επειδή δε έφΑ==εφΛ* διά τούτο

— < - —’ —; X---- - εντεύθεν βλεπομεν οτι ο λο-^ Ν «£._ Λ A y»lluA 1 Iτ,υ,Α ουνΑ

ίοΑ < /γας ~·- πάντοτε περιεχεται μεταςυ των ορίων ι και ^  ν

καί ότι άκαταπαύς·ως τείνει προς την μονάδά όσον συνΑ 
πλησιάζει προς αυτήν, η όσον τό τόξον Α 7:λησιάζει νά 
γένη πάσης δεδομένης ποσότητας έλασσον* όταν λοιπόν
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Λ φΟάση εις τούτο το οοιον, τότε ό λο'γος - ακριβώς
είναι ίσος μέ την μονάδα: μέ άλλους ορούς όταν

«φΛ
Λ = ο , τυ'τε συνΛ =  Γ καί ==ι. Κάμνοντες λοιπόν 
Α = ο > Οέλομεν έ/ει2* . , χ , χ χ
συνγ=συν Α( ι— 4~----- -------—------------ 4- κτλ'1,

Λ V *·«· 1.2-3 .4 C 9 . 3 . 4 - 5 .  β τΛ>
ν / χ'5

ημγ~συν Α( γ— ~Γ 4- ~ Γ — κτλ )r x  * i . a . 3  ι .  2 . 3· 4* 5 '
Μένα να ίδωμεν τί γίνεται συν νΑ, όταν Α σμικρύνη
μάλλον επί μάλλον, καί τε'λος γένη μηδέν. Τώρα ε/ομεν

οονο-  ~  δια'Α~=ι 4 - εφ̂ 'Λ* λοιπον συνΑ ~ (ι 4 - ε<ρνΛ)*

 ̂ V ♦ ν""| ” 2»
λοιπον συνν A ·■= ( ι 4 -  εφ2Α)“— 1 ~εφ^Α *+· 2. 4 εφ'Λ

y
__χτλ. αντί ν άττε ισάγοντες την τιμήν του Οέ*

λομεν ε/ει

συν
λ ι  £92λ . x-x + aA^a £Φ4 Α 

Α = ι -----A .—j- - t ------- :------Λ ----- 77, —  *τλ.2 Δ 2· 4 Δ
Εάν τώρα έννοησωμεν οτι Α άδιακοπως σμικρύνει, έν 

ώ γ μένει το αύτο, ή τιμή τού συννΑ άδιακοπως πλη­
σιάζει προς την μονάδα’ καί τέλος, όταν Α-·=ο, τότε 
συν^^^ ι* έπειδη εις την ιδίαν ύποΟεσιν =  ι ,  Αοι-

Λ
πον εχομεν τούς τύπους

συνχ™ ι

W tr^'L

λ
1.2

X3

4 Ο7. 7. ____ 4 * κτλ.
ι .  2 · . 3 ·  4  ι . 2 . 3 · 4 » 5 · 6

- τ-  4 -
7:

ι .  2· 3 ι ·  2· 3. 4· 5

* διά — ' -

~— κτλ.

ι̂ά των όποιων ημπορούμεν νά λογαριάσωμεν τό ημά



τονον καί το συνημί τονον ενός τόξου όταν ίδωμεν τό 
μήκος του όεδομένον είς μέρη τής άκτΐνος ειλημμένης 
ώς μονάδος.

Σημείιυσις. Είναι αξιοσημείωτον οτι τό ξετυλιγρ,α τού 
συνημίτονου περιεχει τάς άρτιας δυνάμεις τού τόξου* 
έκεΐνο δε τού ημιτόνου τάς περιττάς. Τω όντι όταν τό 
τόξον άλλάσσρ σημ,εΐον καί άπό θετικόν γίνεται αρνητικόν, 
το ημίτονόν του πάσχει την ιδίαν μεταβολήν' πλήν φυ­
λαχτεί την ιδίαν αριθμητικήν τιμήν, όταν τό τόξον άλλην 
μεταβολήν δεν πάσχη παρά τήν τού σημείου. Επρειει, 
λοιπόν καί τό ξετυλιγμα τού ημιτόνου νά εγη τήν αυτήν 
ιδιότητα. Τώρα τούτο ακολουθεί όταν το ξετυλιγμα πε- 
ριέ/η μόνον περιττάς δυνάμεις τού τόξου' εξ ε’ναντίας 
όταν τό τόξον μεταβάλλη σημεΐον, τό συνημίτονου oyi 
μόνον φυλάττει τήν αυτήν αριθμητικήν τιμήν, άλλα καί 
τυ αύτό σημεΐον. Εκ τουτου επεται ότι τό, ξετυλιγμα τού 
συνημίτονου επρεπε νά περιέχη μόνον άρτιας δυνάμεις 
τού τόξου.

λε\ Αί άνιοτέρω εύρεθ είσαι τιμαί τού ημιτόνου καί 
συνημίτονου ήμπορουν νά έκφρασΟούν μέ τρόπον σύντομον, 
διά των εκθετικών. ΓΙρ ός τούτο πρέπει νά εύΟυμηΟώμεν 
οτι εάν ε παρ^άνη τον αριθμόν του οποίου ό υπερβο­
λικός λογάριθμος είναι ή μονάς, έχομεν

30

Ο) ω
ζ Η-

ω* ω
ι· ■?. 4 -

Εάν, εις τούτον τον τύπον γένη ω— f/  — ι ,  προκύπτει
ι « 2 . 3  , ι .  2 ·  3 ·  4

-f*’ κτλ.
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Ccipai των όποιων τα δεύτερα μέλη είναι αί εύρεΟεισαι 
τιμαί δια συνχ καί ήμχ. Λοιπόν εχομεν

yy —ι —7y —ι χ ^ —ι —yy ' —i
e 4* * , ε —  e

συνχ ~  :
χ/^~ ι —'ίΡ '̂ J

εντεύθεν, Μχ
ίκ  --]

ι εφχ,
συνχ

+
τύπος του οποίου έκάμαμεν χρνίσιν εις την Δ σημείωτιν. 

Οΐ αυτοί τύποι δίδουν ε*·^" Ι =  σ υνχ 4 -^ —ι ημχ, 
ε 1 ^^συνχ— —ιήμχ* λοιπόν διαιρουντες την

(λίαν διά της άλλης ευρίσκομεν, ε 1 - —
C»«X ί μ χ  ■ + y — l !-'ty.

// '-ιί!1χ ·= ^«μβανοντεί xcuiXo-.cuv χ

(r ϊφχ\
_ιεφ/ / 'γαρι

Αλλ’ είναι γνως-ον δτι λογ,
( f i f ) -

» 5
2ω 4 “  3<Ρ 4 - ,-ω

,4 -  κτλ. αντί* ω Οέτοντες λοιπόν I/-— ι έφχ, καί διαι- 
ρουντες άμφο'τερα τά ρ.έρη διά 2 ί^ - ι ,  ευρίσκομεν



Χ~έφχ— i eVx-H-g έ^χ— ^φ ’ χΗ- κτλ.
Τόπος άπλοός-ατος, χρη'σιμος διά την προσδιόρισιν του 

μη'κους ενός τόξου ή έφαπτομένη του οποίου ε^αι γνως·ή, 
και μικρότερα μονάδας’ διότι όταν αΰτη ήναι μείζων μονά- 
δος, οι όροι της ανωτέρω σειράς γίνονται πολλά μεγάλοι, και 
ή σειρά δεν είναι ποσώς κατιουσα' και τέλος γίνονται άπειροι 
όταν ε’φχ—· °0.} καί τότε ή σειρά δεν είναι ούδεμιάς γρήσεως.

λς:. Διά νά έφαρμόσωμεν τους ανωτέρω τόπους εις 
την προσδιόρισιν του ημιτόνου καί συνημίτονου ενός τό­
ξου τό όποιον δίδεται εις μοίρας καί μέρη της μοίρας, 
πρέπει νά εχωμεν τό μήκος τούτου του τόξου έκπεφρα- 
σμενον ίδιά μερών της άκτίνος, η, όπερ ταύτόν, τον λό­
γον τσυτου του τόξου προς την ακτίνα. Τώρα, ουσης 
της άκτίνος ι , η ημιπεριφέρεια η τό τόξον τών 2θθ°= 
3 . i 4 i >̂9 2^ ^ 5B979^2· (> άριθμός ούτος —π* επει­
δή εν τόξον όσωνδη'ποτε μοιρών περιέχετοα εις τον τόπον 
μ . ιοΟ°, διά τούτο τό μήκος τούτου του τόξου συνά-
V

γεται απο του τυπου εάν λοιπόν εις τους άνω-
μ. Ίΐ ·

τερω τόπους κάμώμεν Χ~ "  ’ ~  * ακολούθως θέσωμεν
την τιμήν του π , καί λογαρια'σωμεν τους συντελες-άς 
μέγρι δεκαέξ δεκαδικών, Οελομεν έχει τους ακολούθους 
τόπους.
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/£Τά ημίτονα καί συνημίτονα των τόζων εκ τοΰ μη - 

δενός μέχρι των 5ο° συμπεριλαμβάνουν τά ημίτονα καί 
συνημίτονα των τόξων επέκεινα των 5ο° μέχρι ιοο°’ διότι 
έ'χορ.εν ημ (5ο° -μ-ω)=συν ( 5ο°— ω) καί συν (5ο° -{- ω) 
Γ=ηρ,(5ο°—ω)' ό'Θεν γνωρίζοντες τά συνημίτονα των τόξων 
εκ του ο μέχρι 5ο° -γνωρίζομεν τά ημίτονα των τόξων 
επέκεινα των 5ου μέχρι ιοο°* καί παρομίως γνιορίζοντες 
τά ηρ.ίτονα των το'ξων έκ του ο άχρι υο° έχομεν τά 
συνηρ.ίτονα των τόξων επέκεινα των 5ο° μέχρι των ιοο°* 
ώς-ε βλέπομεν οτι αρκεί νά λογαριάσωμεν τά ημίτονα 
καί συνημίτονα των τόξων των περιεχομένων μεταξύ ο 
καί j*o°, διά νά εχωρ.εν τά ηρ.ίτονα καί συνηρ.ίτονα των 
τόξων των περιεχομένων μ.εταξυ ο καί ιοο°* έκ τουτου 
έπεται ότι εις τους τόπους οί όποιοι δίδουν τάς τιμάς 
τοΰ ημ.» j*_ ιοο° καί συν. μ_ ιοο°, πάντοτε ημπορουμεν

νά ΟποΟέσωμεν < i*  τοτ’ ες-ί νά δώσιυμεν τιμάς



εις μ_ περιεχομένας μεταξύ ο και J
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ώς-e αί σειραί Οί*

λουν είναι τόσον κατιονσαι ήσυγκύπτουσαι (convergenles),
ώ^ε αρκεί να λογαριασΟη μικρότατος αριθμός ορών, όταν
μάλιςςα δεν ή ναι χρεία πολλών δεκαδικών.

, ,  ̂ f, μ ι  a 3
Lav κάμω μ εν υιαοονικώς =  ν.·~ ·?=■-- 5 ---' ** W ΤΟ ΙΟ I «>

I ο t ο
0ελομεν εύρη τα ακόλουθα εξαγόμενα:

ήμ ίο'* — συν yo<! — ο. ιύ(>4344ί>ύο4<>23ί 
νόμ 2ο!> =  συν So11 ο. 3oQoi6’y()4374947 
ν*ίμ 3ο0 — συν χο'1 =  ο. 4^ 9.0° 4ί)ί)7^9^/ί7 
ήμ 4°° — ?υν 6’ο" =  ο. oSjjSSzSzzgz/ij'S 
ήμ 5υ° =  συν 5υ° — ο. ^07 * oG^B n1 86’5/̂ β 
ή μ ύ'υ ' *= συν 4θ" =  υ. 8<><χ> ι (>994374947 
ήμ — συν 3ο<! — ο. 891000524188368 
ήμ 8ο° =s συν 20° =  ο. c p ιο565 ι 6295 ι $4 
ήμ 9°° =  συν ιο° =  ο. 987(>8834οί>95 ι 38 
ήμ ιοο" — συν υ ” ϊ= ι .  ουοουοοοουουοοο. 

τα όποια συμφωνούν μέ τους αλγεβρικούς τύπους του

τοναρ. 22. εύοισκομεν παρομοίως, καμνοντες  ̂ s~ '
αυτήν τιμήν του ήμ ι 0 , τήν οποίαν εύρομεν εις άρ. 2(>. 
καί ή μεγάλη ευκολία μέ τήν οποίαν φΟάνομεν εις ταυ τα 
τά εξαγόμενα δεικνύει τό εξοχον τής μεθόδου.

Dept τής κατασκευής τών πινάκων 
των ήρατόνων.

λξ*. Οί ώρελιμοι σοφοί εις τούς οποίους χρεως-ειται 
ή πρώτη κατασκευή τών πινάκων των ημιτόνων, εΟεμε- 
λίωσαν τούς υπολογισμούς των επί εύφυών μεθόδων, 
•ι'λήν τών οποίων ή εφαρμογή ήτον πολλά επίπονος. Η



άνάλυσις z i t i  ιτα εδωκε μεθόδους διά των όποιων η μπορεί 
τις νά φΟάση εις τον αυτόν σκοπόν με περισσότε'ραν τα­
χύτητα καί ευκολίαν* πλήν επειδή οί ύπολογισρ.οί είχον 
η δη γένη, αί ρ,έΟοδοι αυται ήΟελον μείν·/) δίχως έφαρρ,ογήν, 
εάν ή ς-ερέωσις του μετρικού συςήματος δεν ήθελε δώσει 
ευκαιρίαν να λογαριασΟώσιν νέοι πίνακες κατά την δεκα­
δικήν του κύκλου διαίρεσιν.

Διά νά δώσωρ,εν ιδέαν τινά των ρ,εΟόδιυν τάς όποιας 
ήμπορεΐ τις νά άκολουβηση εις την κατασκευήν των π ι­
νάκων, άς ΰποΟε'σωμεν οτι πρόκειται νά λογαριάσωμ,εν 
τά ημίτονα όλων των τόξων από λεπτόν εις λεπτόν έκ 
τού ι λεπτού ρ.έχρι ιοοοο λεπτών ή ιοο μοιρών* την 
ακτίνα κάμνορ,εν = ι ,  το τόξον ενός λεπτού καλούμεν α, 
καί πρέπει νά εύρωμ,εν τό ημίτονον καί τό συνημίτονου 
τού τόξου α ρ.έ μέγαν βαθμόν προσεγγίσεως.

Ούσης τής άκτίνος ι ,  γνως-όν είναι ότι ή ημιπερι­
φέρεια ή τό τόξον των ώοο° — 3. ι^ 1 5 c > ^ 6 ' 5 3a* 
άς διαιρέσωρ,εν τον άριΟρ,όν τούτον διά 2θοοο* έχορ,εν 
τό μήκος του τόξου ι* ή α =  ο. ο υο ι5j o j g 6'S26 

τιμή ήτες είναι ακριβής εως εις τό είκοςών 
δεκαδικόν ψηφίον. Οταν εν το'ςον ήναι μικρότατον, τό 
ημίτονον του είναι έπαισΟητώς ίσον μέ τό τόξον* ούτως 
εχομεν περίπου ήμ α =  ο. οοο ι o y o y ( ) e 3 2 6 j g 4 ^ 9 ^ '  

όιά νά έκτιρ^ίσωμεν τό σφάλρ.α το οποίον πράττορ.εν 
λαρ,βάνοντες τό μήκος ενός τοςου ρ.ικροτά του διά τό 
ημίτονον του, άς παρατηρησοψ.εν ότι \ά λάβωρ.εν τό 
μήκος ενός τοςου διά τό ημίτονον του, είναι νά λάβωμεν 
τον πρώτον όρον τής σειράς ήτις εκφράζει την τιμήν τού 
ημιτόνου δι* ό'λην την σειράν. Τώρα επειδή οί όροι τής 
σειράς ταύτης είναι εναλλάξ θετικοί καί αρνητικοί, τό 
πραττομενον σφάλμα έκτιμάται από τον πρώτον των όρων 
τούς οποίους παραβλέπορ.εν’ λοιπόν λαμβάνοντες α διά
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* t a?
ήμ α, πράττομεν cr<potXjAor μικρότερον του — και επει­

δή α'5 < (ο , οοοι(>)3 ή ο. οοοοοοοοοοο4°9^>
και το έκτον μέρος ταυ της τής ποσότητος είναι μικρό- 
τερον από ο. οοοοοοοοοοοι* έπεται ότι το πραττο- 
μενον σφάλμα είναι μικρότερου τής μονάδος τής ΐ 2Τι* 

δεκαδικής τάξει»);* εκ τούτου έπεται ό'τι ή τιμό τού ήμα 
δεν διαφέρει από αυτό το τόξον α εις τα δώδεκα 
πρώτα δεκαδικά ψηφία* καί λοιπόν δταν ληφΟή ή ανώ­
τερο) τιμή διά τήν τι ίλήν του ημιτόνου ενός λεπτού, 
αυτή είναι ε’σφαλμένη εις τό δέκατον τρίτον δεκαδικόν 
ψηφίον τό όποιον είναι τό δωδέκατον σημαντικόν ψηφίον. 

Διά νά έχωμεν μίαν άκριβεστέραν, αρκεί εις τούς τύ-

πους τού άρ. 36 νά κάμωμεν — = --------- . καί νά λά»* ‘ ι V ιοοοο
βω μεν τούς δύο ή τρεις πριυτους ορούς έκάς-ης σειρά;" 
εύρίσμομεν

ήμα =  ο. οοοι57079^32ο33525563 
συνα — ο. 9999999^7^^2994̂ >24ot>5253 

II πρώτη τιμή είναι ακριβής έως εις τό είκος-όν δεκα­
δικόν καί ή δεύτερα έως τό είκος-όν τέταρτον.

λη*. Γνωρίζοντες τό ημίτονον καί τό συνηρ.ίτονον τού 
τόξου ενός λεπτού σημειωμένου διά α , διά νά εΰρωμεν 
δι’ αυτού τό ημίτονον καί τό συνημίτονον όλων των πολ­
λαπλασίων του α τόξων, αρκεί εις τούς τύπους τού άρθ. 
ϋ8 νά κάμωμεν π ~ χ  + α ,· κ = χ —α. Πράττοντες την 
τοιαύτην άντεισαγωγήν εις τον πρώτον καί τρίτον, και 
κάμνοντες* πάντοτε Ρ=*ι, εύοισκομεν, 
ήμ (χ 4- α) = 2  συν α ήμ χ—ήμ (χ —α)= 2 συν α. ήμχ— 
ι- ημ (χ—α)
συν (χ-4ί-α) := 2  συν α συν χ—συν ( y *—α ) = 2  συν α. συνχ 
— I. συν(χ-*α)
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εχ. των τύπων τούτων έπεται ότι έαν έ'χωμ.εν (χίαν σειράν 
τόξο>ν τα όποια νά σχηματίζουν μίαν αριθμητικήν πρόοδόν, 
της όποιας ή διαφορά νά ήναι α , τά ημίτονά των θέλουν 
σχηματίζει μίαν άνατρέχουσαν σειράν (suite recurrent ο) 
της οποίας ή κλίμαξ της σχέσεως (eclicllo. do relation) 
είναι 2 συν α, ι : τοΰτ’ έςτ αφ’ οΰ λογαριάσο>μεν δύο 
διαόοχικά ημίτονα Λ καί Β, εΰρίσκομεν τό ακόλουθον 
Γ , πολλαπλασιάζοντες Β επί 2 συν α , καί Α επί — ι, 
καί προσβέτοντες τά δυο γινόμενα* ά ς ζ  εχομεν Γ— ? . Β  

συν α— /V.
Τά συνημίτονα των ιδίων τόξων σχηματίζουν επίσης 

μίαν άνατρε/ουσαν σειράν της όποιας η κλίμαξ της σχε­
σεως είναι 2 συν α, — ι* Οέλομεν εχει λοιπόν διαδυχικως,
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ημ Ο ““  ο 
ήμ α ήμ α 
ήρ. 2α =  2 συν α ημ α 
ημ 3α=2συν α ήμ.3α — ημ 
ημ. 4«=2συναη;.·.3α —η μ. 2 α

συνο^ι ι
συν α== συν α
συν 2 α= 2  συν α συν α
συν3α=2συνασυν2α—συνα ■
συν4 απ=2συν ασυν3α—συν2 α

ημ. 5α=2συναήμ4α—ημ3α!α7υν5α=2συν ασυν4α—συν3α

λθ'. Δεν μένει πλέον παρά άφ’ ού άντεισάξωμεν τάς 
τιμάς του ημ. α καί συν α, νά έκτελέσωμ.εν τάς σημ,ειω- 
μένας εργασίας. Εάν Οελωμεν νά κατασκευάσωμ.εν πίνακας 
ημιτόνων με ίο  δεκαδικά , άρκει νά λάβωμ.εν τάς τιμάς 
του ημ α καί συν α μέ ι6  δεκαδικά, τούτ’ ε ς ί  :

ημ « — ο. οοοιο70750'Ί2ο335 
συν α — ο. 9999999s? 662994$ 

πλήν επειδή συνα πολλά ολίγον της μονάχος διαφέρει, 
υπάρχει μέσον συντομίας από τό όποιον πρέπει νά ώφελη- 
Οωμεν. Ες-ω Κ 2( ι —συν a)r=o.000000024674°1Ι0>
Οελομεν εχει 2 συν α 2 — Κ, καί τούτο δίδει,



ήμ· (χ ■+ α) -  '.μ χ — ήμ χ -ήμ  (χ — α) -Κ  ήμ χ
fiuv (χ -f-α) ■ - συν y συν χ _συν(χ—α)_Κσυνχ.
Διά νά ευρωμευ την τιμ.ήν του ορού ήμ ( χ - l ·  o c j  «ρκεϊ 

να προσΟεσωμεν εις τον προηγουμενον όρον ή μ, χ την 
διαφοράν ήρε (χ ■+- α ) —. ήμ χ , ή όποια πάντοτε θέλει 
εέναε πολλά μ.ικρά : τώρα, κατά τον τύπον, ή διαφορά 
αυτή ισοΰ'ται μ,ε μίαν όρ,οίαν διαφοράν ήδη λογαρια- 
σΟεΐσαν ήμ, χ —ήμ(χ — α), μ.εΐον τό γινόμενον του ήμ χ 
επί του ς-αΟερου αριθμού 1C. Ούτος λοιπόν ό πολλαπλα­
σιασμός είναι ή μόνη εργασία ολίγον τ ί μακρυνή την 
οποίαν εχομεν νά κάαωμεν διά νά συνάζωρ,εν εν ημίτονον 
από δυο προηγούμενα* πλήν πρέπει νά παρατηρήσωμεν 
ι ,cv ότι δεν εχομεν χρείαν νά γνωρίσωμεν εί μ,ή δεκαέξ 
δεκαδικά ψηφία του γινομένου, καί διά τούτο πολλά 
ολίγα ψηφία νά λογαριάσωμεν. 2 . 0ν ότι τους πολλαπλα­
σιασμούς τούτους ήμ.πορουμ,εν πολύ νά συντομ.εύσωμεν 
σχημ,ατίζοντες πρότερον τά γινόμ,ενα του ςνχΟερου άριΟρ.ου 
'24( ) j 4o  ι ίο επί ι ,  ι ,  3 έως ο* διότι διά τούτου του 
μέσου, α μ έ σ ω ς  Οελομεν έχει τά μ.ερικά γινόμενα τά όποια 
προκύπτουν άπύ τά διάφορα ψηφία του πολλαπλασιας-ου 
ήμ. γ, καί δεν μένει πλέον άλλο τι νά κάμωμεν παρά την 
πρόσΟεσιν τούτων των γινομένων, περιοριζομενοι πάντοτε 
εις τό δέκατον εκτυν δεκαδικόν.

Τάς αύτάς διδασκαλίας πρέπει τις νά άκυλουΟη'ση εις 
τον υπολογισμόν των συνημίτονων* καί όταν λογαριασβώσι 
τά ήμίτονα καί συνημίτονα όλων των περιεχομένων τοςων 
ρ.εταζυ ο καί 5ο", τότε ό πίνας θέλει είναι πλη'ρης.

λβ\ Είναι άναγκαίυν, τ.άλιν τό λίγομ.εν, νά Λογαρια- 
σΟώσι τά ήμίτονα μ.έ ί<3 δεκαδικά, δηλαδή μ,ε πέ^τε η 
έζ δεκαδικά περισσότερον από ό,τι είναι χρε'.«> έ ο ς ζ  τά 
σφάλμ.ατα, τά όποια ήμποροΰν νά πολλαπλασιασΟουν είς 
την οδόν 5οοο εργασιών νά μή έπιρρευσουν εις το δε-
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κατον δεκαδικόν των τελευταίων έςαγομένο>ν. Του υπο­
λογισμού γενομένου, άφαιρούνται τα περιττά δεκαδικά 
καί φυλάττονται εις τον πίνακα μο'νον δέκα δεκαδικά.

Του λοιπού, ό'ταν προ'κειται να έκτελεσθώσι τόσοι 
υπολογισμοί, πρέπει νά ζητήται ή άλη'θευσις των έςαγο- 
μένυ>ν ό'σον το δυνατόν πολλά συχνά. Εις το άναφερθέν 
παράδειγμα ενός πίνακος λογαριαζόμενου άπό λεπτόν εις 
λεπτόν, ήθελεν είναι άναγκαΐον νά λογαριασθώσι πρώτε ρον 
τά ημίτονα καί συνημίτονα άπο μοίραν εις μοίραν’ διότι 
τούτο ήθελεν είναι ώφελιμωτάτη βεβαίωσις άπο ιοο εις 
ιοο ορούς. Τώρα διά τον υπολογισμόν των Ημιτόνων άπο 
μοίραν εις μοίραν, πρέπει νά βαλθουν εις χρήσιν οί άκο- 
λουΟοι τύποι καί τ ιμ α ί:

άμ (χ 4- ι° ) -ή μ  χ ήμ χ  — ήμ (χ— ΐ ο) - 0ήμχ 
συν (χ -h ι° )—συν χ —- συν / —συν(χ—1 °)—θσυνχ 

ήμι°=ο. o i s j o j ' d i j S i  i 8 'jto6 j 6  

συν ι°—ο. 9 9 9 8 7 ^ 3 2 4 8 ι 6 6 οί>99 

0 — 2 ( ι—συν ι° )— ο. 0 0 0 2 4 6 7 3 5 0 8 6 6 7 8 8 0 2  

Τά ημίτονα λογαριαζόμενα άπο μοίραν εις μοίραν βε­
βαιώνονται καί αυτά άπό δέκα εις δέκα διά των η δη 
γνως-ών τιμών του ήμ ιο°, ημ 2 0 ° κτλ. Τέλος ό ολος 
πίναξ κατασκευασΟείς ήμπορει νά βεβαιωθη καθ’ όσους 
τρόπους θέλει τις διά της έξισώσεως 
ήμ ( 1 0 0 ° — χ ) 4-ήμ’( 2 0 °—χ ) Η- ήμ ( 2 0 ° -f- χ ) ήμ
(6 ο°-—·χ)-Ηήμ (6 ο°-Ηχ).

μ α . Τά ήμίτονα, όποια προκύπτουσιν άπό τους υπο­
λογισμούς τους οποίους έσημειώσαμεν, εκφράζονται διά 
μερών#τής άκτινος, καί καλούνται φυσ ικά  ή μ ίτο να ’ 
πλήν έπαρατηοήΟη ό'τι εις την πράςιν ή χρήσις των λο­
γαρίθμων των ήμιτονων άντί των ιδίων ήμιτονων, είναι 
έπωφελεςέρα. Εννοείται δε ότι άφ’ ου τά ήμίτονα έλο- 
γαριάσθησαν, ευκολον ήτον νά ευρεΟώσιν οί λογάριθμοί
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των* άλλ' επειδή ή ύπόθεσις τής άκτίνος — ι ήθελε κα- 
τας-ήσει  αρνητικούς όλους τούς λογαρίθμους των ημίτονων, 
έπροτιμτθη ή ύπόθεσις της άκτίνος == ιοοοοοοοοοο, 
τοΰτ’ ε7 ΐν επολλαπλασιάσθησαν επί ιοοοοοοοοοο ολα 
τα ημίτονα τα εύρεΟέντα εις την ύπόθεσιν της άκτίνος 
—: ι* καί τούτο διότι το ημίτονον μιας γωνίας μετρου- 
μένης εις κύκλον διαφορετικής άκτίνος άπό ι ,  ίσοΰται 
μέ το ημίτονον της ίδιας γοίνίας μετρουμένης εις τον 
κύκλον της άκτίνος ι πολλαπλασιασθέν επί της νέας 
άκτίνος. Κατ’ αυτόν τον τρόπον ή άκτίς η τό ημίτονον 
τών ιοο°, ητις ουχνάκις απαντάται είς τούς υπολογι­
σμούς, εγει λογάριθμον ίο  μονάδας, καί έπρεπε νά ήναι 
τόσον μικραί αί γωνίαι ώς-ε νά μή άπαντώνται είς την 
πράςιν, διά νά έ'χουν τά ημίτονά των αρνητικούς λογα­
ρίθμους.

Α<ρ’ ού εύρεθώσιν οί λογάριθμοι τών ημίτονων, εύκο- 
λώτατα συνάγονται οί λογάριθμοι τών έφαπτομένων δι*

- <y *  ί Λ,

απλών άφαιρεσεων’ διότι, επειδή έφ. χ ~7ΰ7χ,? άκολου-
θεί δτι λογ. έφ χ r= ίο  4- λογ. ήμ χ —  λογ. συνχ. Οσον 
διά τούς λογαρίθμους τών διατεμνουσών, μέ ετι άπλού- 
ς-ερον τρόπον ήθελον εύρεθη διά τής έξισώσεως, δια χ

Ρ2 Λ .
—-------- * επειδή μέ τόσην ευκολίαν συνάγονται οί λο-συν χ ι ·
γάριθμοι τών τοιούτων γραμμών, διά τούτο είς τούς 
πίνακας καταχωρίζονται μόνον οί λογάριθμοι τών ημι­
τόνων καί έφαπτομένων.

Εμενε νά έξηγη'σω τό είδος τής παρεμβολής (interpo­
lation ), τής οποίας γίνεται χρήσις, είτε διά την εΰρεσιν 
τών λογαρίθμων τών ημιτόνων καί έφαπτομένων τόξων 
τά όποια περιέχουν κλάσματα λεπτού, είτε διά τήν εδ- 
ρεσιν του είς δεδομένον λογάριθμον ημιτόνου ή έφαπτο-



[λεν/!; άνταποκρινομένου τόςου, όταν ό λογάριθμος ούτος 
πίπτη μεταξύ δύο λογαρίθμων των πινάκων. Πλην δι’ 
όλα ταυτα ημπορει τις νά συμβουλευθη την ερμηνείαν 
από την όποιαν οί πίνακες πάντοτε συντροφεύονται.

ΑρχαΙ» διά την λύσ·.ν των ευΟυγράμμων
τριγώνο)ν.

μβ\ Εις κάθε τρίγωνον ορθογώνιον η άκτίς είναι προς 
τό ημίτονον μ,ιάς τών οξειών γωνιών, ιός η υποτείνουσα 
προς την απέναντι εις ταύτην την γωνίαν πλευράν.

Εςκο ΑΒΓ το πρ'υτεθεν ορθογώνιον εις Α τρίγωνον 
(σγ. 3)* έκ της ςτγμης Γ, ιός έκ κέντρου, με ακτίνα 
την ΓΔ ΐσην με την των πινάκο>ν, άς γραφθη τό τοξον 
ΔΕ τό όποιΟν είναι τό μέτρον της γιυνίας Γ' έπί της ΓΔ 
άς κατεβασθη η κάθετος ΕΖ η τις είναι τό ημίτονον της 
ιδίας γωνίας. Τά τρίγωνα ΓΒΑ, ΓΕΖ είναι όμοια καί 
δίδουν την αναλογίαν ΓΕ : ΕΖ : :  ΓΒ: ΒΑ* λοιπόν

Ρ : ημ Γ : : ΒΓ : ΒΑ.
η  - Ke κάθε τρίγωνον ορθογώνιον ή άκτίς είναι προς 

τήν έφαπτομενην μιας των οξειών γωνιών, ώς η προσκεί­
μενη εις ταύτην την γωνίαν πλευρά πρός την απέναντι.

Γραφθε'ντος, ώς εις τό προηγούμενον άρθρον, του το'ξου 
ΔΕ, άς ύψωθη επί της ΓΔ ή κάθετος ΔΗ ητις είναι η 
εφαπτομένη της γωνίας Γ. Εκ της όμοιοτητος τών τρι­
γώνων ΓΔΗ, ΓΛΒ συνάγεται η αναλογία ΓΛ:ΔΙΙ ::ΓΛ : 
ΑΒ’ λοιπόν

Ρ : έφ Γ : : ΓΑ : ΛΒ.
μδ . Εις ύποιονδηποτε εύθύγραμμ.ον τρίγωνον τά ημί­

τονα τών γωνιών είναι ανάλογα τών απέναντι πλευρών.
Εσω ΑΒΓ ( c y .  4) τό προτεΟέν τρίγωνον, ΑΔ η από 

την κορυφήν Α επί της απέναντι πλευράς ΒΓ ηγμένη 
κάθετος* δυνατόν νά ακολουθήσουν δυ'ο περνάσεις:



υι
1 V‘ Εάν ή κά6*το; πε'ση εντός του τριγώνου ΑΒΓ, τά 

ορθογώνια τρίγωνα Λ ΒΔ,ΛΙ'Δ θέλουν δώοει, κατά τά άρ.|λβ\

Ρ : ήιχ, β : :  ΛΒ: ΑΔ 
Ρ : ήυ. Γ : : ΑΓ: ΑΔ.

Επειδή εις τάς δύο ταύτας αναλογίας τά «κρα είναι 
ίττ, τά ιχεσα είναι ανάλογα, και υύτω

ήυ. Γ : ήυ. Β : : ΑΒ : ΑΓ.

2α Εάν δέ ή κάθετος πεοη έκτος του τριγώνου ΑΒΓ 
(  r j .  f>), εκ των ορθογωνίων τριγώνων ΑΒΔ, ΛΓΔ, θε'-
λουν συναγΟη άκοριτ) αί αναλογία:

Ρ : ή* ΛΒΔ : :  ΛΒ : ΑΔ 
Ρ -ψ , Γ : : ΑΓ: ΛΔ :

ζγ. των οποίων ήα Γ ; ήυ. ΑΒΔ : :  ΑΒ: ΑΓ’ πλήν επειδή ή 
γωνία ΑΒΛ είναι παραπλήοωυ.α τής ΑΒΓ η Β, το ή|Αΐ- 
τονον τής ΑΒΔ γιονίας ΐσουται υ.έ το τής ΑΒΓ η Β’ 
λοιπον

ήυ. Γ : ήρε Β : :  ΑΒ: ΑΓ.
\>.ζ . Εις κάθε ευθύγραριριον τρίγωνον το συνηριίτονον 

ριιάς γωνίας ει/αι προς την ακτίνα, ώ; το άΟροιοιχα των 
τετραγώνων των πλευρών αι όποϊαι περιέχουν ταυ την 
την γωνίαν ριεΐον το τετράγωνον τής τρίτης πλευράς, 
,πρός το διπλουν ορθογώνιον των δύο πρώτων πλευρών’
τουτ’ ζςι :

—2 “"2 «*·1
συνΓ> : Ρ : : AB-t-ΒΓ— ΑΓ: a ΑΒ ΧΒΓ ΐ  <τυνΒ — Ρ X
—  2  2  — 2

A15 *ί- ΒΓ—ΑΓ

λΛΒΧΓ,Γ
Ας κατεβαοΟη άκου.η άπο την κορυφήν Α ή κάθετος 

ΑΔ επί τής πλευράς ΒΓ.



ι·ν Εάν ή κάθετος αυτή πε'ση έν-τος του τριγώνου
— α

( σχ. 4 )> θε'λει είναι (Γεωμ. βιβλ. 3. πο. 1 2 ) ΑΓ
--2 --2 --  2_2 —-2

ΑΒ +  ΒΓ—2ΒΓ X ΒΔ* λοιπον ΒΔ—------—-------. ΑλλάaRI
εις το ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΔ, Ρ.ήμΒΑΔ ; :  ΑΒ: ΒΑ'
επειδή δέ ή γωνία ΒΑΔ είναι συμπλ/ίρωμα τής Β, άκο*

„ ( γΧ βλ
λουθεί δτι ήμ ΒΑΔ — συν Β* λοιπον συν Β '—“ 5 ήΛ U '
τη άντεισαγωγή της τιμής της ΒΔ,

--3 --3 --1
ρ  —  ΐ ) . γ  ΛΒ + · ΒΓ ΑΓσυν Β — Ρ X ---------------

3ARXBI’

$2

2CV Εάν ή κάθετος πε'ση έκτος του τριγώνου (σχ. 5),
--3 --3 --3 —3

θε'λει είναι ΑΓ — ΑΒ 4- ΒΓ ■+· 2ΒΓ X ΒΔ. ( 1 3, 3 )* λοι-
--3 —3 —3

\ -ο Α·  Α Γ ΑΒ ΒΓ » *« )  » ν * λ / /πον ΒΔ—---------------  Αλλ εις το ορυογωνιον τρίγωνον

__ ρΧ βδ
ΒΑΔ, ήμ ΒΑΔ, η συν ΑΒΔ — — καί  επειδή η γω-

α Ι)
νία ΑΒΔ είναι παραπλήρωμα της ΑΒΓ η Β, διά τούτο 

, ρΧ βλ #
( ια ) συν Β = * — συν ΑΒΔ « = ------- -r— ’ λοιπον, τη
άντεισαγωγνί της τιμής της ΒΔ, θέλει προκύψει,

συν Β ==Ρ X

-3 — 2 --3
AB-t-ΒΓ—ΑΓ 

aABXBC

μςΛ Εδωσαν A, Β, Γ, αί τρεις γωνίάι όποιουδη'ποτε 
τριγώνου* α,β,γ αί άμοιβαίως απέναντι τούτων πλευραί*
κατά την τελευταίαν ταύτην προ'τασιν Οε'λομεν έχει

^ ο?’-)τχί—   ν
συν Β^^Ρ* ~  * Η αυτή αρχή έφαρμοζομε'νη εις



έκαCflv των άλλων 3 ύο γωνιών δίδει παρομοίως συν A
f r '- H » - .» ,  «4 +-Ρ2- λ 2

ι ------------- '  συν 1 = 1 >. —
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ιβγ >αβ
Οι τρεις ούτοι τυτοι άρχουν μόνοι διά την λύσιν 

όλων των προβλημάτων της εύΟυγράμμου τριγωνομε­
τρίας* διότι δίδουν τάς αναγκαίας εξισώσεις διά την 
προσδιόρισιν τριών άπό τάς εξ ποσότητας Α,Β,Γ, α,β,γ, 
όταν αί άλλαι τρεις ήναι γνως·αί. Επομένως αί ήδη έκ- 
τεΟεισαι άργαι και οσαι άλλαι ήμ,ποροΰν εις ταυτας νά 
προς-εΟουν πρεπει να ήναι συνέπεια των τριών τούτων 
άρ/ικών τόπων.

Τώ οντι, ή τιμή του συν Β δίδει ήμ2β =  Ρ2—συν'Β

>Ρ*.
ΐ)2

4α2, 2 — 2 ^ ~ ( 2 « r + 2a2

γ2-4- 2 β2γ2— α4—β4- γ 4)* λοιπόν ~

β ' 2α2γ2 -f- 2β2γ2—α4—β4—γ4 ).

Επειδή τό δεύτερον μέλος είναι συμμετρική λειτουργία 
των α, β, γ, φανερόν ότι δυνάμεθα νά μεταΟέσωμεν δυο 
τούτων των γραμμάτων κατ’ άρε'σκειαν, καί ουτω θέλο- 

ή[Α Ιί τδμ. Λ Υΐμ. Γ,
μεν ενει-—;— === =‘ ·- β α γ

τούτο οε άλλο τι
δεν είναι παρά ή του άρ. μ δ αργή. Απο ταύτην ευκόλως 
ήΟελαμεν συνάξει τάς άοχάς των άρ. μβ καί μ γ .

μζΓ, Εις κάθε τρίγωνον εύθυγραμμον το, άθροισμά δυο 
πλευρών είναι προς την διαφοράν των, ως ή εφαπτομένη 
του ήμιαθροίσματος των απέναντι εις ταυτας τάς πλευ­
ράς γωνιών, προς την έφαπτομενην τής ημιδιαφοράς των 
αυτών γωνιών.

Λιότι ( σχ. 4  και 5 ) εκ τής αναλογίας ΑΒ: ΑΓ : : 
ήμ Γ : ήμ Β, συνάγεται ΑΓ—1 γΑΒ : ΑΓ—ΑΒ : :  ήμ Β -r.



r,[/- Γ : ψ  β—ψ  Γ. Αλλά κατά τους τύπους τού «ρ. 
κθ', ε/ομεν

B - f r  Β— Γ
ϋ μ  Β 4- ήρ. Γ : ήρ. Β — ήρ. Γ : ; $φ —~— : έφ ,  " * λοιπόν

Β 4 - Γ  Β — Γ
ΑΓ4- ΛΒ: ΛΓ—ΛΒ : : ε ο ------ : εφ• 2 * 2

Αναλογία ή τις άλλο <)εν είναι παρά ή έκφωνηΟεΐσα άρ/η.
Διά των όλιγαείΟρ.θ)ν τούτεον αργών ήρ,πορούν νά λυ- 

Οώσιν όλαι αί περις-άσεις της εύΟυγοάρ.ρ,ου τριγο>νορ.ετρίας,

Λύσις των ορθογωνίων τριγώνων.
ρ. η . Α ή ορθή γωνία προτεΟεντος τίνος όρΟογω-

νίου τριγώνου, Β και Γ αί άλλαι δύο γωνίαι* ες-ω α ή 
υποτείνουσα, β ή απέναντι εις την γωνίαν Β πλευρά, καί 
γ η απέναντι εις τήν γωνίαν Γ. Πρε'πει νά εχωρ.εν κατά 
νουν οτι αί δύο γωνίαι Β καί Γ είναι συρ.πληρώρ,ατα ή 
ρ.ία της άλλης, καί ούτω, κατά τάς διάφορους π ε ρ ά ­
σεις, ήρ.ορούρ.εν νά λαρ.βάνωρ.εν ήρ. Γ: ν-- σ >ν Β, ήρ. Β:"  
συν Γ, καί παρορ.οίως έφ Β —σφ Γ, έφ Γ -—σφ Β. Τούτου 
τεΟέντος,’τά διάφορα προβλήρ.ατα τά όποια δυνατόν νά 
έ'χωρ.εν διά νά λύσωρ,εν επάνω εις τά ορθογώνια τρίγωνα 
ανάγονται πάντοτε εις τάς ακολούθους τέσσαρας περνάσεις.

Π Ρ Ω Γ II Π Β Ρ I Σ Τ Λ Σ I Σ.
(λΟ . Δοθεισης της ύποτεινούσης α καί ιάς πλευράς β, νά 

εύρεθώσιν ή τρίτη πλευρά, καί αί άλλαι δ,· ;είαι γωνίαι. '
Η προσδιύρισις της γιονίας Β, γίνεται διά της αναλο­

γίας ( ρ.β ) α : β : : Ρ  : ήρ. Β. Γνως-ής της γιυνίας Β, γί­
νεται γνωςον ενταύτω καί τό συαπλήρωρ.ά της ιοο°— 
Β = Γ , δυνατόν δέ καί κατ’ ευθείαν διά της αναλογίας 
α : β : : Ρ : συν Γ νά προσδιορισΟγι η Γ.

Οσον διά την τρίτν.ν πλευράν γ, η απορεί νά ευρεθή 
κατά δύο τρόπους. Μετά τήν εϋρεσιν τής γωνίας Β, δυ-
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να τον να γένη ή αναλογία ( μ γ )  Ρ ; σφ Β : :  β :γ, έκ τής 
οποίας συνάγεται ή τιμή τήι γ ' η ό'υνατόν να συναγθή 
κατ’ ευθείαν ή τίμ.ή της γ, ατο τήν έξίσωσιν γ*--=α2— 
β ', η τις δίδει γ ·· \σ.'— β*), καί επομένως

λογ. γ -= 4 λογ. ( a-4-β  ) -p 4 λογ. (α—β ).

• ' λ ;·, r  γ ι·: ρ λ μ μ ρ \ ς τ  λ ς ι ς.
ν . ΔοΟεισών των δύο πλευρών β καί γ της ορθής 

γωνίας, να εύρεΟώσιν ή υποτείνουσα καί αί γωνίαι.
Η γωνία Β προσδιορίζεται διά της αναλογίας ( μγ ) 

γ : β : : Ρ : έ φ Β .  Ακολούθως Γ·~ ι«ο°—Β. ΙίΟελε δέ εύ- 
ρεΟη κατ’ ευθείαν ή γωνία Γ διά τής αναλογίας β : γ ; :
Ρ : έ<ρ Γ. ■

Γνως-ής τής γωνίας Β, ή υποτείνουσα εύρίσκεται διά 
τής αναλογίας ή μ Β : Ρ : : β : α’ ή δυνατόν να προσδιο- 
ρισΟή α κατ’ ευθείαν διά τής έξισώσεως α — 1/ (  βλ~Ρ γΛ)* 
ή εκφρασις όμως αΰτη, ε'πειδή β >-ί-γ* δεν ήμπορεί νά 
άναλυθή εις παράγοντας, δεν είναι επιτήδεια διά τον λο­
γαριθμικόν υπολογισμόν.

Τ Ρ Ι Γ Η  Π Ε Ρ I Σ Τ Α Σ I Σ.
να\ Δοθείσης τής ύποτεινούσης α καί μίας γωνίας Β, 

να εύρεθώσιν αί δύο άλλαι πλευραί β καί γ.
Αί αναλογία; Ρ : ήμ. Β :: α : β, Ρ : συν Β : :  α :γ* δίδουν 

τάς τιμ,άς τής β καί γ. Οσον διά τήν γωνίαν Γ, αυτή 
είναι ίση μ.έ τό συμπλήρωμα τής Β.

Τ Ε Τ A Ρ Τ Η Π Ιό Ρ I ΣΤ Λ Σ I Σ.

$5

νβ\ Δοθείσης τής πλευράς β τής ορθής γωνίας μέ 
^μίαν των οξειών γωνιών } νά ευρεϋή η υποτείνουσα και 
ή άλλη πλευρά.

Γνωςτής μΟ.ς των οξειών γωνιών γίνεται γνωτή ή άλλη’ 
οΟεν δυνατόν νά ύποτεδώσι γνωςτα ή πλευρά β και η



απέναντι γωνία Β. Ακολουθώ;, αί πλευραί α καί γ δί­
δονται από τάς αναλογίας ήμ Β :Ρ : : β : α, Ρ : σο Β:: β:γ.

Λύσις των εύθυγράμαο)ν τριγώνων εν γένει.

Ες-ωσαν A, Β, Γ, αί τρεις γωνίαι προτεθε’ντος τίνος 
εύθυγράμμου τριγώνου , καί α, β, γ αί άμοφαίως είς 
ταύτας απέναντι πλευραί ; τά διάφορα προβλήματα εις 
τά όποια ήθελε ζητείται η προσδιορισις τριών τούτων 
των ποσοτήτων διά μέσου των άλλων τριών, πάντοτε 
ήμποροϊν νά άναχθούν είς τάς ακολούθους τε'σσαρας πε- 
ρις-άσεις.

Π Ρ Ω Τ Η  Π Ε Ρ I Σ Τ Α ϊ  I I
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νγ . Δοθείσης της πλευράς α καί δύο τών γωνιών τού 
τριγώνου, νά εύρεθώσιν αί δύο άλλαι πλευραί β καί γ.

Αί δύο γνω^αί γωνίαι κάμνουν γνως-ήν την τρίτην, 
ακολούθως αί δύο πλευραί β καί γ εύρίσκονται διά τών 
αναλογιών ( μδ’ ).

ήμ Λ : ήμ Β : : α: β.
ήμ Α : ήμ Γ : : α: γ. ;

Δ Ε Υ Τ Ε Ρ Α  Π Ε Ρ I Σ Τ Α Σ I Σ.

νδ . Δοθεισών τών δύο πλευρών α καί β, μετά τνίς 
γωνίας Α άπε'ναντι μιας τούτων τών πλευρών, νά εύρε· 
Οώσιν η τρίτη πλευρά γ καί αί άλλαι δύο γωνίαι Β καί Γ. 

Η γωνία Β εύρίσκεται διά της αίναλογίας
α :β : :ήμ Α:ήμΒ.

€%[/. Α
Ες-ω Μ ή οξεία γωνία της οποίας τό ημίτονον = ------

επειδή ήμ Μ = ή μ (  2θθ°—Μ ) ’ διά τούτο δυνατόν νά 
ληφθνί Β =  Ι\Ι ή Β = 2 οο°—Μ. Αλλ’ αί δύο αΰται 
λύσεις δεν έχουν χώραν παρ’ οσάκις είς τον αυτόν καιρόν 
ή γωνία Λ είναι οξεία καί β > α. Εάν δέ ή γωνία Α ήναι



αμβλεία, έπειδή Β δεν ήμκορεί να ήναι, δια τούτο εις 
ταυτην την περίς-ασιν δεν υπάρχει παρά μία λυσις* και 
εάν εν ώ Α ή ναι όςεΐα ή β ήναι μικρότερα της α, ουδέ 
τότε υπάρχουν δυο λύσεις* διότι τότε Μ <Α, και εάν 
ληφθη Β —aoo°—Μ, ήθελε προκόψει Α -ί-Β / 2θο°, τό 
όποιον είναι αδύνατον* εάν α-*  β , τότε δεν υπάργει 
ακόμη παρά μία μόνη λυσις.

Γνως'ών των γωνιών Α καί Β, συνάγεται ή τρίτη Γ. 
Ακολούθως η τρίτη πλευρά γ δίδεται από την αναλογίαν

ηα Α : ημ Γ : :  α : γ.
Δυνατόν ακόμη νά συναχθη κατ’ ευθείαν η γ έκ της

 ̂  ̂ cuvA. ___  t 2 4 - } 2 —Λ2  ̂ βσυνΑ
έςισώσεως γ*" = = ------>------ * ήτις δίδει γ ==* —·~ ~

. Ρ abv * * Ρ
. , (  * .................................  Ν;

— \̂ α' ^  /· Αλλ’ ή τιμή αυτή δεν ήμπορεΐ
νά λογαριασθή διά των λογαρίθμων εί μή μέ τό μέσον- 
μιάς συμβοηθητικής γωνίας Μ η Β, τό-όποιον καταντά 
εις την άνωτε'ρω λόσιν.'

Τ Ρ I Τ II ΓΙ Ε Ρ I -  Τ Λ Σ ϊ
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νε\ Δοθεισών δυο πλευρών α καί β μ ετά  της περιε- 
χομένης γωνίας Γ ,  νά εΰρεθώσιν αί δυο άλλαι γω νία ι Α  

καί Β  καί η τρ ίτη  πλευρά γ .

Γνως-ης τής γωνίας Γ , γ ίνετα ι γνωςτόν το άθροισμα 

τω ν δυο άλλων γω νιών A “h B : —aoo°—Γ ,  καί τό ήμιά- 

θροισμά τω ν f  (  A - f  Β  ) = = ιο ο υ—  5 Γ . Ακολούθως ή 

ήμιδιαφορά τω ν αυτών γωνιών λογαριάζετα ι δ ιά  τής 

αναλογίας (μ η  ),

α 4* β : α — β :  :l< p ^ (A “ h B )  ή σφ a Γ : έ φ  f  ( A — Β ) 

ένθα υποτίθετα ι α]> β , καί επομένως Α >  Β .

Εύρεθείσης τής ήμιδιαφοράς \  (Α -~ Β ) , εάν προς-εθή 

εις τό ήμιάθροισμα £  ( Α - Η Β ) ,  θέλει προσδιοοισΟή ή 

μείζων γωνία Α* εάν, εξ εναντίας, άφαιρεθη, θέλει προσδιο*



ρισθη η ελάσσων γωνία IV διο'τι εάν Λ και Π παριςά- 
νωσιν ύποιαςδη'ποτε ποσότητας, πάντοτε εχορεν

Α:=  | ( A 4 -Β) 4 - i (  A—Β)
Β— i  (A Η-Β)— i ( A —Β).

Λ©’ οΰ γνωσθωσιν αί γωνίαι Α και Β,. η τρίτη πλευρά 
γ προσδιορίζεται εκ της αναλογίας

ηρ A : ήρ Γ ·.: α : γ.
. Εις τους τριγωνορετρικούς ύπολογισρ,οΰς ακολουθεί 

συχνάκις νά ήναι γνω^αί δύο π>.ευραί α καί β διά των 
λογαρίθμων των* τότε διά νά ρη νίρεθα ύπογ ρεωρ.ενοι 
νά ζητησωρ,εν τούς άνταποκρινορε'νου; άριθρ.ούς, ζητου- 
ρ.εν ρονον τ/,ν γωνίαν φδιά της αναλογίας β :α :: Ρ :εφ.φ, 
JI γωνία φ θέλει είναι ρ,εγαλητε'οα άπό 5ο°, διότι υπο­
τίθεται α> β* άφαιρούντες λοιπόν άπο φ, 5ο°, κάρνορεν 
την αναλογίαν Ρ : εφ ( φ— 5ο° ) : :  σ<ρ £ Γ : έ<ρ ( Α—Β ), 
εκ της όποιας προσδιορίζορεν ώς ανωτέρω την τιρην της 
i  (A Β), ακολούθως τας τιράς των δύο γωνιών.

Η λύσις αύτη θερελιοΰται επί του ό'τι ε'φ (ο —5ο° )
Γ ν « φ .ϋ —  Ι :2 ; & 5ο °  α  Ρ

== — ^ 7 ο ----- Αλλά έο. φ «=*"Γ~ καί εφ ου
r y  4- ιφ·?ίφ5ο 1 Τ β *

=—Ρ* λοιπόν έφ ( φ—ί>ο° )«=  , ~ * λοιπόν α -f- β:
α—β : : Ρ : έφ ( φ—5ο° ) : : σφ £ Γ : έφ § ( Α —Β).

Οσον διά την τρίτην πλευράν γ, r-ρπορεϊ κ α τ ’ ευθείαν
\ ν X .y  οονΓ C '— γ* „

να εύρεθη δια της έςισώσεως---------------- „ — > ητιζ
’  * Ρ  ) . * ο

δίδει γ — ϊ /  (α 2-+- β2,—  )  · Αλλ* η τιρη αύτη
δεν είναι επιτήδειον νά λογαριασθγί διά των λογαρίθρων, 
έκτος ό'ταν οί παρις-ανόρεν.οι υπό α, β, καί συνΓ άριθροί 
η ναι άπλούς-ατοι.

Δυνάρεθα νά θε'σωρεν την τιρην της γ ύπό άλλην



μορφήν* επειδή ήμ/ ·} Γ — -£Pa—Ι-ΡσυνΓ, τούτο συν
1·* —af.w.2 I Γ

j =  -  * η άντεισαγο^γή ταύτης τιμής εις

τον ανωτέρω τύπον, τον τρέπει είς 1/ {  <*·1 Λ -$ 1-\- 
4*βίρ.2 4 Γ «βΡ3  ̂ (  . _ 4*βκ^ - ΐΛ

- },2 - — Ϊ Τ )  = ^ ( (α ~ β )9 +  —  - a—  /  άλλ’
• / κ ̂  ϊ\2 » 2 τ υ* · 2 τ ιι. νχ ' «ν < * /ι f y£ΐς*ιυη i  -"■«(/. 5 * * <τυν ϊ *  ota τούτο η υπορριζος 
ποσότης του δευτέρου μέλους άγεται εις
(■χ—p;a /.f<-̂ 4r + ( a —β,2συν3 |Γ-|— 4αβ·^·^.. Γ

21’ / -οΟ ™ 4 Γ(«4 -β ) —2™- +  (α - β /  - Γ2 ’ λοιπόν τέλος πάντων,
/ 0 4*PVa i l ’  ̂ ~ ί.α2 j1 ”

γ — κ (  («— β'Γ +  2* ( ( * - + - € )  —“q
2 ϊ ρ 

2~

§1)* / ·
/ ο σ(·~Η(α—β) ' ~
Αί τιμαί αύται είναι μάλις-α ωφέλιμος δταν οδσης της 

γωνίας Γ μικρότατης καθώς καί a —β, θελομ.εν νά )ογα- 
ριάσιομεν γ με πολλήν ακρίβειαν. Η τελευταία δεικνύει 
ότι γ είναι ή υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου του οποίου

ΤΤ.|Λ i  Γ
αί πλευραί της ορθής γωνίας είναι (α·+β) — καί

fa—β) — * καί τούτο ημπορουμεν ακόμη να εύρώμεν
διά της ακολούθου άπλους*άτης κατασκευής.

Ες-ω ΑΒΓ ( c y .  6) τό προτεθέν τρίγ&ινον εις τό όποιον 
γνωρίζομεν τάς δύο πλευράς ΓΒ"" α, ΓΑ ~ β, καί την 
περ-.εχομένην γωνίαν Γ’ έκτης ς-ιγμής Γ ώς έκ κέντρου 
με ακτίνα ΓΒ. ίσην με την μεγαλητέραν των δύο δεδο­
μένων πλευρών, ας γρα'ψωμεν περιφε'ρειαν ητις συναπαντά 
εις Δ καί Ε την προεκβολήν της πλευράς ΓΑ' άς ε’πι- 
ζεύξωμεν ΒΔ, BE, καί άς άξωμεν την ΑΖ κάθετον επί 
την ΒΔ. Η γωνία ΔΒΕ ώς εγγεγραμμένη έν τη ημιπερι-



βο
φερεία είναι opOyj* δια τούτο αί γραριρ^ί ΑΖ, BE είναι 
παράλληλοι, καί ε/ορ.εν την αναλογίαν ΒΖ : ΑΕ : :  ΔΖ : 
Α Δ : : σ υ ν Δ ί Ρ .  Ωσαύτως εις το ορθογώνιον τρίγωνον 
ΑΔΖ εχοίλεν, Α Ζ : ΔΑ : :  ηριΔ : Ρ. Αντεισάγοντες λοιπόν 
τάς τψ.άς Λ Α«= Α Γ + Γ Α — α -^ β , Α Ε — Γ Ε —Γ Α ~  
ο.— β, Δ '"= 1 Γ , Οε'λοαεν έχει

( » “ f—ο ) ΐα  i  Γ ία — |ί)συν ϊ Γ
Α Ζ - --------------- , ΒΖ — ------- ------ *

Η τρίτη- λοιπόν πλευρά ΑΒ τού προτέΟεντος τριγώ­
νου είναι τώ όντι ή υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου

τμ .  k Γ
ΑΒΖ, τού οποίου αί πλευραί είναι ( a - J - β ) -  —----καί

συν I Γ
(α—β) —■; * εάν εις το αυτό τρίγωνον ζητησωριεν την

γωνίαν ΑΒΖ απέναντι της πλευράς ΑΖ, καί απ1’ αυτήν 
άφαιρέσωυ.εν τν'ιν γωνίαν ΓΒΔ ^  |  Γ , θέλθ(Αεν έχει την 
γωνίαν Β του τριγοίνου ΑΒΓ.

Εντεύθεν βλε'ποριεν ότι η λύσις του τριγώνου ΑΒΓ, 
εις το ίποίον γνωρίζοριεν τάς δύο π>ευρας α καί β καί 
την περιεχοριενην γωνίαν Γ, ανάγεται άριε'σως εις την 
τού όοΟογωνίου τριγώνου ΑΒΖ, εις το όποιον γνωρίζοριεν 
τας δύο πλευράς της ορθής γωνίας, δηλαδή: AZ-~=(aH- β)
χυ. I  Γ , , υυν 1 Γ . ^  νχ χ

—~ Ούτω, οια της κατα­— ~— καί Β Ζ =  (α—β)

σκευής ταυτης, ηρ*.πορουσα[Αεν να ρ/,η συντοεςωρ/.εν εις 
την πρότασιν του άρ. ^7 δια την λυσιν· τής τρίτης πε- 
ρις-άσεως.

Τ Ε Τ A V Τ II Π Ε Ρ I Σ Τ Α Σ I 1 . 
νζ\ ΔοΟεισών των τριών πλευρών α, β, γ, νά εύρε- 

θωσιν αί τρεις γωνίαι Α,Β, Γ.
II γωνία Α απέναντι τ^ς πλευράς· α, εύρίσκεται δια

-*.2 ,
τού τύπου συν Α== Ι>· -----~  , και παρομοίως προσ-2?γ



(Si
διορίζονται αι δυο αλλαι γωνιαι. Πλήν δυνάμεθα νά λύ- 
σωαεν την αύτήν περίς-ασιν δΓ ένος τόπου πλέον επιτή­
δειου διά τον λογαριθμικόν υπολογισμόν.

Εαν ενθυμηθωμεν τον τύπον Ρ '—ΡσυνΑ^^ήμ^ | Α, 
και άντεισάξωμεν εις αυτόν τήν τιμήν του συνΑ, Οελομεν

• / ·· , 2 γ 4 Τ%ο β2 <> α2~ (̂  ~ ύ)2εχει 2Υ)μ | Α— Ρ----------------------  = Ρ 2----- 0 ~  -
, ?-ΡΎ 2βγ
(α + β “ ϊ ) ( « ~ β  +  γ)
---------τ ------------ Λοιπόν ήμ | Λ ΡΡ^== Ρ'

(  (α_+·2—γ) \α—β 4~γ)
1 * f / Τ /Γ,<7«, συντομίας yaptv, ((α 4-

β 4- γ ) ~ π ,  ή α—}— β ~h γ :~2π, Οελομεν έχει α 4 * ρ—γ 
—ογ, α—β4-, γ ι^=Γ2π—οβ' λοιπόν

! “ Γ ΐ ί ).
Τύπος oViC δίδει τήν αναλογίαν

βγ: (π —β) ( π —γ ) : :  Ρ? : ήμ2 \ Α

και είναι εύκολολογάριας·ος διά των λογαρίθμων. Γνωρί- 
ζοηες τον λογάριθμον του ήμ \ Α, γνωρίζομεν \ Α, επο­
μένως τήν ζητουμ,ε'ν/ϊν γωνίαν Α ή τις είναι τό διπλάσιον 
του \ Α. Κατά τον αυτόν τρόπον ήμπορουσαμεν να πρα- 
ζωμεν διά κάθε μ.ίαν των άλλων δυο γώνιων Β καί Γ.

Τπάρχουν καί άλλοι τόποι οί όποιοι επίσης λυουν το 
ζήτημα. Καί εν πρώτοις ό τόπος Ρ * 4- Ρσυν Α: =ασυνί* \ Α

2ΙΑ 1>ο.’β2^ ^ + ^ - Λ2 ^  ^ + ^ _ ί ϊ«ηόει συν fA '—P . ----
4βγ

( β 4 - γ  — α )  ( β 4 - γ 4 - α )  

4βγ

ΡΖ. 4&Ϊ
. Αλλά κάμνοντες πάντοτε 

α *+■· β 4- γ: ^^π, έχομεν β4~γ—α-— 2π 2 α. λοιπον

( ( π— α ) π λ
±Ί Γ ~ ) ·συν



C)2

Ακολούθως r, συμπλοκή της τιμής ταυτη; μέ εκείνηιJ 
τού ηυ | A & 3ει άλλον τινά τύπον’ <ίιοτ·ι έπει^η εφ | Λ

Prw.
. «  ί Λ > συν0,Τ' :αι

έφ i  Λ =  Ρ; (
π*— β. τ:* 

ιτ. π — ) ,

IIαραδείγματα. τής λύσεως των εύΟυ- 
γρά|Λ(Λο>ν τριγώνων.

ντ) . Παράδειγμα Λ . Λς ύποΟεάτωμεν ότι ζητείται το 
ύψος οικοδομής Ttvo; ΑΒ, της οποίας 6 πους είναι προ· 
σιτο'ς. ay. η.

Αφ’ οΰ μετρη'σωμεν επί της γης, την οποίαν ύποΟέϊο· 
μ.εν περίπου κατά ς-άθμην ( <ic niveau ), βάσιν τινα Λ Λ 
η τις νά μη ήναι ούτε πολλά μεγάλη ούτε πολλά μικρά 
ώ; προς τό ύψος ΑΒ, ςένομεν είς Δ τον πο'δα τού κύκλου 
η τού όποιου^ηποτε εργαλείου διά τού οποίου πρέπει νά με- 
τρησωμεν την γωνίαν ΒΓΕ, την σχηματιζομ,ένην από την 
όοιζο'ντειον γραμμήν ΓΙ^ παράλληλον τη ΑΔ, καί άπο 
την άκτινα τού φωτός ΓΒ διευθυνομενην ποος την κορυ­
φήν της οικοδομής* άς ύποβεσωμεν άτι εύρομεν Λ Δ η 
ΓΕ—67. 84 μέτρα καί την γωνίαν ΒΓΕ=“ 4^°ίΗ/* 
νά προσδιορίσωμεν BE, πρέπει νά λύσωμεν το ορθογώνιον 
τρίγωνον ΒΓΕ είς το όποιον γνωρίζομεν την γωνίαν Γ καί 
την προοκείμένην πλευράν ΕΓ. Ούτω κατά την Δ περί- 
ς-ασιν, κάμ,νομεν την αναλογίαν Ρ: εφ 45°64^: 67*84 ;ΒΕ,

Λ. έφ 4ύ° 64̂ .........................9· 94° 3ίϊ63
Λ. 67. 8 4 ........... ............... *· 83ι 48.>8

άθροισμα—λογ. Ρ_- . . . . . . .  ι .  y y i $ i 2 i

Ο λογάριθμος ούτος άνταποκρίνεται είς Xg. ι 3ο, οΰ- 
τω; εχομεν ΒΕ~=59μ, ι 3 . Προσθετοντες είς BE το ύψος



του εργαλείου ΓΆ η ΑΕ τό όποιον υπόθετό μεν r,A.i2 , θ ε­
λομεν έχει τό ζητούμενου ύψος Λ Η — 6’ομ.25 .

Εάν εις τό αυτό τρίγωνον ΒΕΓ θελωμεν να γνωρί- 
σωμεν την υποτείνουσαν ΒΓ, κάμνομεν την αναλογίαν 
συν 45°64 ' : Ρ : :  6y, 84 : ΒΓ

Λ .  Ρ - γ Λ .  6 7 . 8 4 ................... i i .  8 3 1 4 8 5 8

Α .  συν  4 5 "  6’4  .  .................. ΐ ) .  8 7 7 2 7 ^^

Διαφορά................ι. cp4'■*ο7 4Γ "ΓΛ.ΒΓ
Λοιπόν ΒΓ — 8 (̂ μ, 993.

2 . Κ. Εάν δεν έφαίνετο εί μη η κορυφή της οικοδομής 
η του όποιουδη'ποτε τόπου του οποίου ζητείται τό ύψος, 
ήθελε προσδιοοισθη τό διάβημα ΒΓ ώς όηθη'σεται είς τό 
ακόλουθον παράδειγμα: τό διάβημα τούτο και η γνως-ή 
γωνία ΒΓΕ άρκουν διά την λυσιν του ορθογωνίου τρι­
γώνου ΒΓΕ, του οποίου η πλευρά BE αΰξηνθεΤσα από τό 
ύψος του εργαλείου, θέλει είναι τό ζητούμενον ύψος.

νθ . Π αράδειγμα Β#. Διά νά εύρεθη, επί της γης 
( σχ. 8) τό διάς-ημα της ς-ιγμης Α από απρόσιτόν Tt 
αντικείμενου Β, μετοειται βάσις τις ΑΔ καί αΐ δυο προ- 
σκείμεναι γωνίαι ΒΑΔ, ΑΔΒ. Ας ύποθε'σωμεν ότι εύρεθη
ΛΔ-” 588μ 45 , ΒΑΔ-—ι ι 5°48 ' καί ΒΔΑ— 4υ0 8'* εν
7ίοώτοις συνάγεται η τρίτη γωνία ΑΒΔ =*= 4 4 °4 4 '" και 
της αναλογίας ημ ΑΒΔ: ημ ΑΔΒ : : ΑΔ : ΑΒ προσδιοοί· 
ζεται η ΑΒ.

Λ Α Δ ..............................2. 7%7°9^
Α. ή μ ΑΔΒ....................9 · 7 β9 9 β $ 9  ·
Αθροισμα ................  12.*>3967^

Λ. η μ. ΑΒΔ....................9 ·8 ο8ο3 ι4

Λ. Α Β ...........................2. 7 3 ι6'4 7 ι
Λοιπόν το ζητουμενον διάς-ημα

■ 63
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Εάν, δι άλλο άπεκίσιτον άντικείμενον Γ, ηθελον ευοεΟη 

αί γωνία·. ΓΛΔ ’ΤΤ=39°Ι7 > AΔΓ^i3rι32083,’ ήθελε συνα- 
γΟο ομοίως το οιάς·ημ<* ΛΓ =  ι;λθ2,Α.32.

ξ \  II αρ ά δ ειγμ  α Γ .  Προς εύρεσ ιν  του διαγήματος 
ρ.εταςύ δύο απροσίτων αντικειμένων β καί Γ ( σχ. 8 ), 
προσδιορίζονται α·. ΛΒ, ΛΓ, ώ; εις το προηγούρ.εν£·ν# πα­
ράδειγμα καί ένταύτω συνάγεται η περιεγορ.ένη γωνία 
ΒΛΓ==βΛΔ“ ΛΑΓ (ι). Ας ύποΟέσωμ,εν οτι εύοε'Οη ΑΒ”^  
ό.δο '̂.ογ καί ΛΓ ==» 120 2^.3?. καί ·η γωνία ΒΑΓ 
διά την προσδιόρισιν της BF, πρέπει νά λυ9η το τρίγιονον 
ΒΑΓ,είς τοόποΐον είναι γνιος-αί δύο πλευραί, καί η περιεχο- 
μένη γωνία. Πρέπει λοιπύν, κατά την τρίτην περίς-ασιν, νά

Β 4 -Ι\
γένη γρησις της αναλογίας ΑΓ -f- ΑΒ: ΑΓ—ΑΒ::έφ ·

εφ ~ η  οποία, διά της άντεισαγωγης των μερικών 
δοΟεντων, τρέπεται εις

1~£ι.  39 : 663. 25 : : εφ 6 1°84r I ·ε?
Β —Γ

Λ. 663. 25 .................................. 2. 8216773
Λ. εφ 6ι°8// { 

Αθροισμα .

Λ. 174*· 3q 
β —γ

Λ. εφ1 ·2

Λοιπον

Αλλά

Β —Γ
α

Β -ΕΓ

ίο . 1654748
I 2.987152 I 

3.2408960

9 · 7 4 6 ι 5 6 ι

= 32°37',8

=  6 ι ° 8 4 /,5

( χ )  Δυνατόν αί τε'σσαρες ς - ι γ μ α ί  Α> Β> Γ, Δ νά μή εύρίσκωνται εις 
to αδτο επίπεδον, το'τε ή γο)νία ΒΑΓ <5“έν ή0$λε είναι πλέον ή δια­
φορά μεταξύ ΒΑΔ καί ΛΑΓ καί επρεπε νά εύρεση αμέσως ή τιμή ταύ- 
της της γωνίας* μετά τούτο, η εργασία ηΟελεν είναι ή αυτή. Ο. Σ·
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• ......................................... Β — 940' '̂>3
...................................................... 1 “  29°4<>',7

Τώρα το Αιάςημα ΒΓ προσδιορίζεται από τήν αναλο­
γίαν ήμ Β : ήμ Λ : :  ΑΓ: ΒΓ η

ήμ §4 °2 2 f.5  : ήμ 7^°^ ; :  1202^.32: ΒΓ·
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Λ. 1 2 0 2 . 3α 
Λ. iqja 7 6**3 1 *

Αθροισμα 
Α. ήμ q\°2 2 . 3  .

Λ. ΒΓ .

3. oBooaoo 
9 · 9 g9 2°9 9

13.049^299

9 · 998ao96 
3 . υ5 ιο 2ο3

Λοιπόν το ζη'.ουμενον l̂aV'OjJia ΒΓ^-^ι 124^.66.
ξα . Π αράδειγμα Δ. Δοθίισών τριών ς·ιγμών Α,Β,Γ 

επί της χάρτης τόπου τίνος , να προσδιορισθή η θε'σις 
τέταρτης ςτγμης Μ από την όποιαν ηΟελον μετρηθη αί 
γωνίαι Λ MB, ΑΜΓ* αί τε'σσαρες δέ ς-ιγμαί υποτίθενται 
εν τφ αύτω έπιπέδω. (σχ. 9)·

Επί της ΑΒ ας γραφθή.τμήμα κυκλου το ΑΜΔΒ, δε* 
χόμενον γωνίαν ίσην τη δοθείση ΒΜΑ* επί της ΑΓ άς 
γραφθνί παρομοίως τμήμα κυκλου το ΑΜΓ δεχόμενον 
γωνίαν ίσην τνί δοθείση ΑΜΓ* τά δυο τόςα θέλουν τμηθτί 
εις Α καί Μ, καί ή ς·ιγμη Μ θέλει είναι ή ζητούμενη. 
Διότι αί μεν ς-ιγμαί του τόςου ΛΜΔΒ είναι αί μοναι από 
τάς όποιας νί̂ ΑττορειΓ τις να ίδιρ την ΑΒ υπό γωνίαν ίσην 
τη ΑΜΒ* αί δέ του τόςου ΑΜΓ είναι αί μοναι από τάς 
οποίας η μπορεί τις νά ίδη την ΑΓ υπό γωνίαν ίσην τη 
ΑΜΓ* λοιπόν ή ςΊγμη Μ, κοινή τομή των δυο τούτων 
τόξων, είναι ώσαύτως ή μόνη από την οποίαν ήμπορεί τις 
νά ϊ£τ) ένταύτφ τήν ΑΒ καί ΑΓ ύπό τάς γωνίας ΑΜΒ, 
ΑΜΓ. Πρόκειται τώρα νά λογαριασθ^ τριγωνομετρικώς 
ή θε'σις της ςτγμης Μ, κατά ταυτην την κατασκευήν.
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Εδωσαν τά δοθεντα ΑΒ’=“ ^5οομ',ΛΓ --^οοο^,ΒΓ· 

^οοο^, ΑΜΒ ■» 3ο°8ο, Α51Γ~’-·ΐ2 ΐ°4ο . Εις το τρίγω» 
νον ΑΒΓ, εις ΤΟ όποιον είναι ^νως-αί αί τρείς'πλευραί, 
προσδιορίζεται η γωνία ΒΑΓ (νζ*) διά τού τύπου ηυΛί A

*>~5ο.αν5ο
Ρ"· 1— * εκ τού οποίου a λογ ημ I Α==ιο.?5οο·7θθ<>  ̂ 1 *

$384483 , λογ ήμ 4 Α = $· 9 ^9 2a4 i> 4 Ar— y tPZi .S 
και τέλος Α1 — ιοα^όδ. Ας άχθη ή διάμετρος ΑΔ καί 
ά; έπιζευγθη r< ΔΒ* εις το τρίγωνον ΒΛΔ ορθογώνιον εις 
Β η πλευρά ΒΑ — α5οο, καί ή απέναντι γωνία ΒΔΑςω  
ΒΜΑ~— 3ο°8 ο ’ οθεν προκύπτει ή υποτείνουσα A Λ — 
βαΧ ρ
• — 53τ4 μ·6’. ΑνΟείσης ωσαύτως της όιαυ.ε'τεου ΑΕV)u.J»aA y  ̂ I ι

καί της ΙΈ έ-ιζευ/θείσης , θελεέ σχηματιοθη τρίγωνον 
ορθογώνιον το ΓΑΕ εις το όποιον είναι γνωςά) ή πλευρά 
ΑΓ==ηοοο και η προσκείμενη γωνία ΓΑΕ=*ΑΜΓ~-

, / ' ρΧ αΓ .
io o °= ai°4o  * οθεν συνάγεται ΑΕ=^~—Γ·~===741 '̂ .

Εάν τώρα ά χθώσιν αί ΜΔ, ΜΕ, επειδή αί γωνίαι 
ΑΓνΙΔ, ΑΜΕ είναι όρθαί, η γραμμή ΔΜΕ, θελει είναι 
ευθεία, λΐενει λοιπόν νά λυθη το τρίγωνον ΔΑΕ, εις τό 
όποιον ή γραμμή Αΐ\ί, τη'ς οποίας πρ«πει νά προσδιορισθη 
η Οεσις και μ.έγεθος, είναι κάθετος επί την ΔΕ. Τώρα 
εις τούτο τό τρίγωνον η πλευρά ΑΔ "=·53γ4 ·6 > ΑΕ=> 
7 4 13» '/·«ί ή περιεχομενη γωνία ΔΑΕ—=ΒλΓ-4-ΓΑΕ— 
Δ \ Β — ιο4°83 . Εντεύθεν συνάγεται η γωνία ΑΔΕ — 
56°$3 ' καί τέλος από το ορθογώνιον τρίνωνον ΔΑ Μ, 
ΑΜ*=4; 60^.03. Τό διάβημά τούτο καί η γωνία ΒΑΜ 
=~=i£2°a/ προσδιορίζουν κατά πάντα την θεσιν της 
Τίγρης Μ.

Ξημείωσις. Εαν θελωμεν νά λογαριάσωμ.εν τά αυτά 
παραδείγματα διά των πινάκων των κατασκευασμένων
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γ.ατά την παλαιάν διαίρεσιν του κύκλου, πρέπει να τοέ- 
ψωμεν ώ; ακολούθως την εκφρασιν των δεδοαενων η 
προσδιοριζόμενων γωνιών* τον λοιπού ολαι α» λογαοιθαικαί 
τιμαί και αι τιμαί των τλευρών μένουν αι αύταί.

Π αράδειγμα  α\ Γωνία δεδομένη ΒΓΕ =  4 1°4,33 .̂ 
6, η άπλώς ΒΓΕ'-—4 ι °4 3ο’ > διότι ε:ς τάς τοιαύτα; ερ­
γασίας μερικά δεύτερα περισσότερον η όλιγώτερον, δεν επιρ- 
ρεουν έπαισθητώς επί των προσδιοριζόμενων διας-ημάτων.

11α. Γωνίαι δεδομεναι Β4 Λ--—ιο3°55/55, .2> ΒΛΑ
~=36°4' 19". a, ΑΒΔ— 39°5945".6, Γ Α Δ = 35° ι 5' 
jo".8, ΑΔΓ==ιι § 0 '$2 b y  . 2 ,

Πα. γ . Γωνία δεδομένη ΒΑΓeaat68°4 o 44"·4ι
Γωνία συναγόμενη ί ( Β -+- Γ )==55°3<^/3̂ 7//.8. 
Γωνίαι ποοσδιοριζόυ.εναι ί ( Β — Γ ) =  2()0B'2/i ".j
B-~’=84°48'a"J, Γ »= a 6 ° i«' ι3 " . ι .

Πα. δ\ Γωνίαι δεδομεναι ΑΜΒ=» 2 j ° 4 %' , ΑΜΓ
"=109° ι 5" 36 , γωνίαι προσδιοριζόμεναι A=>t3 j ° 2 2  

1". α, ΔΑΕ =»94° *ο 49  > ΒΑΜίτ=*=ιοι° 2 3 /{\ 8.
Σημείωσις του μεταφράσου. Τό εμβαδόν κάθε εύθυ- 

γράαμου τριγώνου είναι ίσον μ.έ το ημισυ τού γινομε'νου 
δύο προσεχών πλευρών του πολλαπλασιασθεν επί τό ημί­
τονον της περιεχομενης γωνίας υπό των ιδίων πλευρών.

Εσω τρίγωνον τό ΑΒΓ ( σχ. 4 ) $ το Α15Γ ( σχ. 5 ). 
εκ της κορυφής τη; γωνίας Α άς κατεβασθη η κάθετος 
ΑΔ έπί την ΒΓ. Γνως-υν είναι ότι εάν κληθη η επιφάνεια 
η τού ενός η τού ά'λλου των δύο τριγώνων Ε αύτη θέλει

ίσούται με —-— Αλλά καί εις τας δύο πζοιςύίΰαζ τό
όρθογώνιοντρίγωνον ΑΔΒ δίδα ( μζ* ) Ρ.: ημ Β: :  ΑΒ: ΑΔ, 

%ΔΙ%Β ΒΓ AB/.U.B
οΟ«ν ΑΔ=·· —~—* λοιπόν Ε=* ~~ζ~ X  ρ . Κληθεί·



σης τής Α Β ^γ, τής ΒΓ«’α-α , τής ΑΓιν β καί τής Ρ— ι* 
αγ^Β αβίμΓ γβή[*.Α t

θέλει ιίναι Ε>=*=*------"*=»-------- ·™--------* Λοιπόν κ.τ,λ.1 } 1
Εντεύθεν, επειδή a ΑΒΓ ίσουται μέ το παραλληλό­

γραμμον τό όποιον εχει διά προσεχείς πλευράς τάς ΑΒ, 
ΒΓ, δηλαδή τάς δύο προσεχείς πλευράς του τριγώνου 
ΑΒΓ, συνάγεται δτι τό εμβαδόν του τοιούτου παραλλη- 
γράυμου ίσουται ρ.έ αγ ήμ Β, * και εν γένει τό εμβαδόν 
κάθε παραλληλογράμμου ίσουται μέ τό γινόμενον δύο 
προσεχών πλευρών του και τον ημιτόνου της περιεχομινης 
ί>π’ αυτών γωνίας·

Εκρινα αναγκαίου νά ΰποσυνάψω^νταύθα τά δύο ταυτα 
θεωρήματα, επειδή συχνάκις άκαντώνται εις τάς εφαρμογάς.

Αρχαί δια την λύσιν των σφαιρικών 
ορθογωνίων τριγώνων.

6 8

ξβ\ Εις κάθε σφαιρικόν ορθογώνιον τρίγωνον, ή άκτίς 
tivat προς νό ημίτονον .τής ύποτεινούσης, ώς τό ημίτονον 
μιας των πλαγίων γωνιών προς τό ημίτονον της απέναντι 
πλευράς.

Εφω ΑΒΓ (σγ. κ>) τό σφαιρικόν προτεθεν τρίγωνον, 
Α ή ορθή γωνία του, Β και Γ αί δύο άλλαι γωνίαι τάς 
οποίας καλού μ εν γω ν ία ς π λ αγίας, και αί όποίαι μΤ
ολον τούτο η μπορούν νά ήναι όρθαί ή μία η άλλη, η καί 
αί δύο ενταύτώ* λέγω ότι 0ελομεν eyu  την αναλογίαν 
Γ : ήμ ΒΓ : : η μ Β : η μ, ΑΓ.

Από τό κε'ντρον της σφαίρας Ο, ας ανθώ σι ν αί ακτίνες 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, άς ληφθη ακολούθως ή ΟΖ ίση μέ την 
ακτίνα τών πινάκων, και άπό την φιγμήν Ζ άς άγθ*/) η 
ΖΛ κάθετος επί την ΟΑ* ή γραμμή ΖΔ θέλει είναι κάθετος 
εις τό επίπεδον ΟΑΒ, επειδή, εξ ύποθέσεως, ή γωνία A 
fivat ορθή, καί ούτω τά δύο επίπεδα ΟΑΒ, ΟΑΓ είναι



κάθετα ρ.εταςύ των. Απο τήν ςτγμήν Δ άς άχθη η ΔΕ 
κάθετος ε’πΐ τήν ΟΒ, καί άς έπιζβυγθ?, ή ΕΖ' αύτη θέλει 
•ιναι ομοίως κάθετο; έπι την OB, και ούτως η γωνία ΔΕΖ 
θέλει μέτρα τήν κλίσιν των δύο επιπέδων ΟΒΔ, ΟΒΓ, 
καί ΐσουται υ.έ τήν γιονίαν Β τού τριγώνου ABF. Τούτου 
τεθέντος εις το τρίγωνον ΔΕΖ ορθογώνιον εις Δ εχομεν 
Ρ : ήρε ΔΕΖ :; ΕΖ : ΔΖ* άλλ* ή γωνία ΔΕΖ=Β, καί επειδή 
ΟΖ «= Ρ, έπεται οτι ΕΖ -  ήμΕΟΖ^ήμΒΓ,ΔΖ ==ήμΑΓ. 
Λοιπον V: ήρ.ΰ: :  ήρ.ΒΓ: ή μ ΛΓ, ή

Ρ : ήρ.ΒΓ : :  ήρ,Β : ήμΑΓ.
Εάν λοιπον καλέσωμεν α τήν υποτείνουσαν ή τήν απέ­

ναντι πλευράν εί; τήν ορθήν γωνίαν Α, β τήν απέναντι 
εις τήν γωνίαν Β, καί γ τήν απέναντι εις τήν Γ, θέλομεν Ιχει

Ρ ; ήιο α : :  ή{λ Β : ήρι β ::  ήρ. Γ : ήρ. γ.

καί έκ των αναλογιών τούτων ουνάγονται δύο εξισώσεις 
μεταξύ των ρ.ερών του σφαιρικού ορθογωνίου τριγώνου.

ξ γ . Εις κάθε σφαιρικόν ορθογώνιον ^τρίγωνον ή άκτίς 
είναι προς το συνημίτονον ρ.ιάς πλαγίας γωνίας, ώς ή 
εφαπτομένη τής ύποτεινούσης προς τήν ε’φαπτομενην τής 
προσκείμενης εις ταύτην τον γωνίαν πλευράς.

Ες-ω πάντοτε (σχ. ίο) ΑΒΓ το προτεΟέν ορθογώνιον εις 
Α τρίγωνον* λέγω δτι θέλομεν εχει Ρ:συν Β::εφΒΓ;έφΑΒ.

Διο'τι γενομένης τής αυτής κατασκευής ώς ανωτέρω, 
το ορθογώνιον τρίγωνον ΔΕΖ δίδει τήν αναλογίαν Ρ : 
συν ΔΕΖ : ;  ΕΖ: ΕΔ. Αλλά ΔΕΖ=Β, ΕΖ =  ήμΒΓ, ΟΕ 
*==συν ΒΓ, καί εις το τρίγωνον ΟΕΔ ορθογώνιον εις Ε, 

ΟΕ ι® ΔΟΕ αον ΕΓ t o  ΑΒ _ ,
ΔΕ —· — ------ ---------- ------ * λ ο ιπ ο ν  Ρ ; συν Β; :  ημΒΙ ;
«*ν » Γ  <? ΑΒ Ρ χμ. BF. , . „  ,  ,*
----------- - ·.·----- --  so ΛΒ, η τελο;

συν ΒΙ *
Ρ ; συν Β :: ΐφ ΒΙ*: i f  A Β.

®9

ρ



Καν καμωμεν, ως ανωτέρω, ΒΓ ·"* a καί ΑΒ^^γ, $r’
·. » „  „ . „ ν „ Ρ*φγ._ί«γοφ«λοαεν εχει Ρ : συν Β : :  εφα: εφγ, r, συν Β ~  *Γ"̂ -------  ̂-
II αυτή αρχή έφαρριοσΟεΐσα εις τήν γωνίαν Γ δίδει συνΓ 

Ρ £? β ΐφ β σφ αφ 
*φ α ρ
ξδ\ Είς κάθε σφαιρικόν ορΟογιυνιον τρίγωνον ή ακτΐς

είναι προς το συνν.υ.ίτονον μιας των πλευρών τής ορθής
γωνίας, ώς το συν/μίτονον τής άλλνις πλευράς προς το
συντ'λίτονον τής ύποτεινούστ,ς.%

Ες-ω ΑΒΓ ( σχ. ίο )  το προτεΟέν όρθογοίνιον είς A 
τρίγωνον, λέγω οτι 0έλο̂ .εν εγει Ρ:συν ΑΒ::συν ΑΓ : συνΒΓ.

Διο'τι επειδή ή κατασχ.ευή είναι ή αυτή μέ τήν των άνα*. 
τε'ρω δύο προτάσεων, το τρίγωνον ΟΔΖ ορθογώνιον είς Δ> 
καί εις το όποιον ή υποτείνουσα ΟΖ =  Ρ, δίδει ΟΔ ==■ συν
ΔθΖ=συνΑΓ* ακολούθωςτότρίγωνον ΟΔΕ ορθογώνιον ιίς 

ΟΛ συν ΛΟΚ ουνΑΓουνΑΒ
Ε, δίδει Ο Ε = -----------  = ------------- Αλλ’ είς τό
ορθογώνιον τρίγωνον ΟΕΖ, εχομεν ΟΕ= συνΒΓ’ λοιπόν

συνΑΓαυνΑΒ « „ ,
συν ΒΓ “ » -— ρ , ή , οπερ ταύτόν,

Ρ : συνΑΓ : :  συν ΑΒ : συν ΒΓ.

Η τρίτΥι αυτή αρχή εκφράζεται διά τής έζισώσεως 
Ρσυνα- συνβσυνγ* από ταύτν;ν, ώς από τάς δύο προλα- 
βούσας, δεν συνάγεται μία δευτε'ρα εζίσωσις’ διότι ή νινο- 
ρυενν; μετάΟεσις μεταξύ α καί β δεν φέρει οΰδεμίαν τροπήν 
είς τήν έξίσωσιν.

ξε\ Διά των τριών τούτων γενικών άρχών δυνάμεΟα 
νά εύρωμεν άλλας τρεΓς αναγκαίας διά τήν λύσιν των 
σφαιρικών ορθογωνίων τριγώνων. Εκάφν,ν των τελευταίων 
τούτων άρχών ήμπορούσαμεν νά άποδείξωμεν κατ’εύΟειαν, 
διά μιας ίδιαιτε'ρας κατασκευής* άλλ’ είναι προτιμο'τερον
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V* τάξ συνάζοψ.εν άπο τας Τρεις πρώτας δια της αναλυ-
σεως, καθώς έρχου-εθα να πράςωμ,δν.

. Ρ ΧΜ. β Ρ ΐφ β . *
ΛΊ εξισώσεις m  Β--^ *-;--- , συν Γ-’Τ ~:-----  δίδουν* v.ii rt ttl

δ ι ά  τ η

YjfjL α ιφ α
*υν Γ *Φ β# χν. « συν *

ης σιαιρεσεώς των . ’ 1 , " ~ “3-"ι ’  vju. Β χμ- ο «Φ «  *υν ρ

(κατατην τριτην αρχήν ;  —- Γ,χομεν λοιπον την τεταρ*
την ταυτην άρχην

r  ιλ Β : συν Γ : : Ρ : συν γ
άπδ την or αίαν διά της ρ.εταθέσεως των γραβατών προ­
κύπτει ηυ. Γ : συν Β : : Ρ : συν β.

II πρώτη και η δεύτερα αρχή δίδουν ηρεΒ
Γί'φγ  ̂ / γ.μ. Β 0 t ' i  Β γ.υ. β so «

συν ’ εντεύθεν συνάγεται----- η —- · =  —------
to α * συν Β Ρ τ.υ.αιφγ

Γ *Ρ·* . f Ν / „ , . ·_ Ν-------------  r—, δυνάμει της τρίτης αονης )— -̂------
συνα εφ γ ι · > ·- ' συνΌσυνγίΦγ

ί® β .
Τ— Εγομεν λοιπον διά πέδκ,πτην άονήν την έζίσωσινϊ ινγ Λ* k 1 * "

Ρ tu β f

»ιιλ α

ίφ Β-’
Ρ ΙΟ β 5 «
ru γ νί την αναλογίαν

Ρ : εφ Β :: η{Λ γ : ε’φ β :
ΐκ της οποίας διά της ρ,εταθεσεως των γραααάτων συνάγεται 

Ρ : έφ Γ :: ηα β': έο γ.
Ρ̂ ΪΦβίογ

Τέλος οί δύο ουτοι τύποι δίδουν έφ Β έφ : ~τ:‘ xu. 5 r,(x γ
ρ< p j

== (δυνάμει της τρίτης αρχής) συν ασυν β συν γ
Λοιπον Ρ*1=1 συν « έφ Β έφ Γ, η σ<ρ Β σφ Γ =« Ρσυν α, $ 

έ<ρ Β : σφ Γ : :  Ρ : συν α
Αΰτη είναι ή έκτη και τελευταία άρχη, καί δεν δίδει 

άλλην έξίσωσιν, διο'τι ά, μετάΟεσις μεταξύ Γ και Β δεν 
φέρει ούδερ,ίαν τροπήν.



Ιδού η άνακεφαλαίωσις τών ϊξ τούτων apywv «κ των 
όποιων τέσσαρες δίδουν «κ,ας-yj δύο ε’ξισώσεις.

Α\ Ρήμ β ~-ήμα η μ. Β, Ρημ. γ= η μ  α ημ Γ 
" Β . Ρέφ β:“ έφ α συν Γ, Ρέφ γ =  έφ α συν Β 

Γ\ Ρσυν α= συν β συν γ,
Δ". Ρσυν Β=ημ. Γ συν β, Ρσυν Γ =  ημ Β συν γ 
Κ\ Ρέφβ = ημ γ ε’φ Β, Ρεφ γ = ή μ β έφ Γ 

5 Τ . Ρσυν χ *= σφ Β σφ Γ,
Εντεύθεν προκύπτουν δέκα εξισώσεις περιέχουσαι όλας 

τάς δυνατά; νά υπάρξουν σχέσεις μεταξύ τριών τών 
πέντε ς-οιγείιυν β, Γ, α, β, γ* (07ε δταν ήναι γνωςκά δύο 
τούτων τών ποσοτήτων μ.έ την ορθήν γωνίαν , αμέσως 
γίνεται γνώση η τρίτη, διά τού ήμ.ιτόνου, συνημίτονου, 
έφαπτομένης η συν εφαπτομένης της.

ζ ς .  2ημ.ειωτέον δτι όταν ςοιγβόν τι προσδιορίζεται 
μόνον διά του ημιτόνου του , τότε έχει δύο τιμάς , καί 
επομένως υπάρχουν δύο τρίγωνα πληρούντα είς τό ζη'τημα’ 
διότι τό αυτό ημίτονον *τό όποιον άνηκει είς μ.ίαν τινα 
γωνίαν η τόξον , άνηκει καί είς τό παραπλήρωμά της. 
Αλλά τύ πράγμα δεν ε/ει ούτως όταν τό άγνω^ον ς·οι· 
χειον προσδιορίζεται διά τού συνημίτονου , εφαπτο­
μένης η συνεφαπτομένης του. Τότε δυνατόν είναι νά άπο* 
φασισθη από τό σημειον ταύτης της τιμής, εάν τό περί 
ού ο λόγος ςοιγύον ηναι μειζον η έλασσον τών ιοο°* τό 
ς-οιχεΐον θέλει είναι έλασσον τών ιοο°, εάν το συνημίτο- 
νον ή εφαπτομένη η συνεφαπτομένη του Ιχη τό ση- 
μοίον ' θέλει δέ είναι μ,εΐζον τών ιοο°, εάν μία τών 
γραμμών τούτων έχη τό σημειον — . Περί της ύποθέσεως 
ταύτης ή τον δυνατόν νά ς ε̂ρεωθώσι γενικά παραγγέλματα 
τά όποια άλλο τι δέ.ν ηθελον είναι παρά συνέπειαι τών 
Σξ αποδεδειγμένων εξισώσεων.

Φερ’ «ίπεϊν , άπό την έξίσωσιν Ρσυν α «= συν β συν γ,



επεται ότι αί τρεις πλευραί σφαιρικού ορθογωνίου τριγώνου 
ή όλαι είναι μικρότεραι των ιου°, η δύο των τριών 
πλευρών είναι μεγάλητεραι των ιοο°, καί ή τρίτη μι­
κρότερα. Ουρείς άλλος συνδυασμός ήμπορει νά χατας-ήση 
τό σημείον του συν β συν γ όμοιον μέ τδ του συν α, ώς 
απαιτεί αΰτη ή έξίσωσις. ωσαύτως ή έςίσωσις Ρέφ γ«*= 
ήμ β i<p Γ, εις τήν οποίαν ήμ β είναι πάντοτε θετικόν, 
δεικνύει οτι έφ Γ εγει πάντοτε τδ αύτδ σημείον με τδ 
της έφ γ. Ε ις κάθε λσιπδν σφαιρικόν ορθογώνιον 
τρ ίγω νο ν  μ ία  π λα γ ία  γω ν ία  καί η α π ένα ντ ι 
ι ίς  τ α ύ τ η ν  π λευρ ά , ε ίνα ι π ά ντο τε  του ίδ ιο υ  
είδους* το υ τ ’ ες-ι, η κα ί τά δύο μεγαλη 'τερα 
η καί τά δύο ιχικρδτερα τω ν ιοο°.
Λύσις των σοαφικ,ών ορθογωνίων τρ'/γώνο>ν.

ξζ . Σφαιρικόν τρίγωνον δυνατόν νά έχη τρεις όρθάς 
γωνίας, καί τδτε αί τρεις πλευραί του ίσουντα; μέ ioo'J* 
δυνατόν νά έχη δύο μόνον δρθάς γωνίας* τότε αί απέ­
ναντι πλευραί είναι καί αί δύο ίσαι μέ ιυο°, καί μένει 
μία γωνία μέ την απέναντι πλευράν, μέτρον των οποίων 
είναι ό αυτός αριθμός μοιρών, ώς-e η γνώσις του ενός των 
δύο τούτων ς-οιγείων φέρει την γνώσιν του άλλου. Εκ 
τούτου φανερόν γίνεται οτι τοιούτου είδους τρίγιονα διν 
ήμπ ορουν νά δώσουν χώραν εις κάνέν πρόβλημα* ήμπο- 
ρουμεν λοιπδν νά άφη'σιυμεν κατά μέρος τάς μερικάς 
ταύτας περις-άσεις, καί νά θειυρήσωμεν έκεΐνα τά τρίγωνα 
τά όποΐα έχουν μίαν μόνον ορθήν γωνίαν.

Ες-ω Α ή ορθή γωνία, Β καί Γ αί δύο άλλαι γωνίαι 
' αί λεγόμεναι πλάγιαι, α ή υποτείνουσα ή απέναντι είς 
την γωνίαν Α πλευρά, β καί γ .αί είς τάς γωνίας Β καί Γ 
απέναντι πλευραί. Δοθεισών δύο των πέντε ποσοτήτων 
Β, Γ, α, β, γ, πάντοτε ή λύσις του τριγώνου ήμπορεί 
νά άναχθη είς μίαν των ακολούθων ϊ% περις-άσεων.



u v α τ ir ι< ε ρ ι ϊ  τ λ ϊ ι r.
ςγ, < ΔοΟείσης της υποτεινούαης α καί μ.ιάς πλευράς β$ 

τύοίσκονται αί δύο γωνίαι Β καί Γ καί η τρίτη πλευρά 
γ διά των εξισώσεων

y4

ημ Β'
Ρ r.u. Ζ i<o β «τυ α Ρ συν α

5 JDV Γ —τ, α α C,JV r σ jv

συν α
συν β συν γ Ρ »« β
— — > «ο R-—· - . ; · ’ r

Ρ · tja γ *

Επειδή τα δ·;ο t v̂.yiCoc Γ καί γ προσπορίζονται διά 
'του συνημίτονου των, διά τοΌτο δεν είναι δεκτικά παοά 
μιας μονής τιμής. Οσον <;ιά την γωνίαν Β, πρεπει νά 
'ηναι του ίόίου είδους με την δεδομε'νην πλευράν β.

Δ Ε Τ Τ Ε Ρ Λ Π Ε !* I Σ ΐ  Λ ϊ I λ-
ξΟ . ΔοΟεισών των δύο πλευρών της ορθής γωνίας β 

καί γ, εύρίσκεται η υποτείνουσα α καί αί γωνία; Β καί 
Γ διά των εξισώσεων

Ρ t y j  f  

'/■ [/. ζ
Ιίίς την περίς-ασιν ταύτην «εν υπαρ/ει άμ,Φίβολια.

Γ Ρ I Τ Η Π Ε Ρ I Μ Γ Λ Ξ I λ*.
ο . ΔοΟείσης της ύποτέινούσης α καί μιας γωνία; Β, 

«ι δυο πλευραί 2 καί γ καί ή άλλη γωνία Γ προσδιορί­
ζονται εκ των εξισώσεων

»νν«Ε»δ· 
Ρ

Τά ς-οι/εία γ και Γ προσδιορίζονται έκ τούτων των 
τύπων γωρίς αμφιβολίαν* όσον διά την πλευράν β, 
πρεπεε νά ηναί του αύτου είδους με την γωνίαν Β.

Τ Ε Τ Α Ρ Τ Η  Π Ι ί .Ρ Ι Γ Γ Α  Σ.Ι 1 .
ou . ΔοΟείσης της πλευρά; της ορθής γωνίας β μ.ετά 

Της απέναντι γωνίας Β, ευρίσκονται τα τρία αλλα C0l“· 
yv.ot. διά των τύπων

, λ fy· « *!<* Ρ f’e α συν Ρ
ημ ο·'— ---- —---- 5 i<p γ =  ' — σφ ΓΓ

Γ Τ * Ρ



wu Β p " r  · ouv β

10ίς την παρούσαν περ:ς·ασιν τά τρία άγνοια «Γ01'/.*** 
προσδιορίζονται δι’ ημιτόνων, καί διά τούτο το ζήτημα 
είναι επιδεκτικόν δυο λύσεων. £ίναι τω δντι φανερόν 
on τό τρίγωνον ΑΙ3Γ καί τό τρίγωνον Α,Β Γ ( σχ. ϊ ι  ) 
fcivat καί τά δύο ορθογώνια εις Α, καί τά δύο έχουν τήν 
αυτήν πλευράν ΑΓ «= β, καί την αυτήν απέναντι γωνίαν 
Β«=ΧΛ*ΰ/. Τού λοιπού, αί διπλαι τιμ.αί πρέπει νά συμ- 
πλεχΟουν οΰτω πω; ώςε γ καί Γ νά ήναι τού αυτού 
είδους* ακολούθως τό είδος τής γ καί β προσδιορίζεται 
από τό τής α διά της παρατηρήσεως του τύπου συν β 
συν γ- ’- Ρσυν α, άλλ* ή τιμή της α προσδιορίζεται κατ’

ευθείαν έκ της έζισώσεως ήμ. αΤ=
β.

Τ.μ Β

Π Ε Μ II Τ Η Π Ε Ρ Ι Ϊ Τ Α Σ Ι  Σ-
οβ . ΔοΟείσης μιας πλευράς τής ορθής γωνίας β μετά 

τής προσκείμενης γωνίας Γ, ευρίσκονται τά τρία άλλα 
Γοιχεία α, γ, Β, διά των τύπων

όφ  β συν I ’ τήμ. β tct> Γ συνβτρ,Γ^
σφ ατ~  —1— -----? έφ γ ~  -  λ- 1— ? συν Β~=“ “

/·

Εις. την παρούσαν περίς-ασιν .δεν jn v ii ούδεμία άβε- 
βαιύτης περί τού είδους των άγνωμων ςτ>ιχείων.

Κ  ίχ Τ  Ιί 1! Ιό Γ 1 Σ Τ  Α  Σ I λ .

ογ. ΔοΟεισών των πλαγίων γιονιών Β καί 
σκονται αί τρεΓς πλευραι α, β, γ δια των τύπων

. * / ευ«-t

σφ Β σφ Γ  Ρ ου·> Β
συν αε=* ,, ’ συν 6 —~ ~~~~~ 5Ρ . ϊ)|λ.1

Ρ ουν Γ
συν γ=- , Γ*

• T)JA Β

Καί εις τήν παρούσαν περί~ασιν δεν μένει ακόμη 
μία άβεβαιότης.
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Σ Η Μ Ε 1 U Σ I I

οδ\ ϊό  σφαιρικόν τρίγωνον του όποιου Α,Β, Γ είναι 
αί γωνίαι, καί α, β, γ αί απέναντι πλευραί, άντιςοιχεί 
είς πολικόν τρίγωνον του όποιου αί γωνίαι είναι παρα- 
πληρώματα των πλευρών α, {5, γ, καί αί πλευραί παρα­
πληρώματα των γωνιών A, Β, Γ* & ς ε  εάν καλε'σωμεν 
Α , Β*, Γ τάς γωνίας του πολικού τριγώνου, καί α\ β , y  

τής άπε'ναντι είς ταύτας τάς γωνίας πλευράς, θέλομεν έχει 
Α == 2 0D0—α, Β =  200°—β* Γ =  2 0 0 °—γ 
α «= 2 0 0 °—Α, β — 2 0 0 °—Β, γ «  2 θο°—Γ. {

Τούτου τεθε'ντος, εάν σφαιρικόν τρίγωνον εχη μίαν 
πλευράν ίσην μέ τεταρτημοριον , φανερόν ότι η άντιςΌΐ- 
χούσα γωνία Α τού πολικού είναι ορθή, καί τό τρίγωνον 
τούτο ορθογώνιον. Τά δύο λοιπόν δοθέντα τα όποια, 
έκτος της πλευράς τής ίσης με ιοο°, απαιτούνται διά 
την λύσιν του προτεθέντος τριγυύνου, χρησιμεύουν διά 
την εύρεσιν τής λύσεως του πολικού , καί. ακολούθως 
εκείνης τού προτεΟέντος τριγώνου. Εκ τούτου δυνατόν 
νά συναγθώσι παρόμοιοι μέ τούς προηγούμενους τύποι 
διά την κατ’ ευθείαν λύσιν των σφαιρικών τριγώνων τά 
οποία έχουν [λίαν πλευρόν ίσην μέ ιοο°.

Ισοσκελές τρίγωνον μοιράζεται είς δύο ορθογώνια τρί­
γωνα ίσα καθ’ όλα των τά μέρη* ούτως ή λύσις των 
σφαιρικών ισοσκελών τριγώνων κρέμαται προσέτι από 
την τών σφαιρικών ορθογωνίων.

Ες-ω ΑΒΓ ( σχ. 1 2 ) σφαιρικόν τρίγωνον, τοιούτον 
ώς-ε αί δύο πλευραί ΑΒ, ΒΓ νά ήναι παραπληρώματα 
ή μία τής άλλης* εάν προεκβληθώσιν αί πλευραί ΑΒ, ΑΓ 
εως ου να συναπαντηθώσιν είς Δ, φανερόν ότι ΒΓ καί 
ΒΔ θέλουν είναι ίσαι μεταξύ των ώς παραπληρώματα τής 
αυτής πλευράς ΑΒ' άλλως δέ είναι κατάδηλον οτι γνως-ών 
τών μερών τού τριγώνου ΒΓΔ, γίνονται γνω?ά τά μέρη



του τριγώνου ΑΒΓ τό όποιον ιινοα το υπόλοιπον του α­
τράκτου; καί τ ’ ά νά π α λ ιν . Η λυσις λοιπόν του τριγώνου 
ΑΒΓ εις τό όποιον δύο πλευραί κάμνουν ορίου 2 0 0°, α­
νάγεται εις την του ισοσκελούς τριγώνου ΒΓΔ, η βίς την 
τού ορθογωνίου ΒΛΕ ήμίσεως τού ΓΒΔ.

Οταν αί δύο πλευραί. ΑΒ, ΒΓ ηναι παραπληρώματα 
Ji μία της άλλης, πρέπει τό αυτό νά ΰπάρχη καί διά τάς 
άπε'ναντι γωνίας ΑΙ'Β, ΒΑΓ’ διότι ΒΓΔ είναι παραπλη'- 
ρωμα της ΒΓΑ* άλλα Β Γ Δ = Δ = Λ . Αδύνατον λοιπόν 
νά ύπάρχη a γ = 2 θ θ Λ, χωρίς ενταύτώ A -f- Γ =*■ 
2 0 0 °, τυ όποιον είναι άντίςφοφον*

Εντεύθεν βλε'πομ,εν ό'τι εις την λυσιν των σφαιρικών 
ορθογωνίων τρίγωνων συμ.περιλαμ,βαλ/δται, νί των
σφαιρικών τριγώνων των έγόντων μίαν πλευράν ίσην μ.έ 
τεταρτημόριον. 2 CV ή των σφαιρικών ισοσκελών. 3CV η 
των σφαιρικών τριγώνων εΐ; τά όποια τό άθροισμα δυο 
πλευρών, ώς καί των απέναντι δύο γωνιών, ίσουται ρ.ί2οο°.

Αρχαί δια. την λύσιν των σφαιρικών 
τριγώνων έν γένει.

οε\ Εις κάθε σφαιρικόν τρίγιονον τά ημίτονα των 
γωνιών είναι ανάλογα των ημιτόνων των απέναντι πλευρών.

Εσω ΑΒΓ (σχ. ΐ3 )  όποιονδηποτε σφαιρικόν τρίγω­
νον* λε'γω ότι Οέλυμεν έχει ημΒ:ν,μΓ : :  ήμΑΓ: ημΑΒ.

Από την κορυφήν Α άς κατεβασθη τό τόξον Α Δ κα'- 
θετον επί της απέναντι πλευράς ΒΓ" τά ορθογώνια τρί­
γωνα ΑΒΔ, ΑΓΔ δίδουν τάς αναλογίας 

ημ Β : Ρ : :  ημ. ΑΔ :ημ ΑΒ.
Ρ :ημΓ : :ημ. ΑΓ : ήμ ΑΔ.

Από τον κατά τάζιν πολλαπλασιασμόν των δυο τού­
των αναλογιών, καί την των κοινών παραγόντων έξά- 
λειύιν, συνάνεται



■f B: ήμ Γ ::  ήμ ΛΓ; ή μ A B.
Εάν ή κάθετος A Δ έπιπτε έκτος του τριγώνου ABF 

( σχ. ι4 ), ήθελον προκόψει αί αύταί άναλογίαι εις τήν 
μίαν των όποιων ήμ Γ Οά έσΛ.μείονε ήμ ΑΓΔ’ πλήν επει­
δή ή γωνία ΑΓΔ καί η ΑΓΒ είναι παραπληρώματα η 
μία τής άλλης, τά ημίτονά των είναι ίσα* καί ^ιά τούτο 
πάντοτε ήθε/ev άπο^ειχθή ότι ήμΒ ■ ήμΓ:. ήμ ΑΓ:ήμΑΒ.

Ες-ωσαν α, β ,γ αί απέναντι εις τάς γωνίας A, Β, Γ 
πλευραί, ή κάθε μία εις τήν κάθε μίαν* κατά τήν παρού­
σαν αρχήν 0ελομεν έχει ήμ A : ήμ α : :  ήμ Β : ήμ β :: ήμΓ: 
ήμ γ* έκ των όποιων αναλογιών προκύπτει ή διπλή έςί- 
σωσις;

r.u. Α χυ. Π χ χ  Γ

7s

τ,α α 7. ΙΑ £ 7, α  γ

ος-. Εις κάθε σφαιρικόν τρίγωνον τό συνη μίτονον μιας 
γο>νίας ίσουται με το πηλίκον τής &ιαιρέσεο>ς τής δια­
φοράς μεταξύ του τετραγώνου τής ακτίνας έπί του συ" 
νημιτόνου τής απέναντι πλευράς πολλαπλασιασθέντος, καί 
του γινομένου τής ιδίας άκιίνο; έπί των συνημιτο'νων των 
προσκειμένων πλευρών , διά του γινομένου τών ημιτόνων
τών ιδίων τούτων πλευρών: δηλαδή, διά τήν γωνίαν Γ,

Ρ^συνγ— Ρσυνα συν ο
παραδείγματος χάριν, έχομεν συνΓ= 7,α Λ ΧΙΑ.

Ο *>ΧΛΤ1Μ/ν —"
β

Ρ̂ συνα—Ρσυνοσυνγ̂  
Χμ. ο ίψ. γκαί παρομοίως διά τάς άλλας δύο,συν,Α*

Λ -
1' συν ο — Ρσυν α συν γ

σ υ ν Β = ------: :Τι (Λ κ y,u γ
Ινς·ω ΑΒΓ τό προτεθέν τρίγωνον ( σχ. ι 5 ) είς τό 

οποίον κάμνομεν ΒΓ==ια> ΑΓ ==» β, ΑΒ=̂ ·=γ* Ας σύρω- 
μεν άπό τό κέντρον Ο τής σφαίρας τάς άπροσδιορίςΌυς 
ευθείας ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ* άφ’ οΰ λάβωμεν τήν ΟΔ κατ’ αρέ­
σκειαν, έκ τής ςτγμής Δ άς άξωμεν τήν ΔΕ είς τό έπί-
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συν ΛΟΚ συν S 1 1

ΑΖ ~ iuAOZ $μ χ ΔΕ Γ.μΑΟΕ ήμ C
υΔ συν ΔΟΖ συν « • ΛοιπόνΑΖ «μΔΟΖ ■Λμ *

•

συν Γ
I *συν γ—Ρσυν α συν β

*μ Λ ίμ  β

Η αρχή αυτή, τής όττοίας ή διαδοχική έφάρμ.οσις βίς 
τάς τρεις γωνίας, χορηγεί τρεις εξισώσεις, αρκεί διά -τήν 
λύσιν όλων των προβλημ.άτων της σφαιρικής τριγωνο­
μετρίας* έχει, ώς προς τά σφαιρικά τρίγιονα, την αυτήν 
γενικότητα την οποίαν η του άρ. με έχει ώς προς τά 
επίπεδα. Τω οντι, επειδή πάντοτε δίδονται τρία ς*οιχεία 
διά των οποίων πρέπει νά προσδιορισΟώσι τά άλλα τρία, 
φανερόν είναι ότι η άρχή αΰτη δίδει τάς αναγκαίας διά την 
λυσιν του προβλη'μ,ατος εξισώσεις: εξισώσεις των οποίων η 
άνάπτυξις ανήκει είς την άνάλυσιν ώς-ε εξ αυτών, κατά 
τάς διαφόρους περις-άσεις, νά συναχΟώσιν οί άπλούςτεροι καί 
άρμοδιώτεροι είς τον λογαριθμικόν υπολογισμόν τύποι.

οζ\ Επειδή η περί της οποίας ό λόγος αρχή είναι γε- 
νικωτάτη, πρέπει νά περιέχη είς έαυτήν όλας τάς άλλας 
άρχάς τάς είς τά σφαιρικά τρίγωνα άναφερομε'νας, καί 
μάλις-α την του άρ. οε\ τούτο είναι ευκολον νά βεβαιώ- 
σωαεν.

ν « ,ν ,  ^  1*2 <ιυνγ— Ρσυνασυνβ
1ω οντι η εςισωσις συν Γ3 ------;----τ~̂ ----- διόειΡ —.
βυν3Γ ή ήμ9Γ

ήμ α ν,μ β

Ρ2 όμ2 αίμ2 ο—Ρ^συν^χσυν^β —f· ?.Ρ3 συν α συν βσυνγ—Ρ* συν^γ

ήμ2α ημ2β

Αλλά ήμ9αήμ°β — -( Ρ9—συν9'α) (Ρ9'—συν9β) — Ρ4—Ρ* 
συν9α—Ρ2συν9β-Η*συν9α συν9'β. Αντεισάγοντε; λοιπόν 
καί εξάγοντες τήν ρίζαν, θελομεν



s
h'j. 1 7—~  f / (P* —Ρ2συν a —·Ρ 1cjv £—P \juv2Y--f~
,υΡσυνασυν β συν γ ).

Ε ς» υιά το σύντομον Π — ̂ ^Ρ*—Ρ*συν α—Ρ?συν2 
(ι ■■’‘Ρ ><ϊυ·γ-+" ^Ρσυν α συν β συν γ ) ’ θελομεν έχει λοιπόν

ΡΩΡΩ τ,[>. Γ ̂  ̂ ρ  , -- __  ̂ y * Γ 7̂ . ____
ν <ι' «μ α ημ β «μ -> Τ.μ α «μ Β ίμ γ

At τιμαι του συν Λ καί συν Β ηθελον δώσει παρομοίως
γ μ  Α ΡΩ  ̂ χ.υ. Β ΡΩ

Χμ λ ί.μχτ,μβήμγ ή μ β ΐμ  α λμ&ίμγ
'Ηοπ ή ποσοτης Ω δεν άλλάσει, όταν γένη ή μεταθεσις
* , 0 χμ Α _ *μΚ
μίταςυ ούο των πασοτητων α, β, γ* λοιπόν ήμ£

ίμ Γ ν
“ν" 7 “ ~’ έςισώσεις αί'τπε’ς άλλο u  cisv είναι παρά ή του
°* άρ. άρχη'.

οη . Αί εΰρεΟεΐσαι τιμαί διά συν Γ καί η μ Γ, ημπο- 
ρούν νά χρησιμεύσουν διά την εύρεσιν των γωνιών ενός 
σφαιρικού τριγώνου του όποιου είναι γνως·«ί αί τρεις 
πλευραί’ πλην υπάρχουν άλλοι τύποι έπιτηδειύτεροι διά 
τον λογαριθμικόν υπολογισμοί.

Τω όντι, εάν εις τον τύπον Ρ2—ΡσυνΓ=2ημ!Η Γ,
> /ν / ar,u2  ϊ  Γ

άντεισάςωμεν την τιμήν του συν Γ} θε'λομεν έχει
συν Γ συν χ  συν β—j- fla a r.u β — Ρ συν γ t 

Ρ . ήμ Q τ,μ χ
Ο άοιθμητης ταυτής της ςκφράσεως άγεται εις Ρσυν 

(α —β)~~Ρσυνγ* τώρα κατά τον τύπον Ρσυν κ·~“Ρσυνπ 
= 2 η μ  | ( π 4 - κ )ημ 1 ( π —κ ) ( κη ), εύρίσκομεν Ρσυν 
( α—β )-~Ρσυνγ *» 2ημ | ( γ—β -+* α)ήμ { (γ —αΗ—β )’ 
λοιπόν

·/,(? ί  r  ^ C +Sp ) % ( i t ^ ) ,
>2 ii>. χ Tit. β

6



$2

$ ψ  ί  r — ρ ^ Ι
« γ·+ β— « , ν4-α— 6]

— Ψ  — ~
τίμ α τγ,ια β

Φανερόν είναι ό'τι ήθέλαμεν εχει παρομοίους τύπους 
δια την εκφρασιν του ημ \ Α κα·. ημ \ Β, δια μέσου των 
τριών πλευρών α, β, γ.

οθ\ Το γενικόν πρόβλημα της σφαιρικής τριγωνομε­
τρίας συνίς*αται, ώς η δη εϊπομεν, είς την προσδιορισιν 
τριών τών έξ ποσοτη'των Α, Β, Γ, α, β, γ διά μέσου 
τών άλλων τριών. Προς τούτο ανάγκη είναι νά έχωμεν 
εξισώσεις μεταξύ τεσσάρων τούτοι-τών ποσοτητο>ν, ει­
λημμένων καθ’ όλους τούς δυνατούς τρόπους' τώρα ες πο­
σότητας συνδυάζοντες άνά τέασαρας η άνά δύο, εύρίσκο- 

6· 5
μεν -----  η ι 5 συνδυασμούς* διά τούτο δεκαπέντε έξι-* I. 2 *
σώσεις πρέπει να σχηματίσωμεν' πλην μη Οεωρουμένο̂ ν 
παρά τών ούσιωδώς διαφορετικών συνδυασμών, αί δεκα­
πέντε αύται εξισώσεις ανάγονται είς τέσσαρας.

Τώ οντι, έχομεν ι ον τον συνδυασμόν αβγΑ, 07ΐς συμ­
περιλαμβάνει, διά της μεταΟέσεως τών γραμμάτων αβγΑ, 
αβγΒ, αβγΓ.

2εν Τον συνδυασμόν αβΑΒ, έκ τού όποιου προκύ­
πτουν αβΑΒ, βγΒΓ, αγΛΓ.

3ιν Χον συνδυασμόν αβΑΓ, οςτς συμπεριλαμβάνει 
τούς έξ αβΑΓ, αβΒΓ, αγΑΒ, αγΒΓ, βγΛΒ, βγΑΓ.

4 0ν Τέλος τόν συνδυασμόν aABF, οςτς συμπεριλαμ­
βάνει τούς τρεις αΑΒΓ, βΑΒΓ, γΑΒΓ.

Ολοι λοιπόν οι συνδυασμοί είναι δεκαπέντε* πλην τέ- 
σαρες είναι οί ούσιωδώς διάφοροι.

, y  f Γ  Ί υ ν  ιλ — Ρ σ υ ν  β  σ υ ν γ

π . Η έςίσωσις συνΑ  ------- :——---------παοιτάνει
η(Λ β  γ,μ γ  *

τόν πρώτον συνδυασμόν αβγΑ καί τούς άπ’ αυτόν έξαρ- 
τωμένους,



Λιά τον <ίχηματισμον της άντιςτη^ουσης &ξ·.οτώ<τ«ο>ς βίς 
τον συνδυασμόν αβΑΒ, Trpercet νά άπαλείψωμεν γ από 
τούς δυ'ο τύπου; οί όποιοι δίδουν τάς τιμάς του συν Α. και
συνΒ’ πλην την άπάλειψιν ταυτην έκάμαμεν (οζ’ ) και τό *6-

μ̂- Α ήμ II.
ρεΟέν εξαγόμενον είναι Τ — :Γ=  *—τ '' * ‘ ημ α ημ β

Ο τρίτος συνδυασμός c y  η ματίζεται άπο την μεταξύ των
α, β, Α, Γ, σχέσιν* προς τούτο, εχοντες τάς δυο εξισώσεις

συν Αήμ β ή μ γ =  Ρ συν α—Ρσυν β συν γ,
συν Γη μ β ή μ α^=’ Ρ συν γ—Ρσυν β συν α,

άπαλείφομεν εν#πρώτοις συνγ, καί εύρίσκομεν ΡσυνΑήμγ
-{-συν Vr,\» α συν β -̂=Ρσυν α ημ β* Οετοντες επειτα εις

/, ήμ α ήμ Γ
ταυτην την έςίσωσιν την τιαην ηα ν=—· —:—:— ’ ένοι/.εν ν 1 * » ψ Λ  1
διά τον τρίτον συνδυασμόν

σφΑημΓ 4 - συνΓσυνβ=σφαημβ ( ι)
Τέλος, διά νά εύρωμέν την μεταξύ Α, Β,Γ, α σχέσιν, 

παρατηρούμεν ό'τι εις την προηγουμένην έξίσωσιν ό όρος
t ήμ β ήμ Γ»

σφ α ημ β·=Ρσυν α. τ— Ρσυνα -— * λοιπόν πολλα-1 1  ημ α ημΑ
πλασιάζοντες ταυτην την έξίσωσιν επί ημΑ, Οε'λομεν εχει

Ρσυν Α ημ Γ= Ρ συν α ημ Β—ήμ Α συν Γ συν β.

( ι)  Διά την ευκολον ένδύμησιν τούτου του τύπου καί την ευρεσίν του 
ϊ ί ί  την χρείαν, «ύλαξον τον ακόλουθον κανόνα τη ; Μνκμονική;: 

ιόν Μέ την πλέυράν α καί την άπε'ναντι γωνίαν Α,
Me την άλλην πλευράν β καί τήν προσκειμενην γωνίαν Γ, σχημα­

τικόν την πλ«ς·ήν ε’ξίσωσιν σφ α σ φ Α = σ φ  β σφί’, παρατηρών ναδε'της 
τά  μικρά γράμματα εμπροσύεν τών μεγάλων·

2ον Πολλαπλασίασον καί τά  σύο μέρη επί ημ β ημ Γ, υπόθετων 
την ακτίνα P ^ r ’ 6·λεις εχει

σφ α ήμ β σφ Δ ήμ Γ ^ σ υ ν  β συν Γ·
3θν Χώρισον »ΐς το πρώτον μελ«; τά μικρά γράμματα των μεγάλων, 

δετών εμπροσδεν τούτο>ν τό σημειον— ’ Θελ,ει; έχει την αληΟη : ς;οωσιν 
σφ α ήμ β— σφ Α ημ Γ~-—συν β συν Γ 

Η πς ούσα ίμογενής εχει χώραν, καί χωρί; νά υποτεδτ. Ρ553* 1. 0· Σ·



Εάν εις ταύτην την έςίσωσιν ρεταΟέσωρβν τά γράρ,- 
ρ.ατα Α και Β, καθώς άκο'ρ,η α και β, Οέλορ.εν εγει 

Ρσυν Β ηρ. Γπ=Ρσυν β ηρ. Α—ηυ. Β συν Γ συν α. 
Και εκ των δυο τούτων, διά της άπαλείψεως του συνβ, 

Ρ '̂συν Α ηρ. Γ +  Ρσυν Β ηρ. ΓσυνΓ=συν αήρ.Β ηρ.5Ι\ 
Λοιπόν τέλος

συνα=
Ρ^συν Α -μΡουν Β συν Γ ^

7IU. Β r.u. Γ

Αΰτη είναι η ζητουρ,ένη ρεταξύ Α,Β, Γ, α σχε'σις, 
ητις είναι ή τέταρτη των αναγκαίων εξισώσεων διά την * 
λύσιν των σφαιρικών τοιγ'ώνων.

7:α . Η τελευταία αύτη έξίσωσις ρ.εταξύ Α, Β, Γ, α 
παρρησιάζβι έξαίσιον αναλογίαν ρ.έ την πρώτην ρεταξύ 
α, β, γ, Α* καί ηρ,πορουρ.εν νά άποδώσωρ.εν λο'γον ταύτης 
της αναλογίας διά της ίδιότητος των πολικών η παρα- 
πληρωρ.ατικών τριγώνων. Τώ όντι, είναι γνωςον οτι το 
τρίγωνον του όποιου αί γωνίαι είναι A, Β, Γ, καί αί α­
πέναντι πλευραί α,β,γ άντις·οιχεΐ εις πολικόν τρίγωνον του 
οποίου αί πλευραί είναι 200°—Α, 2οο°—Β, 20<>ο—Γ, 
καί αί άπεναναντι γωνίαι 2000*-~a, 2ου°·^“β, 200°—γ. 
Τώρα ή εφαρροσις της του άρ. ος:' άρ/ης εις τούτο τό 
τελευταΐον τρίγωνον, δίδει

Ι’ ·*7υ ν(ϋοο°— Α)— Peovfaoo"— Β) συν (sum °—

ΐμ  ( 200° — Β ) *λμ. ( ?.ου° — Γ )
συν( 200° — α
ητις αναγεται εις

1 ®<tjvA
συν α.ζ~̂=

r.ij. Β τ,μ Γ 
ώς δι* άλλης όδοΰ εΰρορ,εν.

)

Ο τύπος ούτος λύει άρ.έσως την περίςασιν καθ’ #ν ζη- 
τούρ,εν νά προσδιορίσωρ.εν ρ.ίαν πλευράν διά ρ,εσον των 
τριών γωνιών* πλην διά νά ίύρωρεν επιτηδειότερον διά 
τον λογαριθρικον ύπολογισρ.όν τύπον, άντικαθι^ώρ εν



85

τόν τιυ.ήν το» συν α εις την έζίσωσιν 1 —
ο ον α aiSfvH*

β2
< λτ-fA ,; α

και συναγου.εν ~£~ *Λ==Β
Τμ Β ιδμ Γ —συ» Β συν Γ-^Ρ  συν Λ

— Ρ συν ( β  +  Γ )—·Ρ συν Α ψ
2«JS. Β ϊΐΙΑ I'

αήμ Β Ύ,μ Γ
Και επειδή εν γενει ( άρ  κη’ ) Γσυνπ +  Ρσυν κ*=* 

2βυν | (π +  κ)συν j  ( π —κ ), η εξίσωσις αυτή άνά-
— συν I  ( A ·+  Β +  Γ )συν £ ( Β +  Γ — α )’ 2 X wu. * α

γεται εις t/i . Τ. . „« Ρ 7)μ Β τμ Γ
Ενθα παρατηρητε'ον δη αν καί τό δεύτερον ρ,ε'λος 

υπό μορφήν αρνητικήν, είναι ρ.’ ολον τούτο πάντοτε θε­
οτικόν. Διότι έν γενει ήρ. ( χ—ιοο°)

νΐμχσυνιοο— «υνχνιμχοο
*,- ε ~ — συν χ* λοιπόν

—συν |(Α +  Β-ι-Γ>=ή(Λ { ----- j -------- 100 )
ποσότης ήης πάντοτε είναι θετικ/f διότι επειδή Α +  
Β +  Γ πάντοτε περιεχεται ρεταξυ 200° καί βοο°, ή 
γωνία \ (Α +  Β +  Γ)— ιοο° περιεχεται ρ,εταξυ ρηδενός 
καί 200°* άλλως συν \ (Β 4- Γ—Α) είναι πάντοτε Θετι­
κόν, διότι Β + Γ —Α δεν δυναται νά ύπέρβαίνη 200°* 
τω όντι εις τό πολικόν τρίγωνον η πλευρά 2οο° —Α είναι 
υ.ικροτε'ρα του άθροίσρ,ατος των δυο άλλων 2θο°—Β, 
2οθ°—Γ’ λοιπόν 2θο0—“Α ^ 400<>—Β—Γ ή Β-ΗΓ—■ 
Α <200°.

Βεβαιωθε'ντες ούτως οτι τό έζαγόρ,ενον πάντοτε θελει 
είναι θετικόν, ήρ-πορουρ-εν ασφαλώς νά έξάξωαίν τήν 
ρίζαν, καί εχορ,εν τον άκόλοϋθον τόπον διά την προσδιό­
ρισα ριάς πλευράς διά ρ,εσου των γωνιών,

Α *-{-Β * + Γ  Β +  Γ  - Α
χ V,/ 1 ~συν ------τ----- συν■ψ j  α««Ρ !/

*14 » ίμ Γ



χβ\ Ilpiv υπάγω μεν περαιτέρω, σημειουμεν o n  άπά 
τού; γενι/.ούς τούτους τύπους, δυνάμεθα νά συναςωμεν 
τούς άναφερομενους εις τά σφαιρικά ορθογώνια τρίγωνα. 
ΓΙρός τούτο, αρκεί να καμωμεν Αγ= ιοο°, τόσον εις τούς 
τε'σσαρας άρ/ικούς τύπους όσον καί εις τούς έξ αυτών συ** 
ναγομένους £ια της μεταΟέσεως των γραμμάτων. Καί 
έν πρώτοις πράττοντες την τοιαύτην άντεισαγωγην εις 
την έςίσωσιν συν Α ήμ β ή μ γ=ϊΡ' συν α—Γσυν β συν γ, 
εύρίσκομεν

Ρσυν α=συν β συνγ. ( ι)

Αί συναγόμεναι της γενικής εςισώσευ ς̂ όέν περιέχουν Α 
καί δια τούτο δέν &0ουν κώμμίαν νέαν σχε'σιν 0τα1 
Α = ιοο°,

r.u Α κα Β
7 Γ=  ", 7 ’ όίδει όταν Α = ιου°,

£   *μ· Β . (α)
■ήιι. α r.u. β

86

Η ίξίσωσις

ία  Γ ι Λ f 1’
~—* ήθελε σώσει επίσης----

«α  Α
καί ή συναγόμενη . . ... ..I V r,w. α tju. γ  ΐίμ α

ϊ. . » </ 7 t .· * JT -  ̂ / \<=» π—  αλλ αυτή είναι συναγόμενη της εςισωσεως (,2;
Η εξίσωσις σφ Α ήμΓ-f- συν Γσυν6«·:φ α ήμ β δί&ει 

έν τ^ υποθέσει της Α=ιοο°, συν Γσυν β=σφαήμ β, η 
συν Γ έφ α=Ρέφ β. (3)

Η συναγόμενη σφ Γ ήμ Α 4“ συνΑσυνβ—σφγήμβ δίό'ει 
εις την αυτήν περίςνζσιν, ΡσφΓ=σφγήμβ> η

Ρέφγ===ήμβεφΓ. (4)
Τέλος η τέταρτη αρχική έξίσωσις ήμ Β ήμΓσυνα=Ρ~ 

συν Α 4 -Ρσυν Β συν Γ καί ή συναγόμενη της ήμ Α ήμ Γ 
συν β= Ρ 2συν Β 4- Ρσυν Α συν Γ, &ί$ουν είς την περίς-α- 
ctv καθ’ ήν Α=ιοο°, ήμΒήμ Γ συν α=Ρσυν Β συν Γ καί 
ήμ Γ συν β=Ρσυν Β> ή



ήμ Γ συν β«=Ρσυν Β·. (6)
Αύται είναι αί εξ εξισώσεις επί των όποιων θεμελι- 

ουται η λύσις των ορθογωνίων τριγώνων.
πγ . Τελειονομεν ταύτας τάς άρχας δίδοντες την α- 

πύδειξιν των Α ναλογιώ ν του Νεπη'ρου (Neper), δια 
των οποίων άπλους-εύονται πολλαί περις-άσεις της λύσβως 
των σφαιρικών τριγώνων.

Δια της συμπλοκής των τιμών του συν Α καί συν Γ 
έκπεφρασμε'νων διά α,β,γ, εύρομεν την έξίσωσιν (άρ. π ) 

Ρσυν Α ημγ=Ρσυναήμ β — συν Γήμ α συν β. 
Αϋτη δι’ άπλης μεταθε'σεως δίδει:

Ρσυν Β ημ γ-=Ρσυν β ημ α—συν Γ ημ β συνα. 
Λοιπόν προσθετοντες τάς δύο ταύτας έξισώσεις καί 

άνάγοντες θε'λομεν εχει
ημ γ ( συνΑ -}- συνΒ) =ι= (Ρ—συνΓ)ήμ(α 4 * £).

Αλλ’ επειδή
τ.μ. γ ημ α 

ημ Α

ημ β
’  εχορ.εν

i.u. Γ ημ Α ημ ί£
ημγ(ημΑ 4 * ημΒ)==ημΓ(ημα Η- ημβ) 

καί ημ γ (ήμΑ—ημΒ) =  ημΓ(ημα~-ημβ).
Διαιρουντες διαδοχικώς τάς δύο ταύτας εξισώσεις 

διά της προηγούμενης, θε'λομεν έ^ει
fyA Α 4  ημ Β ημ Γ ήμ α *Ή ημ β

«ννΑ 4" «ννΒ 
ημ Α“~ημ Β

Ρ—-αυνΓ 

ημ Γ

ημ(<* + β) 

νΐμ Λ—ημ β .

σννΑ ·}* ew B  Ρ— ο*νΓ ημ(« -%·&)

Καί άνάγοντες ταύτας διά των τύπων των άρθρων 
κθ* καί λ* εύρίσκομεν

CUV Η * ~ β )

«φ i  (a -h  Β )"  =ί i  Γ·



ΔοΟεισών λοιπόν των δύο πλευρών α και β μετά τν;ς 
περιεγομε'ντ,ς γωνίας Γ, «υρίσκομεν τάς δύο άλλας γω­
νίας Α καί Β διά των αναλογιών,

συνί (α -Η β) : συν | (α—β) : : σ<ρ% Γ:έφ$(Α - Β) 
y(p.|(a +  β): ημ..|(α—β): :σφ \ Γ :έφ £ (A—Β)

Εάν έφαρμόσωμεν τάς ιδίας ταύτας αναλογίας είς το 
πολικόν τρίγωνον του τριγώνου ΑΒΓ, πρε'πει αντί των 
α, β, Α, 15, Γ νά Οεσωμεν άμοιβαίως ?,οου— Α, 200°—Β, 
200°—α, 200°—β, 200°—γ και Οελομεν έχει δι’ εξαγό­
μενον τάς ακολούθους δύο αναλογίας

συν 1(Α Η- Β) :συν|(Α—B j: :  έφ|γ : ε’φ | (α-^-β,) 
τ,μ £ (A -f- Β) :ήμ {(Λ—Β ):: ε’φ ΐγ  : έφί (α—β)

Διά των όποιων , δοΟεντων μιας πλευράς γ καί των 
δύο προσκείμενων γωνιών Α καί Β, δυνάμεΟα νά εύρο>μεν 
τάς δύ° άλλας πλευράς α καί β. Αί τέσσαρες αύται ά- 
να7χθγίαι είναι γνως-αί υπό τό όνομα Α να λ ο γ ία ι του 
Κ επνίρου.

Λύσις των σφαιρικών τριγώνων έν γένβι.
Η λύσις των σφαιρικών τριγώνων περιλαμβάνει ες 

γενικάς περιζώσεις, τάς όποιας κατά διαδογν,ν Ο ελομεν
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Π Γ η  ΤΗ  II Ε Ρ I I Τ Λ λ I ϊ .

π δ . ΔοΟεισών των τριών πλευρών α, β, γ, εύρίσκεται

•ψ ί Α = Ρ Κ

> ·Ί απέναντι,, φερ ειπειν
τύπου

1 . a-f-β—γ *4 - τ ~ ? )
\ 2 •Ομ 7  · (

τ,μ β Λ
Δ Ε Τ Τ Ε Ρ  Α Π Ε Ρ Ι Σ Τ Α Σ Η ,  

πε . Δοόεισών δύο πλευρών α καί β μετά τν;ς γωνίας 
Α απέναντι μιας τών πλευρών τούτων, νά εύρεβή r, τρίτν) 
πλευρά γ καί αί δύο άλλαί γωνίαι Β καί Γ.
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4ov J-J γωνία Β ευρίσκεται διά της έςισώσεως ήυ. Β 
if* A άμ β 

γ,μ. α
2*ν Διά νά ευροψ,εν δε την Γ , πρέπει νά λύσωρ,εν 

την εξίσωσιν
σ<ρ Α ήιχ Γ -f- συν Γ συν β σφ α η(Α β.

7ίρο; τούτο άς λάβωρ.εν συρβοηθητικήν τινά γωνίαν φ
συν β εφ Λ συνβσυνφ^

είς τρο'πον ώςέ ε’φ. <ρ r-a=:---- -—  (*) ή' σφ Α —
χ α  φ

ή τιιχή αΰτη τής σ<ρ Α άντεισαχθεΐσα είς την λυτεαν
συν £

( συν <ρ ήμ Γ -f- ήα φ συν Γ ) =  σ<ρ αεςάκοσιν δίδει "7
τ.μ. φ

ήρ. β* καί εντεύθεν

ήιχ(Γ Η-φ) «> β φ .
ετ>«

Διά του τεχνεύριατο; τούτου, βλε'πο(/.εν δτι οι δύο 
«γνως·οι δροι εις την προτεΟείσαν έςίσωσιν ήγθησαν είς h α 
ρ.ονον, καί ούτως ευκόλως συνάγεται ή τιρ,ή τής Γ.

30ν Η πλευρά γ ευρίσκεται διά τής έςισώσεως 
χ·)· α ΰ  Γf __ * 1 ·ηυ. γ =  . .

Ηΐλπορουρ,εν δε καί κατ' ευθείαν νά την προσδιορίσω- 
(χεν λύοντες την έςίσωσιν:

Ρσυν β συν γ συν Λ ή{χ β ήα γ—<Ρ συν α.

(*) To πρώτον μέλος της ανωτέρω εξισώσεως ύάν είναι ε’πιττ’ιϊ'εισν 
£ιά τον λογαριθμικόν υπολογισμόν άιά νά φθάση λοιπόν ό συγγραφίύς 
είς ρ.ίαν έςίσωσιν εκ της οποία; νά συνάγεται ή τιμή της Γ ά'ιά 
τών λογάριθμων, φαντάζεται ορθογώ/ιον σφαιρικόν τρίγωνον του όποιου 
X υποτείνουσα νά ε/ϊ; το'σας μοίρα; οσας ή ύ’εί'ομενη γο>νία Α, καί 
νά κάμνϊ! γωνίαν μέ μίαν των πλευρών τη; ορθή; γωνία; ίσ/,ν μί β, 
ητίς δηλονότι νά περιε'χη τόσα; μοΐραί ο<ϊ»ς η ί'εά'ομε'νη πλευρά β’ 
καλών την πλευράν εκείνην ο , έχει, κατά την Δευτέραν άρχην τών 
σφαιρικών ορθογωνίων τριγώνων, τήν αναλογίαν Ρ : συν β: :ϊφΑ : έφ· 

συν 8 εφΑ
----: ~ ·  Ο. Μ.φ «*"**



, V „ σ̂υν ί  Λιλ «>Προς τοΰτο, ες-ω συνΑήιψ —--------- —·5 ή ίφ . α
‘ συν ψ ι  τ

συν Λ ΐ'ΰ β
’ Οε'λομ,εν εγει

συν ββυν f.
( CUV γ GUV 9 -f- ήμ γ ή μ φ ).-=Ρσυν α. Αφ' ου λοιπδν 

ζητήσωμεν την συμβοηΟητικήν φ διά της εξισώσεως εφ.

δια να προσδιορισωμεν τον πλευράν γ,
σ'.’ν A eo β

?
έχομεν την έςίσωσιν

cuv(y φ) ·=
συν α συν φ 

συν β
Η δεύτερα «χύτη περίς-ασις, ώς καί ή ανάλογος των

«ύΟυγράμμων τριγώνων, δυνατόν νά εχη δύο λύσεις.
Τ  Ρ ] 1 Γ (1 . Π L !Μ  1  Γ Λ  I  I ν

πς·\ ΔοΟεισών δύο πλευρών α καί β μετά της περιε- 
γομε'νης γωνίας ϊ , νά εΰρεΟώσιν αί δυο «λλαι γωνίαι Α 
καί ΰ καί η τρίτη πλευρά γ.

i tv Αί γωνίαι Α καί 13 εύρίσκονται διά των δύο
τούτων εξισώσεων

GZj Α

σφ J3

α ν  α vju. β— συν Γ συν β

V  γ
«ο G r.u, οί.-—συν I1 συν α 

·/ ,(/. I'
eiίς τάς οποίας τά δεύτερα με'λη δυνατόν διά τίνος συμ- 
βοηΟ' /■ .τικης νά άνα.νΟώσιν εις ενα μό'/yv ορον’ άλλ’ είυαι 
άπλους-ερον νά με ταχειοισΟώμεν . εις ταυτην τάν περ ί- 
ς-ασιν, τάς αναλογίας του ΪΝ’ επήρυυ, αιτινες δίδουν 

Δ — Β τ,ιι · (α—β)
ι ν  ~  =  °9 ί  Γ' ΐρ Τ ΰ+ 1 )

«Φ
Α4- Β

σγ I Γ’
συν ί (α - - β)

συν i  («4 - β)

a.cv Γνωρίζοντες τάς γωνίας Α καί 13, ημποροΰμεν νά 
λογαριάσώμεν την τρίτην πλευράν γ διά τής έζισώσεως



^  Γ, , ν Κ ν7;ιλν-«“ηα α· -— άλλα διά την κατ’ ιΰΟίναν ποοσδιόρι-
• 1 * r , a A  ‘ *1

σίν της, εχομεν τήν έςίσωσιν
Ρ^συν γ=»τήμ α ήμ β συν Γ-+-Ρσυν α συν β.

Ας ληγΟή ή συμβοηΟητική φ, εις τρόπον ώςι  ήμβ

συ* Γ=συν βέφ.φ, η έ<ρ. φ -·*= " * θελομεν εχει
συν β

9 '

συνγ*
συν φ

συν (α—φ).
Τ Ε Τ A Ρ Τ Η Π Ε Ρ 1 Σ Τ A I  I Σ.

π ζ . Δοΰεισών δυο γωνιών Α καί Β μετά τής προσκεί­
μενης πλευράς γ, νά εΰρεΟώσιν αί δυο άλλαι πλευραί α 
,̂αί β, καί ή τρίτη γωνία γ.

ι ον At δυο πλευραί α καί β δίδονται δια των τόπων.
σφ A ru. Β - !- συν Β συν γ

σφ α=?=

σ®β- -

Τ{Α γ
σφ Β γ,μ. Α “(~ συν Α συν -γ

»/* 7
άλλ’ εύκολώτερον ήμπορουμεν νά τάς λογαρια'σωμεν δια 
τών αναλογιών του ΐΝεπήρου, τουτ’ εςκί

Α τ Β  Α —  Ρ> · α — β .
:: έ<ρ i γ : έφη μ α

Λ+Β
ημ

α
Λ —Β

συν : συν ::εφ ί: γ : ε<ρ

•χ
«+ Ρ .

·>. ̂ 'aov Γνωρίζοντες α καί β, εύρισκομεν Γ διά τής έζι-
, . r  - « is , λσωσεως γ ια ΐ - *  -----  πλην ουναμε^α ακόμη να* 1 φ «  1 . *

προσδιορίσιομεν κατ’ ευθείαν τήν Γ οιά τής εςισώσεως 
Ρ^συν Γ =  συν γ ήμ Λ ήμ Β—τΡσυν Α συν Β.

Ας ληφΟή ή συμβοηθητική <ρ, εις τρόπον ώς-ε συν γ
συν γ  ί’φ Β

ήμ Βα=συνΒ σφ.φ, ή σφ.φ *  ρ — 9 θελομεν ι χη
Y.it (Α— « )  ^

συν Γ«=συν Β. , *Π;/, φ



Η παρούσα καί ή ζρυλαβουσα περίςασις δεν άφίνουν 
ούδεμίαν άπροσδιορισίαν.

Π Ε Μ Π Τ II ΪΙ Ε Ρ ι λ τ  λ >: 1 1.
πη . ΔοΟεισών δυο γωνιών Α. καί Β μετά της πλευράς 

α απέναντι ρ,ιάς τούτων των γωνιών, νά εΰρεΟώσιν αί 
δύο άλλαι πλευρα'ι β, γ, και ή τρίτη γωνία Γ.

ι ον II πλευρά β εύρίσκεται διά της έςισώσεως ήρι β 
ήα Β

2CV Η πλευρά γ κρερεαται από τήν εξίσωσιν 
σφ α ή μ γ — cov Β συν γ:-=σ<ρ Λ ήμ Β.

συν φ συν
Ε<τω σ© α-=συν JI . η έο. <ρ* Υ,υ. φ Τ Τ

συν Β

9 2

^2^2, θέλορ.εν έχει

’Ψ φ ( ηα γ συν φ—συν γ ήικ φ )—σ*> Α ήυ. Β' λοιπόν
. / \ ' » ΒΨ ?ηυηγ—φ;·^= -------
• ν ί · ' ί ο  Λ

3 '-'* Την γωνίαν Γ δίδει ή λύσις της έξισώσεως 
συν α ήμ Β ήμ. Γ—Βουν Β συν Γ«=Ρ 'συν Α.

Ρσυν Β συν ο
Εςω συναηυ.Β — , 5 η σφ.φ'* τα φ * ·

ουν Β

συν α «<& Β

Οίλομεν εχει Τ'^ (ήυ,Γσυνφ— συνΓή(Λ<ρ)«=Ρσυν Α' λοιπόν
συν Α τμ ©

ημ(Γ—<ρ)=
συν Β

Η πευ.πτη αύτη περίς-ασις, καθώς καί η δεύτερα, είναι 
επιδεκτική δύο λύσεων, ώς τούτο έχει χώραν είς τήν 
«νάλογον περίς-ασιν τών εύθυγράριριων τριγώνων. 

Ε Κ Τ Ι Ι  Ι Ι Ε ρ Ι Γ Γ Α Π  λ. 
πίΐ. ΔοΟεισών τών τριών γωνιών A, Β, Γ, εύρισκίται 

όποιαδήποτε πλευρά, ή απέναντι, <ρερ’ εΐπεΐν, είς τήν
γωνίαν Α, διά του τύπου

(  — συν \ (Α4- ΒΗ-Γ)συν f  (l5T  Γ— Α )λ,
ήμ ϊ α^Ρ/^Λ : Γ“— ------------- “ /

1 '  τ α  Β τ μ  1 '



Ημπορούμεν να σήμειόσωμεν ότι από τάς εξ ταύτας 
γενικάς περνάσεις αί τρεις τελευταίαΐ ημπορούσαν να 
συναχθυΰν από τάς τρεις πρώτας, διά της ίδιότητος των 
πολικών τριγώνων : ώςζ κυρίως δεν υπάρχουν παρά τρεις 
διαφορετικά! περις-άσεις εις την λύσιν τών σφαιρικών τρι­
γώνων. Η πρώτη περίςασις λύεται διά μιας μόνης ανα­
λογίας, ώς και τά ορθογώνια τρίγωνα' η τρίτη λύεται μβ 
τον αύτόν σχεδόν άπλουν τρόπον διά τών αναλογιών του 
Νεπηρου. Οσον διά την δευτε'ραν, απαιτεί δύο αναλογίας, 
και περιπλέον ενίοτε είναι επιδεκτική δύο λύσεων, εν ω η 
πρώτη καί ή τρίτη δεν είναι επιδεκτικά! πάρεξ μιας μόνον.

y .  Διά νά ηξεύρωμεν πότε εις την δευτε'ραν περΐ7ασιν 
υπάρχουν δύο τρίγωνα τά όποια περιέχουν τάς δεδομε'- 
νας μερικάς τιμάς τών Α, α, β, καί επομένως πληρούν 
εις τό ζητηαα, καί πότε υπάρχει εν μόνον’ άς ύποθε'σω- 
μ.εν ( σχ. ι6  ) εν πρώτοις την γωνίαν A Κ ιοο°, καί άς 
προεκβάλλωμεν τάς δύο πλευράς ΑΓ, ΛΒ έως ου πάλιν 
νά συναπαντηΟώσιν εις . Εάν λάβωμεν τό τόζον ΑΓ < 
ιοο°, καί κατεβάσωμ.εν ΓΔ κάθετον επί τύ,ν ΑΒ, α! πλευ­
ρά! ΑΔ, ΓΔ, του ορθογωνίου τριγώνου ΑΓΔ θέλουν είναι 
καί αί δύο μκκρότεραι τών »οο°, ή γραμμή ΓΔ θέλει 
είναι ή σιμ.οτινοτέοα απίςασις της τιγμης Γ άπό τό τόςον 
ΑΒ, καί εάν λάβωμ,εν ΔΒ=ΔΒ, αί πλάγιαι ΓΒ,ΓΒ θέ­
λουν είναι ίσαι, καί τόσον μακρύτεραι όσον περισσότερον 
άπέχουσι της καθέτου. Εςτ<> ΑΓ·=β, ΓΒ=α, βλεπομεν 
λοιπόν οτι έν τρίγωνον εις τό οποίον A < ιρο°,β < ιοο», 
και α < β, εχει άναγκαίως δύο λύσεις ΑΓΒ, ΑΓΒ* άλλ’ 
εάν ύποθέτοντες πάντοτε Α καί β μικρότερα τών ιοο°, 
εχωμεν α > β, τότε η 7 ιγμ*0 Β , ήθελε περάσει εκείθεν της 
Α, καί δεν ηθελεν υπάρχει πάρεξ μία λύσις παριςανο- 
με'νη υπό ΑΒΓ.

Ες-ω ακολούθως ΑΓ’ > ιοο°, εάν κατεβάσωμεν -την



κάθετον Γ Δ έπί ΛΒΛ#, Οελομεν έχει ωσαύτως < 
Α Γ , καί το τόξον Γ Β" άγΟέν μεταξύ Δ και Α\ Θέλει 
είναι > ΓΔ* καί > Γ Α ’ λοιπόν εάν κάμωμεν Α Γ= β, 
ΓΒ =̂=Γ Bf,,= a , βλέπομεν οπ η ύπόθεσις Λ <ζ ιοο° και 
β> ιοο° δίδει δυο λύσεις εάν α 4 -β < 2CO°, και δεν 
δίδει πάρεξ αίαν εάν α·+-β> 200°, διότι τότε η τιγμή 

Trscva 6X̂ wsv της Λ - Γ. ε̂υνωντες *ατ« τον αυτόν 
τρόμον την 77ερί7«σιν καθ’ ην Λ> ιοο°, ήμπορονμεν νά 
7ερεώσωμεν τά συμπτώματα τά όποια προσδιορίζουν εάν 
εις την β περΐ7ασιν, το ζητημα επιδέχεται μίαν η δυο 
λύσεις.

A < ιοο°,

ΙΟΟ ° \
ί

α> β μ. ία λύσις.
α < β δύο*λύσεις.

ο α Η- β > 200° μία λύσις.
ΙΟΟ

ί « 4  β \ ο200 δύο λύσεις.
( α + 200° δύο λύσεις.

. ΙΟΟ° 1 « 4 “β ζ 200° μία λύσις.
S α> β δύο λύσεις.

ΙΟΟΟ
ί α <β μία μόνη λύσις.

μία μόνη λύσις έάν Α== 100», είτε

Α> ιοο , β> ιοοο

α= β, είτε α 4 - β = 2θθ0' υπάρχουν δύο, έάν β:Γ:="ΐοο0.
ya . Τά αύτά εξαγόμενα δυνάμεθα νά έφαρμόσωμεν 

«ίς την πέμπτη ν περίς-ασιν διά του πολικού τριγώνου. 
Ιΐράττοντες ούτω συνάγομεν τά ακόλουθα συμπτώματα, 
διά των οποίων γνωρίζομεν έάν εις μερικάς δεδομένα; 
τιμάς των A, Β, α ύπάρχη εν η δύο τρίγωνα πληρούν τα 
εις τό ζητημα.

α> ιοο°, Β> ιοο° 

α> ιοο°, Β Κ, ιοο°

Α <Β 
Α> Β
A 4- Β < 2οο° 
Α. + Β> 2οο°

μία λύσις. 
δύο λύσεις.
μία λύσις. 
δύο λύσεις.



9 J

« < ιοο·, B> .00« 5 A_H® <2°0'’ Su'°
’  ̂Λ 4 -B> 2oo° μία λύσις.

α < xoo°, Β < ιοο° ^ Α <Β
A > Β

δύο λύσεις, 
μία λύσις.

υπάρχει μία μόνη λύσις όταν έχη χώραν μία των ακο­
λούθων ανισοτήτων α~=ιου°, ΑΓΤΤ=Β, Α -}-Β=2οο0. 
υπάρχουν δέ δύο εάν Βη^ιοο0.

j 6  . Εις όλας πας περνάσεις, διά νά άποφεύγωμεν 
τάς ανωφελείς η ψευδείς λύσεις, πρέπει νά εύθυμώμεθα, 
ϊ ςν οτι κάθε γωνία η πλευρά πρέπει νά ήναι μικροτέρα 
των 2οο°.

2.Cv Οτι αί μ.εγαλητερ'η γωνίαι είναι απέναντι των 
μ.εγαλητέρων πλευρών, ώςε εάν Α> Β πρέπει καί α> β, 
κα ί τ ’ ά νάπαλ ιν .

Παραδείγματα της λύσεως των σφαι­
ρικών τριγώνων.

Τ ΐ -  Π α ρ ά δ ε ιγ μ α Α '. Εσωσαν Ο, Μ, Ν (σχ. 15 ) 
τρεις ς-ιγααί κείμεναι εις επίπεδον κλίνον προς τον ορίζον­
τα' εάν από τάς τρεις ταύτας ς-ιγριάς κατεβασθώσιν αί 
κάθετοι ΟΔ, Μμ, JNrv ε’πί του όριζοντείου επιπέδου ΔΕΖ, 
τά ευρισκόμενα αντικείμενα εις Ο, Μ, Ν θέλουν παρα- 
ς-αθη επί του όριζοντείου επιπέδου διά των προβολών 
τω ν  ( ι )  Δ,μ,ν, καί ή γωνία ΜΟΝ διά της μΔν. Τούτου 
τεθέντος, δοθείσνις τ*?,ς γωνίας ΜΟΝ καί των κλίσεων

( ι)  Προβολή ( projection) μιας ςιγμής επί ενός έπιπεδου 
καλείται ό ποΰς τής φερομεντες καδε'τΟυ άπό τήν ςιγμήν ti; to επίπεδον* 
•προβολή δε μ'άς ευθεία? έπί ενός επίπεδον είναι ή ευθεία ήης ένονει 
τάς προβολάς δύο ς-.γμών τής ευθείας επί τοΰ ιδίου έπιπε'δου* εάν 
επί τοΰ αύτοϋ επίπεδου προβολήσωμεν δύο ευθείας τεμνομε'νας είς 
το διάςημα , r. σχκματιζομε'ν» γωνία άπο τάς προβολάς ταύτας 
ονομάζεται γωνία προβ ολ ική  ( angle de projection). Ο. Μ.



τών δύο πλευρών της ΟΜ, ON επί της κορυφαίας (ve; 
t ic a lc )  ΟΔ, νά εΰρεθή ή προβολική γωνία μΔν.

Κκ τής ςτγμή{ Ο ώς έκ κέντρου μέ ακτίνα =*1, ά, 
γραφθή σφαιρική επιφάνεια* άπο τήν συναπάντησιν τής 
σφαιρικής ταύτης επιφάνειας με τάς πλευράς ΟΜ, ΟΝ 
καί τήν κορυφαίαν ΟΔ είς Α,Β, Γ, καί ττν Ινωσιν ιών 
<7ΐγμώυ τούτων διά τόςων μεγίς-ων κύκλων, σχηματίζεται 
σφαιρικόν τρίγωνον το \ΒΓ, τού οποίου αί τρεις πλευρά), 
είναι γνως-αί' δύναται λοιπον νά προσδιορισθί) ή γο^ία Γ 
ίση τή μΔν διά του τύπου τής πρώτης περι^άσεως.

Ιίς-ω παοαδείγματος χάριν, ή γωνία ΜΟΝ—ΛI» 1 θλ|" 
4 4 ' 6 ο ' '  ή γωνία ΔΟΜ ΑΓ~-ρ8° 11/, καί ή γωνί.ν 
ΔΟΝ^ΒΓ—ιο 5° 42 . Ο άναιρερΟείς τύπος δίδκ
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,. τια·λ8" 57^3° ' Αια35° 87,3ο /p  /,  ̂  ̂ * 7 »
« a  <)8° η  ήμ,ιο5* 4·»

Τιμή ήτις λογαριάζεται ούτω:

• 5 I Γημ 1 Γ

Λ- ή|Α 28* f 7 3ο · 
Λ- γ,μ. 35* S -^ '^ o" .
«θρΟωμα “Η 2 Λ- Ρ·

• 9* 6 3 7 3 9 56 Λ· ή(Α<>8® ia ' .
• 9 * ?ν·765<>2. \ . γ . ι ι . ί ο 50 4 *
3g· 36 J o 5 1 S '
19. 9982348

2 Λ. τή}*, I Γ . · 
Λ« iiA I Γ . .

1 9  3 (>6 8 t7 o 
9 . 6834o85

• 9· 999*3 1 o!i
·· 9-9984*4*
19-9982348

( \ T —  32* , 
ί Γ  =  64 9 4 i

»/ „o ..·»

Η γωνία λοιπον 64° 44* 6 o "  μετρουμένη είς επίπεδον 
κλίνον προς τον ρίζοντα , ανάγεται είς 64° 9 4* ' προ- 
βολουμένη έπί τού επίπεδου τού ορίζοντας-

Το πρόβλημα τούτο είναι ωφέλιμον είς τήν σχεδιας-ικήν 
τε'χνην (art delever les plans), όταν αί ςτγμαί των*, 
οποίων ζητείται ή προσδιορισις ευοίσκονται είς ύψη 
επαιοΟητώς διάφορα άνω τού αυτού όριζοντείου επίπεδου.

γδ\ Π αρ άδ ε ι γμα  Β\ Γνωρίζοντες τά πλάτη δύο 
<7 ΐγμών τής σφαίρας, καί τήν διαφοράν των μηκών των, 
νά εμοωμεν το πλε'ον σιμό τινον των διάβημα.



Φανταζόμεθα σφαιρικόν τρ.γωνον το ΑΓΒ σ/ηματιζο- 
?>ενον άπό τον βόρειον πόλον Γ, και του; δύο τόπους A 
και Β πεο'ι των οποίων ό λόγος" εί; τό τρίγωνον τούτο 
γνωρίζομε·/ την εις τον πόλον γωνίαν ΑΓΒ, ή τις είναι 
ή  διαφορά των μηκών των δ/ο τόπων Λ καί Β, καί τάς 
δύο πλευρά; ΑΓ, ΓΒ αί όποίαι είναι τα συμπληρώματα 
του πλάτους των ς ι γ μ . ύ ν  Α καί Β. ΙΙροσδιορίζομεν λοι­
πόν την τρίτην πλευράν ΑΒ διά των τύπων της τρίτης 
περις-άσεως.

Εδωσαν, φερ' είπείν,· Α καί Β τα παρατηρητήρια (ob 
lervatoircs) των Παρισίων καί του Πεκίν* τό βόρειον πλά­
τος των Παρισίων είναι 54° 2 ^ '  36*, τό του' Πεκίν 44° 
33 y 3 , καί ή διαφορά των μηκών των ia6°8o 56*. 
Ούτως s/ομεν

α «  4ί>° 7·3' 6 4 "

β =» 55 66 27

r«»*=ia6 8ο 56’
Εχοντες ταυ τα τά δοθέντα προσδιορίζομε ν τήν πλεψ-

, χ χ , , βυνΓ*φ$ t συνβσυν(«— *)f
ραν γ όια των τύπων ε φ . φ —“— συνγ ■*----------------
των οποίων ίδου ό υπολογισμός.
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β ν ν  <f

Α. συν Γ . . . . .  9· 6 ι ι 435α 
Α. έφ β . . . .  ίο . 0776707
Α. εφ φ ................9 · 689*059

H γωνία φ τ/»ν οποίαν δίδουν οί πίνακες διά του λο­
γαρίθμου τούτου της εφαπτομένης είναι a8° 94 ^3 
Αλλά πρέπει ·νά παρατηρησωμεν ότι συν Γ eivat αρνη­
τικόν, καί ούτως επειδή εφ.φ είναι άρνητικη, πρέπει νά 
λάβωμεν φ"*· —. a8° 94  *αί ίο^το δίδει α—φ — 
* .  Τούτου τεθεντος, παρατηρούντες ότι συν 
(~ φ,)*·συνφ, τελειόνομεν ώς ακολούθως τον υπολογισμόν»



&
Λ. συνία—φ) . . . .  g. 588oy3#
Α. συν β ..................9- fto7f 9 ^

19. 3952891 
Λ. συν <ρ . . . . . . p. 95348^3

Α. 'συν γ ................9 * 4 4 *8 ο68

Λοιπόν το ζητούρ.ενον δια'ςτηρ,α γ=*=82° ι6 ο/[". Το 
αύτό τούτο όΥ/ς·ηρ.α ηρ,πορεΐ νά εκφρασΟη $ιά ρ.υριαρ.ε- 
τρων διά 8 a ι 6 ο5 ' οιύτι εν ρ.υριάρ.ετρον είναι τό ρ.ηκος 
ίνός τόςου' δίκα λεπτών, καί εν ρ,έτρον είναι το ρ,ηκος 
ένό; τόξου ίσου ρ.έ εν δε'κατον δευτέρου λεπτού.

ye . Διά να δώσωρ.εν εν παράδειγμα της πε'ρ.πτης 
πόρις·άσεως , άς προτείνωριεν την λύσιν τον σφαιρικού 
τριγώνου εις τό οποίον γνωριζορ,εν τάς δύο γ ω ν ί α ς  

780 5ο , Β =  54° ο', καί την απέναντι πλευράν εις τήν 
(λίαν τούτων a=*=9c)° 20 Ί7 · Μέ τά δοΟέντα ταυτα, 
εύρίσκορ.εν δία του πίναλος του άρθρου γπ ,  ότι δεν 
πρε'πβι νά ΰπάργη παρά ρ.ία ρ,όνη λύσις, διότι ε’νταύτώ 
ν/ορ,εν α < ιοο°, Π < ιοο°, καί ,Α) 8. Ιδοό ό ΰπολο-
γισρ.ος ταυ της της λυσεως.

i cv Η πλευρά β εΰρίσκεται έκ του τύπου ημβ
*u. 11

ήυ.α ·,;_ ·‘ V;y. Α •
Λ. ημ α . . . . • · · 9 · 9 9 V9 & '9
Λ. ημ Β . . . .

ίο—Λ. ·ψ Α . , . . . . . 0. 0 2 5 a5 a 5

\ Λ. ηρ. β . . . . . . . 9· 9θο34*ίο

Τοδτο δίδει β==58° 5ο ι 4 ' ί  τό παραπλη'ρωρ.α τούτου 
του τόξου ι ,| ΐ° 4 9 '^^ * «*7151 δη η γωνία Γ1 < Α
πρεπει καί ή πλευρά β νά ην«ι Κ Λ, οΟεν ή πρώτη τ>μη 
«ΐνκ; μόνον αποδέκτη'.
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2 *' Εις ευρεσιν τής πλευράς γ πριπει νά γίνη εφ. ^

σ υ ν  £  ι <ρ α
.  .. . > .

Ρ •̂ · ( γ - ? ) "
«φ Γ» ήμ ο ΐφ Β σφ  Λ ημ. φ

έφ Α Τ'*

Λ.ήμφ........... 9 -9999220
Λ.συνΒ.............9 ·^2° 4°63  Λ.έφ.Β^-ΛΡ 0.0547*9^
Λ.έφα—ΑΡ . . . 1.901G731 Λ.σφΑ . . . .  9 .5451)236

Α.ί’φ.φ . · . . ι ι . 7“*20794 Α.ήμίγ—φ) . 9*6001649
(p'—gS°yy Q8 ".S γ—<p=re=,26°7 j o '  .5

Κπειδή ινταυθα γ— φ προσδιορίζεται οι’ ημίτονου, δια 
τούτο τόσον ή μπορεί γ — y  να ίσοΰται με την τιμήν 
26° 7 70”·  ̂ οσον καί με το παραπλήρωμά της ΐ 73°9 '̂ 
29 · 5 ' πλήν επειδή έάν ληφΟή ή δεύτερα αυτή τιμή, 
ήθελε προκόψει γ> 200°, διά τούτο δεν είναι αποδεκτή 
καί πρεπει νά ληφΟή ή πρώτη τιμή’ ούτως γ ισούται μβ
Ι24° 7 * 99 · 3 .

3°* Τέλος διά νά λογαριάσωμεν κατ’ ευθείαν την γω-
συν α «φ Β

νίαν Γ λαμβάνομεν τους τόπους σ<ρ.ψ ~  ’ ήμ

(Γ—ψ)’ 

Λ

βυν A μ. ψ . 

συν £
Λ.ήμψ . . . . .  9 ·9999^63συνα.......... 8 . 0 0 8 2 0 2 8  . ' ’

?/ α Α.συνΑ . . . .  g.b2 0 2 7 i i  Λ.έφΒ—ΛΡ 0.0547*9·^ . η  . „ ~ Ί
γ J — Α.Ρ—ΑσυνΒ . ο . ΐ7 9 :>937

Λ.σιρ.ψ . . .  8 , ι 5 3 ο ΐ2 ΐ α . /γ μ ~~7— Γ̂-
ό —oo»n* / 5 " 5  Λ .·φ.(Γ-ψ) 9 .6 3 9 8 2 . !
V 99  9  45 . 5 Γ - ψ = ί3 ° 4 ο ’ 54 · 5

ψ· 9 9  9 J 5 - _ 5 

Γ:~=ι 3a 5ο ο. ο

ΔεΛ έλάβομεν διά Γ—ψ. το παραπλήρωμα του 33Λ 
4ο 54",5 διότι τούτο ήθελε δώσει διά Γ τιμήν μεγα-
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λητεραν ά*το 2θοο' ο6εν τ& δντι βλεπομιν δτι τδ πρ·, 
τεί)εν πρόβλημα &εν είναι έπι&εκτικυν πάρεξ μιας μονή, 
λυσεως.

Σημείωσις. Εάν κζρ.ωμεν χρησιν της παλαιάς διη.- 
ρεσεως του κυκλόυ $ιά τον υπολογισμόν τουτιον των π 
ραδειγμάτων , αί διδόμεναι η προσ ι̂οριζόμεναι γωνία1, 
θέλουν εκφρασθη ώς ακολούθως :

ΙΙαράδειγμ.α Α\ Γωνίαt διδόμεναι. MON '= 58  ο 5 *,
ΔΟΜ=88°1 ι8* 28' , 8, ΔΟΝ— 94° 52 ' 4 Λ 8· Γωνία 
προσδιορίζομεινη Γ — δ7°4 1 * 4 > 9 ·

Παρ. ΰ\ Γωνίαι καί πλευραί διδόμεναι. α·~4 109 
4 6  , β=*=5οο ο' 47  > Γ<~= 114°7 * 3° "’ πλευρά συναγό­
μενη* ya=a» j 3°46 ' 4 ° ·

Παρ. Γ . Γωνίαι καί πλευραί διδο'μεναι. Α " -7°°^9 > 
Β —48°, 36 , a ^ 890 ι6 ' .53 \ 5 . Γωνίαι καί πλευραί 
προσδιοριζόμεναι β= »5a0 39 , 4 ^  γ ~ ι ia°20, i6 6 ,  
Γ— i i 9° i 5V '.



' II A P A P T Η M A.
IO I

i.!ej»t»̂ ov τόν λυσιν £ta<i υρων j/.apo'.wv 77δρις·ά<7βων 

της Τρίγωνοροίτριας.

. ii λ* μ; τών τριγώνων, όποιαν ττ,ν έξεθεσαμεν, ^έν άφίνεε 
'μ *ύχή; άξιον καθ’ όσον απόβλεπε: τήν γενικότητα· Δίδονται όμως 
v.vi; περνάσεις εί; τά; όπςίας ή χρίσις μερικών λύσεων άντί τών 
ρινικών» είναι επωφελή; , είτε ίτ.εκίη £ι’ αύτών ουντίμνε^ται οί 
υπολογισμοί , t in  επειίη τά εξαγόμενα άποκαθίς·ανται άκριβεςΐρ* 
καί μάλλον ανεξάρτητα του σφάλματος τών πινάκων. Εις το πα­
ράρτημα τούτο Οε'λομεν λύσει τινάς τών μερικών τούτων «εριςτά- 
•ιων, ε'κλέγοντε; τά; μάλλον iv  χρησιι, $ «κείνα; αί όποια» φ«- 
ρευν ιί ;  πλε'ον αξιοσημείωτους τύπους.

Και ενταύθα σημειόνοιχιν τά; γωνίας του προτεθέντο; τριγώνου» 
•ϋθυγράμμου η σφαιρικού, άια τών χαρακτήρων ■ Α, Β> Γ> τάς ίέ  
άμοφαίως εί; ταύτα; απέναντι πλευρά; <$Ηά των α, β ,γ · Περιπλι'ον 
την ακτίνα ύποθε'τοπεν =  *, π οποία ΰπόθεσις ^έν φέρει ττ,ν πα* 
ραμεκράν βλάβην ιίς ττ,ν γενικότητα τών εξαγομένων. Α{ γωνίαι 
Λ ,Β , Γ εκφράζονται ιίς τον υπολογισμόν, είτε διάτων μοιρών, »Γτ· 
^ιά ιών απολύτων μηκών τών μετρούντων αυτά; τόξων, τά οποί* 
λαμβάνονται εΐ; τόν κύκλον της άκτΐνος ι ·  Ιίάν τόξον χ ή γωνία» 
ά!ναι μικρότατον, ήμποροϋμεν αντί τοϋ ημ χ καί συν χ, νά θίσωμεν

τά; 5“ιά σειρών έκφραζομένα; τιμάς των: τοϋτ* ές-ι : “ Χ—
ra-3

+κ ·τ .λ ., συν χ=»*------ 1—  +  κτλ· αλλά τότε χ πρε'πει νά ίναι Ικ*
ι. *

πεφρασμένον ί “ιά μοερών τ ά κ τ ΐ ν ο ς .  Λνίσως άφ* ου εΰρομεν τΆ* 
Ικφρασιν ένός τόξου £ιά μερών τη; άκτίνος, Οελήσωμεν νά εύρωμεν 
•ήν <£ιά λεπτών ί'κφρασιν τοϋ ί^ίου τόξου, ποε'πει νά τό πολλά - 
πλασιάσωμεν με τόν αριθμόν τών εις την ακτίνα περιεχομένων λεπτών' 
Ιπει^η εάν καλε'σωμεν 6 τό μήκος ένός τόξου, π τό τη; ημιπεριφέ­
ρειας, εχομεν φανερά την αναλογίαν π : θ : : αοοοο : χ* ε’κ της οποί”

αοοοο , αοουο r . . . .
ας ^ ~ θ ·-------- * τώρα ---------είναι έ αριθμό; τών εις την ακτίνα

 ̂ '  . Τ\
περιεχομένων λεπτών, καί 0CU ίσοΒτβε μΐ 6366· 1977*37* * *·>" 
γά;ιθ*ος ί ί  τοϋ αριθμοί τούτου εΓναι 3· io iS S o 1 >?9 7 ·



§ A . Περί των εύθυγροίριριων τριγώνων τών όττοίων 
δυο γωνίαι είναι πολλά (χικραί.

yC*. Λ; υκοΟίσωμεν £τι αί γωνίαι Α καί Β είναι πολλά μικραί» 
καί ακολούθως ή γωνία Γ πολλά αμβλεία ήμποροϋμεν νά λάβωμεν

ήμ A®3*.------- Α3 ,ήμΙ!=*Β-----1-  Β 5 , καί ήμ Γ = ό μ  (α+ β )—Α+1»
6 6 ♦

--------( Α +Β  ) 3 . Γνωρίζοντες λοιπόν την πλευράν γ μ* τάς προβ-
6

χειμενα; γωνία; Α καί Β , ιΰρίσκομεν τάς άλλας £ 6ο πλευράς £ιά 
γ * μ  Α γ ήμ Β

τών τύπων α =  -----:----; “ J β2 3 ----- τ--- ;— ~ / οι* ίπάοι, μετά
ημ ( Α +Β  )  * μ ( Α + Β )

ττ,ν άντεισαγωγήν τών ανωτέρω τιμών καί την αναγωγήν» Απο­
βαίνουν

__ γΛ ^  +  aAft~*~B2^

109

Λ-τΒ 
γΒ (

Α +Β  V
α Η » α β \  

6 '
καί Ιντεΰβεν προκύπτει α+β -  γο=* ΐ γΛΒ. Αί τιμαί αδται είναι 
ακριβείς , ίαν 5εν Οεωργ,βώοιν οι οροί οιτινες περιέχουν τίσσαρας 
Α'ιας'άσιις εί; Δ καί Β·

J f i ' -  Ας Οεωρήσωμεν τήν περίςασιν κα6* ην ίί^ονται αί <ίυο 
πλευρού α καί β, μετά της περιεχεμίνης γωνίας Γ— π Ο» οπού Ο
παριςάνει γωνίαν μικροτάτην· Β.ν πρώτοις εχομεν γ**338* + b^+. 
2 χβ συν Ο ^ α ^ + ο ^ -ια β  ; χ— 6"* / «  (α+β)'^“—βιβ4 λοιπόν

ι αβΟ®

α
ακολούθως ή γωνία Α εΰρίσκεται £ιά τ$ ; έξισώσεως ήμ Α*"· — ή μ

α _
Γ ·*  —  ήμ 6” χαί εντεύθεν, £ιά της άντεισαγωγ/ίς της τιμής τής

• α / , ι «β
γ χαί τοϋ ήμ θ, συν άγομε ν , ήμ Α«=*-----;— ί 6 τ ; ·  Ο* —

Λ+β V ί*+Ρ/

6 J  «+S V + (α+ρ,2  6(α+β )1

Λοιπόν Α—/.μΑ+ —  τ,μ3 Α=
Γ 6

α0

α+β

αβ(α— β) # 6s 

(tt+ β ; 2 Ant

την έςίοωσιν ταύτην τ,Οελαμεν συνάξει την τιμήν της Β μετα0ί"



τοντε; μεταξύ των τά γράμματα α καί β* πλην άφ’ ου γνεββίσωμεν 
τον γωνίαν Α> άμίσως προσδιορίζομεν την Β- διότι Β=“  β -Α· Κάν 
ή γωνία θ δοθή διά λεπτών, καί OtXaoojusv νά ε’κφρασωμεν 
Επίσης καί την Α διά λεπτών, πρεπει εις τούς άν«τ ρ ο τύπους,

, , , , , A 0
να αντιχχταςησωίΑΐν αντί Λ και 9 -rib; XoVij- — · *—  ιί ;  -Ί)-

* * ρ  ρ
όποίευς Ρ παριςάνει τον περιεχο'μενον αριθμόν λεπτών εις τ^ν Α­
χτίνα επειδή οι λόγοι ούτοι άλλο τι δεν εκφράζουν πα;ά τά uiixx 
τών γωνιών A και β τά; όποιας ΰποθετομεν εχφραζομενκ; δια 
λεπτών. Ουτω λοιπόν ίχομεν

1θ3

y b  · Λιά νά έφαομόσο»μεν τού; τόπου; τούτους εις μεοιχ/ν πα­
ράδειγμα, ε'ς-ω α— ιοοο'7, , ο=τ»υ4<>ο'*' - ί= = ,9 9 * 3α' *' $ ®ί_

ιαοοοοο
Χομεν εχει i f r o — γ =  —

3/too

/ 68 Υ“*
ί - J  ~ ο ·  <*3:8οΓ), ό'θιν γ

3399^ > 9^2 Ι94’ Οσον διά την τιμήν της Α, εάν εύχαριςτίθώμεν
,α «θ

είς μίαν μετρίαν προσεγγισιν, ήμπορουμεν νά λάοωμεν Α. ^ 3 ~ 'α-τβ
=20 καί Β = θ — Λ=*48* ό όλος όυ,ως τύπος δίδει Αβ ιο ’

/ 24°οΧ ι4οο/68 \"\ , · . , ■„ ·
( ι —  -----τ------- ο " !  '— )  / “  Γ9 · '<)9988946» *αι ακολούθως Β·«
'  6(34οο, \ V '  *
4 β'. oootio5/(, τιμα’ι αί όποίαι πρέπει νά ηναι άκριοεϊς εως είς το 
τελευταίου δεκαδικόν.

$ Λυσις της τρίτης περκτάσίως τών εύ6υ- 
γρά|/,ριων τριγώνων £ιά τών σειρών.

ρ’. Οταν δοθούν αί δύο πλευράί α καί β καί η περιεχομινη 
γωνία Γ» διά νά ιΰρωμεν την γωνίαν Β , εχομιν την αναλογίαν 
β ; α : · τ,μ Β : ημ (Β+Γ) , ή όποια δίδει α ή μ Β = β  ( τδμ Β συν Γ +

ημ Β β ηα Γ ,
συν Β ήμ Γ ), καί επομενω; —---- = -------“ ------ ’ Εαν είς τ«ύτ*ν

συν Β Λ— βσυνΓ
την έζίαωσιν αντί τών Ημίτονων καί συνημίτονων θ^σωμεν τα; 
διά τών κητ* επίνοιαν εκθετικών εκφραζομ^να; τιμάς των ( λε )> 
θίλομίν ίχιι



to^
t t f /  —  r — l i /  -  »
i — *

r//—« —ΓK —* 
δ { j — » y

r K - t —τι/'—i
J»~ β ( * 4· I )

V,l· ^ — r — b/^  — ,
« + *

ΐξαλιίφβντε; τού; παρανόμαζα; και μετά ταϋτα άναγοντε;, εύρίακ·μ»

—Tl·'-- r 
α ;— β  t

- r

• Γ ^ ~ ,
« ---β 8

Λαμβχνοντε; τόν λογάριθμον ίκχς-ου μιλου; καί άνχπτύααβντε; 
το ^ιΰτερον ιΐ ; σειράν κατά τον γνως-όν τόκον Λ (*— χ]τΛΔα—

\ I ·X

> Γ / ^ -*  β J 3Γ/^ — ι
ϊ +  '·—  t 4  κτλ3α*

-\l/' t p  - “ιτ ι/'—~ι β i—3Γ/><—χ

ιρον it; σειράν κατα το

χ* xJ
a "j ΧΤλ>

aa i *

s -  ■ . β2I *3* --- 8
« 2 a3

—  κ τ λ

Β«= -

Ρ ___
« ‘ * 3α3

u.Tl·' — t
Αιαιριδντβ; λοιπόν ^ιά ο/ ' ■— r, καί πχρα-πιριδντε; οτι t —-
μ Γ · ^ - .

" ·  a K — r τ.μ·μΓ, αυν άγομε·»

β'-4 ’ β3 , β4
άμΓ+* ~ ήμ2 ΐΗ ------- — ά μ 3Γ +  -"“ ^{ΜΓ +  κτλ

Λ η '  r  3« 3 4 * ’
Η σειρά αΰτΥ) τ ί ;  ό-ποία; ό νο'μο; είναι άπλ^ό^ατο;, εκφραζεε 

τν>ν τιμήν τ ί ;  γωνία; Β <ha μερών τπ; άκτΐνο;, καί stvxi τοσον 
μάλλον σνγκόπτουσα όσον περισσοτεβ&ν ί  πλευρά β ιιναι μικρό­
τερα ώ; προς τχν α.

Η ιΰριβεΐσα τιμή πρεπει νά πλ»ρφ ·ί;  ττ.ν ϊάίσωσιν έφ(Β*4*ίΓ)
α+β / ' . . a— 5

" * ------- έ«9 \ Γ, ί π ;  είναι r. αύττι μ ί τΐν εφ £· (Α— B j— ------—
a— β * α+β

άμ Β β άμ Γ ι ί
·< ρ £ Γ ,κ α ι ί'εν διαφέρει από ττιν εξίσωσιν

μιε κατά τιΐν μ»ρφάν. (*)
σ υ ννΒ α~~βσυν Γ

(*)· t »·ν Διά νά &€αι«βώμεν ότι ά εξίσωσι; ίφ (Β-{-^'Γ)=,β ------~~Λ—?



103
ρα*. Γνωρίζεντε; τήν γωνίαν Β, ν την τρίτην γωνίαν A

*=ιοοΛ— Β—Γ* Οσον <?ιά την τρίτην πλευράν γ , Ιξαρτάται άπ» 
την ίξίσωβιν γ·*<=*χ2 — aa  β συν Γ 4  ήτι; <hx τη; εξαγωγή; 
της ρ;ζη; ί 'ϊ^ ίΐ,

β1 „ . ι-·>γ ^ χ — β συν Γ 4 «μ-4 4 ήμ^Γσυν Γ —  κτλ·
I X  Ϊ Χ

Η σειρά ομω; αΰτη μή όί'εόουσα κανονιχώ;, ίεν ήμπορεΐ νά 
συνεχισθτί κατ’ άρε’σκειχν. ΐί.ξ εναντία;, ήμποροϋμεν να εΰρωμεν μίαν 
άχλους-άτην σειρ*ν £ ιχ  την τιμήν τοΰ υπερβολικοί λογαρίθμου τη; 
πλευρά; γ . ]ώ όντι, εύκολω; βλεπομεν δrt ή ποσότη; α2 — ααβ

συνΓ 4  β2 =  ( α— )  (α — βε 3 ’ ιάν άνα-
■ πτύξωμεν τό γινόμενόν των <ίί,ο τούτων παρα γο’ντων εύρίσκομεν

α*—χβ ^ £ 4 ί  4 β 2  η α2 —aa« συν Γ 4 β 2

εφ \ Γ είναι ή αυτή με την εφ \ ( α — Β/ «—β
α 4 β

I ρ 4<τφ 2 Γ> α ; *oc-

ρατηρήσωμεν on ή τελευταία αυτή άγετα ι εί; ^α4β) i f  \ λ- εψ k 
Β ( α + β , '^ α — β) σφ \ Γ 4 (α — β) σφ \ Γ ε’φ \ Α έφ k Β’ «  οποία, ίξ

άφορμή; ί τ ι  έφ £ Α=*:»φ ί  (ε4 γ ) = » ----- — και σφ | Γ =“
εφ | ( Β 4 Γ  )

--------- ’ τρε’πεται εί; (α 4 β )  έφ 2 Γ —«φ § Β ΐφ £ (β 4 Γ ) ΐφ \ Γ (α4β )3“
εφ \ Γ
(α — β) εφ ϊ  (B + r) 4  (α — β) έφ § Β : tout’ ε*ς·ι (α 4 · )  έφ ϊ  Γ ( t — 
έφ £ Β έφ | (B 4 r )  ) =  U — β) (ίφ £ ( Β 4 0  4  εφ £ Β )· Λοιπόν

1+3 · ■ — '> i(B + r) + i?4 B -«>(B+ir).·f J 1-
α— β * ι — εφ £ Β εφ £ (Β 4Γ )

αον· Οτι <Ja ή εςίσωσι; ίφ (β 4 ΪΓ )
α 4 β

SNJ

, I > t I f < ^μονον κατα την μορφήν απο την
Β

Λ— β
β ήμ Γ

έφ £ Γ £ιάφί?ει

__ τό ^εικνυομεν
συνΒ α— δσυνΓ ^

συτω; · Η πρώτη άγεται ε ί; (α — β ) ε φ Β 4 ( *  δ) εφ ^ Ι 1=,να 4 ο ) 
i f  £ Γ— (α 4 β ) ίφ2  £ Γ εφ Β' τοϋτ’ ε";-1 («·— £ 4  (* 4 β ) έφ £ Γ )έφΒ, 
=  ιβ  ερ £ Γ ’ $ έφΒ (α (ε 4 εφ 2 £ Γ )— β ( « — έρ4  | Γ) ) =■ α β ^ Γ : 
δηλονότι

λ ~ \ Λ * ^  ήμ Βα β συν Γ β ήμ Γ



Εχβμιν λοιπόν γ2 · ^ α — ps J  ) ·  _
Λαμβάνοντες τους λογαρίθμου: ΐκά<Γ*»> με'λιυ;, «υνάγομεν

C Γ ^ — ϊ β3 α Γ ^ -
sA -j^ A *—  ι --------- χ — ε

Λ

—  κτλ
β — τ ΐ ζ — τ β2  —  * τ Ι / — ι

β* 3Γ//— ι 
3α3 ‘

SJ — 
---- (
3α’>

4" Α λ-----
« *aJ

—  κτλ
μΤί '—Ι

Ανάγοντίς λοιπον καί τχν ΐςίσωσίν ταύττ,ν ίιά  του τύπου ι 4*
— μΓΚ—ι

* t=J ιισυνμΓ, εχοαεν
/ β * ‘ β3 β3

Αγ*=Αα —  — βυν Γ---------χ- βυν »Γ------- -—;— συν 3 1 ’*— κτλ.
a 20. 3aJ

βειρά όχι ολιγώτερον χαριις·έρα από έκει'νην χτι; ό'ίό'ζι ττ,ν τιμήν 
ττίς Β . Εάν θελωμίν οί λογάριθμοι νά άναφιρωνται εί; τήν βασίν 
ιο  πρέπει νά πολλαπλασιάσωμεν του; αλγεβρικούς όρους μΐ *·» 
μέτρον (m o d u le) (χ) 0 4 3 4 * 9 4 4 $

$. Γ . Λύσις της τρίτης περις-ασεως των οφαι* 
ρικών τριγώνεον διά των σειρών.

ρβ ) Γ.ιίομεν ιΐς τον προχγούμενον παράγραφο* οτι ή τιμή tcu

μ4”ν
X συνάγομε <η άπό ττ,ν ιξισωοιν ίφ.χ® 3 ------εφ i  Γ> ήμποοεί ν«

μ — ν
ε'κφρασθνί ο·.ά ταύττις τ ι ;  σειρά;

X=  * Γ 4
V . V-ή>λΓ4 · — ήμ2Γ4- *μ 3Γ 4* κτλ

μ 2 μ~ 3μ
Τώρα όταν εις σφαιρικόν τρίγωνον γνωρίζωμεν τάς 3υο πλιυοάς 

α και β καί», την περιεχομένων γωνίαν Γ > <̂ ιά την ττροσί’ιόρισιν 
τών άλλων ίύο γωνιών εχομεν του; άκολούθονς τύπου; οί όποιοι 
συνάγονται άπό τάς άναλογίαε tcD Νεπν,ριυ άρ» Λη'.

A— Β η μ ( · ία 4 ίβ )  ωμ § α συν β+συν> αω«·'β
G <p — ----- ---------------------- ------- ( ( p  ’ I ‘C 3 -------- ·------------------------ ■ ■■ ■- ' ---------i & i  I *

2 7,μ ( l a — iC  J ' ώμ \ a συνΙβ-·—βυν*ατ,μ·§β
A4-B σ υν(ία4*§β) , σ ν ν ία σ υ ν ίβ — τ,μΙ*τ,μ£β

σ φ ---- = -------------------- ί  ίφ ’ Γ ^ ------------- -------— — ----  ΐφ [ Γ
* «υν (|α — Ιβ ) συνΙ α συν I- β4ωμ»αώμ·|β

( ι) .  £(ίώ μέ ττ,ν λι'ξίν μ έ τρον  (m o d u le) εννοείται i  ς·®δ«ρος 
εκείνες αριθμός μέ τόν ίποΐον πρέπει νά πολλαπλασιάσωμεν τ·;ΰς 
λογαρίθμους ενός τινός ουρήματος ίιά  \ά τον; τρεψωμιν εις του; 
λογαρίθμους ένός άλλου.



Χ:«ν λοιπόν κάμωμεν ρ«·/.μ $ ft συν $ C, ν— συ* * α 4μ $ ς ,  in
ν συν £ λ τ.μ 4 β εο $ β

τ*"'» οποίων συνα'γομον — «  ------- :~ΤΤ* '~ ι— ’ *«1  «ντει*
μ. Tip. * α συν 5 ρ ίφ j  α

•άζωμεν εί; τον άνωτ/ρω τύπον αντί —  ταντχν τχν τιμχν, άντ?
f*

'· Α —Β . .ό ί  7. » *οο --------’ θέλομεν εύρη
a

A — » ίφ i β * β όφ3 *β
------- - ιοβ.  -  4 r  -  - f - i -  χ μ Γ -  - τ τ Τ  ^ 3 Γ — V T r

a εφ £ α at<j,-*ia 3·φ 3*
ν.··. 3Γ—  κτλ

, 0 7

Αντεισίγοντες παρομοίως *ις ιόν αδτον τύπιν ά»τί — * —
ίΛ

ιυρισκομεν

» ΰ ^ Ι + ί , ? 4 «-

l  >i. β Α +Β
---- καί άντί y , ι ο ο °  —  --- *
σφ \ Λ a
Α +Β , , 
----- «=χοο· — i l ’+

εφ § β so2 
. χμΐ

σφ Ια 2 σφΊ
iu  3Γ —  κτλ

Αί ίύο σ.δται σειρά! οδεύουν κατά νόμον άπλούςατον, καί είναι τόσο* 
περισσότερον συγκΰπτουσαι όσον ιό πλευρά β είναι μικροτε’ρα· Η πρώτχ 
τούτων itvat πάντοτε συγκύπτουσα, i r . t ι^χ ύποτίβεται β ^α" καί 
t  δεύτερα 6ελ*ι είναι τοιαύτχ όταν όμως έφ £ β ^  σ φ § α »  
4 α-Η β ^aoou · Εάν ^ε α+β^  2 0 0 * , χ ^ευτε'ρα σειρά χθελεν είναι 
ίκκύπτουσα καί ψευίάς, πλχν τχν περίςασιν ταυτχν πάντοτε χμ- 
ποροΰμεν νά άποφΰγωμεν’ <ίιότι r λύσε; του τριγώνου ΒΓΛ (σχ. ιτ  ) 
«ί; τό όποιον χθελεν είναι Γ Α + Γ Β ^  aoo° * πάντοτε ανάγεται εις 
ιχν τού τριγώνου A Fit εις τό οποίον Γ Α ’Ί'ΓΒ Kano0 · Τοΰ 
λοιπού, όταν καί αί ^ύο ττλευραί α καί β είναι μικρόταται, τό ί'ευτε'ρχ 
σειρά είναι κατά πολλά συγκύπτουσα’ τότε ιό τρίτχ πλευρά γ  είναι 
ώσαύτω; μικροτάτχ > επει-ϊ'χ γ  πρε'πει νά χναι Κ **Ή>, και τ4 
σφαιρικόν τρίγωνον πολλά ολίγον διαφέρει ίνό; όπιπε'ίου* εις ταυτχν 
τχν περίςασιν ή ύπεροχχ τοΰ αθροίσματος τών τριών γωνιών 
επάνω εις ίυο ορθά;, εκφράζεται ούτως·'

Λ + Β + Γ —αοο° =  —  ε’φ£ α εφ ί  βτ,μΓ— —  ε» 2  i  α εφ2  $β-δμαΓ4* 
ι · »

I εφ3 3 α ε<ρ3 £ β χμ 3Γ—  κτλ.

ργ’ · Εις ιύρεσιν τίς τρίτχ; πλευράς γ τού προτεβε'ντος τριγώνου, 
εχομεν rnv εξίσωσιν συν γ ^  συν α συν β 4* χμα χμ β συν Γ  , άπ* 
τχν όπςίαν ιυχολςν είναι νά συνάξωμεν τα; ίυο ακολούθους ·



τμ3  \ γ =  τ.μ3  4 α συ>3  A β —  ακμ § α συν jj β συν | ά κμ 4 β βυνΓ*ί* 
συν3  κμ* 4 £
συν3  ι’γ =  συν3  4 α συν3  4 β Η" ασυν j  α συν  ̂ β Tr.ft ·§ α ίμ  j  β συνί1 
4- κμ3 4 «κμ3 !■ 6.

Ιίκ τκς μορφκ; νών τιμών τούτων ολε'πομεν οτ* κμ 4 γ κμ- 
πορεΐ ν® θεωρκθί ώ; Τ! τρίτη πλευρά εΰθυγράμμου τριγώνου εί; 
το όποιον ηθελον είναι γνωςαί αί ίυο πλευραί κμ j α σ υ ν  { β  ,  

σ υ ν  4 λ  τ,υ. 4 β καί κ περιε/ομίνη γωνία Γ ' παρομοίως οτι συν $γ 
είναι ii τρίτη πλευρά εΰθυγράμμου τριγώνου, τοϋ οποίου £ύο πλευραί 
£θελον είναι συν Κ α συν ν β, κμ 4 α κμ 4 β και π περιεχομε'νη γω­
νία α ο ο ° — Γ· Δπό τον εύρεθεντα λοιπόν τύπον ( άρ. ρα ) ύ'·.Λ 
τ κ  εΰΟύγραμμα τοίγωνα, ε/ομεν

όφ 4  ̂ k a i β

u>8

λογ ( κμ 4 α συν 4 β )— συν Γ -------- λ~7—
ίφ 4 α υεφ-4 2 α

λογ.κ,μ β  

«υν 2 1 '— κτλ
, . , , , «>'4  ̂ ..

λ·γ· συν ζ γ — /.ογ ( συν 4 α συν 4 6 ) *τ — ;— συν I —  ----- ---------—
«? * « ασφ3  4 α

συν τΓ 4  κτλ.
Πρεπει νά σημειοσωμεν 6 τι επειίκ καθΐν τών εΰθυγραμμω'ν 

τριγώνων περί τών όποιων ανωτέρω ύμίλκσαμεν, ήμπορεΐ νά λυΟ·ρ 
^ιά με'σου εΰθυγράμμου ορθογωνίου τρίγωνου, ή λύσις του προτ*- 
θε'ντος σφαιρικού τριγώνου ίυναται αμέσως νά άναχθίϊ εις τήν 
λύσιν εΰθυγράμμου ορθογωνίου τριγοίνου.

Εΰρίσκομεν ούτως οτι κμ 4 γ είναι τ, υποτείνουσα ορθογωνίου 
τριγώνου του οποίου αί πλευραί είναι κμ 4 (α4”β ) κ,μ ό Γ καί r μ {■ 
(α— c )  σ υ ν  j  Γ. Ωσαύτως συν 4 γ είναι ιό υποτείνουσα ορθογωνίου 
τριγώνου τού όποιου αί πλευραί ηθελον είναι συν 4 ( α— β ) συν 4

Γ  καί συν 4 (α4*ο) ττ.μ 4 Γ·
Εάν περιπλέον καλεσωμεν Μ την γωνίαν ητις εί; τό πρώτον 

τρίγωνον είναι ά «έναντι τής πλευρά; κ μ ΐ { α — β) συν )  1 ' , καί 
εις τό δεύτερον, Ν την γωνίαν την άπε'ναντ*. της πλευράν συν ΐ 
(α — β) συν 1 Γ, άπό τά; αναλογίας τού ΝεπτόρΜ}' επε-αι ότι θε·*

Λ— Β Α + Β  α 4*Β
λομίν εχ,ει · =  Μ, κα ί------*  Ν η ^αοο'* — Ν' <ίηλα^η:— —

a * 2.
Ν εάν α4-β <αοο° , καί

Α + Β
2 0 0 ° — Ν ε’άν α4"β^ aooe.

!·'.{; κάθε λοιπόν σφαιρικόν τρίγωνον είς τό όποιον είναι γνως·ά 
ίύο πλευραί α καί β καί η πιριεχομε'νη γωνία Γ , έκάς-η τών

, , δ 4"Β Α— Β ,
■ ποσοτήτων 4 γ ; ----- ’ ------ —  ημπορεΐ κατ ευθείαν νά ευριθίί,α a
<£ιά τά); Χύσεως ευΟυγράμμου ορθογωνίου τριγώνου εί; τό σπνϊον 
είναι γνως-αί χί $ϋ$  πλευραί τ ί ;  όρθνί; γωνίας.



ro0

οψ^Γ» δυνατόν μ*
Εν. ινδεν άκ^μη επ εΤκι In  μετά rfcv είρεσιν της γωνίας Μ

„ Α-~Β j, · - - . V  ί (α~β)
a t V 4 ( * + 3 )

λογαριχσδή ιό τρίτη πλευρά σιά τού τύπου η μ .$ γ =  
ν.μ [ ( « — β ) ουν 2 1 ’ ήμ j  (α+β^ήμ \ Γ ^

ήμ Μ συν Μ
2- Κ.» Οι εις τον παράγραφον τβϋτον ευρεβε'ντις τύποι ευκόλως 

νΐμποροΰν νά εφαρμοσβούν εις ττ,ν λύσ;ν της πέμπτης περιςάσεως 
τών σφαιρικών τριγώνων» <5“ι·τι αυτή ήμπορεϊ νά αναφερδ  ̂ εις 
την τρίτην ίιά  της ΐ<ίιο'τητος τοϋ πολικού τριγώνου.

$ Δ#. Λυσις σφαιρικού τριγώνου του οποίου 5ύο 
πλενραί ολίγον τί διαφέρουν άπο ιοο°. 

py *  Ες·*»σαν α καί β αι ίυο «ϊ’εί'ομεναι πλευραί ολίγον τΐ ί ια -  
τρερουσαι τών ιοο° * πρόκειται νά προσί'ιορισδί) ή,-γωνία Γ ίιά  
με"σου τών τριών πλευρών α> β» γ.

Εάν α: πλευραι α κχί β ησαν ακριβώς ισαι με Ιοο°> ήδελεν 
είναι Γ =  γ ’ επειδή λοιπόν α καί β ολίγον τί διαφέρουν άπό 
rco° » τι γωνία Γ μετρεΐτοα άπό τοξον ολίγον τι <$\αφερον τής 
πλευρά; Γ- Κςω α — ιοο° "ha7» β*= ί oo^S» Ι ^ γ + χ *  εάν άντει-

συν γ·— συναουνβ
σάξωμεν ταύτα; τάς τιμά; εις την ε’ ξίσωσιν βυνΓ= ----<-----;— —--- 5

τμ α ήμ ο
συν γ —’ τ,μ ά ί.μ β  # > , ,

δίλομεν ί , η  συν ( γ + χ , ί * -----------;------—---- Πλην επειΛι α και
συν α συν b

$ ' υποτίθενται μικρότχται ποσο'τητες » ^υνάμεδχ παραβλεποντες
μ ό ν ο ν  

/τε;

υποτίθενται μικρότχται ποσότητες » συναμενχ τϊ«.ρ*μΛ5»νν»^ 
όνον τους όρους εις τους όποιους & και β υψώνονται εις τον 
ε'ταρτον βαδαόν» νά κάμωμεν ήμ. ο !  ήμ € — χ β » συν α συν β “ ι 

α 1  έ ' 2  Λ _ · . . συν γ — ά βft ο y
—  «— —  J και τούτο <ίί<ίει σνν(γτ*χ,,

α ι - ϊ ά ' Μ β
<r*-f· h β* * )  συν γ — άβ . Αλλά παρσβλε'ποντε: τό τετρα'γωνον τεΰ 
χ , ε/ομεν συν ( γΊ"/. )=*τυν γ — λ τ,μ γ ' λοιπόν 

άβ'—  ί  (α/2 ·+β/2 ) συν γ .
Υ £=σ -------- - ■ —---------

*Ρ· Ί ...................................... ,
Καί επειδή χ tivat της ί'βυτε'ρας τάξεως ώς προς ά καί β , £λε~

πομεν ότι άλλα; ποσότητας είς ταύτην χήν τιμ.ήν ί*ν πρε'πει νά 
παραβλεψωμεν παρά εκείνα; αί ίποΐαι είναι της τέταρτης τάζίως· 
Ες-ω Ί (ά"Ηο/ ):=π» {■ (ά— β' ) —/. η a=>r.·4ν.» — κ- βε'λομεν

/ 1 —συνγλ / ι+ α υ ν γ Ν
εχει υπό ά πλους-spav μ.οριοήν -. « λ3 ! ----------/ — /. I — ;·■  J  ^

‘ '  ημ γ '  '  τ,μ γ '
τ.Λ Ιφ ί  γ-'-κ 2  σ©  ̂ γ·



I to
H τιμή αυτή Εκφράζεται διά μερών τίς ixrivo;’ πλην «?τ<trTvt 

*ίς την πράξιν π καί κ δίδονται ίκπεφρασρε'να διά δευτΕρω·», 
εάν θε'λωμεν καί χ  ίπίσης νά ε’κφράζιται διά δεύτερων, πρ«πε·. 
νά xotp.eu.fy

π3 χ2
7- ^  ]Γ*φ ^Ύ----ρ ' Ϊ Π »

Οπου Ρ είναι δ άρι9μό; των εί; τήν άκτΐνα χεριεχομίνων δ·υ- 
τε'ρων, καί τοϋ οποίου ό λογάριθμ,ο; είναι =  5· 8ο388<»ι · Γνωρί- 
ζοντε; χ. εχομεν γνως-ην ττ.ν ζητουμενην «γωνίαν Γ— 4̂"/_·

Ο εύρεβεί; τύπο; είναι ώφε'λιμο; εΐ; τά; γεωδαισικά; έργφσία; 
διά τήν ιΐς τον ορίζοντα αναγωγήν των γωνιών αί όποΐαι ήδελον 
παρατηρηΟη εί; κλ'νον«α επίπεδα* είναι επιτηδετότερο; καί ζητεί 
ολιγώτερον ε’κτεταμίνους πίνακα; άπό τόν τύπον τη; πρώτη; περΐ7α* 
σιω ; των σφαιρικών τριγώνων, τη; οποία; ε’δοΐκαμεν παράδειγμα (άρ· 
ρ3). Αλλ’ έάν at υψώσει; ή καταβάσεις ά καί β υπερβαίνουν τά; a 
Τ τρεϊ; μοΐρα; , άσφαλέςερον είναι τότε νά γένη χρήσι; τΐ» 
γενική; μεβόδου.

§. Ε . Λυσις των σφαιρικών τριγώνων των όποιων 
αί πλευραί είναι αικρόταται ώς προ; τήν 

άκτΓνα τΐ,ς σφαίρας.
ρε*. Οταν αί πλευραί α, β, γ είναι μιχροταταε ώς πρό; την 

αχτίνα τη; oyxipa; , το προτεΟέν τρίγωνον ολίγον διαφε;ει άπί> 
ίν εϋύνγραμμον’ κχι ώ; τοιοΰτον 6εο>ρ<.ΰντε'ς το ήμιποροϋμεν >* 
«χωμίν μίαν πρώτην ώ ; εγγιςα λύοιν, άλλα κατ’ αύ τον τον τρόπον 
παραβλεπομεν την ύπερο; ήν τοϋ αθροίσματος των γωνιών επάνω 
«ί; ·εου° · 06»ν διά νά «χωμεν μίαν πλέον ώ; £γγΐ7 * λυσ;*,
πρόπ-ι να άποβλεπωμ;ν εΐ; ταύτην την ύπεροχην, καί τοϋτο 
ΧΑποροΰμεν εύκολάτατα να κάμνωμον» διά τίνος γενική; αρχή; τήν 
οποίαν ίρχόμεΟα νά άποδείξωμεν·

Κςω ρ η άκτίς τη; σφαίοα; Επί τη; όποια; κε'τχι το προ- 
τεΟίν τρίγωνον’ εάν φανταοΟώμεν τρίγωνον ό£:ιον χαρχγμενον επί 
τη; σφα-ρας τη; οποία; η άκτί; είναι ε, αί πλευραί τούτου το5 

r α β γ (
τριγώνου θε'Χουν είναι — * —-* — 5 καί θίλομεν Εχιι συν Δ =“

Ρ Ρ t
* β , γ

«υν------- συν - - συν —

.--------------------------—  * Αλλ’ ε’πειδή ρ είναι πολλά μεγάλον ά ;
δ . Ίτ,μ —  ηα- —
ί ?



ν . ·. . , \ α α
*pb{ α, €, γ, ϊχομεν πελλά ως ίγγκςά U 1 ;  ου> ~ '  — -----— -{-

 ̂ Ρ χί*
°4 Ρ f>3 . β4 γ

ι .  a . j . 4 i a  ρ ο»4* * ·3 ·4 ?4 ρ

_  I2 X I4 , . « 3 <*’ , · 1
2f »■  3· 4Ρ4 ρ . ρ a· 3? * ρ

γ 7 5 . . , ...................................................
-  — — ,— αντεισαγοντες τχυτας τα; τιμάς εις ττ.ν ανω-
Ρ α. 3pJ  ̂ '

τ*ρω εξισωσ.-ν και παοαβλεποντις τούς όρους του; περισσότερων 
χ τ .) τεσσαΑς <£ιας·ο!σεων εις ά, 6 , γ» όε'λομεν (χει 

ίΜ -γ '^ -α 2· , * 4 - β 4 — γ 4 £2 γ2Π­
ουν Λ

24Ρ1 4?
*γ( _  j 2 __ ν Μ
■p2V 1 Cp2 6ρ2 '

rf
Π^λ/απλασιάζοντες τούς ίύο όρους τούτου τού κλοίσυ.ατος επί
ί 2+^

6.'2 και αναγοντες ευρισκομεν

β2+ γ2 _ α2  α4 +3 4 - j y  _ „ 2 t a „ , , 2 . 2 _ apl Ti
συν ----------------Π----------------------------- ν,~·-------------------αβγ 2/,βγρ̂

Ες·ω τώρα Δ ’ ή άηε'ναντι τίς  πλευράς α γωνία εις το τρί­
γωνον τοδ όποιου αί πλευρά! νίΟελον είναι ίσομνίκεις με τά τόξα

gS>-}_ 2_α2 . /
*> β, γ* βε'λομεν εχει συν Λ — ---- -------- καί 4 β2 'ϊ2 *ί1·2Α *>aaa

αβγ
β^-Ταα^γ'Μ-αβ'^γ-^—α4 — β * ----j4 . Λοιπί,ν

συν Δ =  συν k ‘ - Ί-  4 2 λ>ίμ  A .

Ες-ω Α<=λ-+·χ, άπορρίπτοντες το τετρα'γωνον τίς χ βε'λομεν 
/ βγ (

ίχει συν Α — συν A ■— χνίμ A.1, cfllv βλε'πομεν ότι χ5̂  άμΔ'·
6 ρ

καί ίπειίη  χ είναι τ ί ;  ί'ευηρας τάξεως ώς προς τάς ποσότητας
6 γ  γ ,

—  Χ α ί'- ■ * ίπεται ίτ ι τό εξαγόμενον τοίχο είναι ακριβές μεχρε 
Ρ Ρ

τ«ν ποσοττίπύν τ ίς  τέταρτες τάξεως. Ουτω Χοιηον ιχομεν



* i at
Αλλα I βγ τίμ A είναι το ε'μ,βα^όν τοΰ «Οδυγράμμου τριγώνου 

TOO οποίου α, β ,  γ είναι a t  τρ«Τ- πλιυραι, - i  όποιον «μβαίόν £έν 
ίλαφίριι επαισδϊΐτώς άπό το reO σφαιοικοΰ προτεδίντος τριγώνου· 
Εάν λοιπόν ή τό εν ί  τό άλλο καλεσωμεν α ,  θίλομεν Α °"

a
A "Γ -T ft" "ί A = A  ----7Γ * παρομοίως πδε'λαμεν Ιχει Β ^ Β —~3ο* 3ρ2ο,

a , a
---- π ’  Γ =  Γ—  π- ’  **ί εντεύθεν προκύπτει Α,4-Β 4 Τ ' ή αοο0̂ 3*

*Γ , 3?
A + B -fr ·-------y *  Δυνάμεθα λοιπόν νά δεωρήσωμεν τήν ποσο'τνιτα - ^

f , . ?
ώς τήν υπεροχήν τοΰ άθροίσματο'ς των τριών γωνιΛν τοΰ πρς- 
τιθεντος σφαιρικού τριγώνου «πάνω εις ίυο σοβάς* Εντεύθεν πχ- 
γάζεε τό άξιοτήμείωτον τούτο θεώρκμα £ιά τοΰ όποιου ανάγεται ή 
λύσις των πολλά μικρών σφαιρικών τριγώνων εί; τήν τών εΰθυγράμμων· 

Εάν ά φ’ έ κ ά ς- x ς τώ ν  γων ι ών  προτεθε'ντος τίνος σφαι­
ρικού τ ρ ιγ ώνου τοΰ όποιου αί  πλευραι  ε ίνα ι μικρο'ταται  
ώς πρίς  τήν α κ τ ί ν α  τ ή ς  σ φ α ί ρ α ς ,  άφαιρεθ/ί  τό τ ρ ι τ η ­
μόριον τής υπεροχής  τοΰ αθροίσματος τών τριών γ ω­
νιών «πάνω εις  «51 ύ ο ό ρ θ ά ς , αί ούτως χ λ α τ τ ω μ έ ν α ι  
γ ω ν ϊ α ι  χ μποροδν  νά λκφδοΰν ώς γ ων ί α ι  εύδυγρά,μμου 
τ ρ ι γώνου  τοΰ όττοίου at πλε υρα ι  ε ί ναι  ί σο μχκεις  μ έ 
τάς  του προτεθε'ντος σφαιρικού τρ ι γώνου*  γ, με άλλας 
λεξεις.

Τό σφαιρικόν τ ρ ί γω νον  του όπρί  ου ή κ α μ π υ λ ό τ χ ς  εί­
ναι  πολλά μικρά καί  τοΰ όποιου at γ ω ν ί α ι  ε ίναι  Α ,Β ,Γ , 
αί άπε'ναντι  πλευραι  α, ο, γ,  ά ν τ ι ς Ό ΐ χε ΐ  π ά ν τ ο τ ε  εις 
εόδύγραμμον τρί γωνον τοΰ όποιου αί μέν πλευραι  ε ίναι  
ι σ ο μ χ κ ε ι ;  με τάς τοΰ σ φ ato ικοΰ α, β, γ» α ί ί ' έ  άπε ' ναντ ι  
γ ων ί α ι  ε ίναι  A— * ε > Β— ; ε * Γ— 1 ε ,  όπου ε π α ρ ι ς ά ν Π  
τήν υπεροχών τοΰ ά δ ρ ο ί σμα τ ος  τών γωνιών τοΰ π ρθ“  

,τεΟε'ντος σφαιρικού τριγώνου επάνω εις ύο όρδας.

a
ρς·'· Η υπεροχή ε χ - λ- *  έίτις *̂ νΛΙ ανάλογος μέ τό ε’μβα^ίν τοδ 

f
τριγώνου, <5υναται πάντοτε ν ά  λογαριασδφ έκ τών προτε'ρων 
ί “ιά τών ί'ε^ομε'νων τοΰ σωαιρικοΰ τρίγωνου ώς εύθυγράμμου θεω­
ρούμενου· Ράν ί'οδώσιν £ύο πλευραι β καί γ μετά τχς περιεχό­
μενά; γωνίας Α, τό «μβαί'όν α δίλει ίσοΰται μέ $ βγ κμ Α* εάν 

ίοδνί μία πλευρά α μετά τών £ΰο προσκείμενων γωνιών Β, Γ»
. » , . _ ήμ Β χμ Γ

τό εμβαδόν *  θέλει ίσοΰται με \ * ακολούθως δί~



I l J
λομεν εχει * Ρ» ένθα P >ιναι ό «ριδμός των «ίς την ακτίνα,

f
περιεχομένων δεύτερων, καί κατ’ αυτόν τον τρόπον ι εκφράζεται 
διά δευτέρων·

Λιά νά εφαρμόσωμεν τούτου; τούς τύπους εις τά χαραγμένα, 
τρίγωνα επί της γήινου επιφάνειας, όποτεΟεί^ης ώς σφαιρικής (ι) 
πρέπει νά ϋ.τοΟε'σωμεν οτι αί πλευραί α, β, γ καθώς καί π άκτίς 
της γη; ρ εκφράζεται διά με'τρων. Τώρα, επειδή τό τέταρτον 
τοΰ μεσημβρινού § πρ ίσοϋται μ.ε ιοοοΟοοο με'τρα, συνάγεται ότε 
λογ ρ — 6 · 8o3880r‘ άπό άλλο μέρος η άκτίς Ρ ε’κφραζομενϊί διά 
δεύτερων, εχει λογάριθμον 5, 8ο388οϊ. Εάν λοιπόν εις τον λογά­
ριθμον του έμβαδοϋ α διά τετραγωνικών μιτρών έκφραζομε’νου» 
προςεύη ό ς-χθερός λογάριθμος οε · *t>61 r 9 » **» άπε τό άβροισμα. 
άφαιρεΟώσι δέκα μονάδες, δέλει προκόψει ό λογάριθμος τη; υπέ­
ροχης ε διά δευτε'ρων εκφραζομε'νης.

Γνωςης της υπέροχης ε άφαιρεϊται η ύποτίδεται άφαιρούμινον 
το τριτημόριον αΰτης η ψ ε άφ’ έκάςης γωνίας τοϋ προτεδέντες σωαι- 
ρικοΰ τριγώνου, και τότε τό ε.Ούγραμμον; τρίγωνον τό σχηματιζόμενον 
από τά; πλευρά; α, β ,γ  και άπό τάς γωνίας Α =* Α —■ 3 g, l } '»  
1 ί— U  Γ = » Γ — \ ε ,  θέλει περιεχει τά αναγκαία διδόμενα διά 
τήν προσδιόρισιν όλων τών μερών του' καί ούτως εις τόν αυτόν 
καιρόν γίνονται γνωςά τά μέρη του προτεδέντες σφαιρικού τριγώνου.'

ρζ\ Πα ρά δε ι γμα .  Λ; ύποτεΟν) γ-νωςή η γωνία Γ  καί αί δύο 
πλευραί α καί β, δηλτδη.

Γ =  I a3° ic) C)Q,r· α3 
λογά — 4· 58 9 ι5ο 1 
λογ β =  4· 5 2 1 9 0 1 7 ι

η ποσότης \ αβ ημ Γ  ητις παριςάνει τό εμβαδόν του τριγώνου 
εχει λογάριθμον 8 · 7 ?ο5 5 , εις τόν όποιον προσδίτοντος a- 1 9 6 1 a > 
όχεμεν λογε =* ο< 9 7 6 6 7 ' όδεν ε =  καί j  ε = 3 ί · ι 6 · Τούτου
τεδέντος , πρέπει νά λΰσωμεν το εΰδύγραμμον τρίγωνον εις τό 
όποιον εχομεν τάς δύο πλευράς α καί β ώς άνωτε'ρω , καί τήν 
περιεχομε'νην γωνίαν Γ  =  123°. 19  9 6Μ-θ 7 · Π ό̂ς τούτο άκολουΟοϋμεν 
την μέθοδον του άρ 56,

( ι)  Ε ί; τάς γεωδαισικάς ε’ργασίας ώς επί τό πλεΐς-ον τά τρί­
γωνα σχηματίζονται μεταξύ τριών ς-άσεων ( Stations ] αί όποιαι 
άνισάκις άπε'χουν άπό τό κίντρεν της γ ίς ’ πλην , δι άρμοδίων 
αναγωγών , αντί τών παρατηρηδε'ντων τριγώνων άντ καύις-ώνται 
τά τρίγωνα τά όποια προκύπτουν άπό τάς προβολά; τών ς-άσεων 
επί της αυτής σφαιρικής ό-ιφανεία; κοςδετου εις την διεύθυνση» 
της βαρύτητος. 0 ·

8



λογά . . . ί · 4 ’ 5 8 9 1 5ο3 
λογ C ...............

io.φ . . . .  0.067323?

« =■  5 ;  9°  74 · 7 3
·] Γ =  3* 4ο ι 97

ιοο9 — ί  Γ ™ 6 ι 59 9'3· ο3

όφ ( φ-̂ -ίο* ) ;
οφ  ̂ Γ* · · · .

»Ϋ
A — Β  

4
Α~Β

α'+Β'

A

Β'
Μενει να προσίιορισΟνί χ τρίτη πλευρά γ, το 

«ήμ*Γ'
ττ.ς εςισωσεως γ =  -------—

7,μ Δ
λογ α . . . . / , ·  5Sf»> 5ο3
y.f*. A  . . . .  9· 7 8 5 4 8 9 3

• · . 8*887839α
• 7 . g. 838 1 1 1 0

> . . 8· 7359502 

3* 38 39 *.27

κ 3s 4° *■ 77

* 4 1 7 ® 41 *24
= 35 ι ^ J . 7°
όποιον γίνεται ίιά

Αιαφορά 8ο366 ιο . . . .  8o36Cto
ήμ Ι '7 . . . .  g. 9 7 <>5 οο8 ήμ Β · ■ . y. 7 1 8 2 6 6 1

λογ· γ=> . . . 4 · 7 7 4 1 6 1 8 λογ β — 4· 0 2 1 9 2 7 1
Εις τό προτεδέν λοιπόν σφαιρικόν τρίγωνον, τα ςοιχεϊα τα όποια 

επρεπε νά εΰρεδοΰν, είναι '
Α =  4ΐ° 78'44". 4ο
Β =  35 ι 65. -86

λογ·γ«= 4 · 7 7 4 ϊ Β ι 8 > η γ *= 5y/|5i/* · ?.5'6.
Σ· Κ- Η ίοθίΐσα μεθιοο ς  εις τοϋτον τον παράγραφον ημπορε" 

νά χρησιμεΰσιρ άχόμή <̂ ιά την λΰσιν των τριγώνων εις τά όποια
<5υο πλευραί πολλά ολίγον ϊ ’δελον ί'ιαφιρει άπο 2 0 0 ° καί τι τρίτη 
ηδελεν είναι μικρότατη" όΐ'ιότι εάν προεκβο.λλωμεν τα; μεγαλητερας 
πλευράς Α Γ, A Β, όελομεν ε/ει σφαιρικόν τρίγωνον τό. ΒΓΑ, τού 
όποιου αί τρεις πλευράI είναι μικρόταται. σχ. ι 6 ·

§. Ζ\ Περί των σφαιρικών τριγώνων των όττοίων 
£ύθ γωνίαι είναι πολ>ά όςΟαι.

ρη· Ε<ςω ΑΒΓ τό προτεΟέν σφαιρικόν τρίγωνον εις τό όποιον Α 
παί Β είναι <$Όο γωνίαι όξόταται, εφω Λ1ΥΙΝ το πολικόν του, εις 
τίοπον ώ<ςε MiS — 2υθ0 —Α κφί ΛΝ = 2θο° — Β. Εάν προεκ- 
βληδώσι τα τόξα ΝΜ> , εως οά νά συναπαντν.δώσιν εις Κ*, 
φανερόν ότι Οε'λει είναι Κ Μ= Α, καί Κ Λ = Β , το τρίγωνον λοιπον 
ΑΚΜ εχει τάς πλευρά; του μικρότατα;, καί ήμπορεϊ νά λυΟί. :̂ά. 
τν.ς μεδόί'ου τοϋ προηγουμένου παραγράφου· Εδωσαν α ’,Β ,Γ ", αί



'Tieu γωνίαι καί «, {i, γ at τρεις πλιυραί τού τριγώνου ΛΚ'μ , 
OsAcp.iv έχει

Α '=Μ Α Κ  *=α · α'^Κ'Μτ^Α 
Β=*ΛΜΚ'=*β β'=ΛΚ'=>Β
Γ==ΛΚ.^ 1= ^ 00® —γ γ = Λ Λ 1«=3-οο° —Γ.

Τά τρία λοιπόν γνωςά ς ο ιχ ύ χ  ει; το τρίγωνον ΑΒΓ κάμνούν 
γνωςά τρία εί; το τρίγωνον ΑΚ Μ, καί επομένως τρία εί; τό εϋθ·„ 
γραρρον τρίγωνον εί; τ · όποιον τό τρίγωνον ΛΚ’Μ ήμπορεΐ νά 
άναχβν;. Τώρα φανερόν είναι Srt χ  λόσι; του εΰθυγράμμου τρι­
γώνου δίδει r w  λνοιν του ΛΚ'Μ, έκ της όποια; τε'λο; συνάγεται 
X τεϋ ποοτεΟε'ντο; σοαιοικοϋ·« · ι

ρ6 . Εςω, π .χ, A = 3 ” Β = α °  , καί ώ προσκείμενη πλευρά γ 
ι5ο° · Τά γνωςά εΐ; τό τρίγωνον ΑΚΜ,  χ  μάλλον εί; τό A'b V* 
είναι οί=3β , β <=̂2 ° , καί χ  περιεχομεν'/} γωνία Γ = 5 0 ° . Λιά τών

, _  ϊ ώβ ' άαΓ
υουεντων τουτο>ν ευρισκεται χ  σφαιρική υπέροχη ε =  -  - ...

I i S

SIS1*· 2 ι ,  καί τό τρίτον τη; ε άφαιρεθέν άπό Γ ’, «φίνει υπό­
λοιπον /,g° g8 $$°· 9 ^· Πρέπει λοιπόν νά λύσωμΜ εΰθϋγραμμον 
τρίγιονον εΐ; τό όποιον εχομεν τά; δύο πλευρά; a =  3 oooo,r> 
β,== αοοοο", καί την περιεχομε'νην γωνίαν Γ =  4 9 0 g8 88*. 9^, 
Αύοντες δέ τό τρίγωνον τούτο εύρίσκομεν τά; άλλα; δύο γωνία; 
Α"«= ι ο 3* Γ»4* 8 6 *. 33, Β =  /*6 ° 36' »4 ". κ*ί την τρίττ,ν πλευ­
ράν γ ' = * α ι * 3(5. Τώρα επειδή αί γωνίαι Λ- και Β τού σφαι­
ρικού τριγώνου υπερέχουσι τά; γωνία; Α." καί Β* του εύθυγράμμου 
κατά τό" ΐ  ε , πρέπει νά προοόε'σωμεν εις ταυτα; I ε διά νά 
προσδιορίσωμεν εκείνα;, καί ουτω; εχομεν διά ττ,ν ζητουμε'νην λύσιν

λ ' =  a =  ιο3υ G5# 4 <>
Β’ = β  =  46  37 35. «α

Γ · ° 2 θο — γ == Γ97  87 35. 04

$, Ζ*. Περί του κανονικού πολυγώνου 
δεκαεπτά πλευρών.

ρι'. Θίλομεν τελειώσει τά; έφαρμογά; ταύτα; του τριγωνομε­
τρικοί» υπολογισμού, άφ’ ού, άκολουΟοϋντε; τό έξοχον σϋγοαμμα τού 
ίΓαουσσίου ( Gauss) άναφερθεν εί; τά ς·οιχεΐα τη; Γεωμετρία; 
β ’.βλιον Λ*, δείξωμεν πώ; <5̂ ιά τη; άπλή; λΰσεως δευτεροβαθμίων 
εξισώσεων έγγράφεται τό κανονικόν πολύγωνον δεκαεπτά πλευρών.

Ες·ω τό τόξον ------ =“ φ" λέγω εν πρώτοι; 8τι θε'λομεν εχει ττ,ν
17

έξίσωσιν συν « 4  συν 3 φ 4* συν 5φ "I" συν 7φ 4· συν 9<ρ 4  συν ι ι*4συν 
* ς3 « 4  συν ι 5 φ “ » |  · διο'τι ε’άν καλεσωμεν τό πρώτον με'λο; Π καί



ΧΙΟ
^τολλαπλασιάσωμεν όλου; τους ορού; του όπί ασυνφ' ΙκολούΟως 
τρε'ψωμεν κάθε γινο'μ,ενον δύο συνημίτονων εις συνημίτονα απλών 
τόξων» πράττοντε; του^ο κατά τον τύπονο

a συν Α συν Β =■  συν ' Α +Β  ) +  συν ( A—Β)
Οίλομεν εχει

?.Π συν φ «= ι 4" 20 ·>ν 2 φ +  σ. συν /,φ 4* 2 συν 6φ · · · 4* 2 συν U9 
4" συν 1 5φ.

Τώρα επειδή ι 7 <ρ *=* 2 οο° , ακολουθεί' ότι συν * φ =  συν (2 00* 
— 1 5φ ) =  —· συν 1 5φ, συν .\τ — συν ( 2 θο° — χ3φ ) — — συν 1 3φ» 
καί ούτως εφεξής μέχρι συνιβφ — — συνφ. Λοιπόν

αΠσυν φ =  ι — 2 συν j 5 φ — 2 συν ι 3φ — 2 συν ι ιφ . . « — ασυν 
3φ — συνφ >j 2 Π συνφ — ι 4" συνφ — 2 Π, $ 2 Π ( 1 *4* συν φ ) =*ί *4?
συνφ. Λοιπόν Π=* £ ·

Τούτου τεδε'ντος, μοιράζω τό άθροισμα των ορών ο ί όποιοι συγ­
κροτούν Π εις δύο με'ρη» δηλαδή ·

χ =3 συν 3φ 4* συν 5φ 4" συν ?φ 4* συν ι ιφ 
ψ =  συν φ 4 -  συν qv *4· συν r 3φ4· συν 1 5φ

Εχω λοιπόν χ 4 - ψ ° * ί | *  πολλαπλασιάζω τώρα τους τε'σσαρας 
ορούς τού χ επί των τεσσάρων όρων του ψ , καί τρόπων τα γι- 
νόμ.ενα των συνημίτονων εις συνημίτονα άπλών τόξων, ευρίσκω 
μετά τάς άναγωγάς ,

χψ “  2 ( συν αψ *4* συν /»φ *4* συν 6 ρ . · . 4 *β ϋ ν ι^<ϊ) ) 
η  χψ* = —■ 2 ( συν ι5φ 4-συν ϊ3φ4*ιυν ιχφ . . . .  4* συνφ ) 

ή τέλος χψ =  —  ι
Διά των σξισώσεων τούτων ευρίσκω

X=£f 4- | ^ /i 7 > ψ=*| — Ο ^ι-,· ·
I

Εάν τώρα ΐκας-ον των άθροισμάτων χ κχί ψ μοιρασθίί πάλιγ 
εις δύο μέρη > δηλαδή *

χ = β  +  τ ψ *= ω 4 “ υ

σ ** συν 3φ 4* συν 5φ ω *= συν φ 4" συν 1 3 ο 
τ = σ υ ν  7 f 4 "jvv ιιφ  υ *=* συν g? 4 * συν ι 5 γ

θελει εΰρεδίί παρομοίως

στ ι 1 — Α * 4 t ωυ =  — I
Ωςε είναι δυνατόν νά προσδιορίσβώσιν ·ί  τε'σσαρε; αριθμοί 

σ> τ, ω> υ δια δυο νέων δευτεροβαθμίων εξισώσεων.
Τέλος γνωρίζοντες συνφ 4 · σ υ ν ι 3 φ βηω* καί συν φ συν χ 3φ *=» 

4  ( συν 1 2 φ -J- συν χ 4φ ) == — § ( συν 3 φ 4 * συν 5 φ ) =» —} φ , εύ -



-ησκομεν διά μ.ιάς τετάρτως δευτεροβαθμίου έξισώσεως τών τιμών 
τον συνφ» καί έντεϋδεν την τιμών τϊ,ζ πλενοάς τοϋ προτιβίντος 
πολυ ι̂ύνον, τ,τις είναι αωμφ >7 aA'//(r—"<»uv'*(p. )

Oaov διά τών μέθοδον τών οποίαν ώκολουύώσαμεν s ίς τον μ α ­
ρασμόν των διαφο'οων τούτων εξισώσεων» συνέχεται με μ,ίαν λε­
πτότατων θεωρίαν» Οεμελιουμε'νων επί της «προσδιορίσου άναλύ- 
σεως, και τη; οποία; ώμπορεΐ Tt; νά ϊδνι τών άνάπτυξιν είς τΐ> 
αΰτο σύγγραμμα τοϋ Γαουσσίου , ω είς το δ ο κ ί μ ι ο ν  περ ί  
τως βεωρία;  των α ρ ι θμών ,  εκδοσις δευτε'ρα'εκεί εύρίσκεται 
ώ πλωρως άπο'δειξις τοϋ ωραιότατου τούτου καί ίνταΰτώ γενι- 
χωτάτου βεωρώματοςϊ

«Εάν ό άριΘμος ν ωναι πρώτο;» καί ν —· ι  προκύπττι άπο
α β γ

« το γινο'μενον των πρώτων παραγόντων α 3 5 κτλ. ώ διαίρεσι; 
« τοΰ κύκλου εί; ν ίσα με'ρ» ώμπορεΐ πάντοτε νά άναχ6$ είς τίν 
« λύσιν α εξισώσεων τεΰ δευτε'ρου» β τοϋ τρίτου» γ τοϋ πέμπτου 
* βαθμόϋ» καί ούτως ι’φεξως »
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£1Σ ΤΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ.

1 ! 9

Σ Η Μ Ε I Ω Σ I Σ Α'.

ΠΕΡΙΤΙΝΩΝ ΟΝΟΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΩΝ.

Γΐς το  σύγγραμμα τ»ύτο είσν.ξαμεν νε'ας τινά; εκφράσεις καί ορι­
σμούς σκοπόν οι αυτών εχοντες νά ιίώσωμεν εί; τάν γεωμετρικήν 
γλώσσαν περισσοτε'ρχν τά,ν ακρίβειαν και βραχυλογίαν ϊίίς τάν σν.- 
μειωσιν λοιπον ταύΐΥ,ν δελομεν αποδώσει λο'γ.ν των μεταβολών τούτων» 
καί προτείνει άλλα; τινά; αί οιτοίχι αποβλέπουν εί; τον αυτόν σκοπόν.

Εις τον κοινον όρισμ,όν του ορθογωνίου π αρ αλλν, λογρ άμμου 
καί τοϋ τ ε τ ρ α -j </> ν ο υ> Χε'γεται οτι αί γωνίαι τούτων των σχιο- 
ρ.άτων ει.αι ορΟαί" ορθοτερον ίΟελεν εί/αι νά Χε'γεται ότι αί γω- 
νίαι είναι ΓσαΓ ι ι̂ότι νά υπόθεση τινά; οτι αί τεσσκρε; γωνίαι 
ένό; τετράπλευρου πμποροϋν νά ηναι όρΟαί. καί ακόμη ότι αί όρΟαΐ 
γωνίαι είναι ίσαι μεταξύ των, είναι το αυτό ώ; νά ύποδίση-προτάσεις 
αίτινε; χράζουν άπο^είξεως. Τυ άνάρμοςχν τοϋτο καί άλλα παρό­
μοια <$εν τ,Οελον λάβη χώραν, εάν, αντί, κατά ττ,ν καθεςώσαν 
συνάθειχν, νά προτάσσωνται οι ορισμοί, ετίθετο εκαςος ε’κεΐ ένθα 
άποι^είκνυται τό ύπ’ αύτοδ υποτιθέμενον.

Η λέξι; κ λ ί σ ι ;  πρε'πει νά vcrjrxi κατά ττ,ν αύττ,ν έννοιαν 
όπου καί ή λεςις γωνία* καί αί $ύο δεικνύουν ττ,ν τροποϋπαο- 
ξίαν ( manierc d* etl*e ) <$'όο γροόμμών r, <5"ύο επίπεδων τά όποια 
ουναπαντώνται, ·ξ προεκβαλλόμενα τΙΟελον συναπανττ,Οφ· Η κλίσις 
ύ̂ο γραμμών είναι μτ,ί'έν όταν τ. γωνία ηναι μνχΗν » τοϋτ’ ες·ιν 

όταν αί γραμμαί άναι παράλληλοι r  ταυτίξωντα:· Η κλίσις είναι 
τ, μεγαλύτερα όταν r, γωνία ίναι χ μεγαλύτερα, τ, όταν αί <$υο 
γραμμαί κάμ.νιυν μεταξύ των άμβλυτάτην γωνίαν. Η 8 ε λεξις 
ρ οππ εκλαμβάνεται εί; διαφορετικήν έννοιαν* μία γραμμή τόσον 
περιοσότερον ρε'πει επί μια; άλλης όσον απομακρύνεται ττίς 
κάθετου εΐ; αύττ,ν·

Ο Ευκλείδης και άλλοι συγγραφείς υυχνώτατα ονομάζουν ίσ α  
τρ ί γωνα ε’κεϊνα τά όποια είναι ίσα μόνον κατά ττ,ν ε'πιφάνειαν, 
καό· ς-ερεά ίσα εκείνα τά ς^ρεά τά όποια δέν είναι ίσα εί μ·/> 
κατα ττ,ν ς-ερεόττ,τα. Μάς εφάνη καταλληλότερον νά όνομάσωμεν 
τά τρίγωνα ταδτα τ, τά ς·ερεά ι σ ο δ ύ ν α μ α  τ ρ ί γ ω ν α  η ίσο-



δ ύ ν α μ α  ς-ερεά, καί νά φυλάξωμεν τήν ονομασίαν ίσοι τρι-·' 
γω ν α , ίσα  ς· ε ρ ι ά , δ ι’ εκείνα τά όποια εφαρμόζουν διά Trie 
«πιθεσεως·

Είναι προσέτι άναγκαϊον νά διχκρίνωμεν είς τά ς·?ρεά καί 
τάς (β^μπύλας ίπιφανείας δύο διαφορετικά είδη ισότητες. Τώ όντι, 
δύο ς·ερεά, δυο ςερεαί γωνίαι, δύο σφαιρικά τρίγωνα ή πολύγωνα, 
ήμπορουν νά ήνοιι ίσα καθ’ όλα των τά σοςρετικά μέρη , χωρίς 
μ’ όλον τοϋτο νά έφαρμόζουν διά της ε’πιθέσεως· Η παρατήρησις 
αΰτη φαίνεται ότι δέν εγινεν είς τά ςοιχειώδη βιβλία, καί όμως, 
δ ιά  την ελλειψιν ταύτη ν , πολλαι άποδε-.ξεις Οεμελιούμεναι επί 
τη ; εφαρμόσει»; ιώ ν σχημάτων δεν είναι άκριβεϊς. Τααΰται είναι 
tx.ivat διά των οποίων πολλοί συγγραφείς διατείνονται νά άπο - 
δείξουν την ΐσο'τητα των σφαιρικών τριγώνων είς τάς αύτάς περι- 
ςάσει; καί καθ’ ον τρόπον άποδεικνύεται η των εύΟυγράμμι»ν : 
πρό πάντων δε ημποροϋμεν νά φέρο>μεν ώ ; παράδειγμα τον 
Γομβίρτον 2ίμσο>νχ ( ι ) , 0ς·ις πολέμων την άπόδειξιν της 
κν/ προτάσεω; τοϋ ια βιβλίου τοϋ Κύκλείδου, θεμελιο'νει την «δι­
κήν του επί μιας ε’φαρμόσεως ήτις δέν υπάρχει· Εκρίναμεν λοιπόν 
πρέπον νά δώσω μεν είς ταύτην τ ήν ΐσο'τητα, ήτις δέν συνεπι­
φέρει την έφάρμοσιν , ιδιαίτερον όνομα’ οΟεν την ώνομάσαμεν 
ι σ ό τ η τ α  έκ σ υ μ μ ε τ ρ ί α ς ,  καί τά σχήματα τά όποια έχουν 
μεν ολά των τά συςατικά μέρη ίσα, πλήν έπιτιθίμενα δεν εφαρ­
μόζουν, σ χ ή μ α τ α  σ υ μ μ ε τ ρ ι κ ά .

Αλλην λοιπόν ίδε'αν πρέπει νά εχωμεν των ίσων σχημάτων,  
άλλην των ι σοδυνάμων,  καί άλλην τε'λος των συ μ με τ ρ ι κ ών ,  
καί τά; τρεΐ; ταύτα; ονομασίας ώς άναφεοομε'νας είς διαφορε­
τικά πράγματα δέν πρέπει ν̂ : συγ'χίωμεν είς μίαν μόνην.

Είς τάς προτάσεις αί όποϊαι άποβ/ε'πουν τά πολύγωνα, τάς 
ςερεάς γωνία; καί τά πολύεδρα, άπεκλείσαμεν ρητώ; εκείνα τά 
οποία ήθελον εχει είσεχούσας γωνίας. Λιότι, ε’κτό; οτι^πρε'πει είς 
τά ςοιχεία νά περιορίζεται τινά; εί; τά άπλούς·εοχ σχήματα, 
εάν δέν ε’πράτταμεν ουτω, μερικαί προτάσις, ή δέν ήθελον είναι 
αληθείς, ή ήθελον χρτ,ζει τροπολογία;. Επεριωρίσθημεν λοιπόν είς 
την θεωρίαν τών γραμμών καί τών επιφανειών τά; όΦοίας όνο- 
μάζομεν κυρτά; , καί είναι τοιαϋται ώς·ε δέν τίμνονται άπό ευ­
θείαν γραμμήν είς περισσότερα τών δύο σημεία·

Συχνώτατα ε’μεταχειρίσθημεν την ε'κφρασιν γινόμενον δύο ή 
περισσοτέρων γ ρ α μ μ ώ ν ’ διά τής όποια; ε’ννοοΰμεν το γινο'- 
αενον τών αριθμών τών πεοιςανο'ντων ταύτας τά; γραμμά;, αί

120

(ι)  Βλέπε τό πόνημα τούτου τοϋ συγγράφει»ς, επιγραφο'μενδν*
Euclidis Elementoram libri sex, etc. Glasguoe, 1 75 0 .



ς a t
Snetoct υποτίθενται ίκτιμούμεναι u« μίαν κατ’ άρεσκκαν γραμμικήν 
μονάδα. Σποεωδείση; τής εννοία; ταύτη; τή; λέξεως , ή χρήσι; 
τη; «£ϊν φε';μ.κάμμίαν όυσκολιαν· Κατά τδν αύτόν τρόπεν τ,διλίν 
έννοήται ή σημασία τοϋ γινομένου επιφανιία; καί γραμμή;» ε’πι- 
φανείχ; καί ς-ιρεοϋ κτ \ : αρκεί νά ςιρ*ω6τρ μίαν φοράν £ιά πάντα 
?:t τά γινόμενα ταϋτα θεωρούνται ή πρεπει κά» νά θεωρούνται 
ώ ί' γινόμενα αριθμών, ίκ χ ς ' ,ς  τών όποιων άνχφέρβται *ί; τ · 
ιι ίο ; i t ;  τό έ π η , ν  ανήκε:· ,ΟΪγό;  το γι-όμενον επιφάνεια; κχί 
φερεοϋ άλλο τι ό·έν είναι ιϊ,ρ.ή τό γινόμενον ό^ο χοϊκών << τών 
όποιων ό μέν παριςάνει μονάδα; επιφάνεια;» ό ί έ  ςιρεά;· *

Σϋχνάκι; εί; τήν ομιλίαν θίλιντε; νά φχνερόςωμεν ττ.ν ς·ιγμήν 
τήν εύοισκομενην επί τη; κορυφή; μια; γωνία;, μεταχειριζόμεθα 
τήν ίίίαν λίξιν γο>νίαΓ ό τσόπ·ο; οδιο; του εκφράζεσθχι όάν 
είναι βρΟος* καλόν ήτον «ρό; περισσοτε’ραν καθαρότητα καί άκοί- 
βειαν νά Ονομασθώσιν μι ίό'ιαίτ'ερον όνομα » κχθω; μ* τό ·νομα 
κορυφαΐ αί «υρνοκομίναι ςΊγμα* εις τά; κιρυφά; τών γωνιών 
πολυγώνου ή πολύωρου· Οΰτω; έννοητεα ή ονομασία κορυφαΐ 
πολυγώνου ή π ο / υ ε ί ρ ο υ  τήν όποιαν συχνά εμεταχειοίσθημεν.

F.:; το* ίρισμον τών εύθυγράμμων όαοίων σχημάτων  άκο- 
λουθήσαμεν τόν κοινόν’ »λήν παοατηροΰμεν ότι περιέχει τρεΐ; 
περιττά; συνθήκα;· Διότι» <?·.« νά κχτχσκευάσωμεν πολύγωνον ν 
πλευρών > πρέπει νά γνωρίζωμεν μίαν πλευράν, καί νά έχωμεν 
την Οίσιν τών κορυφών τών ίκτό; ταΰτη; τή; πλευρά; κειμένων 
γωνιών· Τώρα ό αριθμό; τών γωνιών τούτων είναι ν — α, καί ή 
θίσι; εκάς-η; κορυφή; απαιτεί <ίύο <ίι^όαενα' ϊκ τοϋ όποιου ό.τεται 
0τι ό όλο; αριθμό; τών άπαιτουμένων ^ιά την κατασκευήν πολυ­
γώνου ν πλευρών είναι j *-i* αν— 4 ή 2,ν —*3· Πλήν εί; το όμοιον 
•πολύγωνον είναι μία πλευρά κατ’ αρέσκειαν* όΟεν ό αριθμό; τών 
αναγκαίων συνθηκών £ιά την ομοιότητα πολυγώνου με ά/.λο ι̂ ιΟεν, 
είναι αν—'4· Τώρα άπό t ον κοινον ορισμόν απαιτείται» ιβν αί 
γωνιαι νά ίναι ισχι r, κκΉ μία μέ ττ.ν κάδε μίαν» τό οποΰν £ι«ει 
χώραν εί; ν συνθ/ΐκα;· αον αί όμόλίγοι πλευρά! νά η<ά: ανάλογοι» 
τό οποίον ίίιίει χώραν εΐ; ν — ι συνθήκχ;» Ολαι λοιπον at βυν- 
θήκαι είναι αν— ι ,  ό'ηλαίή τρεί; περιυαότερον- Πρό; αποφυγήν 
τούτου» ήμπορεί νά άνοιλυΟΐί ό ορισμέ; εί; όώο άλλους, κατά 
τ*ν ακόλουθον τρόπον·

ιον Δύο τ ρ ί γ ω ν α  ε ί ν α ι  όμοια ό τ α ν  /χουν  ^υο γ ω ν ί α ;  
ί σ α ;  τ η ν  κάθε με'αν μέ τ ή ν  κ ά θ ε  μ ίαν·

αον Δύο π ο λ ύ γ ω ν α  ε ί ν α ι  όμο ια  ό τ α ν  κ α ί  * ί «  f a  £ ϋ ο  
ή μ π ο ρ ο ΰ ν  νά  σ χ η μ α τ ι β  Οοϋν ι σ ά ρ ι θ μ α  τ ρ ί γ ω ν α  όμοια 
κ α ί  όμο ίως  κ ε ί μ ε ν α .

S



taa
Αλλά <?ιά νά μά π*ριιχφ καί ό τελευταίος cut#; όρισμό; συν-' 

βτίχας περιττά; , πρεπει ό αριθμός των τριγύνων να ίσοϋται μ« 
τον άριύαόν τών πλιυρών του πολυγώνου παρά ίυο' και τούτο ήμ- 
πρριΤ νά γεννι κατά <$υο τρόπους. Λυνατόν είναι άπό ό\ο· όμο -
λόγους γωνία; νά άχΟώοιν διαγώνιοι «ΐς τά; απέναντι γωνία;, καί 
τότε δ)α. τά σχκματιζόμινα τρίγωνα εις εκας-ον πολύγωνον ι'χουν 
τάν αύτάν κορυφάν, καί το a&potσμά των ίσοϋται μ« τό πολύγωνον' 
τί ένατόν νά ύποτεΟνί ότι δλα τά σχπματιζομενα τρίγωνα εις ί’ν 
πολύγωνον, ίχουν ^ιά κοινάν βάσιν μίαν πλευράν τού πολυγώνου, 
καί'κορυφάς τά; τών διαφόρων άπε'ναντι ταύττις τάς βάσεως γω­
νιών. Είτε εις τάν μίαν εί’τε εις τάν άλλκν περάςασιν επει<ίά ό
αριθμό; τών σχνιματιζομένων τριγώνων καί εΐ; τά ύ̂ο μέρη i t v a t  

ν—·α , c άρι&μος τών άιά τάν ομοιότητά των άπχιτουμενων συν- 
ίηκών είναι αν — 4> ** ί ό ορισμό; ίέν περιέχει τίποτε περιττόν. 
ΤεΟίντος τού νε'ου τούτου όρισμοΰ, ό παλαιός καταντά εί; βεώ- 
ρ«μα* τό όποιον αμέσως άπο^εικνύεται.

Οχι όλιγώτερον άτελπ; <ί; τά ςχιχειώση βιβλία εϋρίσκεται ό
ορισμός τών πολυέδρων όμοιων ςερεών.  Εις τόν Εύκλεΰί/,ν
ό ορισμός ούτος κρέμαται άπό άνχπόίεικτον θεώρημα' εις άλλου; 
συγγράφει; περιε'χει πολλά πλεονάζοντα· Ημείς λοιπόν άπερμιψαμεν 
τους ορισμούς τούτους τών ς-ερεών, καί άντ’ αυτών άντικατας-ά- 
σαμεν άλλον Οεμελιούμ.ενον Ιπί τών άρχών τάς όποιας εςεΟέσαμεν· 
Αλλ’ έπει^ά εχομεν νά κάμωμεν πολλά; άλλα; παρατηρήσεις περί 
της υποΰέσεως ταύτνις, βελομεν έπις-ρεψει εις αυτά* εΐ; ιδιαιτέραν 
στ,μείωσιν.

Ο ορισμός της καΟε'του ε’ ν έ π ι π έ δ ω  άμπορεί νά Οεωρτ,Οί; 
ώς θεώρημα· Ο της κλίσεως δύο ε π ί π ε δ ω ν  εχει χρείαν πα· 
ρομοίω; νά βεβαιωθτ, δι ενός συλλογισμού* διά πολλούς άλλου; υπάρχει 
τό iotov" καί ιδού διατί φυλάττοντε; τού; ορισμού; τούτου; κατά 
τάν παλαιαν συνήθειαν, έφροντίσαμεν να παοαπίμπωμεν εις τά; 
προτάσεις οπού αυτοί άποίεικνύονται* ενίοτε «Τ'έ εΰχαοκςήθημεν εις 
τάν προ’σΟεβιν μιας συντόμου διασαφήσεως.

Η σχνίματιζομέντ, γωνία άπό τάν συναπάντησα «5“ 0 ο «π ιπ ε 'δω ν 
καί ή σχιομοςτιζομε'ντ, ς-ερεά γ ω ν ί α  άπό πολλά επίπεδα συ- 
ναπαντώμενα εις τάν αυτήν ςκγμήν » είναι μεγέθη, εκχς·ον τού 
ίδιου είίου;, εις τά οποία καλόν ίσως ήτον νά δοθώσιν ιδιαίτερα 
ονόματα' διότι άλλως είναι δύσκολον νά άποφύγη τινάς τάν ασά­
φειαν καί τάς περιφράσεις εΐ; τόν περί τάς διατάξεως των επ ι­
πέδων τά οποία συγκροτούν τάν επιφάνειαν ενός πολυέδρου λόγον' 
καί επειδή ά Θεωρία τών ςερεών τούτων ολίγον έκαλλ'.εργ’οβη 
μέχρι τ ις  σήμερον, δέν είναι ανοίκειον νά είσαχθώσιν νε'κι εκ­
φράσεις όταν τάς άπαιτη ή ίδια φύσις τών πραγμάτων.



Ηθελα -rrpcrs:ν«ι νά ονομάζεται α γκω νή  (co in ) ή σχηματι- 
ζομενη γωνία από £υο επίπεδα* ή κόψις τής αγκωνής ήθελεν 
»ίνα« η κοινή τορ.ή τών ίϋο έπιπε'ίων. Μ αγκωνή ήθελε σημβιο'- 
%4ται <ίιά τεσσάρων γραμμάτων, εκ των όποιων τά ίύο μεσαία 6* 
«ντις-σιχ0̂ 0*'' «·; τήν κοφιν. Tore ή ορθή αγκωνή ήθελεν ιίναι 
τ. σχηματιζομενη γωνία ά«ό <ϊΰο επίπεδα κάθετα μεταξύ των, 
Τεσσαρες όρθαί άγκωναί ήθελον πληροί όλσν το γωνιώδες ς·*ρεον 
χωριον ολόγυρα μια; Sεπόμενης εΰΟέίας- Ο νε ος <5"έ ιύτος όρισμ-ός 
ο tv ήθελεν ίμποό'ίσει άπο τό νά ν/Τ. πάντοτε ή αγκωνή με'τοον τήν 
σχηματίζομε»»» γωνίαν «πό τάς ,̂ υο κάθετους ιάς ηγμενας εις 
ίκας-ον των επίπεδων εί; τήν αυτήν ς··.γμήν τη; κοινής τομής 
ή κάψεως,

2  II  Η  Ε 1 ί !  Π  -  Β '.

ilspl της άπο^είξεως της ΙΘ/ ^ροτάσεως του Α* 
βιβλίου , καί περί τινων άλλων θεμελιωδών 

ττροτάτεων τής Γεωμετρίας.
Η άποίειξις της ΙΘ̂  προτάσεως τή» όποιαν <£ί<ίο.μεν *ί; τό 

κείμενον, ίσως είναι μ.ιταςΰ τών ςοΐ'/α<ύ$0>ν άποιίιίξεων ή άπλου- 
ς-ίρα καί ή πλέον άμεσος* έλπίζομεν ότι οί εραςαί ^ής γεωμε­
τρικής ακρίβειας θέλουν τήν άπο<?εχθή> καί <$V αυτής θί'λει ίκ- 
λείψει άπο τά ς·οιχεΐα »· άτελεία εις τήν όποιαν ή θεωρία τών 
παραλλήλων Ιως τοΰ νυν «ΰείσκετο-

Ιϊ<£ώ λααβάνομεν αφορμήν νά κάμω μ» ν νε'ας τινάς παρατήρησε·.; 
«πάνω εί; τήν άποί'ειξιν τής ί<ίία; προτάσεως, τήν όποιαν ε’ιίώ- 
καμεν εις τήν 3 »ν εκίοσιν τούτου τιϋ συγγράμματος , ίήμοσι- 
ευθίϊσαν έν ετιι ι 8 οο καί εις τάς ακολούθου; μέχρι τής 8»ς· 
προς τούτο είναι αναγκαίο» νά άνακαλίσωμεν <̂ ιά βραχέων τήν 
αρχήν επί τής οποίας εΟεμελιοϋτο ή απόίειξις αΰτη·

Ημείς άπείείξαμ.εν τότε μέ πολλήν ακρίβειαν ότι το άθροισμα 
τών γωνιών Ινός τριγώνου £έν ήμπορεΐ νά ύπερβαόη <ίύο όρΟάς. 
Π?ό τασις ή όποια δεικνύει οϋσιώί» διαφοράν μεταξύ τών ιΰθυ- 
Ίράαμων τριγώνων καί τών σφαιρικών, καί χωρίζει τα πρώτα 
άπο τά δεύτερα. Στερεωθε'ντος τοΰ πρώτου τούτου μέρους, ε*αενΐ νά 
άπο^ειχθή ότι το άθροισμα τών γωνιών «ίέν ήαπορεί νά ήναι μ ι- 
κοότιρον άπο <$υο όρΟάς* τώρα καθώς εις τά σφαιρικά τρίγωνα ή 
νπερο/ή ·τώ* τριών γωνιών επάνω εις <ϊσο όρθάς, είναι ανάλογος 
τοΰ έμβαίοΰ τοΰ τριγώνου* οΰτω και εις τά εΰθύγοαμμα εάν τ| 
άθροισυ.α τών τριών γωνιών ήτον μικρότερον ίυο ορθών, το έλλεΐπον 
άπό το άθροισμα τοΰτο ίιά  νά εξισεΰται μέ ^ύο ορθας, ήθελε» 
είναι ανάλογο» τοΰ ϊμβασοΰ τοΰ τριγώνου· -ί'-ντιΰΐεν φανερόν γ;-
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νίται ότι ίάν ίχβντε; ι'νον τρίγωνον ήμπορούσαι/.εν νά κχ-
Τασκευάσωμεν άλλο, fi; τό όποιον το ι^ε^ομίνον νά περιίχεται τ·ύ- 

μ φοραι;» τό ε’λλιιπον άπο τό άΟοοισμα τών γωνιών τοδ 
νέου τούτ'υ τριγώνου είιά τά ε’ςισούται μέ <ίυο όρβά;, vffiiXtv ίσοΟται 
με μ φ ο ρ α ϊ ;  το.?·«χις·ον τ ο  ελλεΐπον ε’κ τού άδροίσμ.ατο; τών 
γωνιών τ·.ϋ ^ε^ομενοι» ί ιά  νά εξιτοϋται ίπίση; υε ύ'ύο όρδά;^ 
ώ<7β τό 50ροισμα τών γωνιών τού μεγάλου τρίγωνου βαθμηδόν 
τ,Οελίν όλ.γ·ςβ0Η αναλογώ; τή; αύξήσεω; τοϋ μ , ει·>; ου νά κα- 
τχς-αδή μτ.^έν r, αρνητικόν· Ατοπον εξαγόμενον καί <£ιά τούτο τό 
«05οισμα τών γωνιών ίνό; τρίγωνού άήν ήμποριΐ νά rival μικρό­
τερο·; χπό <?νο ό;0κ:

Οδηγούμενοι χπο τήν αποδεικτικήν ταύττ,ν αρχήν ήτι; ιΓναι 
άλάνΟας·'-? > έδειξχμεν ότι 0-η ή δυσκολία εκατατούσεν εί; τήν 
κατασκευήν τριγώνου τό οποίον νά περίί’χτι τούλάχιςον δ ΐ; τό δε- 
δομ.ινον" άλλ ή λύτι; την όποιαν sό<·».ο-«>.·t·« τούτου τού προβλήμ.ατο;, 
κατά τό φαιν.μενον άπ/ουςάί», ύποΟετει ότι πάντοτε είναι δυνατήν 
δ.ά μια; ςιγμή; δεδομένη: έντό; γωνία; μικρότερα; τών δύυ τρι- 
ττ,μορίων τή; ορ05;; , νά δ:ίΌν) ε.διΐα γραμμ·/, συνχπαντώσα ε’ν- 
ταύτώ τά; δύο πλευρά; τή; γωνία;·

Κατ’ αυτόν τον τρόπον πο/ύ επλησιάσαμ.εν εί; τόν σκοπόν μας, 
ά\λ’ ο/t και όλοκλήρω; εΐ; αυτόν εφδχσαμεν, διότι ή άποδιιξί; μ * ; 
εξαρτατο άπο α ί τ η μ α  τό όποιον καλώτατα ήν.πόρε; τ ι; νά άο- 
vYiOrj. (ι) Ο ς ί/ χ σ μ , .ς  ο .το; μά; ε'καμεν νά ε’ πιςοε'ψωμ.εν εί; την 
$ην εκδοοιν» ει; ττ,ν απλήν όδον του Εΰκλε·.δου παραττε'μποντε; 
διά ττ.ν ακριβή άπόδειξιν εί; τά; σημειώσει;·

Ιόξετάζοντε; το* πράγμα ποοσεκτικώτερον έπληροφορήδημ.εν ίτι 
πρί{ πλήρη άπόδειξιν τού α· τημ α τ  ο; μ α ;  εχρειάζετο νά συνχ- 
ξωμεν άπο τον ορισμόν τή; ευθεία; γραμμή; χαρχκ:ηριςικήν ίδιό-

( ι ;  Ιόί; εν αρΟρον. τή; φιλοσοφική; αποθήκη: τού Μάρτιοι» τών 
ι 8 χα φαίνεται οτι σοφο; τ ι; Γ-ωμέτρη; εποοσπο̂ Οησε νά τελειο­
ποιήσω τήν iirc i ε#.ς»ν τχύτην καί χατχς -r.oy αυτήν άν\;αρτητον 
κάθε αιτήματος · άλλ ή κατασκευή τή.ν ίποίχν «μεταχείρισήν) ^.ά 
τήν άποε^ε.ξιν τού ίευτιρου μερου; συνίς-αται ϊ ί ;  τό νά άχήώσιν 
ά.τό ίείομενην ς·ιγμήν διάφοροι ευΟεΐαι εί; όλα; τά; κορυφά; μια; 
γραμμή; ή:«; πρίπει νά Οεωρν,βή ώ; πολυγωνική, ο>̂ ε, ί,ποτεήεντο; 
e-ι ή προτίοσι; άποφάσκεται, νά ήαπορω τινά; νά συλλογισή? 
κχτά τού άποφάσκοντο;* τώρα ή κυρτότη; ταϋτη; τη; γραμμήί» 
εάν ε^ ετο  >β ά'έν ήήελε συγχωρήσει νά συνεχισθή άπροσ^ιορίςε»^ 
ή κατασκευή το.ΰ συγγ^αφίω;, χαθώ; τούτο άπαιτεΐτο ίιά  τήν 
ακρίβειαν τη; άποίειξεώ; του.
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τητα ή τι; νά αποκλειη κάθε ομοιότητα ταΰτη; τή; γρ*υμή; μέ 
τν,·/ μορςήν μια; υπερβολή; περιιχομενη; μεταξύ τών δύο άσυμ- 
πτώτων τη;» ΐδοί> r i  εξαγόμενόν των ζητησεών μα;.

Εςω γο>νίχ δ επόμενη ή ΒΑΓ, καί Μ ςνγμ^ *ι; ίντό; ταύτη; 
τή; γωνία; ίπίση; ενη* ά; τμηθή δίχα ή γωνί«. ΒΑΓ δ ιά
ττ»< ευθε ία;  ΑΔ , καί  ά·πό τήν c ‘ γ μ ή ν Δ! ά ; άχθη ή ΙΙΜ 
κάθετο ;  επί  τήν ΑΔ: λέγω ότι  εάν ή ευθεία ΠΜ «ρ ο- 
εκίοληΟή καί  από τά δύο μ έ ρ η ,  αναγκαίο»;  θε'λει συνα­
π α ν τ ή σ ε ι  τ ά ;  δύο πλευρά;  τ ή ;  γ ω ν ί α ;  ΒΑΓ- σχ. ί^Α·

*\
Η συναπαντά ή ευθεία αΰτη μίαν των πλευρών τή; γωνία; 

ΓΛΓ ϊ) δεν συναπαντά' ιί; τήν πρώτην περίζ-χσιν άνχγκχίω; συ­
ναπαντά καί τήν άλλην* επειδή τότε εν με'ρο; τή; προεκβολ«ή; 
τή; ευθεία; ΠΜ περιε'χεται μεταξ'» Π καί τής ςιγμ*;; τή; συ- 
ναττατήσεώ; τη; Ε μέ εκείνην τήν πλευράν, καί εάν ή γωνία ΒΛΠ 
^ραφγ ολόγυρα τή; ΑΠ Ιω; ευ νά εφαρμο'σφ με τήν ίσην τν>ς ΠΑΓ, 
ή ςυγμή Ε θε'λει ευρεθτί επί τις πλευρά; ΑΓ, καί τό μίρο; ΠΕ 
Οελ« περιεχεται μεταξύ II καί τη; νεα; 0;σεω; τη; ςτγμή; Ε 
ε’πΐ τη; πλευρά; ΑΓ· πλήν επειδή το  μόρο; ΠΕ εί; ταύτην τήν 
περις-ροφήν διευθύνεται κατά τήν προεκβολήν τη; ΠΜ ακολουθεί 
ότι ή ς-ιγμή Ε εί; την νε'αν θεσιν τη; εύρίσκεται επί τή; προ­
εκβολή; τη; ΠΜ·’ δηλαδή ή προεκβολή τή; ΠΜ πρε'πειΛιά διίλβιρ 
άπό μίαν ςιγμήν τή; πλευρά; ΑΓ· Ε ί; τήν δευτεραν περ^ασίν 
ούδε τήν άλλην ήμπορεί νά συναπαντάση” διο'τι είδομεν ότι ή 
συναπάντησε; μέ τήν μίαν φε'ρει αναγκαίω; τήν συναπάντησιν μέ 
τήν άλλην* ώ<τ* εί; τήν δευτεραν ταυτην περίςασιν πρε'πει ή ευ­
θεία όλη νά περικλείεται εί; τό μεταξύ των πλευρών τή; γωνία; 
ΒΛΓ περιεχομενον χωρίο ν' αλλά το νά ήμπορν» μία εύδεΐα γραμμή 
«προσδιορίζω; προεκβληδεισα νά περιεχεται έντό; μιάς γωνίας, μά­
χεται ι ί ;  τήν ^ύσιν τη;·

Τώ οντι, εάν επί επίπεδου χαραχΟή ιύθεία γραμμή ή ΑΒ καί 
άπό τά δύο μέρη άπροσδιορίς-ω; προεκβληθή, ή ευθεία αυτή δι­
αιρεί τό επίπεδον τούτο ει; δύο μέρη τά όποια διά τή{ ««ιθε'σεω; 
έφαρμόζουν καθ’ δλην των τήν εκτασιν καί εντελώ; ίσοϋνιται. Τό 
με'ρο; A MB του όλου επιπε'δου τό ε'ντεΰθεν τή; α Β κείμενον, ίσοϋται 
κατά πάντα με τό με'ρο; Α Μ ^ τό ε’κείθεν τή; ΑΒ ιύρισκο'μενον* 
διο'τι ίάν λ,ηφθή μία ;·αθερά φιγμή Γ ϊπ ί τή; ευθεία; ΑΒ, ή θίσι; 
κάθε άλλη; ;ιγμή ; του μίρου; A MB προσδιορίζεται διά του δια- 
ς·ήματο; ΓΜ καί τή; γωνία; ΑΙ’Μ* ιάν λοιπόν εκείθεν τή; «λαύρά; 
ΑΒ γε’νν» ή γωνία ΑΓΜ" ιση με τήν ΑΓΜ καί ληφθφ τό διάςημα 
ΓΜ™»ΓΜ, φανερόν ο τι αί δύο ςκγμαί Μ καί Μ ' θ#λουν ίχει τήν αυτήν 
Oi'otv εί; τά δύο μερτι τοϋ ίπικεδου, και τ $ ν  δύο τούτων μερών 
ιπιτεδε'ντων αί ^ιγμαί Μ καί Μ θίλουν ταυτισθ^· Κάθε λοιπόν
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•ύθεία γραμμή χαραγμένη ίπί ενός επίπεδου καί προεκβλημε'νη 
άπροσδιορίςως διαιρεί τούτο το επίπεδον etc δύο ίσα μέρη.

Ας Οποθεσωμεν τώρα, εί δυνατόν, ·τ ι μία άπροσδιόριςος ευθεία 
ΧΨ πιριί'χεται όλη εντός όποιουδήποτε γωνιώδους χωρίου, φερ’ εΐ- 
πείν, ε'ντός τής γωνίας ΒΓΜ* τι ευθεία αΰτη δέν ήμπορεΐ εί μή 
νά διαιρή εις δύο ισα η άνισα μέρη το περιεχόμε^ον μέρος τοΰ 
επιπέδου έν ro« τής γωνίας ΒΓΜ" εις το μέρος τούτο άντιςοιχεί 
τό μέρος ΒΓΜ κείμενον ε’κείθεν τί;; ΒΓ ’ πλήν ε'πειδή ε’κτος των 
δύο τούτων ίσων μερών τού επιπέδου, υπάρχουν δύο άλλα περι­
λαμβανόμενα εντός των ίοων γωνιών A I’M, ΑΓΜ* βλέπομεν ότι 
τό γωνιώδες χωρίον ΒΓΜ δέν είναι to ήμι&υ τοϋ όλου επίπεδου* 
ή ευθεία λοιπόν γραμμή ΧΨ ή εξ υποθέσεως μοιράζούσα εί; δύο 
μέρη τό χωρίον ΒΓΜ, μοιράζει εις δύο άνισα μερν» τό ©λον έπ;-  
πεδον, τό οποίον εναντιοϋται ει’ς τήν φύσιν της ευθεία; γραμμίί;.

Οχι μόνον διά της άπλουςάτης ταύτης άοχή; τό α ί τ η μ α  διά 
τό όποιον ή άπόδειξίς μας δέν ητον ακριβής, «επιδεικνύεται, άλλ* 
ακόμη άμε'σως ήμπορεΐ νά άποδειχθή καί τό α ί τ η μ α  τοϋ Εΰ- 
κλείδου· Ίό α ί τ η μ α  τούτο, ώ; είναι γνωςόν , ευκόλως ανάγεται 
tt; τήν περίςασιν καθ ήν ε’ν ω ή μία των ευθειών ΑΓ είναι 
κάθετος εις την ΛΒ, η άλλ.η ευθεία ΒΛ κάμνει μέ ττν Α β  γω­
νίαν μικροτε'ραν ορθής. Πρόκειται λοιπόν νά άποδειχΟτ; 5τι εί; 
την περίςασιν ταύτην ή ΒΛ προεκβλν.Οεϊσα πρε'πιι νά συναπαντήση 
την ΛΓ» σχ. 9.η&·

Λιοτι, εάν τό πράγμα δεν είχεν οΰτω, προεκβληθείσης τη; ΑΓ 
προς τήν ςιγμτ.ν Γ* καί γενομε'νης της γωνίας Α Β Δ =Α Β Δ , ή 
ευθεία ΓΓ ήθελε τ.εριεχεται όλη εντός τής γωνίας ΛΒΛ μικρο- 
τε'ρας δύο ορθών, τό όποιον είναι αδύνατον.

Η άπόδειξίς αδττ, δέν ήμποροΰσεν ίσως περισσότερόν παρά κάθε 
άλλην νά καταχωρισΟη εΐ; τά ςοιχεΐα, ώςε νά άκολουθήται πάλιν «ίς 
αύτά ή οδός τοϋ Εϋκλείδου ήτις- άω ου σηκωθιρ τό α ϊ τ ημ ά τ ου  
δέν ύποκειται εί; κάμμίαν άντίρ/οησίν } ά; κρίνωσι περί τούτου 
οι Γεωμί'τραι·

Ο σκοπός μας είναι τώρα νά δείξωμεν on διά τής άναλυ- 
σεως ήμπορεΐ άκριβεςατα νά άποδειχθή ή ΙΘ προτασις καί at 
άλλαι θεμελιώδεις πρρτάσει; τής Γεωμετρίας. Καί τούτο έρχό- 
μεθα νά άναπτύξωμεν μέ όλην τήν αναγκαία·/ λεπτομέρειαν, άρ- 
χίζοντες άπό τό θεώρημα περί τοϋ αθροίσματος τών τριών γω­
νιών τοΰ τριγώνου.

Αμέσως διά τής επιθε'σεως, καί χωρίς κάμμίαν προηγουμε'νην 
πρότασιν δεικνύεται ότι δύο τ ρ ί γ ω ν α  είναι  ίσα όταν έχουν 
μίαν  πλευράν ίσην προσκείμε'νην εις δύο γωνίας ίσας 
τήν κάθε μίαν μέ τήν κάθε αίαν.  Ας κχλέσωμεν π τήν
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περί ής ό λόγος πλευράν , A καί Β τάς δύο προσκειμε'νας γω­
νίας, Γ τήν τρίτην γωνίαν. Πρέπει λοιπόν η γωνία Γ νά ποοσ- 
διορίζεται κατά πάντα. όταν ήναι γνοχςαι αι γωνία» Α καί Β 
μετά της πλευράς π* διότι εάν eΐς τά rpta διδόμενα Α,Β ,  π 
ή τον δυνάτον νά άντις-ciyoOv πολλαί γωνίαι Γ ,  ήβελον Υπάρχει 
τόσα «διαφορετικά τρίγωνα Γχοντα μίαν πλευράν ισην προσκεί­
μενη·/ εις δύο γωνίας ίσας , οπερ αδύνατον’ η γωνία ίοιπον Γ 
πρέπει νά ήναι προσδιωρισμε'νη τις λειτουργία των τριών ποσο­
τήτων A, Β, π' τοϋτο δέ εκφράζω ουτω, Γ =  ιρ Τ (Λ, Β, π).

Ας ληφΟή ή ορδή γωνία ώς μονάς' τότε at γωνίαι A, Β, Γ 
βελουν είναι αριθμοί πε?ι*χόμεναι μεταξύ ο καί α* καί επειδή 
Γ =* φ : ( A, Β, π ) , λέγω οτι ή γρα;·μή π δέ·; πρε'πει νά·· εισέρ­
χεται εις τήν λειτουργίαν φ. Κίδομεν, τώ οντι, ότι ή γωνία Γ 
ποέπει νά προσδιορίζεται άπό μόνον τάς ποσότητας Α,Β,π χωρίς 
άλλην οποιανδάποτε γωνίαν ή γραμμήν" άλλ’ ή γραμμή π είναι 
ετεροειδή; με τούς άριδμοϋ; Α,Β,Γ" καί ε’άν είχαμεν όποιανδήποτ* 
έξισωσιν μεταξύ Α,Β,Γ,π, ήμπορούσαμεν άπό αυτήν νά έξάξωμεν 
τήν τιμήν τής π διά λειτουργίας τών Α, Β, Γ' ε’κ του όποιου 
ήθελε προκόψει ότι π ισοϋται μέ άριδαόν ετεροειδή , το όποιον 
είναι άτοπον" λοιπόν π δεν ήμπορεΐ νά εισέρχεται εις τήν λει­
τουργίαν φ , καί εχομεν απλώς Γ — φ : (Λ, Β) . . . . ( ι) .

Ο τύπος ούτος δεικνύει οτι ,  εάν δύο γο»νίαι ενίξ τριγώνου 
ίσοϋνται με τάς δύο γωνίας ένος άλλου, ή τρίτη πρέπει νά ισοϋται 
με τήν τρίτην’ και, τούτου τεθε'ντος, εϋκολον είναι νά φΟάσωμεν 
εΐ; τό προκείμενον θεώρημα-

ίτ) Κατά τής άποδείξεως ταύτης ε’προτέδη ό'ιι, έάν εφαρμό­
ζετε, λέξιν κατά λεξιν , εις τά σφαιρικά τρίγωνα , ήθελε·/ άκο-· 
λουΟήσει οτι δύο γνωςαί γωνίαι άρκοϋν διά τήν προσδιόρισιν τής 
τρίτης, το οποίον δεν υπάρχει εΐ; τά τοιαϋτα τρίγωνα- Προς 
τοϋτο άποκρινόμεδα οτι τά σφαιρικά τρίγωνα περιέχουν εν ς-οι- 
χεϊον περισσότερον άπό τά επίπεδα, καί τό ς-οιχειον ϊοϋτο είναι 
ή άκτίς τής σφαίρας τήν όποιαν δέν πρε'πει νά παραβλε'ψωμεν· 
Ιίςω λοιπόν ρ ή άκτίς, τότε αντί νά εχωμεν Γ ° * ρ  ( Α , Β ,  «),'

θέλομεν εχει Γ =  φ (λ , Β, π, ρ), ή μόνον Γ =  φ^ Α,Β, — δυνά-

t « γ
μει τοΰ νόμου τοϋ όμοειδοϋς- Τώρα επειδή ό λόγος —  είναι ά-ρ
ριθμός καθώς καί Α , Β , Γ ,  δεν είναι κανένας λόγος ή · τοιαύτη 
ποσότης νά μή εύοίσκεται εις τήν λειτουργίαν φ , καί διά τοϋτο 
δεν ήμποροϋμεν νά συμπεράνωμεν ό τ ι Β = ® { Α , Β ) .  Ο, 2-



Εν πρώτοι; t"Vw ABF τρίγωνεν £fβςγνόνιον ei'c A ( d y·  t 0 g  
από τr,v ςτγμϊΐν A «ς κατεβαεθί ό ΛΔ κάθετο; ia i τν?ς ύπο- 
τεινοί-ση;· Δί γωνία» Β καί Δ τοϋ τριγώνου ΑΒΛ ισούνται μ,» τά; 
γωνία; Β και Α του τριγώνου ΒΑΓ* κατά τά άποδειχΟίντα. λοιπόν 
ό τρίτη ΒΑΔ ίσςϋται μ* ττήν τρίτ/ΐν Γ· Δια τον αυτόν λο'γον A 
γωνία Δ ε Γ ^ Β ,  λοιπόν β Α δ+Δ Λ Γ ν  Β Α ί—Β - h i ’ : άλλ’ » γωνία 
ΒΑΓ είναι όρθη' αί δ ύ ο ,  λοιπόν, όξε ϊ α ι  γ ων ί α ι  ένος ορθο- 
γωνίου τριγώνου ομοϊ> λ α μβα ν όμε ν α ι  κώμνουν μίαν ορθήν· 

Α/.ολ-.ύβω; ίςνο τρίγωνον ότ.οιονδήποτε το ΒΑΓ (ο^· i r i j  καί 
ΒΓ μία πλευρά Ατι; νά μό ίναι μικρότε’ρα έκάςης τών άλλων 
δϋο · έάν άπβ ττ.ν άπε,αντι γωνίαν Λ κατεβασθή τι κάθετο; ΛΔ 
επί τής πλευρά; ΒΓ , τ, κάθετο; αδττ, Ο όλοι πε'σει εντός τοδ 
τριγώνου ΑΒΓ, και μοιράσει αΰτο εις δύο όρθογσίνια τρίγωνα ΒΑΔ, 
ΔΑΓ: τώρα εί; το ορθογώνιον τρίγωνον ΒΑΔ, αί δυο γωνίαι ΒΛΔ, 
ΛΒΔ κάμνουν όμοΰ μίαν ορθόν" καί πάλιν ίΐ ;  το ορθογώνιον τρί­
γωνον ΔΑΓ, αί δύο γωνίαι ΔΛΓ, ΑΓΔ κάμνουν ίπίσ/ις μίαν ορθόν. 
Αί τεσσαρε; λοιπον όμού , ή μόνον αί τρεις. ΒΑΓ,  Α Β Γ , ΑΓΒ, 
κάμνουν δύο ορθά;" 1 1 ;  κάθε λοιπον τρ ί γωνον  τό άθροισμα 
τών τριών γωνιών  ί σοϋ ται  μ* δύο ορθά; ·

Εντεύθεν βλίπομίν ότι τό θεώρημα τούτο, Οεωρούμενον εκ τών 
προτε'ρων δεν ιςαρτάται διόλου άπό μίαν άλυσιν προτάσεων, και 
ότι αμε'σως συνάγεται άπό την «ρχόν τοϋ όμοειδοΰς" άοχόν ήτις 
πρε'πει νά εχπ χωράν εί; κάθε σχεσιν μεταξύ όποιωνδήποτε πο­
σοτήτων. Λλλ’ α; εξακολνυΟόσο.μεν, καί ά; δείξωμεν ότι άπό τόν 
αυτόν πηγήν δυνατόν νά ιξχχθώσι τά άλλα θεμελιώδη θεωρή­
ματα τη; Γεωμετρία;·

Ας φυλάξωμεν ώ; άνωτερω τά; αυτά; ονομασία;, καί περε- 
•πλεον ά; καλόσωμεν μ την άπε'ναντι πλευράν εί; τόν γωνίαν Α, 
καί ν τόν άπε'ναντι εί; τό* γωνίαν Β- Η ποσότης μ πρε'πει νά 
•προσδιορίζεται άπό μόνον τά; ποσότητα; Α ,Β,π ' λοιπόν μ είναι

μ  r
λειτουργία τών Α ,Β ,π} καί 6 λόγο; —■ ε;ναι παρομοίως μία τι;

π
λειτουργία τών αυτών ποσοτήτων, ώς·ε ήμποροΰμεν νά κάμωμεν

^  -  ;:(Α ,Β ,π  )* άλλ’ό λόγο; δύο γραμμών δεν ήμπορεϊ νά ήναι παρά π
μ r

ένας αριθμό;* λοιπόν —  είναι αριθμό; καθώς ακόμη Α καί Β’ ή 
π

λειτουργία λοιπόν ψ παντάπαοι δεν πρε'πει νά περιεχρ τόν γραμ­

μήν π, καί ίχομεν άπλώς —  ε= ψ : (Α, Β), 2 μ "=πψ  : (λ, β )* πα-
π

ρομοίως λσιπόν ίχομίν ν ®  πψ ·“ (α> β).
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Ας ΰποθ/σωυ.εν τώρα tv άλλο τρίγωνον τό οποίον νά irspu 'y ij 
τά; αΰτάς γωνίας Λ , Β , Γ ,  κσί ότι είς τά; γωνίας ταύτας είναι 
άμοιβχίω; άπε'ναντι αί πλευοαί μ^ ν*, π ' <πειδή Α καί I? με'- 
νουν ς-αΟερά , θελομεν όχει εις τοϋτο το ν/ον τρίγωνεν μ π τ ^ 'ψ :
(Α, Γ.), καί » ϊ=/ 5*ψ ’ ( A, Β }., Ac.tr.ov μ .* μ* : :  ν : ν ' : : π : π*. Ε ις
τα  ι σ ο γ ώ ν ι α  Χοϊκόν τ ρ ί γ ω ν α ,  αί  α π έ ν α ν τ ι  των ίσων 
γ ων ι ώ ν  π λε υρ α ί  ε ίναι  ανάλογοι .

Από τήν γενικήν ταϋτν,ν πρόταςιν σν<χ\«7 ει ώ; >;ί../.ή π ι- 
ρίςασις εκείνο τήν ότίοίαν ύπεΟ/ιαμί» ε·ς το α&ι/.ο ,* ».% :/·,·)
άπόδειξιν τής Κ προτχσεω;· Τώ όντι ;ά τρίγωνα AZI1, ΑΜΑ 
«χουν δύο γωνίας ισας τήν κάθε Μ.·'/ν μ ι τήν κάβε μιαν, δ/.λαδή,
τήν γωνίαν Α κοινή/, καί μίαν ορθήν γωνίαν. Τά τρίγωνα λοιπόν
ταΰτα είναι ισογώνια* καί δίδουν τήν άναλογίαν ΑΖ : ΛΑ ’■ ’ All ϊ 
AM, διά τής όποιας ή Κ/ προ'τασι; είναι πλν.ρίςατα αποδειγμένη·

Η ποοτχσις τοϋ τετραγώνου τής υποτεινόύσης είναι , καΟώ 
ήξεύίΟμεν, σονίπεια τής προτατοώς τών ισογωνίων τριγώνων· ΐδο 
λοιπόν τοεΐ; θεμελιώνει; προτάσεις τή; Γεωμετρίας, ή τών τριών 
γωνιών ενός τριγώνου, ή τών ισογωνίων τριγώνων, καί ή τοϋ τ ε— 
τραγώ»:υ τής ύποτ«ινουσης, συναγομέναΐ άπλούςατχ καί άμεσως 
ά.τΐ τήν θεωρίαν τών λειτουργιών· Μέ τον αυτόν τρόπον δυνατόν 
νά άποδειχβώσιν ε’ πιτομώτατα αί άποολεπουσαι τά όμοια σχή- 
μχτα καί τά όαοια ςερεχ προτάσεις·

Ε<ςω ΑΒΓΑ ί ποιονδήποτε πολύγωνον* λητΟείση; μιας πλευράς 
ΛΒ ως βάσεως, άς σχημ.ατισ9ώ·ιιν επί ταύτης τής βάσεως τόσα 
τρίγωνα ΛΒΓ, ΑΒΑ, κτλ, όσαι είναι αί εκτός τή; ίδ.’ας βάσεως 
γωνίαι Γ, Δ, Ε ,  κτλ· Ε<ςω ή βάσις ΑΒ =  π ,  καί Λ, Β αί δύο 
γωνίαι τοϋ τριγώνου ΑΒΓ αί προσκείμ.εναι εις τήν πλευράν ΛΒ* 
ίς-ωσαν Α.' καί Β’ αί δύο γωνίαι του τριγώνου ΑΒΛ αί προσκιί- 
μεναι εις τήν αύτήν πλευράν ΑΒ, και ουτω; ίφεςής. Τό σχήμα 
ΑΒΓΑ 15 κατά πα'ντα προσδιόριζε <·αι , όταν ήναι γνωςή ή πλευρά 
π  μετά τών γωνιών A, Β, A’» Β , Α \ Β'1, κτλ, καί ό αριθμός τών 
άπαιτσυμενων διά τήν τοιαύτην προσδιόρισιν είναι αν—3, ένθα ν 
livat ό άριόμος τών πλευρών τόυ πολυγώνου· Τούτου τ-ιΟεντός, οποια­
δήποτε γραμμή ή πλευρά χ ήγμίνη όπωςδήποτι εί; τό πολύγωνον, 
πρόπει νά ήναι λειτουργία τών ποσοτήτων εκείνων αί όποΐσι άπαι-

τβΰνται διά τήν προσδιόρισιν τοϋ πολυγώνου* Ιπειδή δέ —-  είναι
στ

άριβμός, ήμποροΰμεν νά υποδε'σωμεν β^ψί'Α,Β,Α^,Β'κτλ·), ή χ:

ΐϊψ ! ( A, Β, Α?, Β’, κτλ 
τάπαβι τήν πλευράν
πψ : ( Α, Β, Δ', Β’ , κτλ· ), καί ή λειτουργία ψ δέν περιεχει παν- 
- - - - -  -λ. π .  Εάν με τάς αΰτάς γωνίας A, Β, Α ; Β

β* 
Μ
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κτλ, καί μ! μ'-αν άλλην πλευράν π , σχημ.ατισωμεν άλλο δεύ­
τερον πολύγωνον , θελομιν έχει διά τήν γραμμήν χ την άντις-οι- 
χοϋσαν ή ομόλογον it’c τήν χ , την τιμήν χ==π ψ · (Α.Β,α',Β , χτλ·)' 
λοιπόν χ ■ χ ■ · π · 7r,. Τά ούτω κατασκευαζόμενα σχήματα δυνά- 
μεθα νά όρίσωμεν » ό μ.οια σ χ ή μ α τ α ’ εις τά όμοια λοιπόν 
σ χ ή μ α τ α  αί ομόλογοι  γ ρ α μ μ α ί  ε ί ν α ι  ανάλογοι· Κατ’ 
αυτόν τόν τρόπον , όχι μόνον αί όμόλογοι πλευραί, αί ομόλογοι 
διαγώνιοι, άλλ ακόμη αί περατούμεναι κατά τόν ίδιον τρόπον 
γραμμαί εις τά δύο σχήματα, είναι μεταξύ των ώς δύο άλλαι 
όποιαιδήποτε ομόλογοι γραμμαί·

Ας καλίσωμεν'Ε τήν επιφάνειαν τοϋ πρώτου πολυγώνου' ή επι­
φάνεια αύτη είναι όμοειδής με τό τετράγωνον τ ? "  πρε'πει λοι-

Κ
πόν —£ νά ήναι αριθμός περιέχων μόνον τά; γωνίας A, Β, Λ «Β ,

κτλ., εις τροπον ώς-ε Ε = π  2φ : ( Α, Β, A > Β*> 
λόγον εάν Ε’ παριςάνφ τήν επιφάνειαν τοϋ 
θε'λομεν έχει Ε ==π,2φ : ( A, Β, Α', Β*, κτλ ). 
π '^ ’ οθεν α ί ε’ π ιφ ά ν ε ια ι τώ ν όμοιων 
μ ε τ α ξ ύ τ ω ν  ώς τά  τ ε τράγωνα  τών  ό

κτλ.). Λιά τόν αυτόν 
δευτέρου πολυγώνου, 
Λοιπον Ε : Κ · · π : 
σ χ η μ ά τ ων  ε ί να ι 

μ. ολογων πλευρών·

Ας ελθωμιν τώρα εις τά πολύεδρα· Δυνάμεθα νά ύποθίσωμεν ί : ι  
μία έδρα προσδιορίζεται διά με’σου μιας γνωςή; πλευράς π καί 
πολλών γωνιών Α, Β, Γ, κτλ· Ακολούθως έκάςη τών κορυφών τών 
ε'κτός ταύτης τής βάσεως ςερεών γωνιών , προσδιορίζεται διά 
μ.ίσου τριών δεδομένων, τά όποια δυνατόν νά Ο-ωρηθώσιν ώς 
τόσαι γωνίαΓ ώς-ε ή όλόκλ.ηρος προσδιόρισις τοϋ πολ.υέδρου κρε'- 
μαται από μίαν πλευράν π , καί άπό πολλάς γωνίας A, Β, Γ, κτλ 
τών όποιων ό αριθμός μεταβάλλεται κατά τήν φύση» τοϋ πο­
λυέδρου· Τούτου τεθιντος, μία γραμμή ή όποια ένονει δύο κορυφάς/ 
ή γενικώτερον, ή οποία άγεται κατά προσδιορισμένον τινα τρόπον 
«ίς τό πελύεδρον, θέλει είναι λειτρυργία τών ποσοτήτων π,Α,Β,Γ

X % *κτλ’ επειδή δέ —  πρε'πει νά ήναι άριθμός, ή ιοη λειτουργία μέ

y  %
— J ανάγκη νά περιεχν, μόνον τάς γωνίας' A , Β, Γ, κτλ,  κ%1 
π

δυνατόν νά ύποτεθη πφ : ( Δ, Β, Γ . κτλ)· II επιφάνεια τοϋ 
ςερεοϋ είναι όμοειδής μέ π^ ' διά τοϋτο, ή έπιφάνεια αυτή ήν.- 
πορεΐ νά παραςαθφ δ ιά  (Α, Β, Γ, χτλ) ’ ή ς-ερεότης του είναι
όμοειδής μέ π 3 , καί ήμπορεΐ νά παρας·αΟό) διά π 1 Π : (Α,Γ,,Γ, 
κτλ)’ αί σημειούμιναι δέ λειτουογίαι διά ψ καί Π είναι αν*-' 
■ ξάρτητοι τής πλευράς π·



A ; ύποθι'σωμιν « λΧο δεύτερον ςεριόν κατασκευασμενον μέ τάς 
αύτας γωνίας A, Β, I» κτλ· ,  και μι μιαν πλευράν π διαφορετικήν 
τ ί ί  π :  τά ού:«  κατασχευασμι'να ς-ερεά όνομάζομεν όμοια ς·*?** 
καί, τούτου τεθ/ντος, *  γραμμή ήτις εις το πρώτον ς-ερεον χτον π » : 
( α , Β , Γ ,  κτλ, ) ή απλώς πφ, etc τό δεύτερον θιλει είναι π'φ' 
ή επιφάνεια ν,τις εΐ; τό ίν ήτον π^|». εις το άλλο θίλει είναι π'^ψ, 
καί τέλος πάντων γ. ^ερεότνις ή π ; εις τό ποώτον ητον π* Π εις 
τό δεύτερον θίλει είναι π ' 3 Π. Λοιπόν ιον εις τά όμοια ς-s- 
ρ»α αί όμο'λογοι πλευραΐ  ή γρ * μ μα ί  < ίν αι ανάλογοι ,  αον 
Λ ι επιφανειαι  των είναι  μ ε τ α ξ ωτ ώ ν  ο» ς τά τ ε τ ρ ά γ ω ν α  
τ ώ ν  ομολόγων πλευρών.  3ον αί  ς βρ εότν ι τ ι ς των  ώς οι 
κύβοι  τών αυτών πλευρών·
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Αί ανταί άρχαι ευκόλως εφαρμόζονται εί; τον κύκλον. Ες-ω γ 
r; περιφε'ρεια καί σ ή επιφάνεια τοϋ κυκλου τού όποιου ή άκτίς 
είναι ?· επειδή δυο κύκλοι ττ,ν αυτήν εχοντες ακτίνα δέν ήυι-

γ  σ
«ορούν να ήναι άνισοι, διά τούτο αί ποσότητες - -  και ~ ποε'πιι

Ρ Ρ
νά ήναι προσδιορισμ.ίναι λειτουργίαι τνίς ρ’ πλήν επειδή αί πο­
σότητες αυται είναι αριθμοί , ή εκφρασίς των δέν πρεπει διόλου

, γ σ
νά περιε^τ, τήν γρααμήν ρ' ουτω θελομεν εχει ■ · -  = «, καί “

Ρ Ρ
πο £ , ένθα α καί β είναι ς-αθεροί αριθμοί· Ες·ω γ ί  περιφε'ρει* 
καί σ ή έπιιράνεια κύκλου τού οποίου ή άκτίς είναι ρ'; θελομεν

γ  ο2  ,
fyit λοιπόν ωσαύτως —  — α, —-  =  β· Λοιπόν γ · γ : :  ρ · ρ και

Ρ ® "
0 pa  : ρ'^* δθεν α ί μ ε ν  περιφε ' ρι ιαι  τώ» κύκλων είναι
ως αί ά κ τ ΐ ν ε ς ,  α; δέ ε π ι φ ά ν ε ι α ί τ ω ν  ώς τά τ ετρά ­
γωνα τών αχτ ίνων.

Ας θεωρήσωμεν τομε'α τοϋ οποίου ρ είναι ή άκτίς καί Α ή εις 
τό κε'ντρον γωνία’ ες·ω χ τό τόξον τό οποίον πεοατόνει ιόν το­
με'α, καί ψ ή επιφάνεια του αυτού τομεως. Επειδή ό τομεύς
όλοκλήρως προσδιορίζεται όταν ήναι γνως-αί αί ποσότητες ρ καί
Α, πρεπει χ καί ψ, νά ήναι προσδιορισμένα» λειτουργίαι τών ρ

y
καί Α* λοιπόν — καί j  είναι ωσαύτως παρόμοιαι λειτουργίαι. 

Ρ Ρ
ύ

Αλ)ά - - ·  καί " λ είναι αριθμοί’ αί ποσότητες λοιπόν αυται δεν
ρ Ρ /

πρε'πει νά περιε'χουσι ρ, καί είναι απλώς λειτουργία* τήί Λ, εις
γ « Ϋ _ # « , « \

τρόπον ώς·» —  <= φ : Δ, και « *= ω : Α· **ωσ«ν χ* και φ τ*
Ρ f



τόξο* καί τι ίπιφάνεια άλλου τομεως τού όποιου τ\ γωνία «Γναι 
Α καί -ή άκτίς ρ - τους £ύο τούτον; τον.ιΐ; όνομάζομεν τ ο μ ε ί ς  
όκ.οίους’ ε’ πειίπ r, γωνία A είναι ίση καί είς τά ίυο με'ρ»,

Ψ'
«ίιά τούτο “ ,- =  © : Α» καί ~ ω : Α· Λοιπόν y : y : :  ρ : ρ’, καί 

Ρ, ' Ρ
ψ : ι*/ : : ρ  ̂ '■ ρ Δηλονότι τά ό μ ο ι α  τόξα  ̂ τάτο ' ξα  των όμοιων 
το μ ίων ε ί ν α ι  ανάλογα  των άκτίνων,  αυτ ο ί  ί έ  οι το­
μ ε ί ς  ε ίναι  ώς τά τ ε τ ρ ά γ ω ν α  των άκτίνων·

Κατά τόν αυτόν τρο'πον γ,Οελεν άποίειχθη, ο π  αί σφαίρα* 
είναι μεταξύ των ώ; οί κύβοι :ών άκτίνων των.

Εί; τά άνωτε'ρω υποτίθεται ότι αί ίπιφανέιαι μετροϋνται άπό>. 
τό γινόμενον <5ύο γραμμών, καί αί ςερεόττΐτες άπό τό γινόμενον 
τριών' ά'/>ά καί τούτο ε·*κολω;* άποο εικνύεται $ ιχ  τά; άναλύ- 
σεως· Λς Οεωρτίαωμεν ορθογώνιον τού οποίου αί ι ι̂ας-άσει; εΤ/α·. 
π καί κ ,  καί ά; παρας/.οωμεν τά,ν επιφάνειαν του τ , ε ί ν α ι  
λειτουργία των π καί κ, <5ιά φ : (π, κ)" εάν ά ^ιάςασις π λάβη

* »' Υ # ι / | * * ♦» ν · < ·μιαν αυςτ,σιν π και γένη π“Γπ , ©αν»ρον οτι και το οοθογων.ον 
λαμβάνει αύςησιν Γσν.ν μέ τό ορθογώνιον τού όποιου αί ^ιαςάσει; 
είναι π7 καί κ* ώςί το ορθογώνιον τού όποιου αί ^ιαςάσει; 
είναι πΊ*.^ καί κ , ούγκειται άπό τό ορθογώνιον τοΰ όποιου αί 
ί'ιας'άσεις είναι π καί κ. καί άπό το ορθογώνιον τού όποιου αί 
< ι̂ας·άβει; είναι π καί κ* λοιπόν

<ρ : ( r.-Hs , κ ) — <ρ : (π , κ) +  φ · ( τ ! κ).
Εςω τ !"Τ > ) ε/ομεν <ρ(ο.π> κ) =  αφ (π. κ)· Εςω π ^ ^ π , £■/<·,r  

μεν φ(3π,  κ) — φ (π, κ) +  φ (υπ, 
εχομεν φ (/,π, κ) == φ (π, γ^ +  ν ( 3 
λθΐπόν> ε’άν Κ παριςάνη όποιον^τίπι

. « r ω ( π, κ ) ο ( Κ π, κ )
εχει © C Κπ, γ.) =  Κφ (π, κ) % ·:----------=  ------------ · ε’ντεϋθεν

*) =* 3© (π, κ). Εσω Α
κ) =  4V (π , κ). Εν

τε ακέραιον αριθμόν , 0

επεται ότι
© ( π, κ )

π πΚ

π είναι τοιαύτ» λειτουργά τάς π> ώς-ε £εν

πάσχει τάν παραμίκράν με τα βολάν όταν εί; αύτν.ν άντί π  τεθη 
οποιονίήποτε πολλαπλάσιον ττ,; π το Κπ· 1 ! λειτουργά λοιπόν 
αύτη είναι άνεςαρττ.τος τά; π , καί «S'εν πρε'πει νά χναι *ί μπ

. , ( t © ( π, κ)
περιεκτική τάς κ. Αλλα <ηά λο'γον παρο'μοιον πρεπει

• r * © ( π, κ)
να τ,ναι ανεξάρτητος τ ις  κ ' λοιπόν - ---------- ^έν περυχεί οδτ*

πκ
π ούτε κ , καί οδτω; ά ποσότης αόττ, πρε'πε: νά ισοδται μέ 
«ςαθεράν τν/ά α. Θιλου.εν εχε; λοιπόν φ ( π, κ ) *= απκ' καί επειίά



ι S3
αίπετε δ ιv ίμποδιζει νά λάβωμιν α = ι ,  διά τούτο φ (π, κ }=>* 
πκ’ οθεν ή επιφάνεια ένϊ; ορθογωνίου ϊσουται μί το  "γίνομεvcv 
τών δύο του διαβάσεων-

Με τρόπον κατά πάντα όμοιον ήθελεν άποδειχθή S r i  r, ς-βρεότης 
ορθογωνίου παραλληλε πιπέδcu τού όποιου αί διαςάσεις είναι π, κ, ρ 
ίσοΰται μέ το γινόμενον πκρ τών τριών του διαςκίσεων-

Τού λοιπεϋ παρατηροΰμεν ότι τη; θεωρίας τών λειτουργιών, διά 
ττς όποια;, ώς βλε'πομεν, άποδεικνίιονται άκλούς·«τα at θεμελιώδεις 
προτάσεις τής Γεωμετρίας , εγινεν ήδη χρήσις μέ πολλά,ν επιτυ­
χίαν προς άποδειξιν ■ των θεμελιωδών αρχών τής Μηχανική;· Βλεπε 
τα Οπομνήματα του Τωρινού, τόμ. Ι> ■ ■

Εν τε>ει πρέπει νά όμολογήσωρ.εν ότι ή ανωτέρω θεωρία, άν καί 
ΐπιςηριγμενη επάνω εις τά πλε'ον ς-ερεά Οεμε'λια , έπολ.εμήΟη άπό 
ιόν Κ· Λε'σλιον, περίφν.μον προφεσσορα τού Εδιμβούργου* εΐ; τάς-οιχεϊα 
νη; γεωμετρίας του εις -τ,ν δευτε’ραν καί τρίτην εκδοσίν των" αλλά 
χωρίς νά εμβωμεν εί; κάμμίαν όρευναν περί τη; ύποΟέσεως ταύτης, 
άρκούμεθα νά είπο>μεν ότι αό ένς-άσεις του Κ« Λεσλίου εξ ολοκλήρου 
άνεακευάσθησαν έν πρώτοι; μέν άπό τον συμπατριώτην του Κ. 
ΪΙλεύφαιρον, εις τήν έν Κδιμβιύργω άναθεώρησιν Τόμ. Κ ’ έπειτα 
δέ καί άπό τον Κ· Μαουρίκιον τόν εκ τη; «ν Παρισίοις Ακαδη- 
μ.ία; των έπις-ημών, εις τήν καθολικήν βιβλιοθήκην της Γενεύης* 
μηνΐ οκτωβρίω κατά το έτος 1 8 : 9 · ΙΙμπορεΐ δέ ακόμη νά ίδτρ 
τινά; τήν έρευναν των αΰτών τούτων ε’νς-άσεων , εις την αγγλικήν 
ίκδοσιν τών ς-οιχείων μας τήν όποιαν κατά τό έτος i8aa έν Εδιμ­
βούργο) εδωκεν ό Κ . Δαβίδ Βριους-ερος»

2 H M E I Q 2 I 2  Γ,
Περί τίς  ΐϊοοσδγγίσεως τίς IQ προτάσεως του Δ" βιβλίου»

Αφ’ οδ ευρομεν δύο ακτίνας τήν μέν ΰπερέχουσαν τήν δέ ίλ.λ»ί- 
«τουσαν τής αληθινής τοόν ρποίων τά πρώτα ψηφία είναι τά αυτά, 
δυνάμεθα τάχις·* νά τελειόσωμεν τον υπολογισμόν διά τίνος αλ­
γεβρικού τύπου.

Εςω α ή έλλεέπουσα άκτΐς καί β ή ΰπερεχουσα, τών οποίων ή 
διαφορά είναι μικρά" εςωσαν α καί β αί ακόλουθοι ακτίνες αί

όποιαι συνάγονται άπό τους τύπους

Το ζητούμινον είναι ό τελευταίος όρος τής σειράς α> <ι'ι *  \  κτλ* 
οςις είναι «ταύτώ I τής σειράς β, β7, β" κτλ. Ας καλέσωμεν τον 
τελυταΐον τούτον όρον χ» καί ίς&  β =  α( i*fo) )’ δυνατόν νά υπο- 
TiO'/i χ =  α( :*4*Πω Η” Κω^-Γ· κτλ ένθα Π καί Κ  είναι άτ.ροβ- 
διορις·ίΐ συντελεφαί· Τώρα at τιμαί τή; β' και α' δίδουν



134
Ο*”*α ( r-f" \ ω —  $ ω2  4 * κτλ. )

β. =  α ( x4" i  « — - · ω2  4  κτλ· ).
3a

Καί εάν κάμωμεν παρομοίως β =  α (ι4*ω/ )· Οίλομιν ίχει

ω ' I ω· —  ω2  Ί* κτλ. 
3α

ΑλΧ η τιμ,ή της χ πρε'πει νά ηναι *> αύτή > tire η σειρά α, 
ft )«  ; κτλ. αρχίζει άπο α είτε άπ<5 α/ ' λοιπόν Οελομεν ε^εt 

« ( ι  +  Π(» +  Κω2  4  κτλ. )  => α' ( ι4 Π ω '4 Κ ω / 2  4  κτλ )
'  Αντεισάγοντες ε ις  ταύτην ττ,ν εξισωσιν τοίς τιμάς των α και 

ω διά α καί ω έκφραζομε'νας, καί συγκρινοντες τούς όμοιους

ορούς εΰρίσκομεν Π =  j , καί R = = ------ " λβοπόν
15

χ =  α ( ι +  ϊ ω ■ 15
Εάν η πρώτη τ,μίσεια των ψηφίων τών αχτίνων α καί β 

vjvat η αύτή καί εις τάς δύο > δυνάμεδα νά άπορρ:ψωμ«ν τον 
όρον ω2 , καί χ ανωτέρω τιμή ανάγεται είς χ “ α ( ι +  i  ϋ ' “  

. β— α >
f t T -  -̂ -  * Ουτω κα'μνοντες α =  ι> 1 2 8 2 6 5 7 ? καί β =* χ,ΐ286ο63>

συν άγομε ν αμέσως χ =  ι ,  1 2 8 3 7 1 )»..
Εάν δέ αί ακτίνες συμφωνούν μ,ο'νον εις τό τρίτον μιρος των 

ψηφίων των , στρ>ε'-ττεt νά λάβωμεν τούς τρεις όρους της ανωτέρω 
σειράς: ουτω κάμνοντις α =» r, 1 265639 β — ι» ε32θΐ49>
εΰρίσκομεν χ =  ί ,  1 2 8 3 7 9 1 .

11 μπορούσαμεν νά ύποδίσωμεν ότι α καί C συμφωνούν είς ετι 
ολιγώτερα ψηφία" άλλα το'τε έπρεπε νά λογάριάσωμιν ττ.ν τιμήν 
τού χ μέ περσσοτε'οους όρους.

Η τ.ροσέγγισις της ΙΔ' προτάσεως , ίτ ις  είναι τού Ιακώβου 
Γρηγορίου, επιδέχεται παρομοίους έπιτομάς" περί τούτων παρα- 
πέμπομεν είς το σύγγραμμα τούτου του συγγραφε'ως επιγραφο'-  
μενον: V e r a  c i r c u i t  c t  h y p e r b o l a e  q u a d r a t u r a  σύγγραμμα 
μεγάλης αξίας διά τον χρόνον καδ’ ον έφάνη.

Ϊ Η Μ Ε Ι 0 1 Ι 2  Δ '.
Ενθα άποδεικνύεται οτι ό λόγος τ*7ΐς περιφέρειας προς 

Τον διάμετρον και τό τετράγωνόν του, είναι άλογοι άριθριοί.
Ας θεωοησωμιν ττ,ν άπειρον σειράν

a a2  r α3
χ 4  —  4 -  |  · —— -—'  4 -----· —— .------ :— 4  κτλ»

ωω ω+ι 2·3 ω·ω+χ·ω+2



χ35

yτής ίποία; ί  γενικός όρος «ινκι ------------  · —------- ------ -----------
ι·α·3···ν ω .ω + ι . « + 3 - ..(ω + ν— ι )

χαί ά; ί>πο6εσωμεν ότι φ : ω παρι?άνει τό άβροισρ.ά της- Εάν άντε 
«ο τε0ή ω + ι ,  φ - (*Η"ι) παρομοίως θε'λει είναι τό άβροισμα τής 
σειράς

r f
α α2 . ι  «3

« Τ ι
- f l ------- ------------ f - -----

ω + ι . « + 2  α·3 <Δ■4" ι ■φκτλ.

Α; άφαιρε'σωμεν κάθε opev τής -δεύτερα; σειρά; ο,-'ο κάβε όρον 
Ί·ης προίτης, και Οελ',μίν ε>ει φ : ω^* φ " ^ω4"ι) £ιά το άθροισμα 
του υπολοίπου το οποίον είναι

Λ
+ Τ- + !.

α
+  κτλ·

ω ω-f" ι <.)·οι +  Γ·ω+α '  ω - w f  ί.ω 4 -2 ·ω + 3

Αλλα τό υπόλοιπον τούτο ήμπορεί νά τιΟίί υπό την μορφήν 

α (  α α? Λ
-------i----- ( Ι“'----- Τ — ------ Τ ---- Τ ------- Ηκτλ-ω ωτ·χ χ ω τα  ωΤ“* ω +3

ΛΤ
φ^(ο)*4"ί)· Κν γίνει λοιπόν ίχομενκαι •ντε αναγεται εις -------—

ω·ω“ Γ ΐ

φ : ω—φ : (<o“f-i) = =  “
α

»·ωΗ"ΐ ' φ ·’ (ω+a)

Λς ι^ιαιρεσωμεν τήν έξισωσιν ταύτΥίν <5λά φ · (ω-f-r), καί» προς 
άπλούς·ευσιν του εξαγομε'νου, εςω ψ : ω νια λειτονογία τής ω» τοι-

, « φ ϊ ( «+ ι ) .  . . .  9 :ωαυτή ως-ε ψ . ω =» —  * ------ — τότε αντί — . . · και
ω φ : (ω) φ : (ω + ΐ;

α , , («+*) Ψ: Μ *ι).■ - - ■· ' υΛ» ----  ■φ : (ωψ^)
---- 1—:—r «τυνάυεβα νά βε'σωμεν -------- ' και
φ : (ω+ r j  ' ωψ : » α
πράττοντες λοιπόν τήν τοιαύττ,ν άνχεισαγωγήν εΰρίσκομεν

Φ*
α

ω
ω+ψ · (ο>+ι)

Αλλά βίτοντες ίια^οχικώς εις ταύτην τήν ΐξίσωσιν «ντι ω > 
«4 ·χ> ω-1-2 » κτλ, συνάγομεν

Ψ ·(« Ί “ 0  ω+ ι + ψ : (ω+ a)

Λ
: (ω+2)< <ύ+2+ψ·(«*4*3)

* κτλ



H τίμ* λειπόν ττ; λιιτιυργίας ψ : «* ημποιιΐ ν* ix<pp«o6:j i\Sr 
Τθδ συνιχοϋς κλάσματος :

i 36

ω Τ «
ω+r

ω+* + κτλ·

Λντιςρόφος το συνιχι; τοϋτο κλάσμα *τ»’ άπιιρον προικτα-θΐ^
. ,  ̂ α <ρ " ( ca“f" ι )

ίχι» <Γι άθροισμα ψ : ω, τ, το ισοδύναμον —  * -------------1 και-
ω <ρ · ω

το άθροισμα τούτο άναπτυγμενον ·ίς κοινά; σιιράς ιιναι

+
0C

40

ωΗ-ι + \ * ο “Η ι · ω+a +  κτλ.

α α
ι + ------Η i  · - +  κτλ.ω ω. ·-■+■ r

Γ.ςω τώρα ω *= \ , το συνιχέ; κλάσμα αποβαίνει

αα
— , 4*

ι -τ - ” , 4 α
3 +  ,5 +  κτλ.

«ίς τ ί όποιον οί άριθμν,ταί, έκτο; του πρώττυ, είναι ίσοι μ ι 4 Α* 
et παρονομας-αί δέ σχηματίζουν ττ,ν οειρο:ν των περιττών αριθμών 
ί » 3 » 5 » 7 > Η 1  ιμτο λοιπόν τοΰ συνεχούς τούτου κλάσματος·

αμ πορεϊ νά βκφρασΟ·ρ άκάρ,ϊΐ καί διά

ε+ 4* 46α*
+ —  -----------+

α·3 α· 3· 4- 5. a* 3

64*’
χτα.

αα·
,+ ϋ  +a

ι 6 α*

a. 3. 4
+

64α
■----------- +

6« 3 · * · * 6 κΐλ*

Αλλ’ αί σειραί αδται άναφε'ρονται εί; γνως-οϋ; τύπου; ,  και 
γνως·όν tivat δτι εάν ό αριθμό; τού οποίοι» ό υπερβολικός λογά­
ριθμο; είναι ι παρα7 *δ·? διά ε , ή άνωτερω εκφρασι; ανάγεται »ίς

* 7 »  · Κ α* ιι ;  τροπον άς-ε lyoatv έν γ/νιι
, Κ  — "

* Η* *



ι/^α —2 
« . --  8

2Ι̂ Χ  2/̂ ά
» + ·

I

^  i* 4- 4*
1 + Γ .+  **

5 + χτλ
Κντίϋβίν προκύπτουν <Joa ar/.txol τόποι καθώς « «ίναι Ιιτίχΐν 

τ· αρνητικόν. Ες·ω κατά πρώτον 4« ,=β χ* » θιλομβν |χ«

XX 
8 '
X —X 
e +  e

. ** ,
* + τ +

5 +  κτλ*

ακβλουβω; ίς-ω 4 * -------χ2 ' άντιισάγοντίς ταύτην τχν τίμ,νιν καί
χΚ- r  -χ Κ '- Ι

---- — — «=» 1· «·· χ» «{ipioxoatv«νθυμούυίνοι ότι χ/^—t -,--χ/^-Ι
« + »

(φ. χ : .X. a
3 -  JL

5 - *
7 ■— κτλ·

Ουτος ιίναι ό τύπο; ίπΓ του όποιου θιλομβν θβμΛιώσβι ττίν 
Απο<?*ιξίν μας. Αλλά πρίπβι προτβρον να άπο^ιιξωμίν τά ακό­
λουθα <£ύο λήμματα·

ΔΠΜΜΑ a '* Ε ς ®  συνβχές κ λάσμα ί π ’ άπι ιρον  προβ-
XTilVOUtVOV το

μ ,
V + ί ,  /

ν + 7  +
« ίς  το όποιον μ, ν, μ» v*, χτλ. βιναι  αριθμοί άκίραίος 
θ ι τ ι κ ο ΐ  η αρνητ ικοί*  βάν ( ιποτ ιό^ ό τ ι  όλα τά  συς-α-

9 Ι|μ μ  u, * ^
τ ι κά  κ λ ά σ μ α τ ά — * — -* ·κτλ. βιναι  μικρότ ιρα μο-ν ν ν
νά ί ο ς ,  λβγω ότι  ·ή 0λχ τ ιμή του βυνβχοϋς κλάσματος  
• ί να ι  «ξ α ν ά γκ η ς  άλογος αριθμός.

Λόγω, κατά πρώτον» ότι ή τιμή αδτη «ίναι μικρότιρα μονάχος* 
Τώ όντι, χωρίς νά ΐλαττώσωμιν tr.V γβνικότητα τοΰ συνίχοΰς . 
κλάσματος, ήμποροΰμιν νά ύποθβσωμβν όλους τους παρονομαςάς 
ν, ν’, ν", κτλ* Οιτικούς* Εάν τώρα λάβωμιν ίνα μο'νον όρον τη;

9*



ήροτιθιίσνίς σειράς > θε'λομεν ίχ ε ι, 

λά^ωμεν τους ίυο "πρώτους, ίπειίή

εξ. ύποθε'σιως, —  < £. Κάν <ίέ

ι .
"> Ntj φανερόν είναι ότι ν 4*

μ
—  είναι ποσόηΐς μείζων τής ν— ι : άλλ' 5 αριθμητή; μ είναι ν
μικρότ.ερος του παοονσμαςΌδ ν’ επειδή <$ε καί ο{ /̂ ΰο fivai άριβ- 
μοί ακέραιοι, όπεται ότι μ είναι αριθμός μικρότερος άκόμγ) καί 

. μ
άπό » Τ ~ ·  Η προκύπτουσα λοιπίγ τιμή άπό τους <ϊυο όρου; ν

ιΤναι μικροτε'ρα μονάχος- Ας λογαριάσωμεν τρεις όρου; τοϋ προ- 
τεθεντος συνεχούς κλάσματος· καί <ν πρώτοις, ώς εϊ^ομεν, ή τ ι­
μή τοϋ μέρους

·'μ
“ /■ ι Μ- ν + V

είναι μικρότερα μονάχος. Ας καλι'σωμεν τήν τιμήν ταντ»ν ω* 
. μ r

φανερόν οτι — q-—  είναι άκόμν» μικρότερον μονάχος: ή προκυ** 

πτευσα λοιπόν τιμή άπρ τοί*ς τρεις όρους

είναι μικοοτερα μονάχο;· Εαν άκολουθνισωμεν τον αυτόν συλλο­
γισμόν, θέλομεν Γ ε̂ι ότι, έπβιοςίήποτβ είναι 6 αριθμός των ίρων 
τοδ ετροτεθεντος συνεπούς κλάσματος τους όποιους λογαριάζομεν» 
71 προκύτουσα τιμή εϊναι  ̂ μικροτε'ρα μονάχος* καί ίάν λοιπόν το 
συνεχές κλάσμα ε’π’ άπειρον . προεκτανΟή, τι τιμή του'άκόμν} θι'λει 
είναι μικρότερα μονάχος' τότε <ίέ μόνον ίσοδται μέ αδτήν όταν 
το προτεθέν συνεχές κλάσμα ήναι τής μορφής

V·
μ+ι

t

ε’ς κάθε άλλνιν περι'ςτασιν είναι μικρότερα.



Τούτον τεθε'ντος, ίάν τις «ρνηται Sri η τιμή του πρετεϋε'ντβς 
συνεχούς κλάσματος είναι ιση μέ άλογον αριθμόν, ά; ΰποθεσωμιν

Β
όπ ίβουται μ* λογικόν, καί ίςω 6 αριθμό; ο!το; > ινθ« Β καί

Α \
Λ είναι όποιοιί'ηποτε ακέραιοι αριθμοί' θίλομεν £χει λοιπον 

Β μ

A ° Κ*
ν +  . μ"

ν' +
»" + ΧΤΑ.

Κς-ωααν Γ, Δ, Ε, χτλ. άκροσ ι̂όριςτοι αριθμοί τοιοϋτοι ώςε 

I' _  μ­
ι» > 4_ Ρ t"** ν + „ , V- ’ν ~γ /» · .V . χτλ.

Λ

1'
Mrμ

ν* + %,· , rv “i------
νιν +  χτλ.

καί ούτως *π άπειρον· Γ.πειΜ τά διάφορα ταϋτα συνεχη κλά­
σματα έχουν όλου; τους ορούς των μικρότερους μονάχος, ακολουθεί
„ , , , , , Β Γ  Δ I7.
οτι αι τιμαι των η  τα αθροίσματα — ** κτλ. κατά

Α Γ, Γ Δ
τά άποσ'ειχθε'ντα, ττρε'πει νά ηναι μικρότεραι μονάχος, και οίτω 
Οελομεν εχει Β “<Α, Γ  Ό*,,Λ <^Γ, κτλ· εκ τοϋ οποίου βλε'πομεν ότι οί 
αριθμοί Α,Β,Γ,Δ κτλ. συγκροτούν μ,ίαν ε’ π’ άπειρον <j-0 νουσαν σειράν. 
Αλλ’ η άλυσις των συνεχών κλασμάτων ύ'ίί'ει τάς εξισώσει;

Β μ· ■ρ t
, __ · έκ της όποιας Ι'«"μΑ— νΒ,

Β
Γ  μ

”  4- —— * ** τ^ί όποια; Δ=μ Β—ν Γ,

Δ μ ' u  μ
“  ~Ί\ ·  εκ της ίποί«ς Ε—μ Γ — ν Δ,

Επειδή £ε οί £ 6ο πρώτοι αριθμοί Α και Β είναι, ί ξ  Οπο,βί- 
σεως, ακέραιοι, ετ.εται ότι καί όλοι οί άλλοι Γ,Δ,ΙΣ, κτλ· οι̂  οποίοι 
ίως τώρα ίσαν «προσ^ιόρις-οΐ, εΐναι ομοίως ακέραιοι- Τώρα το 
νά ηναι μία σειρά Λ ,  Β ,  Γ, Δ, Ε κτλ- ίνταύτω φθινουσα χαι σύν­
θετο; άπο ακεραίους άριβμςύς, περικλείει άντίφασιν* ίιοτι πιρι-



πλι'ον οΰδιίς τών αριθμών A, Β, Γ , Λ, £  , κτλ· ^μπ$ρ«ϊ νβ ·$να» 
μτ,δέν, επειδή τ9 προτεθέν συνεχές κλάσμα εκτείνεται επ’ άπειρον,

. * , ( Β Γ · A
και ούτω τά παοις-ανάμενα «θροίσματα απο —  9 — 9 — · * κτλ, 
Γ * Α Β Γ
πρέπει πάντοτε νά τναι κάτι τί· Ιϊ ΰπο'Οεσις λοιπον , ό τ ι  το
άθροισμα τοϋ προτεθίντος συνεχούς κλάσματος ισοϋται μέ λογικήν

Β
«ποσο’τν,τα “ ■ είναι άσΰς-ατ.οί’ έξ άνάγκ»ς λοιπόν το άθροισμα 

τοϋτο είναι άλογος αριθμός.
ΛΙΙΜΜΛ Β'· Των αυτών κ ε ι μ έ ν ω ν ,  Ιάν τά σ υ ς α τ ι κ ά

κ λ ά σ μ α τ α JL ε Λ. ,·,> ’  κτλ* εις μεν την αρχήν τής
ν ν

σειράς ήναι  ό r  ο ι ουδ ή τοτ  ε μεγ-εΌους" υςεηον δε άπο 
κάποιον δ ·. άςν, μα ίσου ν τα ι ς-αθεοώ: μέ ποσοτκτας  μ ι -  
"κοοτ.ρας μονάχος ’ λέγω 5-rt τό προτεθέν  συνεχές  κλά­
σμα,  ιάν ύποτεθν) πάντοτε  ότι  ε κ τ ε ί ν ε τα ι  επ ' άπε ι ρον ,  
ί γ ΐ  ι άλογον τ ι μ ν, ν ·

Αιοτί άς ύποθεσο.μεν, παραδείγματος χάριν, ό τ ι  ό λα  τά κλά-'' ’ ." ι·ψ ν. . . .  . , f* 9 \ί.» > f*· · l·*· » ί*·σματα τα οποία επονται μετά το —-  dr,λαόν) τα „ /  ’ —  κτλ
ν ν ν1’  ν”

επ’ άπειρον, είναι μικρο'τερα μκνάδος* το'τι  ̂ κατά το Α ’ Λήμμα, 
τό συνεχές κλάσμα*

Η-
ν·*+ ±.

+  κτλ

εχει άλογον τιμτ,ν· Ας καλε'σο.μεν τήν τιμ.ήν ταύτην »  καί τέ 
πρ»τεθέν συνεχές κλάσμα αποβαίνει

μ._

+  1"-7I* I V-ν + *̂ 7 ,ν *τ* <*
Αλ.λ’ εάν κάμωμεν διαδοχικές

^  _  . f*' _  " Κ' ... , . . ..
7t 7— — ω , , - ,  ~r ω , — :—— =  ω , φανερόν δτι ι η ιδ ϊ

ν τ ω  V “Γω ν+ω
.ο eivat ποσοττ,ς άλογος, ολαι αι ποσοτν,τες ω , ω , ω , πρεπεε 
παρομοίως νά ίνα ι τοιαυται· Τιόρα π τελευταία ω'", ίσοΟται μέ 
τό προτεθέν συνεχές κλάσμα* ή τιμή λοιπον τούτου είναι πο~ 
σοτγ,ς άλογες.



Μετά τ«ν φερε'ωβιν τών ίόο τούτων λημμάτων ιδμποροϋμεν « 
<ϊια να ίπα·*ε'Χ9ωμεν βtvi τ.ό π'ροχείμενον, να άπο^ιίξωμαν τ«ν 
.γενικήν ταύτνιν πρότασιν.

Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .
Μ Ιφαπτομε 'νχ το'ξ-ου. συμ μετ  ρικοίί με τήν ακτ ί να  εί ­

να ι  Ασ ύ μ μ ε τ ρ ε ς  με τ«ν ί £ ί α ν  αχτ ί να .
 ̂ Η* »

Τώ δντι, ες·ω ή άκτίς =  χ» καί τβ τόξον £*=* - ’  Ινβ* μ και νν
είναι ακέραιοι αριθμοί' εάν εις rev ανωτέρω ενρεθιντα τύπον άντί χ

ά ν τ ε ι  σ α ξ ω μ ί ν tvptoxoiiiv ,

«¥· Ρ· Ρ· a— "· — μ■* ,
ν ν -  - μ.

σν —  κτλ·
Τώρα έπει^λ οί παρονομ*ς·αι τοΰ συνε/ους τούτου κλάσματος 

$ν, 5 ν» 7 ν κ"λ' ά^ιακόπως αύξα'νουν, ό αριθμητοί μ"* με'νει 
του αΰτου μεγίθιυς, ακολουθεί ότι τά συς·ατικά κ λ ά σ μ α τ α  είναι 
«θέλουν -ν’ ενβt μικρότερα μονάχος' λοιπόν κατά τό λ τ , μ μ α  ί

τιμή του συνεχούς τούτου κλάσματος δ η λ α δ ή  ε*φ. —  είναι «ο­
ν

σότ«ς άλογοί· όθεν « ε’ φαπτομεννι  τόξου σ υμ μ ε τρ ι κ ο ύ  μ* 
τκν ακτίνα» « ι να ι  α σύμμετρος  με τ«ν ΐ<?ιαν άκτϊνα-  

Εντεύθεν προκύπτει » ως άμεσο; συνε'πεια» « πρότασις «τις 
είναι το άντικείμενον ταότ«ς τ«ς σ«μειώσεως· Ες-ω π ή ήμιπε- 
ριφερεια τ«ς όποιας ή άκτί; είναι χ* εάν π ήτον ποσοτ«ς λο­

γική , — - «θελεν είναι παρομοίως ποσο’τ«ς λογική , και ίπο- 
4

με'νως « ίφαπτομεν« του «θελεν είναι ποσότεις άλογος* άλλ ίξ
π

εναντίας «ξεύρομεν δτι ή έφαπτομίν« του το'ξου --- ίσοΰται με*1
τήν ακτίνα* Xotitcv π  ίεν <?uvarat να «vat λογική ποσο'τ«ς· Ο 
λίγος  λοιπόν τ « ;  περ ι φερε ί ας  προς τ ήν  ι ί ια'μετρον ε ίναι  
άλογος αριθμός.  ( ι)

Πιϋχνόν ότι ό άριΟμός π ούτε είναι Ικ των αλγεβρικών 
αλόγων ποσοτ«των» τοΰτ’ ες·ιν οτι ^εν δυναται νά «vat ή ρίζα

/ ι)  Η προ'τασις αότ« άπε5'ειχθ« πρώτ«ν φοράν άπό τ4ν Α«μ* 
€ερτον» εις τά ί»πομν«ματα του Βερολίνου > iv ίτεί χ^βι* 0 · 2*



*4 *
μίας αλγεβρικό}; ε’ξισώσε»; πεπερασμένου άριθμοϋ ίρων τνι; όποιας 
οι συντελες-αί *ίναι λογικοί αριθμοί : άλλ’ « άκριβ«ς άποιίβιξις 
ταύ;«ς Trie προτάσεως φαίνεται ιίυσκολωτάτϊΓ τοΰτο μόνον ί'υνά- 
μεθα νά ^είξωμεν ότι τό τετράγωνον τόϋ π είναι επίσκς άλο­
γο; αριθμό;.

Τώ οντι ε’άν εί; τό συνεχές κλάσμα τό εκφράζον τ«ν τερών 
τ«; ί'φ·Χ γ«ν*Λ χ =  π, *£ άφορμί; 0: ι  *φ· π =  ο, πράττει νά «ναι

ο' '3  —
5 —

—  κτλ·

Αλλ’ εάν π-* ήτόν λογικώ ποσότκς, καί ίσοϋτο

των μ καί ν ακεραίων αριθμών, «Οελε προκόψει
μ

3 =  - μΑν — -  -

μ* ον*

_μ
9* κτλ

Τώρα φανερόν είναι ότι εις τό συνεχές τούτο κλάσμα υπάρχουν 
τά όποτιθε'μενα άπό τό Β' λΐμμα" λοιπόν « τιμώ του είναι άλογος, 
καί ίέν «μπορεί νά ίσουται με τόν αριθμόν 3· OOsv τό τετρά­
γ ω ν ο ν  του λόγου τ « ς  π ερ ι φερε ίας  πρό.ς τ « ς  διάμετρον ,  
ε ί ν α ι  άλογος άριΟμ,ός.

Σ Η Μ Ε I Σ I Σ Ε\
Ενθα δίδεται ή αναλυτική λύιις διάφορων 7τροβλτ]{Λα- 

των άφορώντων το τρίγωνον, το εγγεγραΐΛ'Λενον τετράπλευ- 
ρον, το τ.αραλλ/.λεττίπε^ον καί την τριγωνικήν πυραμίδα. 

Π Ρ Ο Β Α Η Μ Α Π Ρ 11 Τ Ο Ν.
Αοθεισών τών τρι ών  πλευρών Ινός τριγώνου,  νά ευ- 

ρεθίί « έπ ι φάνε ι ά  του , « άκτ ί ς  τοϋ εγγεγρ α μμ-ε’νο υ κύ­
κλου κ α ί  « τοϋ π ερεγ εγραμμε  ν ου.

Ες·ωσαν (σχ· ιοδ) αί πλευραί ΒΓ^α, ΑΓ—β, ΑΒ==-γ* ε'άν από 
rr,v κορυφήν Δ κατεβάσωμεν τ«ν κάθετον ΑΔ επί τ « ; απέναντι

—2 —α —2
πλιυράς Β Γ , θε'λομεν εχει ( ΐ 2 > 3 )  Α ί ’ =* ΑΒ-Η ΒΓ— 2 Β Γ Χ 8Δ* 

α2 +̂ 2 _̂ρ2 —* —2 —2
λοιπόν ΒΑ — Η τιμώ Αυτ« ί'ίίε ι ΑΒ—ΒΔ η  AAi=*

■a+·»*-ρ*ν _ ««V - ( ^+γ 2 -β 2  ;2 ., Λ 2 + 72~Ρ2 ί
'  2Λ ' 4α2 λοιπόν



ΛΛ

Ι43

2α -  * Εςω Ε το ίμ€α<$ον τοΰ

τριγώνου' γνωςών είναι οrt Ε *  r Βϊ'ΧΑ-Α' Χοίρον Ε ■ “  \ Ι/ ' [ 4α2  

γ2 -*-( α2  +* γ 2  —β2  ) 2  | =  γ  ( αα2 β2  »+ 2 α2 γ2 -Κ β 2 γ2 ~ α *  — 
β4 _— .̂4 ^  ο  τύπος οίκος ήμπορει νά τεΟή Οπό αλλνΐν μορφήν 
έπιτνχ^ειοιε'ραν ίάά τον λογαριθμικόν ύχολογισμ^ν τ ^ ί  τούτο ιτ«- 
ρατνιρΥίτε'ον ότι ή ποσότκς 4 a2 }2 “ ( α2  'Ρ 1 Ί!*— β2  είναι τδ 
γινόμενόν των ί'ϋο παραγόντων ααγ~ί"(α2 -|-γ2 —β 2 ) και ααγ—  
(α2 + γ 2 —c2 J" δ πρώτος =  0 ·+ γ ) 2 — £ 2  =  (ο+γ+β  ) ( α -f* γ*—β )’
® <5“εύτερος =  ο2  —( α--- f ρ2  ( β α— γ ) ( β —α *-ί~ γ )* λοιχόν
δίλομεν t'[l\
Ε =  ν Ι/ ' [ ( « + -  β-Η  γ) (α -{“ β —γ) (a -H γ — Ζ) (β~Ργ— «) 3

> , , a —h ο —l·· γ _ ,
Εάν τίλος κάμωμεν ------------- ~  π, και τοϋτο σάϊ'ει α*τβΤ

γ *= 2 it,; k“{"3 — γ=^απ—αγ> α + γ —ο=··αχ—αβ, β"+γ—α ^ 2 « —*9«» 
δίλομεν εχει ε“:ι άπλουςίραν εκφρασιν τοϋ εμβαυοϋ τοϋ τριγιόνου τήν

Ε — (π ·χ— α·π— β.χ---»■)

Ο0«ν βλέπομεν ore γνωρίζοντε; τά; τρεις πλευράς ενδς τριγιόνου 
ί'ιά να εΰρωμεν το ε’μβαιϊ'όν του, πρξ’πει άπο το ίμιάθροισμα τών 
χλευρών του νά άφαιρέσωμεν έκάς·ϊ;ν τών ΐυιων πλευρών, καί άο’ 
ου πολλαπλασιάσωμεν τά τρία συναγόμενα υπδλοιιτα μεταξύ των 
καί μέ τδ ήμιάΟροεσμα τών πλευρών , νά ε’ξάςωμεν τε'λος τήν 
τετραγωνικήν ρ ίζ α ν  τοϋ γίνομε'νου : ή τετραγωνική αύης ρίζα δε'λει 
είναι τδ εμβαδόν τοϋ τριγώνου·

Ες·ω τώρα ω ή άκτίς τοϋ περιγεγραμμενου εις το τρίγωνον 
κύκλου,’ καί φ ή Τόΰ έγγεγραμμε'νου εις τδ αύτο τρίγωνον” κατά

, . ‘ γ, αδγ
τήν λβ πρδτασιν τοΰ Γ  βιβλίου, εχομεν ω =  ------------- και

<Ρ
2 Ε Ε . /

— :— ;----— άντεισάγοντες λοιπόν τήν ευρεδείσαν τιμήν
α+β+γ χ

τής Ε ,  εύρίσκομεν

ω
3 *βγ

/^ (χ .χ —α-χ'—β·π—γ)

Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Β'.

φ = κ ( - ~ “'π-~"Ρπ~ ϊ )

Δοθεισών τών τ ε σ σ ά ρ ω ν  χλευρών έν·ς  ί γ γ ε γ ρα μμ ε ' -  
νου τ ε τ ρ α χ λ ε ύ ρ ο υ ,  νά εύρεθή ή άκτίς  τοϋ κύκλου,  ή 
ί χ ι ο ά ν ε ι α  τοΰ τετραχλεύρου  καί  αί γ ων ί α ι του .

Ες-ωσαν (σχ· ι35)  αί ίοθεισαι πλευραί ΑΒ—α» ΒΓ*··ο, Γ Δ = γ , 
ΔΧ—$ } καί αί άγνωμοι διαγώνιοι ΛΓ==*χ, ΒΔ=ψ* κατά τ»ν 33



1 4 4
πρότασιν τοδ Γ" βιβλίου ίχομεν τά; £$· /ξιβώσεις χ4ώ·χγ4  β " 

γ α<ί+βγ #
χβ.1 *" "■--- ;—~ * εκ τ&ν όποιων

ψ αβ+γ£

(«γ+ Μ “) W j ^ ) \  , , , / (  ( » τ Κ £ )  («β+γ$) \
*  >■ αβ4γ<^ '  αί'Ί-βγ '

Αλλά, κατά τό προλαβόν πρόβλημα, ή άκτίς τοδ περιγεγραρ 
μινου κύκλου εί; τό τρίγωνον ΛΒΓ, τοϋ όποιου at πλευραί είναι α,β,) .·

Α_ . . . . Φ / .
%*ο?ε· να ίκφραοβτ, ϊ ι α  τευ τυπ.υ ω =» p ^ ^ Z ' a ^ 2  ~ ) 2 J

άντιισάγοντε; αντί / ττ,ν ιΰοεΟίΙσαν τιμήν καί άναλύοντες τό ε’ςα- 
γόμενον εις παράγοντα;, εύρισκομεν

ό' (αγ+ο£) (α<Η*βγ'> (αβ+γί1) ^

του

ω = / /  ( _____________________________________________
'  (αΉ + γ —£ )(α+ β+ ί—ν)(α-{~ν +£—β) (β+γ+ί-^α)

.L /»
Τούτου τεθέντος, τό ε’μβα<ίόν τοδ τρίγωνον ΑΒΓ=» — -°— > τό

ω
h h

τριγώνου ΑΑΓ ■ = ------ - λοιπό* το ίμβχσόν τοϋ τετράπλευρου
ω *

ΑΒΓΔ= * I  '  — β  4 ( «+β+Τ— ■ $ ) (« + β+£— γ ) (α+
ω

γ + ί—β) (β+γ+ί·—a ) ] .  Καί εάν, συντομία; ;;χ>ιν, κάμωμεν, 
π =  λ (α+σ+γ+ ί') θε'λομεν ε'/,ει το εμβαίβν ΑΒΓΑ =?* ^ " (π —α. 
π—β·π—γ.π  — $ )· Τέλος <£ιά νά ευρωμεν μίαν τών γωνιών, 
ϊρερ* ειπείν * ~τ.ν Β » παραιτ,ροΰμεν οτ» τό τρίγωνον -ΔΒΓ tii&u

« Η * » - , . » .
ψ ί 
συν Β

ιχβ
αντιισαγοντε; ττ,ν τιμτ,ν τ ί ;  χ  καί «νά-

ε2+£2- γ 2-<Ρ
Εντεύθεν

ι — συν Β
γοντες, ευρίσκομεν συνΒ*

α α β + 2γ£ ι 4  συν Β
. 2  ;  (γ 4 ·< ^ — ία —β; 2  (α+γ- R —β Χ β + γ + ί—α) _

' ,<Ρ ’ 3 “  Ι α + ^ 2 - ( γ - ^ 2 ^ ( α + β Τ ^ Χ α + β + ^ - ν )

+  ( ! = ! ? = §
χ π — γ · π — ο *

Π Ρ Ο 15 Λ Η Μ Λ Γ-
λοΟεισάν «ί.ς τό τετράπλευρο*  ΑΓ·ΛΓ τοϋ όποιου a t  

α π έ ν α ν τ ι  γ ω ν ί α ι  Β καί  Γ  ε ίναι  όρθαί ,  των «ϊ'ύο πλευ­
ρών ΑΒ, ΑΓ μ ε τ ά  της π ερ ι εχο μ ί ν τι ς γωνίας ΒΛΓ , νά 
«ϋρεΟώσιν αί  ί “υο Ιλλα ι  πλευραί  καί  4 δ ι α γ ώ ν ι ο ς  ΑΛ.

•λ* 3 77·
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, ίςω  ΑΓ=*=ο, Α Β =γ>  και ή γωνία Β Α Γ » Α . Ιάν ποοεκ^λη·· 

ίώβιν αί ΒΑ, ΑΓ ί»ς ου να συναπαντηίώσιν κατά το F. , το 
τρίγωνον ΒΑΚ εις το οποίον ή tv Β γωνία είναι ορθή, καί είς 
το όποιον είναι γνως-ή ή γωνία ΒΑΕ καί ή πλευρά ΑΒ , Οελει

δώσει Δ Ε »3 — ~—- 5 λοιπόν Ι Έ 1* ’ —^ — —— β. Μετά ταυτα το 
συν Α συν A

ορθογώνιον εις Γ  τρίγωνον ΑΓΕ , εις το όποίον είναι γνωςή ή
γ —βσυνΑ

πλευρά ΓΕ κχί ή γωνία ΓΛΕ=*=Λ, δ ίδ ε ι  ΓΔ“ ΓΕσφ A

C—>γ «υν A
παρομοίως λοιπον ΒΑ ° = ----

ίμ  A

ημ A

αόται είναι αί τιμαι των

δύο ζητούμενων πλευρών τοϋ τετράπλευρου.
—α —ο

Εντεϊδεν προκύπτει ή διαγώνιος ΑΛ = =  ( Α Γ -f -Ar)  =

(f.H fc*SA.T) _ · λλ· ε.ι ,ι
'  ήμ A '  ή μ Λ
τρίγωνον ΒΑΓ εχομεν Β Γ »= — »βγ συν λ)· Η διαγώνιος
λοιπόν ΛΛ ήτις ένόνει τα; δύο πλαγιας γωνίας λο'γον εχει πρό; 
την δίαγώνιον ΒΓ νίτtς ένο'νει τάς δύ» ορθά; ον η μονά; προ; 
ήμ Α·

Σχόλιου.  Η διαγώνιος ΑΛ είναι εις τον αύτεν καιρόν ή διά­
μετρος τοϋ ίγγεγραμμενου κύκλου εις τον τετράπλευρον ΑΒΔΓ.

Εις τον κύκλον τούτον ή γωνία Α Β Γ — ΛΑΓ* ε’άν λοιπόν εττΐ 
τής ΛΒ κατεβατύνί ή κάθετος ΓΖ, τά τρίγωνα ΒΖΓ, ΛΑΓ θέλουν 
είναι όμοια καί διά τούτο ΛΛ : ΒΓ : : ΑΓ ·7>Γ ' '· ι  · ήμ Λ* εξαγό­
μενον σύμφωνον με το προλαβόν.

Π Ρ Ο ίί Λ Η Μ Λ Δ'.
Ae6 itffir'>v των τριών κόψεων ενός παραλληλεπιπε 'δου 

μ ε τ ά  των γ ω ν ι ο ν  τάς ό π ο ι α ς  κάμνουν μ ε τ α ξ υ τ ω ν »  νο 
ε&ρεΟίί ή ς·εοεο'της τού πα ραλληλεπί πεδου *

Εςτωσαν (σχ· 2 7 8 ) αί κόψεις Σλ “ ζ> ΣΒ"»η> ΣΓ =  0, καί ο· 
περιεχόμενο» γωνίαι ΑΣΒ“ *γ» Λ Σ Γ ^ β , ΒΣΓ=*α. Από τήν ςΊγμόν 
Γ  άς κατείίασΟή η ΓΟ κάθετος επί τού Ιπιπε'δου ΑΣΒ, καί ά; 
ίπιζευχθή η ΣΟ' τό ορθογώνιον τρίγωνον ΓΣΟ δίδει ΙΌ =  ΓΣόμ 
ΓΣΟ =  0 ήμ ΓΣΟ. Επειδή. δέ ή επιφάνεια τού παραλληλογράμμου 
ΑΣΚΙ! Γη ήμ γ , ίτεται οτι εάν καλεσωμεν Σ την ςερεοτητα τού 
παραλληλεπιδίδου Σ Τ , 0ελομεν εχει Σ “βζηβ ν.μ γ ήμ ΓΣΟ, Με'νει 
νά εΰρεΟ/ι τό ήμ ΓΣΟ.

Προς τούτο» έκ τής ςεγμής Σ άς εκ κέντρου με ακτίνα ”  ι 
ά; γραφύή σφαιρική επιφάνεια νίπς συναπαντά εις Α; Κ; Ζ, ΐί

1 ο
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τάς εΰ9κας ΣΑ> ΣΒ> ΣΓ, ΣΟ εαν ανα ^υο ενωΰύσιν αι ^ιγμα! 
A, Ε, Ζ <Μ το'ξων μεγίς-ων κύκλων, βίλει σχκματισ3κ τό σφαι­
ρικόν τρίγωνον ΔΕΖ,  εις το όποιον τό τόξον ΖΗ είναι κάθετον 
ir.\ ΕΔ, Ιπεί^κ τό επίπεδον Γ Σ θ  είναι κάθετον έπΐ τοΰ ΑΣΙ5- 
Τώρα ΤΟ τρίγωνον ΔΕΖ, εις τό όποιον «χομεν τάς τρεις πλευράς

συν β —  συν α συν γ
α, σ.σει συν Ε = * -------------------------- - >ΛΕ *= γ> ΔΖ *=> β, ΕΖ

καί κμ. Ε —
συν3 α- ■ αυν2* ΛΗνΑ, κμ α κμ γ

συν2 γ+?.συν α συν γ συν γ)

κμ α κμ γ
Ακολούθως τό ορθογώνιον τρίγωνον F.ZH δ ί δ ι ι  κμ ΗΖ η κμ ΓΣΟ 
>=■ κμ. Ε κμ F.Z =  κμ α κμ Ε' λοιπόν Σ — ζκΟ κμ α κμ γ κμ Ε κ 

Σ — ζκθ ( ι — συν2 α— συν2 β— συν2 γ+;>.συν α συν β συν γ ),
Εις τΥ,ν £κφρασιν ταύτκν κ υπέροχος ποσότκς είναι τό γινό­

μενον των $ύο παραγόντων κμ. α κμ γ +  συνβ— συνασυν γ καί κμ α 
κμ γ — συν β 4" συν α *υν γ ' ό πρώτος =  συ» β —  συν ( α+ f  ) = »

·. α+β+ϊ . α + Τ~β , , ,. , ,*κμ — —  κμ —---------- 7 ο οευτερος =  συν (,α— γ /— συν β
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Λοιπόν κ ζκτουμενκ ^ερεοτης Σ =»

- ) ·
α + β + γ  , α +σ —γ , ά + γ ~  β , β + γ —  
--------- ό»μ - ■*-κμ

Ε'.
Ε χ ο ν τ ε ς τάς α υ τ ά  ^οΟε'ντα με τά τοΰ προλαβο'ντος 

προβλήματος ,  νά εΰρωμεν τ κ ν εκφρασιν τ κ ς διαγώνιου 
ί τ ι ς  ένόνει  «ίύο άπε ' ναντ ι  κορυφάς»

Ες-ο) (σχ% 3 7 8 ) κ διαγώνιος τκς βάσεως ΣΠ=ω καί Α ζκ~ 
του με'νκ διαγώνιος ΣΤ333·!/' τό τοιγωνον ΑΣΠ εις τό όποιον συν 
Σ Α Π = — συν γ , ίί^ει <ο2  =  ζ'^+κ Ή'^ζκ συν γ ' παρομοίως τό 
τρίγωνον ΤΣΠ εις τό όποιον αυν ΤΠ Σ 3 3 1— συνΓΣΠ, ίί^ει 
ω2+ α 6ω συν ΓΣΠ. Πρόκειται τώρα νά εύρωμεν τό συνκμίτονον 
τκς γωνίας 1 ’ΣΠ κ τού τόξου ΖΘ· τώρα *ίς τό σφαιρικόν τρί­
γωνον ΕΖΘ εχομεν, συν ΖΘ =  συν ΕΖ συν ΕΘ+ήμ ΕΖ κμ Εθ συν Κ'

συνβ—σΟνασυνγ
άντειοάγοντες τάς τιμάς ΕΖ — α, καί συν Ε =“  ------------■--------*

ήμ. Λ «μ. γ
. κμ· Γ.Θ, .

ιΰρίσκομιν συν ΖΘ == συν α συν Ε Θ + ------- (συν β —  συν α συν γ ]=
κμ γ

κμ ΕΘ συν β κμ. (γ— Εθ) συνα κμΕΘσυνβ+άμΔΘσυνα t
+ Λοιπόν

κμ γ κμ γ κμ- Ύ
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2ΙΪ y β ̂ ίϊ

Αλλ εις το τρίγώνον ΒΣΠ ζ^ομεν ΒΙΙ *= ^ ------*al « 2  ■ »
Ϋ)α ΣΒΠ

ε'πεί'ίή <5“* ΒΙΙ =  ΣΑ =  ζ , ΣΙΙ =·=&>, *μ ΣΒΠ =»
ΣΠ y.u. ΒΠΣ

«μ ς Β ιι

τ.μ. γ, ν.μ ΒΣΠ =  ήμ ΚΘ , καί ΒΣ =/), ίμ  ΒΠΣ »  ίμ  ΛΘ* <^ά τοΰτο 
ω ίμ  ΕΘ ( ων,μ ΛΘ
— "  =  £ * « ί ---- ,------ :=a η· Λοιπόν 2 θω συν ΓΣΠ — 2 ζ0 συ» £

Χμ γ χμ γ
+  αν,Ο συν α. Λοιπόν τέλος τ ί  τετράγοινον τίί; ζχτουμε'νχς διαγώνιου; 
ψ2 =Ιίζ2+Α 2+θ2+2ζχ συν^-f 2 ζ0 συν p*f 2X0 συν α-

Πόρισμα.  Η ς ι ? ε χ  γωνία Α σχηματίζεται άπό τά; κόψεις 
ζ, Υ1, 0, αίτινε; κάμνουν αναμεταξύ των άνά <ίυο τά; γωνίας 2 θθ°  
— γ> αοο° - —β» α* επομε'νως ά?*εέ νά άλλάξωμ.εν τά σνίμεΐα του

--* --2
συν γ και συν β εις ντ,ν έκφραση του ΣΕ <̂ ιά νά εχωμεν τχν του AM." 
πρχττοντε; το αΰτό £ιά τά; άλλα; £ύο διαγώνιου; ιΰρίσκομεν 
τά; άκολούβευ; τιμά; των τετραγώνων των.

—α
ΣΤ =  ζ2 +<·.2 + 02 + 2 ζ»ί συν γ+αζΟ συν β - f 2x0 συν α 
--2
ΔΜ =  ζ2 +Λ2 + ύ 2 — 2 ζϊ) συν γ — 2 ζ0 συν β -{*2Y}0 συν α 

-----2

ΒΝ =  ζ2 +/ί2 +0 2 — 2 ζγ> συν γ Ήζ Ο βυν β —-2 x0 σ&ν α 
-----2

ΓΠ =  ζ2+/,2 +02 -4·αζϊ) συν γ — 2 ζ0 συν β — 2*0 συν α

--2 --2 —3 --2
Εντεύθεν (ίιά τ ί ;  ντροσΟεσεως συνάγομεν ΣΤΗ"ΑΜ“Ι*ΒΝ+ΓΠ·=» 

4''2 't‘ 4v2 'f'/|02 . Ε ί ;  κάθε λοιπόν παραλληλεπί πεδον» το 
άθροισμα των τ ε τ ρ α γ ώ ν ων  των τεσσάρων δ ι α γ ώ ν ι ω ν  
ί σο ΰ τ α ι  με τό άθρο ι σμα των τετραγώνων  των δώδεκα 
κόψεων- Τό άξιοσχμείωτον τοΰτο Οεώρν)μ.α είναι άνάλογον μ» 
εκείνο τό όποιον εχει χώραν εί; τό παραλληλόγραμμον ( ι4> 3» 
πορ.), καί χμ.πορει νά συνα/Οό) από τοΰτο τό τελευταϊον- Αιο'η 
τά παραλληλόγραμμα. ΣΓΓΠ» ΛΒΜΝ, δίδουν

■--a ---α ““2 *—2
ΣΤ +  ΓΠ =  2ΣΓ+2ΣΠ

---- 2 -----2 -----2 -----2
AM +  Β2ί == αΒΜ +  αΑΒ



ι 4 *
Π?οσ8ε:οντ«ς :ας <ϊύο ταύτας εξισώσεις καί παραττ,ρούντες 

—·ι —* —Ϊ —χ —χ —a
«τι ΣΓ =*= CM κ*ί ΣΙΙ 4" Α Β «  αΣΑ 4^αΣΒ, £»ρίσχ·μ.εν ΣΤ 4-ΑΜ 4' 
--a ~2 --2 —2 —2
Ϊ5Ν 4* ΓΠ ·■* 4 ΣΛ -f \ ΣΒ 4* 4 ΣΓ.

II Ρ Ο Β Λ II Μ Λ C'.
ΛοΟεισών τών τριών κοψιών μ ι α ς  τ ρ ι γ ω ν ι κ έ ς  πυρα-  

u ί 3  ο ς α ί ό π ο ΐ α ι συνέρχ οντα ι  εις τήν αύττ,ν κορυφήν» 
καί  τών τριών γωνιών  τάς οποίας αί κόψεις α ΰ τ α ι  κά-  
μ,νουν μεταξύ  των, νά εΰρεΟν; ή ς-ερεοτνις τής πυραμιδος.

Εςω ( σχ· 27*0 ΣΑ15Γ ή προτεΟεΐσα τριγωνική πυραμίς, εις 
τήν οποίαν είναι γνωςά αί κόψεις ΣΛ — ζ, ΣΙ» — ·/). ΣΓ — Ο καί 
αί περιεχόμεναι γωνϊαι ΑΣΒ — γ, Λ Σ Γ ·*= β, ΒΣΓ α. Εάν έπί 
τών κόψεων ΣΛ, ΣΓ>, Σ Γ ,  τών όποιων τό μέγεθος καί Οε'σις 
είναι ιίε^ομενα, γραφΟή το παραλλν,λεπί πε ον ΣΤ, ή πυραμίς ήτις 
είναι τό τριτημόριον τού τριγωνικού πρίσματος ΒΣΑΝΜΓ Οε'λει 
είναι τό εκτον τού παραλληλεπίπεδου Σ'Γ· Εάν λοιπόν καλεσωμεν 
II τήν ςερεοτϊΐτα τής πυραμδος, κατά τό Λ προ'βλ. ΟεΟκμεν εχει,

Π — —  ζϊ,οΑ ^(ι— συν2 α— συν^β— συν2 γ*Ε- ασυνασυνβσυνγ) vj

■ +·ο4-γ , *4"3 γ  , α4"γ— β # γ4*β—α
Π— υζ^οΑ^ήα

2 2 2

Π Ρ Ο R Λ Η Μ Λ Ζ'.
)·

ΔοΟεισών τών εξ πλεύ ρ ώ ν ή κο'ψ ε ω ν μ ι α ς  τρι γωνι κής  
π υρ α μ ι δ ο ς ,  νά εύρεΟή ή ς* ε ρ s ο' r τη ς τ η  ς.

Εάν ( σχ· 2 7 S ) φυλάςωμεν τάς ονομασίας τού ανωτέρω προ­
βλήματος , και περιπλε'ον κάμωμεν ΒΓ =  ζ̂ " ΓΛ ^ -ν/, Β Δ2·  0̂ >

2 ζθ
συν α,

ζ2 4ν.2 — (Γ2
ύελομεν εχει συν γ — — —— —  > συν

2ζϊ!
Υι2+&2 _ ζ'2 β

— άντ’εισάγον:ες ταύτας τάς τιμάς εί$ τον2V.0
ευρεΟεντα τύπον, καί κάμνοντες ^ιά τό σύντομον •λ'Μ'Ο2- —ζ 2 = 3  

'/ο ζ2 4*02 —η 2 =>Η, ζ^-j-r,2 — 6/·2= Θ , εύρίσκομεν σ^ά τήν ζ'Λτςυ* 
μίντ,ν ςερεο'ττ,τα

11= -  1/ (4ζ2Λ 2—ζ2Ζ2 — 02θΗ ζΗΘ).
Τ2

*>ταν πρόκειται νά ε’φαρμόσωμεν τούς τύπου; τουτους,πα· 
ρατ«ρτ.·τε'ον on οί μέν χαρακτήρες ζ", ν)*, 0* σημειόνοον τάς πλευρά; 
μιας καί τής αυτής έ'ίρας ή βάσεως, οί <ίέ ζ, κ, δ τας τρ.'ίς



jk XXa ; κόψεις αί όποια: τελιιόνουν είς την κορυφήν, χαί^ειναι οΰτω 
διατεταγμένα·. ώςε ζ είναι απέναντι ζνίς ζ', η τής η* και θ τής θ\ 

Σ χ ό λ ι ο  ν· 1ίς·ω Α τό άθροισμα τών τεσσάρων τριγώνων των 
συνις·<άντων τήν επιφάνειαν της πυραμίδος , καί ρ τι άκτίς τ ι ;  
εγγεγρ^^.ενχς σφαίρας. Ηπειδή η πυραμίς ήμπορεΐ νά θεωρηθή ως 
σύνθετος άπό τε'σσχρας άλλα; πυραμίδας τών όποιων βάσεις μεν 
είναι αί διάφοροι έδρχι ιης , κοινή δε κορυφή το κίντρον τής 
έγγεγρα(Αμε'ν»ς σφαίρας , καί ή ς-ιρεότη; έκάς-ης ΐσοϋται με τό 
γινόμενόν του τριτημορίου τοϋ ύψους της επί τής βασεώς της* 
επεται ότι εάν καλε'σωμεν τήν ς-ερεότητα τή; όλης πυραμίδος Π, 
ίελομεν έίχει Π ^ ^ Α Χ ΐ ρ *  ήμποροϋμεν λοιπον άκόμη νά ιΐπωμεν 
ότι ή ς·ερεό:ης μιας τριγωνικής πυραμίδος ίσιϋται με τό γινό- 
μενον τής επιφάνειας της επί του τριτημορίου τής άκτΐνος τής 
εγγεγραμμένης εις αΰτίν σφαίρας. Από τήν άνωτε'ρω έξίσωσιν

αυνάγομεν τον άκτϊνα της εγγεγραμμένης σφαίρας ρ

ΓΙ Ρ Ο Β A II Μ Α Η*.
Η!·,
Α

Εχ ο ντ ε ς  τα αυ τ ά  δ&Οέντα του ς* π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς ,  νά 
ευρωμεν την άκ τ ϊ ν α  τ ής  περ ί  τήν π υ ρ α μ ί δ α  π ε ρ ί γ ε -  
γραμμε ' νης  σφαίρας.

Από τό κε'ντρον Μ του περί τό τρίγωνον ΣΑΒ (τ>χ. 2 7 9 ) 
περιγεγραμμένου κύκλου , άς' όψώσωμεν επί τοϋ επίπεδου ΣΑΒ 
τήν κάθετον ΜΟ’ παρομοίως άπό τό κε'ντρον Ν του περί τρί­
γωνον ΣΑΓ περιγεγραμμένου κύκλιο , άς υψώσωμεν επί τοΰ επί­
πεδου ΣΑΓ τήν κάθετον Ν θ ’ λ,^ω tov οτι αί δύο αύται κάθετοι 
κεϊνται είς τό αΰτό επίπεδον, αον οτι συναπαντώνται εις μίαν ςιγμήν 
,Ο’ διότι ιον εάν άπό τά δύο κέντρα Μ καί Ν άξωμεν δύο καΟε'τους 
επί τήν ΣΛ, αι δύο ’ αυται κάθετοι θέλουν συναπαντηθή εις μίαν 
ς-ιγ'μτ,ν Λ της ΣΑ’ εκ τοϋ όποιου επεταε οτι τό ε'πίπεδον MAN 
είναι κάθετον έπί την ιδίαν ΣΑ’ καί επειδή ή ΣΑ είναι κοινή 
τομή των δύο ε’ πιπε'δων ΔΣΒ, ΑΣΓ , διά τούτο τό επίπεδον 
ΜΔΝ είναι κάθετον καί επί τοϋ ΔΣΒ καί έπί τοϋ ΑΣΓ’ λοιπόν 
ή ΜΟ ύς κάθετος υψωμε'νη άπό μίαν ς-ιγμήν Μ τ ι ;  κοινής τομής 
τοΰ επιπέδου ΑΣΒ μέ τό MAN έπί τοϋ επιπέδου ΑΣΒ, εύρίσκετα» 
εντός τοϋ επιπέδου ΙΜΔΝ (Γ εω μ .)” διά τόν αυτόν · λνόγον ή κά­
θετος NO εύρίσκεται εντός τοϋ επιπέδου ΜΔΝ* λοιπόν αί δύο 
κάθετοι MQ, NO εύρίσκονται εις τό αυτό επίπεδον ΜΔΝ* *ον 
εάν τιάρα αί δύο αύται κάθετοι δεν συναπαντώντας άναγκαίως 
πρέπει νά ήνχι παράλληλοι’ άλλά το'τε ή ΜΔ κάθετος, εις την 
ΒΙΟ πρέπει νά ήναι κάθετος καί είς τήν NO’ πλήν καί ή ΔΝ 
■ -!νκι ϊ ~.σης κάθετος εις την NO’ λοιπόν ήύελεν ακολουθήσει οτι 
./ τής αυτής ςιγμή; Δ νά αναχωρούν δύο κάθετοι επί τής αυτή;



yι5ο
εύ6εία;* καί επειδή τοϋτο είναι αδύνατον* λοιπόν αί δύο κάθετοι 
Μ Ο, NO συναπαντώνται εις μίαν ς-ιγμην Ο- Τούτου τεθίντος ή 
ς-ιγμη Ο ώ< άνηκουσα εις τήν κάθετον ΜΟ ισάκις άπε/ει από
τάς τρεις ςιγμάς Σ, A, Β' ως άνηκουσα δΐ εις tr.v κάβετον NO
ισάκις άπί/ει άπό τάς τρεις ςιγμάς Σ, A , 1 "  ώς-ε ή ς-ιγμή Ο
ισάκις άπε'χει άπό τάς τίσσαρας Σ» A, Β, Γ* εάν λοιπόν εκ της
ς-ιγμής Ο ό)ς εκ κέντρου με ακτίνα τήν ΣΟ γράψω μεν σφαίραν, 
αύτη Οε'λει διελύνϊ καί διά των ά/.λων τριών κορυφών της πυ­
ραμίδες, επομένως βε'λει είναι ή περί την πυραμίδα περιγεγραμ- 
μ,ε'νη σφαίρα·. Πρόκειται λοιπόν νά ευρωμεν τήν ακτίνα ΣΟ 
,τρ.ύτης της σφαίρας.

Τώρα παρατηροΰμεν οτι η θεσις της ς-ιγμης Μ προσδιορίζεται 
εις το επίπεδον Σ ^ Β , διά του τετράπλευρου ΣΑΜΘ τοϋ όποιου 
αί δύο γωνίαι Δ καί Θ ιΐναι όρΟαί , καί είς τό όποιον εχομεν 
Σ Δ = Ι ζ ,  Σθ *= ν η, καί ΛΣΒ =  γ· Λοιπόν κατά τό γ* πρόβλημα

εχομεν, ΛΙΔ =
1 γ ̂ ζ συν γ #

ημ 7
παρομοίως ΔΝ

ν C— \ ζ συν γ # 

ημ β

Ας καλε'σωμεν Δ την γωνίαν ΜΛΝ τήν μετρούσαν τήν κλίσιν 
τών δύο επίπεδων ΣΑΒ, ΣΑΓ" εις τό σφαιρικόν τρίγωνεν τοϋ 
οποίου α, β, γ είναι αί πλευραί , Λ είναι ή άπε'ναντι εις τήν

πλευράν α γωνία, καί ούτως ίχομεν συν Δ; 

γωνία Λ ήμπορεϊ νά υποτεΟίί γνως-η.

συνα—συνβαυνγ 

ημ β ή μ γ
ωςε η

Τούτου τεΟε'ντος, είς τό τετράπλευρον ΟΜΔΝ τοϋ οποίου α· 
δύο γωνίαι Μ και Ν είναι όρΟαί, καί είς 0τό όποιον είναι γνως-ά 
αί δύο πλευραί ΜΑ, ΔΝ καί η περιε^ομε'νη γωνία ΜΔΝ — Δ,

— ι
i /ομεν, κατά τό γ* πρόβλημα, τό τετράγωνον της διαγώνιου ΟΑ =» 
— a — a

ΔΛ1+ΔΝ— οΔΜΧΔΝσυν Δ #
-------------— ------------ * Από δέ τό τρίγωνον ΟΣΔ ορθογώνιον

ήμ Δ
---2 --- 2 --- 2

είς Δ ε/_θμεν ΣΟ =  ΟΔ 4" ΣΔ* αντη είναι η τιμή τοϋ τετρα­
γώνου τη; άκτϊνος της περιγεγραμμε'νης σφαίρας.

Ιίάν, διά νά ευρωμεν την εκφρασιν της άκτϊνος ΣΟ διά τών 
δοΟίντων τοϋ ς  προβλήματος, άντεισάςωμεν είς την εκφρασιν 

----- 2

τ:ϋ ΟΔ τάς τιμάς τών ΔΜ, ΑΝ καί άκς?>:ύ9ω; τάς 
κχί ημ Δ, Οελομ.εν εύρη δι’ εξαγόμενον :

των συν



1 £>1
| ζ^ Λ μ ^ -Κ ^ κ μ ^ + Ο *  Λ μ* γ—”?.ζη(συνγ—συνοσυνα) 1 

2 0  i "“ a£® (συνβ συν α συν γ )—2ηθ (συνα—συνγσυνβ) \

( r—συν·  ̂ α— συν"*β— ouv^-j-fiauv α συν 6 συν γ  |

Σ II Μ Ε I Ω Σ I Σ ς ' .

Π ερί του σψ.οτι,νωτέρου διας-η^ατος $ύο ευθειών μ γ ;  

εν τ «  αΰτώ  έττιπε^ω κει«,ε'νων.• * · ι

Εσο>σαν 'ft>9 ίείομίνα ι εΰθεΐαι at AR. ΓΛ μη i v  τό αύτώ i i rt- 
πι<^ω κείμεναι» τών όποιων πρόκειται νά εΰρωμεν το σιρ.οτινώ- 
τερον ^ιάςημα· σ/· α8 ο·

Λιά τη; ΛΓ> ά: περάσωμεν .ίύο επίπεδα κάθετα μεταξύ των 
τα όποια συναπαντούν την ΓΛ το μέν κατά το Γ, το κατά 
το Λ" άπδ τάς ς-ιγμά; Γ  καί Δ ά; κατε3άσωμιν τάς ΙΆ , ΔΒ 
καθε'του; επί την ΑΓ»’ εις τδ επίπεδον ΛΒΛ ά; άξωμεν την μεν 
ΛΕ παράλληλον τη; ΑΒ» την ίέ  ΑΕ κάθετον *ίς την ΐίίαν* φα­
νερόν οτι άπδ την κητασκευην ταύτην σχηματίζεται τό ορθογώνιον 
ΛΔΒΕ" εις τδ επίπεδον ΓΛΕ ά; επιζεύξωμεν τήν ΓΕ καί επ* 
αυτής άς άξωμεν. την ΛΙ κάθετον* τέλος εις τδ ε’πίπεά’ον ΓΛΒ * ί 
άξωμεν την ΙΚ παράλληλον τν5ς ΔΕ καί άς την προεκβάλλωμεν 
εως ου νά συναπαντήση την ΓΔ είς Κ , άς λάβωμεν ΑΛ =  ΙΚ / 
καί άς επιζεύξωμεν ττ,ν Κ Λ* λε'γω ιον οτι ιό εύΟεΐχ Κ/A είναι 
ένταΰτω κάθετος εις τάς <ίύο ευθείας ΛΒ, ΓΔ’ 2ον οτι κ ί<$\'α 
αυτή ευθεία Κ'Λ είναι σιμοτινωτερα άπδ κάβε άλλην ένονουσαν 
^ύο ς·ιγμάς τών -γραμ.μών ΑΒ, ΓΛ, καί ακολούθως ά Κ Λ η έ ίση 
με αΰτην Αΐ είναι τδ ζητούμενον σιμοτινώτερον <̂ ·.άςΎ,μα·
'  · Ο

Τώ ον τι ι ον ε'πειίη έκ της κατασκευές αί τρεΐς εύβεϊαι ΑΒ, 
ΑΓ, ΑΕ είναι κάθετοι μεταξύ των , μία τούτων- είναι κάθετος εις 
τό επίπεδον τών ίύο άλλων’ λοιπδν ΑΒ είναι κάθετος εις τδ ε’πί- 
πε^ον Α Γ Ε , καί ί ιά  τούτο κάθετος καί εις ττ,ν ΑΓ περιπλε'ον 
ί , Κ 'ί παράλληλος ουσα της ΔΕ παραλλη'λου της ΑΒ, είναι πα­
ράλληλος της ΐάίας ΑΒ’ ίπει^η εληφθη ηΑ Λ  — ΐΚ καί η ΑΛ 
είναι κάθετος εις την Α Γ  ε.τεται οτι τδ σχήμα ΔΙΚ.Λ είναι ορ­
θογώνιον παραλληλόγραμμόν, λοιπδν η γωνία ΑΙΚ. είναι ορθή* ορθή 
ί ’έ είναι καί η ΑΙΓ’ λοιπόν η ΑΙ είναι κάθετος ενταύτώ εις τάς 
£ύο ευθείας ΓΙ καί ΙΚ/’ λοιπόν είναι κάθετος καί εις τδ ε'πίπε^ον των 
ΓΙΚ/ η ΓΔΕ' λοιπόν καί η παράλληλος αύτης Κ Λ  είναι κάθετος 
εις τδ αύτδ επίπεδον ΓΔΕ καί <̂ ιά τούτο κάθετος εις την ΓΔ, 
είναι £e η Κ/Λ κάθετος καί εις την ΑΒ* λοιπδν ιον η ευθεία 
Κ'Λ είναι ενταύτώ κάθετος εις τάς <frio ευθείας ΑΒ, ΓΔ.



s 5 a
αον Ες-ω Μ ·ποια<5ν!τ?θτε ς-.γιτή τνίς ευθείας ΓΛ- εάν άπό τνι\ 

^ιγμνίν Μ άξωμβν τάν ΜΝ παράλλχλον τνί; ΑΡ, 7) τι?; ΑΒ, τό 
μεταξύ τίί; ςιγμ ίς Μ **t *"«C ΑΒ ευθείας ^ιάςτ,μα θέλει ίσοΰται 
μέ ΑΝ, £ιο'π νί γωνία BAN είναι ορΟνί- Τώρα ΑΝ)· ΛΓ λοπτον 
Αί είναι τό σεμοτινώτερον ί-.άςτ.μα των επομένων γραμμών ΑΒ,ΓΑ.

Γς-ωσαν αί κάθετοι ΓΛ =  α, καί ΛΒ =  ΛΕ =  fT τό ορθογώνιον 
τρίγωνον ΓΑΚ <$ν̂ ει ΓΕ =  α2 Ι’β2 ) ’ επεκίνί ίέ  τό έμ£αίόν 
του ίι̂ ίου τριγώνου τόσον εκφράζεται <5“ιά s AI'XaF. , όσον καί
: , _ ' ΛΓΧίό\. ο.?>
^ια -1 Ι Έ Χ α Ι, 8 ια τοϋτο ΑΙ = * ---------- => — ’ Αυτχ

ΓΕ X  (α2 Κ 2 )
είναι ιό εκφρασις του σιμοτινωτέρου ^ιαςτίμα-τος τών ^ε^ομένων 
γραμμών»

Εάν εις τόν αυτόν καιρόν κάμωμεν τδ 8ιχςγ,μ% ΛΓ» =  γ, καί 
καλέσωμεν Α τχν περιε/ομένχν γωνίαν μεταξύ τών 8όο ίε^ο&έων 
γραμμών τοϋτ ε'ς-ι τν,ν γωνίαν ΓδΕ τχν περιε/ομ.ένχν μεταξύ τ ίς  
γραμμνίς ΓΛ καί τό·; ΛΕ παραλλάλευ τνί; ΑΒ, το τρίγωνον ΓΑΕ 
ορθογώνιον εις Ε, ε’ξ άφορμχς ότι ά ΑΡ. είναι παρα'λλχΧος τνί; ΑΒ,

ΑΡ
αυτή 8 i κάθετος εις τδ επίπεδον ΓΑΕ, 8 ί8 ΐι συν ΓΑΚ * ----—’

ΓΔ
Ύ  ̂ ^

η *υν Λ =  /Χ(α2-|ΐ'2+γ2 ) ^ιοτι ΓΔ β  ΓΕ + ΕΔ =  χ2 -Κ2 +γ2 .
Κ ( α 2+β2 ) γ

Εντεύθεν συνάγεται χμΑ= fJT~o~i—ΤΊ— xa‘ ®?A^
Κ ΐ ^ + β - '+ γ 2) X ( a 2 +  fs2)

Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Ε Σ  Ζ\

Περί τών συμμετρικών πολυέδρων.

Ορίζοντες τά συμμετρικά πολύεδρα ( βιβλ· ς *  ορ. ιί>) ί'ιά τδ 
άπλούς·ε?ον υποθέσαμεν, ότι τδ έπίπειϊ'ον είς τδ όποιον τά πολύεδρα, 
ταυτα άναφέρονται είναι τδ επίπείον μιας ε^ραςί χμπορούσαμεν 
όμως νά ΰποθέσωμεν ότι είναι όποιόνίτίποτε, και το'τε ό έρισμδς 
τ-θελε καταςταΟί) γενικώτερος, χωρίς νά άλλάξωμεν τδ παραμικρόν 
είς ττ,ν άπο'ίειξιν τνί; Β* προτάσεως 8 ι α  τχς οποίας ε’ς-ερεώσαμεν 
τάς αμοιβαίας τών <£ύο ς-ερεών σχέσεις» Η μπορεί άκόμιι νά 
λάβ·ρ τινάς δρβοτάττ,ν ΐίέαν τής τροποϋπαρξίας τών ό̂ο τούτων 
ς·ερεών, θεωριών τδ εν ώς τάν σχχματιζομένχν εικόνα του άλλου 
μέσα εις επίπεδον καθρέπτχν το'πον έπέχοντα του έπιπεμου t l ;  

τδ όποιον τά ύ̂ο ς ι ο ι χ .  άνχφέρεντευ.
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Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Η  Η'.

Ilect της KEf 77ροτά<7δως του Ζ' Βιβλίου.
Αίτο το 0εώρημα τούτο, τό οποίον πρώτος · Εΰλΐίρος απεδειξε·» 

*ϊ: τά υπομνήματα της Πετρουπόλεως , ε’ν ετει ι^58, εξάγονται 
πελλαί συνιπειαι τάς οποίας καλόν είναι νά άνάπτύξωμεν*

cον Ιόςω α ό αριθμός των τριγώνων , € ό των τετράπλευρων , 
Υ » τών πενταγώνων, κτλ· ιών συγκροτούντων τήν ε'πιφάνειαν 
τοΰ πολυέδρου’ φανερόν είναι ότι ό όλος αριθμός των εδρών 
ίσούται με a +· β +* γ4'<5'1* κτλ, καί i  των πλευρών των μί 3 α “Τ’* 
ύβ-Η 5γ—I—0<5"“Η κτλ· Ο τελευταίος ιυτος αριθμός είναι διπλά' 
ο'.ος του αριθμού .τύν κόψεων, <5“οοrε ή αυτή κόψις ανήκει εις δύβ 
ίδρας. Οθεν έόο.· καλε’σωρ.εν Η τόν αριθμόν τών Ιδρών καί Λ 
τον αριθμόν τών κόψεων, Οε'λομεν εχε:

II =  α-4·β +  γ “1“^Η— κτλ· 
αΑ = 3α-|-/ ,β  Η“ 5γ·ψ"6<^“Η κτλ.

Και επειδή κατά τό περί ου ό λόγος θεώρτ,μα, Σ~Ψ"Η:=:=Α. -ί­
α , ένθα Σ παρι-άνει τόν αριθμόν τών ςερεών γωνιών τοΰ πολυ­
έδρου, διά τοΰτο

2Σ — 4 Η" α.—}—αβ —l· 3 γ -f-4δ “Η *r*·’
Τώρά ε’πειδή Σ είναι ακέραιος αριθμός, ακολουθεί ore τό δεύ­

τερον με'λος διαιρούμενου διά a δίδει ακέραιον πτ,λίκον' αλλά τό 
δεύτερον τούτο με'λος μοιράζεται ε?ς δύο με'ρη* τό μέν είναι 4 “Η 
αβ-Ηαγ -f- 4δ“{- . • · » , τ ό δ ε α 4 “ γ4 "  ε-^  κτλ· τώρα τό πρώτον 
είναι διαιρέσιμου διά τοΰ a ’ άναγκαίως λοιπόν καί τό δεύτερον 
είναι τοιουτον. Οθεν ό -αριθμός τών περιττών εδρών α- {~“γ-4—ε —Η 
κτλ. είναι πάντοτε άρτιος αριθμός.

Ας κάμωμεν, διά τό σύντομον, ω *° β —ψ*αγ 4*3δ-ψ- κτλ. τότε
3

Α ■= — ϊί 4 · ι ω a
Σ 1 a ΐ  Η \ ω ·

Εις κάδε λοιπόν -πολύεδρον εχομεν πάντοτε —  Η* καί
a

* -ά* I Η , όπου πρε'πει νά παρατκρήσωμεν οτι τό σκμιιον ^  δ:ν 
αποκλείει τήν ισότητα, διο'τι ώμπορεί νά ήναι ω ^ ο ·

Ο αριθμός όλων τών ε’πίπε'δων γωνιών τού πολυέδρου είναι αΑ,
• τών se f^ v  γωνιών είναι 2, ωςε ό μί«ος αριθμός τών επίπεδων

» aA %
γωνιών αί όποίαι σχηματίζουν ίκα'ς-ήν ς-ερεάν γωνίαν* είναι ~~

Ο αριθμός ουτος δεν ήμπορεΤ νά ήναι μικρο'τιρο; από 3 , επειδή 
χρειάζονται τούλάχις·ον τρεις Ιπίπιδοι γο>νίαι διά -τόν σχτ,ματι-



i U
σμόν μια; ςι?ίΖζ γωνίας* ίβεν πρε'πει νά ίχωμχν ο Ay  3Σ' τ I 
σηαεΐ',ν y  £έν αποκλείει την ισότητα. Εάν αντί Λ καί Σ 
δισωμεν τάς τιμά: τοιν £ιά Η καί ω ε’κφραζομενας, 6«λνμ«ν ζ/ οι 

3 3
3Η + σ·)' 6 + II + - ω, η 3ΤΙ>· ι α+ω* άντεισάγον: ις ; ί ;  ταύτ/,ν

2 »
την ανισότητα άντί Η καί ω τά; τιμάς των ί ιά  a, C, γ, κτλ· 
ικφραζομίνας > σ νάγιμεν

3α+αβ+γ>· τ 2"W4*^“r3y.4* κτλ·
Η νέα αΰτν> άνισότης δεικνύει ότι α> β. γ  ίέ ν  ήμπορεΐ εί; τό/ 

αυτόν καιρόν νά ήναι μ,ηίεν, καί οΰτω «ϊ'έν υπάρχει πολύεδρον 
τοΰ όποιου όλαι αί ε<$ραι νά έχουν περισσό'τερον από πε'ντ* πλευράς.

Επειδή 1)^ /»Η“ \ ω, συνάγομεν a“f- ΐ H“f" i 4"̂ * ~ ·· ω+ i  ω,

 ̂ 3
ίη λ α ίη  i y  4~f* ω, καί —  H"l·* i  ω>· 6+ω  ̂ Α> Αλλ’ «ίί

3 a
τόν αυτόν καιρόν εχομεν ω *ζ3Π—ΐ 2* καί εντεύθεν Σ "(all—4» Χ7·'· 
Λ Ό ϊΙ —C> ένθα πρε'πει νά εΰΟυμούμεδα ότι τά  σημεία y καί "ζ. <5εν 
αποκλείουν την ισότητα. Τά όρια ταϋτα υπάρχουν ίν γε'νει ύ'ιά 
κάθε πολύεδρον·

2ον Ας υπο0ε'σο>μεν 2Λ^ 4̂ · Η υπόδεσι; «ύτη εχει χώραν εί; 
άπειράριΟμ.α πολ.ύιί'ρα, καί έξαιρε'τως. εί; εκείνα των όποιων όλαο 
αί ςερεαί γωνίαι σχηματίζονται άπό τεσσαρα η περισοο'τερα επί­
πεδα" εΐ; την περίς-ασιν ταύτην εχομε·ν &“K), η άντεισάγτντε; 
αντί II και ω τά ; τ ιμ ά ; των,

er.y 8+ γ+ 2£ +  3ε+ κτλ.
ΙΙρε'πει λοιπόν τό ς-ερεόν νά έχτ, τοϋλάχιςον οκτώ τριγωνικά; 

ό£ρας* τό όριον ΙΙ^ 84*ω £ί£(ΐ i y  καί ιι>.4·26>. Αλλ’
ενταύτώ έχομεν ω <Ίί—S' καί ε’ντεύΟεν Σ ·ζΗ—2, Λ Ό-Η—4·

3ιν Ας ΰποδεσωμε 2 y  5Σ* η ύποΌεσει; αυτή άναςερεται πρό; 
το ΐ; άλλοι; καί ε ί; εκείνα τά  πολύεδρα των όποιων ολαι αί ςε~ 
ρεαί γωνίαι είναι τούλάχις-ον πενταπλά?* εκ ταΰτης προκύπτει 
H)» 20·+3ω, η

v.y 2ο“|·2β 4-  5γ4·8<$4* κτλ.
Κκ τής όποιας βλε'πομεν ότι εί; τά τοιαϋτα πολύεδρα πρεπει 

τού)άχις·ε·ν νά υπάρχουν είκοσι τριγωνικαί f'S'pat. Ιοί; τόν αύτόν 
καιρόν ε/ομεν I ' y  ι^+αω , καί A y  3ο4*5ω* τελο; πάντων ε’κ του ότι

5
ω Κ, s (Η— ^ο)> εξάγονται τά όρια Σ Κ  —  (Η—**λ) Λ * (-—(Η— a).

3 3
Δι'ν ίυνάμεΟα νά ΰποΟ-’σωμεν ζ Α ^ Ο Σ ’ (J'ioti άπό ττ,ν άπά'- 

λο.·γΐν του II .μεταξύ των ίυο εξισώσεων Α^3 ■
2

Η+ \ ω j καί



fc> */
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ϊ H 4* \ « συνάγομεν κατά πρώτον Λ = 3Σ —-6 — ω -1* { ω*.
a

μετά ταΰτα «υρίσκομεν aA+ato-fi α = 6 Σ· Η C>«·ο'6ί <rtc λΟιπϊν ϊ Λ^ΟΣ 
δεν συμφωνεί μέ τό τχιοϋτον εξαγ-όμ.ενο** οθιν συμπεραίνομεν ότι δε'ν 
ΰπάρχη πολύεδρον του οποίου όλαι αί ς-ερεαί γωνία» νά σχηματί- 
ζωνται από εξ $ πιρισσοτε'ρας επιπέδους γωνίας" καί χώ ό-m ή 
μικρότερα τιμή την όποιαν έκάς-η γωνία, ή μία με την άλλην, ήθελεν 
Ιχ ε ι» Οά nrov π γων;α ισοπλεύρου τριγώνου* τώρα εξ τούτων των 
γωνιών κάμνιυν τε'σσαρα; όρθάς, τό όποιον είναι παρά πολΰ «Via 
μίαν ς·ερεάν γοινίαν-

ο̂ν Ας θεωρήσωμεν πολύεδρον τό όποιον «λάς το» τά; έδρας
3

έχει τριγωνικάς, το'τε ω τ=> 0, καί επομένως Αα  II, καί Σ *=»
2

α; ύπβθι'σωμεν περιπλέον οτι αι ς-ερεαΐ γωνίαι τοϋ πο­
λυέδρου είνχι με'ρος πενταπλαϊκαί μέρος ίξαπ/αΓ έχω π ό αριθμέ; των 
πεντμπλών, καί χ ό των έξαπλών' ίχομεν Σ " .τ  -Η κ και 2 Α=* 
5 π * ί- 6 κ* £5ΐ των όπο.ων 6 2 — αΛ^3·"' «>.>.’ από άλλο μέρος Α=» 
3 . .

• - - Η, και Σ = α  γ" Ί Μ* λοιπόν π = 6Σ— «Α— ia. Εντεύθεν ό.τεται 
a

ότι εάν ο'λαι α ι ί δ ρ α ι ^ ν ό ς  πολυέδρου ήναι  τμχγωνικαί  
κ α ί  αί  ς -ερεαί του  γ ων ί α ι  ήν αι μέρος π ε ν τ α π λ α ϊ  κ α ί  
μέρος ε ξ α π λ α ΐ ,  π ά ν τ ο τε  ό άρ δμσς των πενταπλών  
θέλει ί σοΰ τ α ι  με ΐ 2 . Ο αριθμός δε των έξαπλών ήμπορεΤ νά 
ηναι άπροσδιόρίζΌς’ οθεν άφίνοντες κ άπροσδιόρίςτον , εχςμεν εις 
όλα ταΰτα τά ςερεά Σ=*=ία-}—κ> Η = 2 ο-Η υκ, Λ=>·»ο*ί“  3κ.

θέ/.ομεν τελειώσει τάς έφαρμογάς ταύτας άφ’ οδ ζητησωμεν τον 
αριθμόν των αναγκαίων» συνθηκών ή δοθέντων διά την προσδιό- 
ρισιν ενός πολυέδρου’ ζήτημα ωφέλιμον μεν, πλήν δεν φαίνεται 
ο:ι έδοθη ακόμη ή λύσις του-

Λς υποθε'σωμεν έν πρώτοις ότι τό πολύεδρον είναι προσδιο­
ρισμένου ε ίδους ,  τοΰτ’ ές-ιν ότι είναι γνως·ος ό αριθμός τών 
εδρών του, ό αριθμός τών πλευρών ξεχωρις·α κάθε έ'δρας , καί ή 
διάτάξις της μιας ώ; πρός την αΛ>.η». Είναι λοιπόν γνως·οί οί 
ό t0u.ce II, Σ, Α καθώς καί α, β, γ, δ, κτλ« καί πρόκειται νά προσ- 
διοριοθνί ό αριθμός τών δοθέντων, γραμμών ή γωηών» διά τίον 
όποιων ήμποοεΐ νά κατασκευασΟ^ ή προσδιορισθνί τυ πολύεδρον.

Λς Οιωρήσωμεν μίαν τών εδρών τοϋ πολυέδρου την όποιαν λαμ- 
{ϊάνομεν ώς 6άηντου* Κ<ω ν ό άοιθμ.ος τών πλευρών της* χρειά­
ζονται 2 ν—3 δοθε'ντα διά τήν προσδιόρισιν ταύτης τη; έδρας ι? 
βάσεως. Ιίάν καλέσωμ.εν Σ τον άρ·.θμ.όν τών ς·*?2ών γωνιών, φα­
νερόν ό:» Σ— ν παριςάνε. τόν αριθμόν τών έκτο; της βάσεως ςερεών



■ νωνιών’ καί επειδά ίκάςϊ) ς·ίρ*ά γ*»ν:α απαιτεί τρία δοθίντχ διά 
TvjV προσδιορισίν τνις* όπβται ότι διά ττ(ν προσδιόρισιν της βίσεως 
τών κορυφών απαιτούνται 3 Σ — 3ν δοθεντα* ώςε προσβότοντες εις 
αυτά τά διά ττ,ν προοδιο'ρισιν τίς  βάσεως άπαιτουμενα καί τά 
i~ u x  είναι 2 ν —  3, εχομεν διά τον όλον αριθμόν τών δβδε'ντων 
3Σ— ν— 3· Πλτ,ν πρέπει νά πχραττ,ρχσωμεν ότι εν γε'νει δεν απαι­
τούνται τόσα δοΟε'ντα όσας μονάδος έχει ό αριθμό; cure;, διά την 
προσδιόρισιν τού πολυέδρου, διότι πρεπει νά άφχιρεσωμεν από 
αυτόν, τον αριθμόν τών αναγκαίων ουνΟ/,κών διά νά τςναι εις τό 
αϋτο επίπεδον αΐ κορυιραί at άννίκουσαι εις ττ,ν ίδιαν έδραν" διά. 
νά εΰρωμεν δέ πόσο; είναι ό αριθμό; τών τοιοότων ουνθϊίκ >  * 
<2; παρατηον.βωμ.εν ότι τρία σν,μεΐα άρκούν διά τν,ν προσδιόρισιν 
ενός επίπεδου , δηλονότι τρία οτομεϊα πάντοτε Υ,μ.ποροϋν νά ευ-  
οεθοϋν εΐ: τό αϋτο επίπεδον’ λοιπόν άυ’ ου προσδιορισΟνί r, Oiot; 
μ·.ά; έδρα; δι* εκείνκς τών τριών κορνφο»·/ αί όποιαι εις αύττ.ν 
άνπκ υ/» διά νά r.-p ir/ ri καί όλα; τά; άλλα; κορυυά; at όποιαι 
ει; αύτν,ν άναφερονται , άπαιτοϋνται τόσαι συνδνίκαι όσαι είναι 
αί υπόλοιπα', κορυφαί* καί ε'πειδά ό αριθμό; τούτων ίσούται με 
τον αριθμόν τών πλευρών παρά 3 ' διά τούτο εάν καλε'σωμεν ν% 
ν,#, ν ^ κτ>. τού; αριθμού; τών πλευρών τών εδρών έκτο; έκείνν,ς τά.ν 
οποίαν έλάβαμεν ojς βάσιν, ό ίλος ε̂ ιΟοκος τών αναγκαίων συν- 
C/.κών διά νά εύρίυκωνται αί διάφοροι κορυφαι επί τών επίπεδων εις 
τά όποια ανήκουν, ίσούται μέ (ν '— 3)*Η ( ν^·—3) ( ν ' —3)+ * κτλ·
Α λ λ’ ο αριθμός τών όρων r /ί; cetpa; ταΰτνι; είναι Η—ι ,  καί πβ- 
ριπλέον v-i-v κτλ· — aA‘ λοιπόν τό άθροισμα τνί; σειρά; είναι
αΛ—ν·—3(J ί —' ε)- Εάν τώρα άφαιρεσωμίν τον αριθμόν τούτον άπό 
3Σ·—■/—’3? εύρίσκομεν δι υπόλοιπον 3Σ~αΛ-|-3Μ  — τό όποιον, 
έξ άφορμτ.ς ότι 2 + 1 1 =  V- i - 2 , ανάγεται εε  ̂ Α- Ο άριΟμ.ός λοιπόν 
τών αναγκαί ων  δ ο θ ι ν τ ω ν  <5“εά ττ.ν π ρ ο σ δ ι ό ρ ι σ ι ν  ενός 
πολυέδρου» μ ε τ α ξ ύ  ε κ ε ί ν ω ν  τά όποια ε ίναι  τού αύτοδ 
ε ί δ ο υ ς ,  ι σου τ α ι  μέ τον αριθμόν tojv κόψεων του.

Πρέπει ομω; νά στ(μειόσωμεν ότι διά τά δοθεντα ταύτα δεν 
πρέπει νά λάβωμεν γραμμά; η γωνία; άπό εκείνα; ο'ποϋ συνιςκΰν 
τό πολύεδρον, όπως τύ/τΓ διότι άγκαλά καί ν"0ίλαμεν έχει τόσας 
εξισώσει; όσας καί άγνωμου;, δυνατόν όμω; νά άκολουθτ,στρ ·ποϋ 
έξ αιτίας μερικών σχέσεων μ.εταξύ τών γνωςών ποσοττίτων, τό 
πρίσλπμα νά καταςαΟγ. άπροσδιόρις-ον· Κατά τό ανωτέρω Οεώοτ,μα 
φαίνεται ότι r, γνώσις υονον τών κόψεων ώρκεΓ ΐν γένει διά ττ,ν 
προσδιόρισιν τού πολυέδρου* πλτ,ν δίδονται περιςάσεις κατά τάς 
όποιας τ> γνώσι; αυτ/j ό'εν είναι άπο/_ρώσα. Εάν,  παραδείγματος 
χάριν, δο6γ( μή τριγωνικόν όποιονδ/ίποτε πρίσμα, δυνάμεθα νά 
0Xr,,°·ατίσωμεν απειράριθμα πρίσματα τά οποία να έχουν ϊσας κόψεις
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•  ι ϊ>7
>:ια ίμοίω; κεομεν*;* Διότι όταν ή βάσις εχη περισσότερα; are 
x f*ϊς πλευρά;, δυνάμεΰα φυλάττοντε; τά; πλευρά;, νά άλλάξωμεν 
τα; γωνία;» και cutω νά δώσωμεν εί; ταύτην τήν βάσιν απει­
ραρίθμου; διαφορετικά; μορφά; «ις εκάςτ.ν των όποιων ήβελεν άν- 
τις·.ιχ*ΐ t't ιδιαίτερον πρίσμα nsριέχον τά; αυτά; κόψει; όπεΰ 
καί ιό δοΟίν. Ημποροϋμεν δέ ακόμη νά άλλάξωμεν τήν θέσιν 
τ ό ί  κατά μτκο; κο'ψεω; τοϋ πρίσματο' ως προς τό επίπεδεν τη; 
βχσεως’ τέλος πάντων τά; δύο ταύια; μεταβολά; ήμ.πορεΰμεν νά 
σ-ινδυάσωρ-εν την μίαν μ* τήν άλλην, καί πάντοτε θε'Χει προκόψει 
πρίσμα έ’χον τά; αυτά; κόψει; η πλευρά; με τά; τοϋ δο* 
Οί.ντο,· Βλέπομεν λοιπόν οτι at’ κόψει; μο'ναι δεν άρκουν εί; ταότην 
Τλν πειίς·ασιν διά τήν προσδιόρισιν τοϋ φιρεοΰ·

Τά δοΟέντα τά όποια πρέπει νά λάβωμεν δ ιά  την προσδιόρισα 
ενός ς;·ροοϋ, iivat ε’κεϊνα τά  όποια δεν άφίνουν κάμμίαν άπροσ- 
«ιορισίαν, η δέν δίδουν πάρεξ μ,ιαν μόνην λυσιν· Καί εν πρώτοι; 
η βάσι; ΑΒΓΛΚ (σχ. α8<) τή; όποια; ή προσδιο'ρισι; ήμπορεϊ νά 
γε'-η κατά πολλού; τρόπου; , προσδιορίζεται προσέπ όταν ήναι 
γνως-ή ή πλευρά ·ΛΒ μετά των προσκειμε'νων γωνιών ΒαΓ, ΑΒΓ, 
διά τήν ^ιγμήν Γ’ μετά δε τών γωνιών ΒΑΔ, ΑΒΑ διά τήν 
ςιγμήν Δ καί οΰτω; ίφεξή;· Ακολουθώ; ες·ω Μ «Γίγμή τή ; όποια; 
πρέπη νά προοδιορίσωμεν τήν δισιν έκτο; τοϋ επιπέδου τή ; βά- 
σεω;* φανερόν ότι ή ς-ιγμή αυτή δελει προσδιορισί^ εάν φαντα- 
ζόμενοι τήν . πυραμίδα ΜΔΒΓ, ή μόνον τό επίπεδον ΜΑΒ, γνω - 
ρίζωμεν τά ; γωνία ; ΜΑΒ, Α β Μ, καί τήν κλίσιν τοϋ επιπέδου 
ΜΑΒ έπί τή ; βάσεω; ΑΓ>Γ. Εάν δ ιά μέσου άλλων τριών παρο“ 
μοίων δοΟε'ντων» προσδιορίσωμεν τήν Οεσιν έκάςη; τών κορυφών 
τοϋ πολυέδρου τών έκτο; τοϋ έπιπεδου τή ; βάσεω;, φανερόν ότι 
τό πολύεδρον δε'λει προσδιορισΜί κατά πάντα καί κατά ένα μόνον 
τροπον» τοΰτ’ ε”ς·ι δεν θέλει είναι δυνατόν άλλο δεύτερον πολύεδρον 
νά !)Υ) τά  αύτα δοδέντα καί νά μ ή ' ίσοϋται μέ αυτό* ώ^ε τά  
δύο πολύεδρα τ,Οελον είναι ίσα' ήδελον δε είναι συμμετρικά εάν 
έκατασκευάζοντο κατά διάφορα μέρη ιού επιπέδου τή ; βάσεως.

Δεν χρειάζονται πάντοτε τρία δοθεντα διά τήν προσδιόρισιν 
έκάς-η; κορυφή; ίνό; πολυέδρου* διότι ε'άν ή ς-ιγμή Μ πρε'πει νή 
εόρεΟίί έπι· έν’ο; ήδη προσδιορισμένου επιπέδου τοϋ ίποίου ή κοινή 
τομή μέ τήν βάσιν είναι ή ΖΗ, αρκεί άψ ού λάβωμεν τήν ΖΗ 
κατ’ αρέσκειαν, νά γνωρίζωμεν τά ; γωνία; MHZ, ΜΖΗ* οδεν βλε'τ* 
πομεν ότι εί; ταύτην τήν περίςασιν χρειάζεται εν δοδεν όλιγώ- 
τερον· Εάν δέ ή ςιγμή Μ πρέπει νά ιύρίσκεται επάνω εΐ; δύ* 
ήδη προσδιορισμένα επίπεδα» ή ει; τήν κοινήν τομήν των ΜΚ. 
ήτι; συναπαντά τό επίπεδον ΑΒΓ ι ϊ ;  Κ', τότε γνωρϊζοντε; τήν 
πλευράν ΛΚ\ τήν γωνίαν Ah/M καί τήν κλίσιν τοϋ επιπέδου



ΛΚ Μ iirt τής βάσεως, έχομεν χρείαν από μόνην τήν γωνίαν ΜΛΚ- 
Διά αύ:«ν τών μερικών συνθηκών ό αριθμό; τών αναγκαίων δο~ 
Οε.τ^ν διά τήν κατά πάντα προσδιόρισιν ενός πολυέδρου καί 
κα-.ά ενα μόνον τρόπον, πάντοτε ήμπορεί νά άναχύή είς τον αριθμόν 
τών κ.ψεών τοο Λ·

II πλευρά ΑΒ καί αριθμός δοΟεισό,ν γωνιών ίσος μέ A— ι 
προσδιορίζει όν πολύεδρον* άλλη κατ’ αρέσκειαν π/.ευρά καί αί ανταί 
γωνίαι προσδιορίζουν άλλο ομαον πολύεδρον· Οόεν έπεται οτι έ 
άριΟμός των α ν α γ κ α ί ω ν  συνθηκών δεα τήν ομοιότητα 
δύο πολυέδρων του αύτοϋ είδους,  ίσούται  μ* τόν αριθ­
μόν των κόψεων παρά μονάδα.

Τό ζήτημα τό όποιον ελύσαρ.εν ήθελεν είναι crt άπλούς-ερον 
οάν δεν ήτον γνως-όν τό είδος τοϋ πολυε'δρου, άλλα μόνον ό αοιύμός 
τών ςερεών γωνιών του. χότε πρσσδιορίζομεν τρείς κοουφάς διά 
μέσου τριγώνου τό όποιον απαιτεί τρία διύεντα' το τρίγωνον τοΰτο 
Οεωροΰμεν ώς τήν βάσιν τοϋ ς-ερεου' μετά ταΰτα επειδή ό άοιΟωός 
τών εκτός ταυτής τής £άσεως κορυοών είναι 2 —3, καί ή προσ- 
διόρισις έκάς-ης απαιτεί τρία ,δούέντα, φανερόν ότι ό όλος αριθμός 
των αναγκαίων δοόέντων διά τήν προσδιόρισιν τοϋ πολυέδρου ίσούται 
μέ 3+3\Σ—3) η 3Σ-—6 ·

Χρειάζονται λοιπόν 3Σ —η συνόήκαι διά την μεταξύ δύο ςερεών 
τά οποία έχουν ΐσαρίΟμ,ους ςερεάς γωνίας ομοιότητα.

Σ Η Μ Ε I Σ I Σ θ '.
\ ϊ ψ  τών Κανονικών πολ^ε^ρων (βλετςό το παράρ­

τημα ά ς  το Ζ Κιβλίον)
Εις τήν Β* προ'τασιν τοϋ παραρτήματος τούτου άπεδείξαμεν 

τήν ΰπαρξιν τών πέντε κανονικών πολυέδρων, τοΰτ’ εςην, ότι είναι 
δυνατόν νά διαταχΟή αριθμός τις ίσων ε’πιπε'δων οίτω πο>ς ώς-ε 
νά προκύψτ] ςερεόν μονομορφον καθ’ ο/.ην του τήν εκτασιν· Μάς 
«φάνη ότι είς άλλα συγγράμματα υποτίθεται ή ϋταρξις τής 
τοιαύτης διατάςειος, χωρίς νά άποδεικνύεται" υποδεικνύεται μέν 
πλήν διά περιπεπλεγμένων καί δύσληπτων σχημάτων, καθώς τούτο 
παρατηρεΐται εις τόν Εΰκλείδην.

Είδομεν εις το αυτό παράστημα ( προβλ Γ* καί Λ ) διά πόσον 
άπλους·«των κατασκευών προσδιορίζεται ή κλίαις δύο προσκειμένων 
εδρών ενός κανονικού πολυέδρου, καί ή άκτίς τής τε εγγεγραμ­
μένης καί π ε ρ ιγεγραμμίνη ς σφαίρας* άλλ’ ίσιος δεν θέλει είναι 
ανωφελές νά έφαρμο'σωμίν είς τά αυτά προβλήματα τόν Τριγω­
νομετρικόν υπολογισμόν ίςις περιπλέον θέλει μάς χορηγήσει νέα; 
προτάσιι;.



ΓςωΦαν α> R, γ (σχ· σου) αί τρεις επίπιδοι γ*ωνίαι αί συγ~ 
κροτοϋσαι τήν ςερετν γωνίαν <>, καί ά; ζητήσωμεν τήν κλίσιν των 
(Ttntitov εις τά όποια «ύρίσκονται αί γωνίαι α καί β" εκ τη; ςυγοιή; 
Ο ώς <κ κέντρου γοοίοομεν το σφαιρικόν τρίγωνον ΑΒΓ* βΐ; τό 
τρίγωνον τούτο γνωρίζομεν τα; τρεις πλευράς Γ>Γ =  α , A r= »S , 
Λ Γ, =  γ' ήμ,πορούυΐν λοιμόν νά εύρωμεν τήν γωνίαν Γ την πε- 
ριεχοι/.ενην ΰπο τών -π"/ευρών α καί β διά του γνωςοϋ τόπου 

συν γ—συν α συν ο
συν Γ — — · — * Λ ; έϋαρμο'σωμεν τον τύπον τούτον

η  μ  α  ή  μ  β

*·' τά πεντε κανονικοί πολύεδρα καί Οελομεν προσδιορίσει τήν 
κλίσιν δύο προσκείμενων ·έδρών εις εκας·ον τούτων·

σχ· o/t3· Κίς τό τετροίεδρον, αί τρεΐ; επίπεδοι γωνία*, αί 
συγκροτούσα*, τήν ς-ερεάν γωνίαν Σ, tivat γωνίαι ισοπλεύρων τρι­
γώνων" εάν λοιπόν καλεσωμεν τή» ήμιπεριφέρειαν ή τό τόξον τών

. . „ ουνα—συν*®*.» Λ ' ·. W .Λ  __ I ·  V· 
2 00

Jl)9

=  π, Οελομεν εχει a—C=-j= I π* οΟεν βυν·Γβ  — 

συν α ( ι —συν α)
ήα2 α

ι —συν2 *

συν α
— --------* άλλα γνωςον είναι ότι συν $ π
ΐ “ί*συν α * ■»

α  ί  * λοιπόν συν Γ =  { .
σχ» ο45· Ιόίς τό ί ξάεδρον ή κύβ ον , αί τρεις Ιπιπεδοι 

γωνίαι αί όποϊαι σχηματίζουν τήν ς-ερεάν γωνίαν Α, είναι όρΟαί" 
οΟεν α — ο ,=,γ=:» 5 π> και συν α — ο" οΟεν συν Γ 1=3 ο- Π γων.α 
λοιπόν δύσ προσκείμενων εδρών είναι ορθή.

σχ,* 2 4 Κίς τό όκτάεδρον* εάν κάμωμεν α =» Δ Α ί =* 5 ·* ,
συν-'π—συν2 { π

S=AAt==> \ π ,γ—ΤΑ Σ= | π , Οελομεν εχει συνΐ —----------  -- --------- *
*·μ· λ π

άλλα συν \  τ. =  ο , συν $ π =  τ , ή μ. | π =  \ ν  3" λοιπόν συν Γ 
=  — παραβάλλοντες τήν τιμήν ταύτην με τήν εύρεΟεϊοαν διά 
τό τετράεδρον, βλε'πομεν οτι ή κλίσις τών ε’δρών τού τετραε'δρου 
καί ή κλίσις τών έδρών τού οκτάεδρου είναι τοιαΰτα*. ώς·« ή μία 
είναι παραπλήρωμα της άλλης·

σχ· 2.46· Κίς τό δ ω δε κά εδρον, εκάςη τών τριών επίπεδων 
γοινιών οπού συγκροτούν τήν ς·εοεάν γωνίαν > ίσοϋται μέ γωνίαν

3
κανονικού πενταγώνου* κάμνοντες λοιπόν α —  β == γ =  —  π , *6-

ρίσκομ.εν συν Γ
συν α 3

—-------- * άλλά συν *— π
ι τ  συν α 5

2π
XS53 — <jjy — ήμ ( ϊ  π *------ π )=  — ήμ —  π

ν 5 '  ίο

f  3 λ—· συνΐ π— — π J

. - V i .
5 4



1 6 ο
ϊ —- ^ 5 {\—ΐ / >) ί 5 -Η )

33· J 1

5—- Κ 5 20 20
y  5 I

. 5 α> 7
■ ’ ακελούίως τιμ Γ **=-----

^  5
’ και έφ 1 ' =π —ο.

2 4 7 * Κ ίς τ ό «ίκοσάεδρεν ,  πρεπει νά κάμωμιν γ»»*

Γ f> Δ — π, &α3β==ϊ' β 'Ά =  ί π  , χαΐ 6ελομ,βν *χίι συν ).' * ’>
5

4  ( r — j  — ^ 5  . λ*ι«ό'· .'.«,1'

3

5
Οσυν -· - tc — συν

άμ^ 3 TC 4  3
=  * · Τοιαύται είναι at άπλούςαται εκφράσ·;; (J'ta vwv όποιων 
προσδιορίζεται γ, κ/.ίσις δύο ίδβών εις τά πε'ντε κανονικά πο­
λύεδρα. Αλλ* είναι δυνατόν ν« τά; συμπεριλάβωμεν ιί< Γνα καΐ 
τον αυτόν τύπον»

Τώ όντι ( σχ. ο/,« ) ε“ς-ο> ν ό άοιΟμός των πλευρών ί'/.ν.ςγ,;
έδρας, μ ό των επίπεδων γωνιών αί όποΐαι συνενούνται εί ;  έκάςν,ν
ς-ερεάν γωνίαν’ εάν άπό τάν ς-ιγμκν 0  ως κεντρον με άκ; ?νο0
ϊστ,ν με τάν μονάδα γράψωμεν σφαιρικά,ν ε’πιαάνειαν > αύτά
Θελει βυναπαντάσει τάς τρεις γραμαά; θ Α , ΟΓ, (>Λ , - εις π ,
κ> ρ, καί άπ3 τί,* ε/ωσιν τών ςιγσ.ών τούτην oca τόξων
μεγίς-ων κύκλων θεϊει σχΥΐματισΟκ σφαιρικόν τρίγωνον τό πκρ" εις 
τό τρίγωνον τοϋτο ά εν ρ γωνία είναι όρθνϊ' διότι α! εύΟεΐαι ΔΓ» 
<)Δ είναι κάθετοι ί ι ;  τν(ν ΛΑ' λοιπόν ιό ΔΑ είναι κάθετος εις 
τό επίπεδον ΟΔΐ\ έπομε'νως τό επίπεδον ΟΛδ είναι κάθετον εις 
τό επίπεδον ΟΔΓ» καί διά τούτο Ϋι κλίσις των ή r  γωνία ρ τού 
σφαιρικού τρίγωνου π'κρ είναι ερΟά’ προσέτι επειδά ά γωνία » 
τού σφαιρικού τριγώνου άλλο τι δεν είναι παρά η κλίσις των <5"ΰο 
επιπέδων ΟΓΔ καί ΟΑΓ,  αυτά δέ ισεύται μέ τάν εις τό κε'ντρον 
Γ  ίαιγωνίαν τ ί ;  κανίν κάς ίδρας τη; οποίας ΔΙ) είναι ά πλευρά

νΐ οποία κμιγωνια είναι ισν} με —  ’ διά τούτο χ 1=3 — ευκό­

λως «ί* βλε'πομεν ότι τ, γωνία π '  τού ίδιου σφαιρικού τριγώνου 
ίτίς  άλλο τι δεν είναι παρά τι κλίσις τού ε'πιπε'δου ΟΑΔ έπΐ ΟΛΓ 
είναι τοιούτον μέρος δύο ορθών ίσος είναι 6 αριθμός των συνερ­

χόμενων επίπεδων γωνιών εις τήν ς·ιγμτ,ν Α* λοιπόν τ !  π= -—· *
μ

Κΐς τό σφαιρικόν λοιπόν τρίγωνον π κρ ίκτος της ορβάς γωνίας
π

γνωρίζομεν τά; γωνία; π 'ζ =  καί κ
π

ν
Τώρα κατα τ»νν



Δ/ άρχίιν τών σφαιρικών όρόογωνίων τριγώνων /χ«μιν τ ίν  άνα-*
i 6 t

λόγιαν άμκ : συν itf  · '  τ '  συ ν κρ* εκ της οποίας συνκρ
συν π

* «λλά

βυν κρ =* συν ΓΟΔ·^ τήμ ΓΛΟ*=τ(μ τ  Γ , όπου Γ αημέιονει τη» γω

νίαν ΤΆΕ* Xomv’-v τόμ * Τ

π
συν - —

μ

ίμ
π

* Τύπος γενικό; τον όιτ·ΐ·ν

εάν δι*δ»χικ»'«ι; ιφαρμοσωμεν είς τα  πέντε πολύεδρα, βι'λομεν εύρη 
™· ίδί/.; νιμά ; τ ν ί συν Γ ή ι —ίή μ ?- | Γ τάς Οποίας δ ι’ άλλης 
όδιΰ •ϊρομίν’ όοχεϊ, προς τούτο, νά άντεισάςωμεν είς κάθε περ ί- 
C«oiv r x ;  π μ χ ; νού μ καί ν , τοδτ’ εςι να κχμωμεν διά το - 
τετράεδρον, έξάεδρον > οκτάεδρον» δωδεκάεδρον ,  είκοσάεδρον 
μ β  3 . . . .  3 . . . .  4 · , . · · ·  3 · · · « · ·  S i 
ν =3 3 · · · . 4 * · · * * 3 :  ; · · . 5 ; . * · · · 3 «

Το αυτό σφαιρικόν τρίγωνον π ’κρ, άπδ το όποιον εβυνάξαμεν τΆν
> ΓΟ

κλίσιν δυο προσκείμενων εδρών» δίδει συν π κ = ·σ φ π  σφ κ, σ — =*,
« ΟΑ

1Γ 1Γ
σφ - - σφ —  * Εάν λοιπόν καλε'σωμεν Ρ τλν ακτίνα τη ; περί

μ ν
τό πολύεδρον περιγεγραμμένης σφαίρας, και ρ την της Ιγγιγραμ-,

Ρ  χ
με'νης είς τό *>τό πολύεδρον, Θελομεν εχει — => ------------X

ρ π
σφ — ■

μ

π
σφ —·

ν

π  π  ,  ,
• π» {φ —· έφ —  * ιίεριπλεον , *αμνοντες την πλευράν 

μ ν

ΑΒ
¥ -X ^f a  .  , . , « 0 , ί *  ί

=  α» ίχ,ομεν ΓΑ=* ------- —  * και ίπομένως Ρ<#=»ρ·Λ+  1 ^
π

Τίμ — ί μ 2 ~
V

αί δύο αυται έξισώσεις δίδουν διά κάβε πολύεδρον τάς τιμάς 
τών ακτινών Ρ καί ρ τ ίς τ ε  εγγεγραμμε'νκίς και περιγεγραμμε'νης 
σφαίρας» ϊπββετοντες την γωνίαν Γ  γνωςτδν έχομε ν άκοσμη» ρ 1=1

1Γ 7Γ ·
i  ά σφ —  ία  \ Γ καί Ρ 5=* \ α έφ —  ε’φ \ Γ . 

ν * μ
Ρ

Βλε’πομίν ίτ ι  είς τό δωδεκάεδρον καί είκοσάεδρον ό λο’γος
Ρ

XI



It , 17 # ,
ττ,ν αύττ.ν τιμτιν εφ - -  ε’φ * Καν λοιπόν ύ  άκτίς 1» χνί« 

3 5
Vi αύτΫ) καί <$“ιά τα <$υο, π άκτίς ρ δίλει εϊναι επίσης ή αύτνί' 
ίπλονότι, ε’άν τά ίυο ταυτα ςυρίά ΐγγραςωνται είς ττ,ν αυτήν σφαίραν, 
τά αυτά καί περιγράφονται είς μίαν καί τήν ί<$ίαν σφαίραν, κα ί 
τ ’ ά ν άπαλι ν .  Η αυτή ί^ιότκς Οπάρχει είς το έςάε<$ρον καί ό -

κτάε^ρον, ^ιότι ή τιμή τού - είναι καί ίιά  τά <5υο Γουι μέ
?

ι© εφ —  *
3 4Ας σημειόσωμεν on τά κανονικά πολύεδρα ί'ίν είναι τά μονά 

τά όποια περιε'^ονται Οπό ίσων κανονικών πολυγώνων' ι̂ο'τι εάν 
επί μιας κοινής ε^ρας όπιφν.ρίξωμεν <£ύο κανονικά ίσα τετράεδρα, 
δελει προκόψει ς-ερεόν περιεχόμινον υπό εξ ίσων και ισοπλεύρων 
τριγώνων. Δυνατόν ίέ  νά σχκματισδίί άλλο ς-ερεόν με $εκα ίσα 
καί ίσο'πλευρα τρίγωνα' αλλά τά κανονικά πολύεδρα είναι τά μο'να 
τά όποια ?χουν ίνταύτώ τάς ς-ερεά; γωνίας ίσας·

Σ Η Μ Ε I Ω Σ I Σ I'.

Περί του έρ,βα^ου του σφαιρικού τριγώνου.
Ε.φώ τ π άκτίς τής σφαίρας, π τ. ήμιπεριφε'ρεια μεγίς-ου κύκλου' 

έδωσαν α, β, γ αί τρεις πλευραί ενός σφαιρικού τριγώνου* Α,Β,Γ 
τά τόξα μίγίφου κύκλου τά οποία μετροον τάς απέναντι γωνίας’· 
(ς-ω Α + Β + Γ — π—Σ' κατά τά άποί'ειχΟε'ντα εις τό κείμενον (α3, 7 )» 
το Ιμβαί'ίν τοϋ σφαιρικού τριγώνου ισοΰται μ ί τό τοξον Σ πολ- 
λαπλασιασθέν επί τής ακτίνες , καί ούτω παρις-άνεται ^ιά Σ· 
Τώρα, ίκ των αναλογιών τοϋ Νεπήρου εχομεν

, Α+15 I ' α—β « 4 -  β .
εφ ι σφ —  : :  συν------ - · συν ■

2 2 2 2

καί ε’ντεΰΟεν εφ k ( A " f l l ) =  -----ν '/ ” Γ "\  1  ΓΛΐιυ *> ( «*4·  ̂ I
(σφ \ α σφ £ β 4*ι)

συν Ι  ( α + 3 )  

σφ \  Γ ' άπό άλλο με'ρος έφ \ (Δ * ί- Β*ί- γ )
σφ ψ ασφ |  β— ι 

ίφ \  (Δ+Β)+εφ \ Γ .............................................
------- —-,—τ ;— αντεισαγοντε; etc, ταυτχν την εςισωσιν αντί
ι- ίφ Ι(Α + Β )ίφ  | Γ  1
ε’φ £ ( Α  +  Β )  τήν άνωτε'ρω τιμήν εόρίσκεμεν εφ \ ( Δ + B * f r  ) =»
(ι+έφ * | Γ )  σ φ φ α σ φ ί  β + χ -ε φ 2  |  Γ ............  , , „---------------------- ---------------------«>,/. ίπειστί ι  εφ * Γ

— 2  εφ \ Γ
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i k , 1 V σφίασνίβ+συν1  |Γ —ήμΛ {Γ

·* — v7~ * ·*■·* τ,·:',Γί «?Ι(Α+Β+ΐ'/"β----------- —τ τ ;— ττ;--------
e\>y2 i l ’ — αημ ί  1  συν i  Γ
σφ * ασφ [β-ΗσυνΓ 

—γ,·χ Γ ήμ Γ
τύπο; απλούς·*»ο; διά του όποιου δυνάμεΟα να λογαριάσωμεν τό 
εμβαδόν ένος σφαιρικού τριγώνου, όταν γνο>ρί(ωμεν δύο πλευρά; α 
καί β χαί ττ.ν ■ Ρίνιεχομενπν γωνίαν I ’ άπό τόν αυτόν δ ! τόπον 
ήμποροΰμεν νά ε’ξάζωμεν πολλά; αξιοσημείωτους συνέπειας.

τον Οταν ή γωνία Γ r.vai ςαΟιρά, χαθώ; καί τό γινο'μενον

συ —-* το εμβαδόν τοϋ σφαιρικοί τριγώνου τό παριφα-
α

2
νομινον διά Σ μένει ςαΟεαον. Δύο λοιπόν τρίγωνα ΓΑΒ, ΓΛΕ τά 
όποια έχουν μίαν γωνίαν Γ ίσην, είναι ισοδύναμα όταν ύπάρχνι 
ή αναλογία ευ ?  " *'? * ΓΛ ; · ε’φ j  ΙΈ · ευ \ ΓΗ, δηλβνο'π, όταν
αί ε’φαπτομεναι των ήμίσεων τών πλευρών όποϋ περιέχουν τήν 
εστ,ν γωνίαν, ηναι άντιπεπςνβότως ανάλογοι· (σχ. αδα)

αον Διά νά κάμωμεν επί τϋς δοθιίσνις πλευρά; ΓΔ και με την 
αυτήν γωνίαν Γ, τρίγωνον τ« ΓΑΕ ισοδύναμον με τό δοβέν ΓΑΒ, 
πρέπει νά προσδιορίσωμνί ΙΈ  διά τή; αναλογίας : 

έφ £  ΓΛ : ευ I ΓΑ : : ίφ |  ΙΈ  : «φ i  ΓΕ.

3ον Διά · νά κάμω μεν με την γωνίαν τή; κορυφή; Γ τρίγωνον 
ισοσκελές τό ΓΔΕ ισοδύναμον μ ϊ τό δοΟέν ΙΆ Β, πρέπει νά λά- 
βωμεν ευ ·ί· ΓΛ , τ) εω ί  ΓΕ, με'σ/,ν άνάλογον μεταξύ ε’φ *· ΓΑ. χαί 
ευ ί ΙΈ .

, .. τ σφ J α σφ 4 β^σον Γ
4 θν Δια τοΰ αυτοί τύπου σφ * Σ — --------- --------------

τ,α Γ
απο-

δεικνύεται άπλούτ-ατα ή Κ 7/  ποοτασι; τοϋ 7/ βιβλίου: ort, δη­
λαδή, από όλα τά σχΧματιζόμενα σφαιρικά τρίγωνα με δύο δε- 
δομε'να; πλευράς α καί β, τό αεγαλήτερον είναι εκείνο εί; τό 
όποιον ή περιεχομέντ, γωνία από τάς δεδομένα; πλευράς, ίσοϋται
με τό άθροισμα τών άλλων δύο γωνιών Α καί Β·

Με τά,ν ακτίνα Ο Ω 7331! ά; γραφΟίί ή ήμιπεριφε'ρεια ΨΜΩ*
άς γέντ. τό τοξον Ω Χ ^ Γ ,  καί άπό τό άλλο μέρος τοϋ κέντρου
άς λν,φύ'ί) ΟΙΙ =  συ i α. σφ4 β’ τέλο; πάντων ά; επιζευχΟτί ή ΠΧ. 
καί ά; κατεβασΟή r  Χ.Γ κάθετος ίπ ί τχν ΙΙΩ. σχ. ο.83·

. „ ΠΓ
Εί; το ορθογώνιον τρίγωνον ΠΧΥ εχομιν σφΠ;

Χ ϊ

λοιπόν Π ·=  5 Σ ' r. ε’πιυάνιια λοιπόν Σ Θέλει
βφ 4 Λ βφ 4 β συν Γ t 

~  ήμ Γ
είναι μεγίφπ crav τ, Π γένν. τοιαύτν). Τώρα εάν άξωμεν τήν



ΠΜ εφαπτομεντ,ν εις τr.v περιφε'ρειαν, φανερόν ότι r, γωνία ΜΠΟ 
βελει είναι μεγίςτ. άηό όλα; εκεινας των όποιων τ, κορυφτ, είναι 
*ίς ττν ς-ιγμτ,ν Π καί αί ίύο πλευρά! τελειονουν εις τα άκρα, 
του μεταβλητού τόξου ΧΩ, καί το'τε τ, γωνία ΜΠΟ~ΜΟΩ— ίπ" 
τό σφαιρικόν λοιπόν τρίγωνον τό σχηματιζόμενον μέ ίύο <5 ε<5̂ο — 
με'νας πλευρά; περιεχει ττ,ν μεγίφην επιφάνειαν όταν ύ Σ Γ -  
•5· π, yj Γ = Α + η , όταν ίτ,λ. τ, γωνία Γ ίσοϋται μ ε  τό άύροι<ιμ.« 
τών ίυο άλλων’ έξαγο'μενον σύμφωνον με ττιν άναφερΟεϊοα» •αρότ'';·ν· 

Τό μεγις-ον βέν ε/ει χώραν όταν ή ςιγμη II εΰρισκεται εντός 
τοϋ κύκλου, όταν, ι̂ τ,λαβτ, , σφ^ ασφ ΐ β ouvV xy. - ,Κ
οποίαν ίιαί'οχικώς εξάγεται σφ ί  α \  ε’φ 3 β, έφ ( ν π - · ;· ot ) Κ. ίφ 1 ,.ν 
I  π — i  α i  β, καί τέλος π *(*+ο ' εξαγόμενον σύμφωνον ρ> 
το σχο'λιον της ί^ίας προτάσεω;.

II 1* Ο Β  Λ  Η Μ  Λ  Λ . Ν ά ε ΰ ρ ω μ ε ν  τν,ν · «;: φ ά ν « ι Λ ν tv ο; 
c φ W1 ρ ι * G δ τ ρ ι γ ώ ν ο υ  ^ ι ά μέσου τ ών  τρ ι ών  πλευρών  του,  

Πρός τούτο, πρι'πει νά άντεισαξωμεν εί; τόν τύπον
σφ  ̂ α σφ i  β 4" συν Γ

οφ  ̂ 2  = ----------- --------------
ημ I

τάς τιμά; τοϋ Τ)μ Γ  καί συν Γ ε’κπιφρασμε'να; ίιά  α, β» γ ’ τώρα 
συν γ—συν α συν β ,

ενομεν συν Γ = ----------------------  καί σφ 1 α σφ =1 € =  ασφ α τ
ήμ a v.u. β

»φ £ α )(2 σφ β 4" ε’ιρ  ̂ β } =  4 σφ α σφ β +  ασφ β εφ $ α 4" ασφ α εφ j  β 
+  *φ i  αέφ$β"  άντιισάγοντε; ει; ταύτην ττ,ν ίκφρασιν άντε σφα 

συν α συν β
κα! σφ β τάς τιμάς ----- καί-;— — και άντε εφ j  α , και ε’φ ί β
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τ,μ α

τας τιμάς
τ,μ $ α

και —
τ,μ i  β .

συν 4

συν 3 α

α καί συν \ β

συν j1 β

ri{* 3

επειτα εις τό Εξαγόμενον αντί

β, τ μ  α . τ,μ
τα ίσα —;------ και —— ;—

2Τμ £ α 2 Χμ 3 β
ευρ ισκομεν 

.24συν α συν β 4* 4συν β τ,μ2 ί  α 4" 4®υν ατ,μ2  3 β 4- 4 τ.μ2  i  α τ,μ2 £ β

χ μ  Λ τ.μ. 'ο
«=σφ § α σφ $ β’ άλλ* ε’ πειί'ή 4τ.μ2  h α = α  — ασυνα, καί 4 τ.μ2  * β=*
α—ασυν β, συνάγομεν 4 °υν α συν β 4* 2 σ υ ν  β—2 συν α αυν£4 *2 συνα—

. , ϊ4·συνα4"συν β4"συν α συν β
2 συνασυν€4 * ι—συνβ—συνα-τσυνασυνβ τ! —

ι4*συν α ι *f συν β

τ,α α τόμ β

βνν Γ «φ i  λ ay  $ β =

τιμ α τ,μ β

— σφ £' α σφ § β* εντεύθεν προκύπτει' 

ι 4" συν α 4" συν β4 "συν γ #

ήμ α ήμ β



lt)J
T>Itra ταϋτΧ ή πμ» του συν i' <ίί<£ει

α4·£~|·γ r α + (5-·ν

χ+συνΓ=
συν γ —ουν ( α+ο )

τ,μ α τ,μ β

3KU- —/«. ■ — 
a ’ ‘-ί

τ,μ « τμ β
α + γ — β β + γ—*

s 2 Τ , μ ----------------------Τ . μ -------------------------

a1JVP  -  οννΙ<χ·—° ~«ννγ _  a a
».μ « τ.μ 5 r , u ,  α τμ β

Ιΐο'.>σ πλασιάίλν :ε; τάς ^ύο ταντα; κοσοττ,τα; μεταξύ των , καϊ 
«ίάγοντι; ·ν.ν r.Txv τοϋ γινομένου, εύρίσκομεν

ΐμ ϊ  ‘ ‘ "

t y (  *"ΗΗ-γ . &*Κ—γ , α+γ—3 , ,ρ.Τ7~«Λ
\ < ; -------- τ ,α ----------- τ,μ, —---------τ. λ----------- 1
V 2 * 2 * 2 2 /

Λοιπόν τελο; πάντων

α ρ  t  Σ =

Xu. α ύ,ο. ‘Α » * 1

’ ι+συν α+συν β4·συν γ

> . (  , 0.4 -ο+γ *4*ο—γ α + γ—ο , β-|-γ- α \
I τ ,μ--------- τ,μ------------τ,μ-----------Τμ----------J
'  * 2 2 2 •k y

Διά του τύπου τούτου λύεται το προτεΟέν ποοβ).τ,μ.α> άλλ’ άμ·* 
«οροΰμεν νά «Οάσωμεν ,είς άπλοόςερον εξαγόμενόν·

Πρόί τούτο ά; ξαναλάβωμεν τόν τύπον 

, σφ 4 α σφ i  β 4" συν Γ
^  ηΤ.μ 1

X
Κχ τούτου συν άγομε ν ι~\·οψ2  ] Σ, η — -------  =*

τ,μ2  i  Σ
αφ2 $ α σω2 4 β*{-2 σ·ρ 3 α στ 4 β συν 1'4*χ
------------------------- -------- -------------------- * Αχχ τιμχ τοϋ ουνΓ

Τ.μ2  1'
χσυν ] α συν 4 β συνγ— βυνασυνίί % 

Λσει 2 σφ ί α σφ 4 β συν Γ = * ----- -------------- X  — — ·.—  ....
τ,μ 4 α τμ ΐ β t.u α τ,μ η

επειίτ, <̂ ε «μ α τμ β ~  ν.τ,μ J[ α τ.μ. 4 β συν 2 α συν 4 β> υ«* τού,'3
συνγ— συνασυν® t ,

ασφ 2 α σ» 2 ζ  συν 1 — π—-----  ■— -  * ύ-τοντε; εις τον α;:9-
Τ.μζ  i  ατ,μ2 4 β

ι * Xμτττν, αντί των συν γ, συν α, συν β τά; τιμά; των x— ̂ τ.μ2 - γ> 
i — 2 «μ2  4 α, χ— 2Τ,μ2 4 β* * « '  άνάγοντες, εύριοκομίν

ασφ 4 α σφ 4 β συν Ι>=
τ,μ2  ί  α+τ,μ2  ·} β—τ.μ2  4 γ

2 .
Τ,μ.2 4 α Τ,μ2 * β. ■> . J  ι ,.

. . ... . ο ι  o r ,  1 V  2 α . 1 Υ|̂  * *Απο αν.ο μιρο» 9 ' γ Λ i  α-Oj ; β= ----- --------  — r *  r e
Τ μ2 ί  «  Τ,μ-6 ■ β



—ή μ a  — Λα' ϊ β
ιδμ2 J α ήμ2 ί C

Υχ» Αντεισάγοντε; λοιπόν ταύϊα; τά; τιαά;

lusisy.ip.iv -■ -,·, - - — -- ·—
t —ν,α2 ί f

y,a i
r.u. \ α  r.p. ί' β τ,μ  Γ

ουν  ̂*.

ν Γ Τ -----.» ', <» ’ επομένως τπν*. ·. ΣϊρΥ ί Λ χμ2 ί β Τ,μ2 Γ Γ Γ *
* καί ςαναδετοντες ττ,ν τίμτ.ν rc-Ο ίμ Γ , εχομίν

. Υ  . αΥ β + 7  , α + β —γ α + γ —ο < β Υ γ —
^  V Υ'Κ'-----------HS|A ----*----- *fL------ -------- Χ(Α------------- yΝ *>. A A Ο '

Y  ’■ Σ  "  “ “  ί  “  " Υ Γ  ,  ~ "
2 συν 2 α συν 5 b συν 1 γ

Ίϋιτc; επιτήδειος διά τον λογαριθμικόν υπολογισμό,».

Εάν πολλαπλασιάσωμεν τόν τύπον τούτον με τ*ν τιμήν τ ι;  
σφ 4 Σ , 6ίλορ;ν εύρη

♦, χΥσυν αΥσυν υΥσυνν συν2 > αΥσυν2 ί βΥσυν2  ν *ν—ι
συν h Σ = -------------- , „ ......  Γ = ----------- .-------- -  -=■ - - -  -

4 ουν ' αουν > οσυν νγ 2 συν 4 α συν 4 β συν i  γ

Νεο; τύπο; σςι; ε/_ει τό καλόν νά σύγκειται άττό λογικού; όρου;’

it
Ά

\ — συν ν Σ
Εντεύθεν συνάγομε·/ ακόμη ---------------’

η μ  ί  1

, ι - συν2 3 α — συν2 3 β —συν2  ί  γΥ ίσυν ί  α συν 3 β συν 3γ
ί ω .; Σ ·■=»------.

/ /
α Υβ Υ γ  _ α Υ ο —γ α Υ γ—β _ β Υ γ—(  α Υ β Υ γ «

f χμ ---------------ήμ -
'  2

■ ο μ
2 a

— r.u
; - 0

Τώρα τόν αριθμητήν ταύτη; τη; ικφράσεως ήμποοοΰμεν να 
άναλυσωμε/ παροίγοντα; καδω; εκάμαμεν διά παρομοίαν πο­
σότητα ( Σ/,μ- Ε ντοο?λ. Λ7}' και ουτω; . ε^ορ,εν,

« Υ β Υ γ  r α Υ 3 —γ α Υ γ — β _ βΥγ α
4τ.υ.----- η μ -Τ υ.

«Ο i  Σ
. y { ,  «ΥβΥγ , «Υβ~Τ , α Υ γ—β ( β τ γ  α '
r  I ή μ --------- ημ---------- ή μ -----  ήμ -------- J

. <|Α ί  *  ^  I 75  ̂__  #Χ/ , , ϊ
Αλλα | χ - -  — Κ  ί , , · ; - / 7

Κχ μτ τ  ^ 2 ημ 4 π συν ϊ π
λοιπόν τελο; -πάντων

τ , , α-ΥβΥγ ̂  α Υ ο—γ # α Υ γ—β β Υ γ ·^ *^
t<p τ  Σ =  r  1 ίψ  ---------- * φ ------------ t f  -------- -—  ----------- J

'  4 4 4 4
Ο γ_αριε'ς·ατο; οΰτο; τύπος '/^ΐ(ύςύχν.\. εί; τόν Σίμωνα Λοοιλλιερον.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ/· ΔοΟεισών των τριών πλευρών ΒΓ=α, ΑΓ— Υ 
ΑΒ—γ ,  νά προσίιορίσωμεν την Οεσίν τή; ς·ιγμΐ» Ιχ πόλου του 
περ: η  τρίγωνον ΑΒΓ περιγεγραμμε'νου κύκλ.ου, (σ/,. a8.4)·



ϊβ ^
Η Oe'oi; ττί; τοιάύτν;; ς·ιγμ·«ί τνροσ ĉopt ·̂r«t «̂ ιά τού απος··»»- 

μαρος τκ; από την ςτγμκν Γ κγοβν <?ιά ΓΙ καί της γωνίας τσν 
οποίαν το το'ζον Γΐ χάμν«·. μέ τύ ΑΓ* ές-ω λοιπο'ν A l'I= y , καί 
τό τοξον Α 1=Π ='Π Ι=φ '. Ι·’.ί< τά τρίγο>να ΓΑΙ, ΓΒΙ ίχομεν in i

«υνφ—συνβσυνς? ι —συν €
τού; γνωςοί; τύπου; συνχ— ---- ------- ------------------- -------- σ<ρ. φ =»

άμ β τ,υ. φ ν,μ β
κμ β . ι*— συν α _ συν(Γ—/)

•  ---- - αγ· φ , συν(Γ—/) — ------------ Λοιπόν ---------------- —5
ι +συν β ν.μ α ' συν χ

« t’-L· (ι *Γ συνβ) ( ι —  συνα). , .
vj συν I τ κ μ ΐ <(fy; =   --------------------------- αντεισαγοντες «ι; ταυ-

γ,υ. α /,μ β
rviv ττ.ν εξίσωσιν τά; τιμά; τοΰ συν Γ και τμ Γ εκπείρρασμένας

α,σ,γ, και, »̂ ιά το σύντομον, κχμνοντε; Μ===̂ / ( ι —·συν·*α— συν"4
λ , ν t ιΊ*συνβ— συνγ—συνα

β—συνΖγ+?.συνασυνασυνγ), ευρίσκομιν tfX“ ------------------------- *
Μ

τύπο; <ίιά τού οποίου προσιίιορίζβται κ γωνία ΑΓί· Αυνα'μεδα νά 
παρατκρκσωμεν οτι εξ αιτία; τών ισοσκελών τριγώνων ΑΓΙ,ΑΒΙ, 
Γ.Π, εχομεν ΛΓΙ =  |  (Γ+Λ -  li)* £ιο»ι A n n u  li— ΙΓΒ=ΛΓΒ— 
Γ ΓΒΑ— (ΓΛΒ—ΙΓλ) ] =  ΑΓΒ—ΓΒΑ+ΓΛΒ— ΙΓΛ ’ <5κλα<̂  α !Γ Α =  
T'*t*A—Β* καί ΪΓΑ=» \ (γ Ί Ά —Β )’ παρομοίω; ΒΓΐ— ϊ  ( Β"{~Γ—Α ), 
ΒΑΙ — 1(δ 4"Β— Γ). ΒντίΰΟεν προκύπτουν οι αξιοσημείωτοι οΰτοι τύποι:

is

*?

to

k (α + γ — β ) 

i (Β+Γ—a)

5 ( λ+ β- γ )

ιΊ·συνβ—συνα—συνγ 

Μ
ι+συνα—συνβ—συνγ 

Μ
t-f συνγ-—συνα—συνβ

Μ

«ί; τού; όποιου; κ.μπσροΰμίν να ΰποσυνάψωμιν καί τον ^ι^οντα 
τχν τιμν.ν τνί; σφ \ 2  , ο ς ις  <$υναταt νά TtÔ  ύπό τκ; μορφές:

ι» 5 ( α+ β + γ ) =
—  ι —συνα— συνβ—γ . 

Μ

Η ιυρεθεΐσα τιμ.κ τίί; *<? X* ΐ^Κφ^ X *3
συν“  χ

*(ι+συνβ) ( ι —συνγ) ι — συνα) ιβσυν" i  βτ,μ9- i  γκμ2  i α ^

Μ· ί>Α

συν χ

4συν } β ru. ί  γ γ,α § α , , _ , y .
- -  - ——  Αλλ εκ τκς εςισωσεω; συν χ

•Μ
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/ · · ΐ / *  ,ν / , ,“  -·- σ·ν3·φ~,£θϊ€σ®·Φ> εξαγνταιεφ φ3· · ---------λ.οιπόν ίφ .φ »
r.u. β ' συν χ

/, r, u ί σ. τ  μ j €r, μ ' γ

Μ
' I  f τ /> * τor,μ, < α χμ ■* ο χμ * γ

α + β + γ  . «-{*β—γ t α + γ—β , β + γ —α
--------- r . y .---------- nu-----------rp .----- -----

' 1 0

ΠΡΟΒΛΗΜΑ Γ/· Νά πρ ο α ί ι ο ρι σ Οη « π ί τ ΐ  
τ α ; σφαίρα;  τι γ ρ α μ μ ή  ί π ί τ η ;  ο π ο ί α ;  / 
ο ί κ ο ρ υ φ α ί των τρ ι γώνων  τ ά ό π ο ΐ α ε χ ο υ 
βάσιν  και  τι ίν αυτήν επιφάνειαν.

Ρς-ω ΑΒΓ εν των σφαιρικών τριγώνων τών ο·
£άσι; tivat ΑΒ—γ, καί τ. ίεί'ομε'νη επιφάνεια Α , .
Από τχν ςΊγρ,τιν τή; άμισεία; ττί; ΛΒ ά; ϋφωΟτί ή άπροσιίιόρι^ο; 
κάθετο; ΙΠ Κ’- εάν λν,φΟτί το τοςον IΠ ίσον ρ.έ τεταρτημοριον , 
νί <;ιγμ7) Π Οε'λει είναι ό πόλο; τοΰ τόξου ΛΒ, καί τό τόξον Ι1ΓΛ 
τΐγμενον ιίιά τών ς-ιγμών II, Γ Οελει είναι κάΟετιν επί τοΰ ΑΒ- 
Γς-ω ΙΛ—π , ΓΛ =κ ' τά ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΛ, Ι3ΙΆ , εί; τά 
όποια εχοαεν Λ Γ = ο , ΒΓ=Χ , Α Λ = π /4* \ γ, Β Δ ^ π — ·ί γ , (J'iiS'ouv 
συνα^συνκσυνίτ/—|γ), συνβ==συνκισυν(τ: 4*£γ). Αλλ’άνωτερω ιύρομενΓ

, ι+συν α +  συν β -f συν γ
σφ \ Σ =  - —  ----- -—— ----------- *—

r.u α ήμ β ήμ I'

άντεισάγοντε; εΐ; τον τύπον τοϋτον τά; τιμά; συνα4"συνβ=2συνκ 
συνπ'συν ν γ·, ιΗ-συν γ— 2 αυν^ § γ, τ,μ 3 ήμ Γ-^ήμ γ ήρ. Β =  2 Τ.μ χ γ 
συν ν γ r.u. Ρ/ Οελοαεν εχει

1 r I t. συν χ γ  "Γ συν π συν κ t
σ® ι  Σ = -----:----7— .---- --------

τ.μ α ί,μ 2 γ ήμ Β

προσέτι τ,ρ.ατιμΒ=όρ.κ* λοιπον σφ ί  Σ= /) συν π

Από άλλο μέρος εί; τό ορθογιόνιον τρίγωνον ΒΓΔ , εχομιν
συνξγΗ-συνπ σύνκ

=3 . ■ ■ ' *
τ.μ ΐ  γ ήρ. κ

συν κ=σφ -ί Σ τ.μ. 4 γ τ,μ κ—συν i  γ ’ αυτή εΓναι ή μεταξύ π* καί 
κ σχεσι; τι όποια πρέπει νά προσ ι̂ορίστι τήν γραμμήν επί τής 
οποία; κεΐνται όλαι αί ς-ιγμαί Γ«

Π?οίκολΤ(Οίίσγις τίς  ΙΠ ποσότητα τινά Π Κ/=χί άς «πιζευχΟή 
r κ/Γ  καί ίς ω  Κ /ΐ^ψ * εΐ; τό τρίγωνον ΠΚ/Γ, εί; τό όπιϊον 
ή ΠΓ ^  £ π —κ καί r, γωνία Κ 'Π Γ = π —*  > ·ή' πλευρά Κ 'Γ  ευ- 

. ρίσκιτάι ί'ιά τοΰ τύπου συν ΙνΤ— συν ^ Π Γ  ίμ  ΠΙν ■ ήμΠΓ4'βυνΠΚ./ 
συν ΠΓ, ν)

συν *i ==ι?jx κ συν χ—r.u χ συν κ συν π*.



t 6 gάνϊΐ»«άγοντες t i ;  ταύτην τιεν όζίσωσίν άντί συ» κ « ν  r  τήν τιμήν 
τον σφ it 2  όμ $ γ ήμ κ—συν £ γ , εύρίσκορ.εν

συν ψ^ήμχ συν £ γ +  ήμ κ (συν χ·—ήμ χ σφ Σ ήρ. § γ)

Εάν τώρα ύποθεσωρ.εν Σ καί γ ςα .Οερά, και θε'λοτμεν 3τι ή 
τιμή τού χ καί ψ να με'νη επίσης ς·αθ«ρά όποιαό'ήποτε είναι ή 
Oi’et; τής ς-ιγυ.ή; Γ, αρκεί να κάιλωμεν' τον συντελες-τόν τοδ ήμ κ 
ίσιν μέ τό μν.^εν” «ίιότι τότε ίπεκίή συν χ—τρ·χσφ i  Σ ήρ. |  γ = ο  
συνάγομεν σφχ=σφ \ Σ ήμ 4 γ, καί ψ=όμχσυν 4 γ, τιμαί at όποΤαί 
μενουν ςαΟεραί όταν Σ καί γ ήναι έπίση; ς">.0?ρά* αί τιμαί λοιπόν 

r *ai όχι ρ.όνον είναι τοιαύτα: σχετικώς προ; τήν κορυφήν Γ τοδ 
τριγώνου ΛΒΓ, άλλα σχετικώς προ; τήν κορυφήν κάθε άλλου τρι- 
γώνου τό όποιον εχει την αυτήν βα'σιν καί τνΐν αυτήν επιφάνειαν 
με το ΑΒΓ’ ώς-ε όλαι αδται αί κορυφαί ισάκις απέχουν άπό μίαν 
ς-ιγμήν τής κάθετου ΙΠΚ. £ιά τήν όποιαν χ—σφ \ Σ «μ \ γ , καί 
ψ^όρ. χ συν I γ '  εύρισκονται λοιπόν επί τού μικρού κύκλου τού 
όποιου πόλο; είναι τι τοιαύτη ς·ιγμή· Λιά να προσ<ίιορίσωμιν <ίέ 
τον τοιούτον κύκλον, άφ* ου άξωμεν τό τόςον ΙΠ κάθετον είς τό 
ρ.ε'σον τής βάσεώς ΑΒ, λαμβάνομεν ίκεΤΟεν του πο'λου, τό μέρος 
ΠΚ τοιοϋτον ως-ε σφΠΚ.==ιφ \ Σ τόμ \ γ, καί ό γραφόφενος μικρός 
κύκλος {λ τχς ς·ιγρ·ή: Κ' ώς όκ πόλου μό ι̂άςηομα τό Κ/Γ 
τοιοϋτον ώς·ε συν κ / ΐ^ ή μ Π Κ 1 συν k γ  0*λβι είναι ό γεωμετρικός 
τόπος όλων των κορυφών τών τριγώνων τής αυτής βάσεως γ καί 
τ95< αύτή; Ιπιφανεία; Σ·

Τό ώραΐον τούτο θεώρημα χρ£ως·ίΐται εις τον Δεξελλον* ( βλιπε
η ο τ η  A c t a  P e t r o p o l i t a n a  Tom  V , par, I ) .

Σ Η Μ Ε Ι Ω Σ Ι 2  I A' .

Περί της Γ’ προτάσεις τού Η* βιβλίου.

Την πρότασιν ταύτην ^υνάμεόα ακριβές·*?57 νά «πο^είξωμεν 
άνάγοντε; την εις τα προοιμιώ^η λήμματα τά όποια ε’ προτάςαμεν 
του βιβλίου τούτου, κατά τόν ακόλουθον τρόπον·

Λέγω πρώτον ότι VI περατουμίνη κυρτή επιφάνεια άπό τάς 
κόψεις ΛΖ, Β ΙΙ. καί άπό τά τόξα ΑωΒ, ΖχΗ £εν ήμπορει νά 
ήναι μικροιε'ρα τού άντις-οιχοϋντος με'ρους τού ε'γγεγραμμε'νου πρί­
σματος, τού ορθογωνίου, ^ηλαίη, ΑΒΗΖ- c f}  n 5 i·

Τώ οντι ες-ω Σ τό περί ής ό λόγος κυρτή επιφάνεια, και, 
εί δυνατόν, ϊς<α τό άρΟογοίνιον ABHZ ή ΛΒ/^ΑΖ^Σ-τΗμ * ένθα Μ 
είναι ποσότη; θετική.

Α; προεκβληθφ τό ύψος ΑΖ τού πρίσματος καί τού κυλίνδρου 
πσσότητα τινά ΑΖ* ϊσην μ) ν φοραΐς την Αζ> όντος ν όποιον^ή-

X I *



wot* ακεραίου άριθμευ* εάν ενταδτώ προεκβληθεί 4 κύλινδρο; καί 
το πρίσμα, φανερόν είναι οτι ή περιεχβμε'νη κυρτή επιφάνεια Σ* 
μεταξύ των κόψεων AZf, ΒΗ*, θίλει περιε'χει ν φοραΐς τήν επι­
φάνειαν Σ* εις τρόπον ώς-ε Σ=»ν2. και Επειδή vX aZ^AZ* 
ίπβται 4τι Α κΧΑ Ζ—νΣ+νΜ^ΣΉΜ. Τώρα επειδή ν είναι ακέ­
ραιος κατ* άρε'ακ&ιαν αριθμός καί Μ μία <5ε<5ομε'νη ποσότης, <£υ~ 
νάμεθα νά λάβωμεν ν ώς·* νΜ νά “«ναι μεγαλήτερον του διπλά­
σιου του τμήματος ΑωΒ y διο'τι άρχει προς τούτο νά κάμωμεν

. — ■— * το'τε λοιπόν τό ορθογώνιον Α βΧ Α ζ  ή η επίπεδος 
Μ

Επιφάνεια ΑΒΗ Ζ' ήθιλεν είναι μεγαλύτερα τής περικυκλούσης Ε' 
φανείας, ήτις βύγκειται άπό τήν κυρτήν Επιφάνειαν Σ και άπβ 
δύο κυκλικά ίσα τμήματα ΑωΒ, Ζ χ  Η · Αλλ’ εξ Εναντίας, ή 
δεύτερα επιφάνεια είναι μεγαλητΕρα τής πρώτης, κατά τό πρώτον 
προοιμιώδες λήμμα' λοιπόν εον αδύνατον 1  ^AftHZ.

Λέγω δεύτερον ίτι i f  αυτή κυρτή Επιφάνεια Σ δέν ήμπερεί 
νά ίσευται μέ τήν του ορθογωνίου ΑΒΗΖ· Διότι άς ύποθεσωμεν, 
εί δβνατόν, ίτι, ληφθιίσης της ΑΕ^Αβ, η κυρτή επιφάνεια ΑΜΚ/ 
ίσοΰται με το ορθογώνιον ΑΖΚ Ε* από έποιανδήποτε ς-ιγμήν Μ 
του τόξου Α μ ε , άς άχθώσιν αί χορδαί A m , ΜΕ, καί άς ύψωθή 
ή ΜΝ κάθετος Επί του Επίπεδου της βάσεως. Επειδή τά τρία 
Ορθογώνια ΑΜΝΖ , ΜΕΚ'Ν, Α ε κ 'ζ , έχουν τό αυτό ύψος 9 
?πεται οτι είναι προς άλληλα ώς αί βάσεις των AM, ΜΕ, ΑΕ. 
Αλλά AM-fME> Α ε, λοιπόν τό άθροισμα των ορθογωνίων ΑΜΝΖ, 
ΜΕΚΝ είναι μεγαλήτερον του ορθογωνίου ΑΖΚ’Ε* τούτο δέ ίσο- 
δυναμεί, εξ ύποθεσεως, με την κυρτήν επιφάνειαν Α μ Κ*, την σύν­
θετον από τάς δύο μερικάς επιφάνειας ΑΝ, ΜΚ/' λοιπόν το 
άθροισμα των ορθογωνίων AMNZ, ΜΕΚΝ είναι μεγαλήτερον του 
αθροίσματος των άντιςΌΐχουσών κυρτών Επιφανειών ΔΝ,ΜΚ. ♦ Πρεπη 
λοιπόν Εν τούλάχίςον άπο τά ορθογώνια ΑΜΝΖ, ΜΕΚ'Ν νά ήναι 
μεγαλήτερον της άντις-οιχούσης κυρτής επιφάνειας· Η συνέπεια όμως 
αυτή Εναντιουται εί; τό ήδη άποδειχθεν πρώτον μέρος* Ααπόν 
aov η κυρτή επιφάνβια Σ οδτε ίση ήμπορεί νά ήναι με την του 
άντις-οιχουντος ορθογωνίου ΑΒΗΖ

Εντεύθεν Επεται ότι ΑΒΗΖ, καί ουτω; ή κυρτή Επιφάνεια 
τού κυλίνδρου είναι μεγαλητΕρα τής επιφάνειας κάθε Εγγεγραμ­
μένου πρίσματος.

Διά συλλογισμού κατά πάντα όμοίου, ήθελεν άποδειχθη, οτι ή- 
κυρτή Επιφάνεια τού κυλίνδρου είναι μικρότερα τη; Επιφανεία; κάθε 
περιγεγραμμε'νου πρίσματος.



Ι ? ι
! H  Μ Ε Ι Ω 2 Ι Σ  IB'.

ί\ ψ  τχς ίσότνιτος καί ύρ.οιοτνιτος των πολυίδρων.
Είς ττ)ν άρχτ,ν τού ΙΑ7 βιβλίου τού Ηύχλβί ο̂υ 6 ένατος καί 

^ε'κατος ορισμός ούτως εύρίσκονται εκπεφρασαι'νοι ■
θ ·  Δύο ς·ερεά είναι  όμοι α ,  όταν πε ρι ε'χω ν ra t άπό 

ισάρι θμα όμοια ε’ π ι π ε £  α τ ό κάθε εν μέ τ ό κάθε Ι ν .
I .  Λύο ς- ε ρ ε ά ε ί να ι  ίσα κ α ί  ό μ ο ι α ,  όταν π ιρι ε ' χων-  

τ * ι  από ισάρ ι θμα ε π ί π ε δ α  ίσα καί  όμ ο ι α  τό κάθε ίν 
με τό κάδε ίν ·

Επει<$νι τό άντικείμενον των ορισμών τούτων είναι άπό τά 
ίυσκολώτερα πράγματα της <;cty.*l0><̂ cu; γεισμετρίχς, θίλομεν τό 
εξετάσει όπωσοΰν λεπτομερώς, καί ενταύτώ θίλομεν ερευντίσει τα; 
παρατηρήσει; τάς οπο^ς περί .της αΰτης ΰποθίσεως εχαμεν ί 
Ροβέρτο; Σίμσων εις τάν εκ^οσιν. τό>ν ς·οιχε«ν» σελ. 388 καί σκολ· 

Εν πρώτοις παρατηροϋμεν με τόν Ροβέρτον Σίμσωνα, οτι 4 
δέκατο; όρισμ-ός κυρίως ίεν είναι ορισμός, άλλα θεώρημα τό όποιον 
ιχει χρείαν άποβ'είξεως’ ίιότι <$■*ν είναι φανερόν, 3τι ίυο ςερεά Αιά 
τούτο μόνον είναι ίσα, ιίιότι ίχουν τάς είρας ίσας' καί εάν η 
πρότασις αύτη άληθευ7), πρε'πει νά άποί'ειχθη είτε «ίιά της έπι- 
Φίσεως, είτε $ ι ’ οποιοσδήποτε άλλου τρόπου· Βλε'πομεν ακολούθως 
οτι άπό τό ελάττο,μα τού δέκατου ορισμού μετε'χει καί ό εννατος. 
Διότι, εάν d δέκατος ορισμός ^εν άπο<5ειχδτρ, ημπορεΐ νά νομίσει 
τίνάς ίτ ι υπάρχουν <ίύο άνισα καί ανόμοια ς-ερεά ίσας όχοντα τα; 
έ$οας* άλλα τότε, κατά τόν εννατον ορισμόν , εν τρίτον ξ-ερεόν 
εχον τά; ίίρας όμοιας μέ τά; των $ΰο  πρώτων ηθελεν είναι 
• μοιον μέ εκαςον τούτων, καί ίπομε'νως όμοιον μέ σώματα 4repo— 
μορφα : συνε'πεια ίτ ις  περικλείει άντίφασιν , ί  τούλάχιςον Ν̂ έν 
συμφοινεϊ μέ ττ,ν ΐί“ε'αν την οποία» φυσικά εχομεν περί τοϋ-όμοιου.

Πολλαί προτάσεις τού IA J καί ΙΒ βιβλίου τοΰ Εύκλείι^ου θεμε- 
λιοϋνται επί τού ίννάτου καί δέκατου ορισμού, μεταξύ ί ΐ  ' τών 
άλλων καί η Κ.II πρότασις τοΰ ΙΑ* βιβλίου , άπό rriy όποιαν 
κρε'ματσ·,. ή καταμε^ρησι; τών πρισμάτων καί τών πυραμίδων. 
Φαίνεται λοιπόν ότι ημπορούσε νά επίπληξη τινά; τον Εύκλεΰϊην 
ώς παμπόλλους προτάσεις όχι μέ ακρίβειαν εις τά φοιχεΐά του 
άποι^είξαντα· Είναι όμως μίά περίτοωις επιτήδεια νά έξασθινίσιρ 
την έττίττλτιξεν  ̂ταύτην, καί αύττ,ν S'iv πρίπιι νά παραλβίψωμεν- 

Τά σχήματα τών οποίων την ισότητα ί  ομοιότητα ίπις-ηριζό- 
μενος ό Ευκλείδης ίπ ί τού ε’ννάτου και δέκατου ορισμού άπο- 
^εικνύει, είναι τοιχΰτα ώς·ε εις τάς ς ε ρ ιά :  των γωνίας ίέν σ«- 
νενοϋνται περισσότερέ τί>ν τριών έπιπέίων γωνιών' τώρα εις 
«ελλά μέρη τού Εύκλίίίου μΐ πολλών καθαρότητα άποίεικνύεται



ίτ ι εάν δύο ς·»ριαί γωνίαι σόγκκνται άπ· τριί; Ιπιπεδους -j-** — 
νιας ίσα; ιό κάθε μία μέ την κάθε μίαν, αί ς-ερεαί αύται γω- 
νίαι είναι ίσαι· Από άλλο δέ με:ρος ίταν δύο πολύεδρα όχου» 
τά; έδρας ϊσας η όμοιας τάν κάθε μίαν με την κάθε μίαν, 
αί ομόλογοι <τeρεεκί των “j<oviati εΓναι φανερά σύνθετοι άπό ισα­
ρίθμου; ε’πιπέδους γωνίας ίσα; ιό κάθε μία μέ ττ,ν κάθε μίαν. 
Εν δσω λοιπόν αί συνενούμεναι εί; έκάς·/·.ν <ςερεάν γωνίαν eττί— 
πεδοι γωνίαι δέν υπερβαίνουν τά; τρεΤ;, αί ςερεαί όμολογοι γω­
νία* είναι φανερά ίσαι. Λλλ’ δίαν αί όμολογοι έ'δραι καί αί όμό- 
λογοι ς-ερεαί γωνίαι ηναι ίσαι, ούδεμία πλε'ον αμφιβολία ότι καί 
τά ς-ερεά εΓναι ϊσχ* διότι ημποροΰν νά επιτεθούν, η τούλάχιςου 
εΓναι συμμετρικά· Βλέπομεν λοιπ&ν ότι ή έκφώνησι; τοϋ ΐννάτου 
και δέκατου όρισμοΰ εΓναι αληθής καί αποδέκτη εί; ττ,ν περί- 
ςτασιν των τριπλών ς-ερεών γωνιών, τ,τι; είναι τ, μόνη ττ,ν οποίαν 
ό Ευκλείδης εΟεώρτ,σε. ίΐςε τ ε’πίπλτ,ξι; τήν όποιαν εί; τον συγ» 
γραφεα τούτον ή εί; τούς υπομντ,μ.ατις-ά; του ήμπόρει τινά; νά 
κάμη <5"ιά τό μή ακριβέ; , παύει τοϋ νά τίναι τόσον βαρεία καί 
καταντά πλέον εί; περιορισμού; καί εξηγήσεις τά; οποία; εκείνες 
δέν εδωκε·

Με νει νά έξετάσωμεν εάν ή ίκφώντ,σις τοϋ δεκάτου όρισμοΰ, 
ητις άλτ,Οεύει εις τήν περίςασιν τών τριπλών ς-ερεών γωνιών, 
άλτ,Οεύει ε’ν γίνει’ 5 Ροβέρτος Σίμσων βεβαιόνει ό'τι ίν γένη 
δέν άλτ,Οεύει , καί ότι δυνατόν νά κατασκευασΟώσι <?ύο άνισα 
ς-ερεά περιεχόμενα άπό ισαρίθμους έδρας ίσας τι κάθε μία μέ 
ττ,ν ,κάΟε μίαν· Πρός ύποςτ,ριξι* δέ της προτάσεώς του φέρει πα­
ράδειγμα τό όποιον οΰτω δύναται νά γενίκευΟί). ( ι )

(ι) Ιδού τό παράδειγμα τοϋ Ροβέρτου Σίμσωνος : ί ς ω  οποι- 
ονδήποτε εύθύγραμμον σχήμα, ώ; τό τρίγωνον ΑΒΓ’ άπό μ.ίαν 
ς-ιγμήν Δ τούτου άς ύψωθγ ή ΔΕ κάθετος επί τοϋ επίπεδου ΑΒΓ, 
τ,τις άς προεκβλν,θη άνω καί υποκάτω τοϋ επίπεδου, καί εΐ; τά 
δύο μέρη αΰτοΰ άς λτ,φθώσιν αί ΔΕ, ΔΖ ίσαι μεταξύ των* ίς ω  
Η μία ς-ιγμή επί της ΙίΖ τη; άνω τοϋ επιπέδου κειμε'νη;' ά; 
ίπιζευχδώσιν αί ΔΛ, ΔΒ, ΔΓ ΕΛ, ΕΒ, ΕΓ* Ζ * , ΖΒ, ΖΓ’ Πλ ,ΗΒ,ΗΓ: 
ί’πειδτ, η εύθΰα ΕΔΖ εΓναι κάθετο; εις τό επίπεδον Α β Γ, καμνει 
ορθά; γωνίας μέ τά; ΔΛ, ΛΒ, ΛΓ αί όποΐαι εΰρίσκονται εί; τό 
αύτό επίπεδον* καί εί; τά τρίγωνα ΕΔΒ,ΖΛΒ, αί ΕΛ, ΔΒ ίσοϋνται 
μέ τά; ΖΔ, ΔΒ, η κάθε μία με την κάθε μίανί και περιέχουν 
ορθά; γωνίας’ διά τούτο ή βάσις ΕΒ ίσοϋται μέ ττ,ν βάσιν ΖΒ· 
Ωσαύτως η Ε α ίσοϋται μέ την ΖΔ, καί ή ΕΓ μέ ττ,ν ΖΓ* εις 
δέ τά τρίγωνα ΕΒΔ, ΖΒΑ, αί ΕΒ,ΒΛ ίσοϋνται μέ τά; ZB, ΒΑ, 
καί ή βάσις ΕΑ μ* τήν ΖΛ* οθ»ν ή γωνία ΕΒΑ ίσοϋται μέ ;ή*;



Εάν ιίς όποιονδόπι τί π;λ'',εδρον προοδε'σωμεν πυραμίδα δί- 
δοντες βάσιν είς αύττ,ν ρίαν των Ιδρών τοϋ πολυέδρου’ ίάν ακο­
λούθως > αντί να ττ,ν προοθ/σιομεν ,  Τ7ΐν άφαιρε'σωμε> οχν.ματί-
ζοντες etc το πολύεδο ον κοιλο'τν,τα Γβγν at τγν πυραμίδα, θέλομε* 
( χ ί ΐ  δύο «ςερεά ίσα; εχοντα τάς έδρας ττιν κάδε μιαν as ττ.ν
κάδε μίαν, καί Ομως άν.σα- Οϋδεμ.ΐα αμφιβολία περί τής άνι- 
αοτγτος τών ούτω κατασκευαζομ,ίνων ς-ερεών’ παρατγροΰμίν όμως 
ότι «ν τούτων περιέχει είσε/ούσας c £P5® i γωνία; : τώρα είναι 
πολλά πιθανόν ότι ό Ευκλείδης εννόησε νά άπ«.κλε·σφ τά άκα- 
νο'νιςα «χώματα τά όποια έχουν κοιλότητας 5 είσεχούσας ς-ερεάς 
γωνία;, και ίπεριορίοδη εις τά κυρτά πολύεδρα. Εάν άποδεχδώμίν 
τον περιορισμόν τούτον, χωρίς τού οποίου περιπλίον πολλαί ά/.λαι 
προτάσεις <5̂έν ήδελον tivai άλ/,Οεΐς, τό παράδειγμα τοϋ Ροβέρτου 
Σίμσοχνος δεν συνάγει τίποτε κατά ιού έρημου ή τοϋ δεοχρν,-
ματος τοϋ Ενχλείδου.

Οπω; καί άν εχτ, τό πράγμ,α, άπο ο λ ας ταύτα; τά; πχρατη* 
ρτίαειτ προκύπ-ει on οί έρημοι τοϋ Εΰκλειδου έννχτος καί δέ­
κατο; δέν ήμπεροϋν νά μείνουν ώ; υπάρχουν. Ο Ροβέρτος Σίμσων

ΖΒΑ, καί τό τρίγωνον ΕΓ,Α ισοϋται με 'ΖΒΑ, καί αί γωνίαι τοϋ 
ενός μέ τάς γωνίας τοϋ άλλου* διά τοϋτο τά τρίγωνα ,ταϋτχ 
είναι όμοια- ίΐσαύτως τό τρίγωνον ΕΒΓ είναι όμ,οιον με το ΖΒΙ\ 
καί τό ΕΑ γ  μέ τό ΖΛΓ* εχομεν λοιπόν δυο ςιρεά εκας-ον τών 
όποίοχν περιεχεται *άπό εξ τρίγωνα’ τά τρία πρώτα τρίγωνα του 
ένος έχουν ττ,ν κορυφήν των εις τό Η, καί αί βάσεις των είναι 
αί ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ* τών 4δέ άλλων τριών ή κοινή κορυφή είναι είς Ε, 
καί αί βάσεις αί ΑΒ, ΒΓ, Ι'Α* τό άλλο δε ς-ερεον περιεχεται άπϋ 
τά αύτά τρία τρίγωνα, τών όποιων τ, κοινή κορυφή είναι εις τό 
Η , καί βάσει; άι Α β, ΒΓ, Ι ’Α ,  καί άπο τά άλλα τρία τριγοινα 
τών οποίων ή κορυφή είναι Ζ, καί αί βάσεις αί αΰταΐ ιύδειαι 
Λ Β , ΒΓ, Γ Α : τοχρα τά τρία τρίγωνα Η λΒ,ϊϊηΓ,Η ΓΑ είναι κοινά 
καί είς τά δύο φεριά, τά ά/λα δε τρία ΕΑ|{, 1·ΒΓ, ΚΙ'Α - ο3 
πρώτου ςερεοϋ τά έδειξαμεν ίσα καί όμοια μΐ τά άλλα τρία Ζ Α ϋ ,. 
ΖΒΓ, ΖΙ'Α τοϋ άλλου ςεοεοϋ τό κάθε Ιί με τό κάδε εν- Οδεν τά 
δύο ταϋτα ς ε ρ ί*  περιϊχονται από τον αυτόν αριθμόν Γσων καί 
όμοιων επίπεδων· τό 0π δέ δέν είναι ίσα , φανερόν" δ(οτ«- τό 
πρώτον περιεχεται είς τό. δεύτερον* οδεν δέν αληθεύει έν γε'νεε 
ότι εκείνα τά ς-ερεά είναι ισα τά όπτϊα περιε'χονται από τον 
αυτόν άριδ«όν ίσων καί όμοιων επίπεδων ,, ( β/,επε t .h e  d e m e n t i  
o f  E u c l i d  b y  A le x a n d e r  I n g r a m .  I ' h i l o m a t k .  ,  E d in b u r g h  
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r > I ·  .  0 „ / *ΟΛΧΟνει τον ee:<7μον των ίσων ςίρεων, «7··; tu ov:» Trpirrit v* 
συγκαταριθακθτ; μεταξύ των θεωρτ,μάιων, κχί ορίζει όμοια ς·ερ»« 
ίκεΐνχ τά οποία περιιχονται άπό ίοάριθμα ίμοια ί.τ ίπ ιδα , χαί 
έχουν τάς όμο/όγους ς;ί?ίά; γωνία; Ϊ0*ί ·*.» κάθε μίαν με τήν 
κάθε μίαν. Ο ορισμός ουτος είναι άλτ,θής, πλάν το ελάττωμά του 
*;>at on περιεχεε πολλά; περιττά; συνθάκας* Εάν ά π’ αυτόν ey- 
κωθπ τι συ'θπκτ, των ίσων ς-ιριών γωνιών» τότε καταντά εΐ; τον 
τοϋ Εΰκλε'δου» του οποίου τό έλλειμμα άλλο δέν είναι εί μ* 
ό:ι ύπίθιτει το Οεώρν,μα περί τών ίσων πο'υϊδρων. Πρός άπο~ 
φυγλν κάδε περιπλοκές, εκοιναμεν καταλλη)ον νά διαιρε'σωμεν τόν 
όρισμον τών ομο.ων ς·(ίί<ον ιί; δύο μέρη· εν πρώτοι; έδώκαμ·ν 
τόν ορισμόν τών όμοιων τριγωνικών πυραμίδων, επειτα ώρίσαμεν 
όμ.οια ςερεά τά όζοντα βάσεις όμοιας, καί τών όποιων αί εκτός 
τών βάσεων τούτων ομόλογοι κορυφαί προσδιορίζονται άηό ομ.οί«ς 
το γωνικάς πυραμίδα; r, κάθε μ α μί ττ,ν κάθε μίαν.

Ο όρισμός οϊτος διά μέν τα; βάσεις, ύποτεθείσας τριγωνικά;, 
«παιτεί δύο συνΟώοας, δι εκάς·κν δε τών κορυφών τών εκτός τών 
€άοεων , τρεις’ ώς·ε εαν ο αριθμός τών ς-ερεών γωνιών ίκάς·ου 
τών πολυε'δρων παρας·α6ίί διά Σ , τ. όμ,οιοτϊΐς τών δύο τούτων 
πολυέδρων απαιτεί α 4 - 3 ( Σ —3) ίσας γωνίας καί εις τά δύο με'ρπ, 
>; 3Σ ~7 οΰ’δ'ΛΧα;' καί ουδεμία τών συνίνικοιν τούτοίν είναι πε­
ριττά χ περιίχομεντ, εις τάς άλλα;" διότι ενταύθα θεωρούμεν δύο 
πολύεδρα ώς άπλώς εχοντα ισαρίθμου; κορυφάς y ςιρεάς γωνίας, 
καί τότε χρειάζονται ακριβώς, χωρίς να λε.ψγι* κάμμ α, αί 3Σ— 7 

συνΟτ,και διά τάν ομοιόττ,τα τών δύο 7*?*'”»''* πλάν όάν προ πάντων 
ΰπεδεταμεν ο τι καί τά δύο είναι του αύτ·οϋ ε ίδους,  τοΰτ’ ες-ιν 
βτι έχουν ισαρίθμους έ'δρας, καί αί εδραι αυται παοαβαλλόμεναι 
ά κάθε μία μι τσιν κάθε μίαν, ισαρίθμους πλευράς, π ύποθσις «δττι 
τ,θελεν περικλείει συεθκκα' τινάς εις τάν περίς·ασι*> καθ χ\ί αί εδραι 
χθελον εχεε περισσότερα; τών τριών πλευρών, καί αί συνΟτκαι 
αύται τίθελον ε/αττώσει τόν αριθμόν 3Σ—7 , ώςε αντί τ“ > 32 —'  
♦ υνΟιτ,κών χθελε χρειάζονται μο'νον Λ.— ,* καί περί τούτου C/.επε 
ττ.ν ΗΓ σ/,μείωσιν· Εντεύθεν βλεπομεν τΐ είναι εκεί,ο το οποίον 
κάμνει τόσον δύσκολον ενα καλόν Ορισμόν τών όμοιων ςε*ιών ' 
είναι ότι δυνατόν νά θεωρχθώσιν ώ; τού αύτού είδους , τ, μο'νον 
ώς εχοντα ισαρίθμους ς ιο ία ,ς  γωνίας. Εις τάν τελ*υτα·αν ταύτην 
n ιρίς·ασιν δίν όττάρχί*. κάμμία δυσκολία, καί ίλαι αί πιρικλιιό- 
μεναι εις τόν όρισμον 3 2 —7 ® ’̂ νθηκαι άνάγκτ. νά πλχροϋνται διά 
νά ίναι όμοια τά ςερεα, καί έκ τούτου θε'λει συναχΟ  ̂ πολύ περισ- 
βο'τιρον ότι είναι καί τού αυτού είδους· Τοϋ λοιπού, όντο; πλτ,ρους 
τοϋ χμετε'ρου όρισμού, έσυνάςαμίν θιώρ^μα τΐν ορισμόν τοϋ
Σίμσωνος.



Βλιπομεν λοιπόν <J:t δυνατόν να παρασιισπεOf. ai; τά ς-οιχε;* 
rii δεώρεμα περί τής ίσότετο; τών πολυέδρων’ πλτ,ν επειδέ τ& 
δεώρεμα τούτο βΓνχι καθ' Εαυτό διάφορον ( interfssnnt ), sOya~ 
ρίςεος χαθεί; Οελει είρε ένταύΟα τεν άποδειξίν του διά τέ; όποιας 
καταφαίνεται πλέρε; έ θεωρία των πολυέδρων, (r)

ΤI ζ/ίτϊ'.,ν.α τό όποιον πρε'πει νά εζετάσωρίν συνίς-χται «ί; τό, 
εάν μεταβαλλόμενων των κλίσεων τών ι’πιπεδων τά όποια συγ— 
κροτούν ι r,v Επιφάνειαν ένς; δεδομένου κυρτό πολυέδρου, έμπορε! 
νά σχεματισδ·?) άλλο δεύτερον κυρτόν πολύεδρον περιεχομενον άπό 
τά αυτά πολυγωνικά επ'πεδα συνενωμένα κατά τέν αΰτεν τάζιν.

Εν πρώτοι; παρατεροϋμεν οτι Εάν δίδεται ίν δεύτερον πολύ­
εδρον πλεροϋν είς. το ζέτεμα > τοΰτο δίν έμπορε! νά είναι το 
συμμετρικόν τού δεδομένου" διο'τι είς τά δύο ταΰτα πολύεδρα 
τα ί'σα επίπεδα είναι διατεταγμε'να κατ’ άντίς·ροφ;ν τάξιν όλβ- 
γύρα τών άντιςοιχουσών 7S?£̂ V γωνιών. Διά τούτο άπό τό προ- 
κείμενον ζετεμα πρέπει νά άπορόακρΰνο>μ«ν τά ουμμετρίκά πο­
λύεδρα·

Παρατεροΰμεν , δεύτερον, ότι ,  εάν τό δεδομε'νον πολύεδρον 
περίίχΎ) μίαν « περισσότερα; ςερεά; τριπλά; γωνίας, επειδέ αί 
γωνίαι αύται είναι εκ φύσεως άμετάβλετοι, διότι έ γνώσις τριών 
επίπεδων γωνιών αρκεί διά τέν προσδιόρισιν τών αμοιβαίων κλί­
σεων τών ε'πιπε'δων των , όταν συνενενοΰνται εί; ς-ερεάκ, γωνίαν* 
δυνάμεΟα διά τούτο από τό προτεθεν ζερβόν νά άφαιρε'σωμεν 
όλα; τά; τριγωνικά; πυραμίδα; αί όποΐαι σχηματίζουν τά; τριπλά; 
ς-ερεά; γισνία; (α)’ καί εάν τό άπό τέν άφαίρεσιν ταύτεν προ- 
κύπτον ς ε ρ ιο ·/, ίχε άκο'με ς-ερεά; τριπλά; γωνίας, δυνάμεθα 
ωσαύτως νά τά; άφαιρέσμίμεν , καί τό αύτό νά πράςωμεν εω; 
οδ νά φθάσωμεν εϊ; πολύεδρον εΐ; εκάςεν τ;ών ζ^ρεων γωνιών 
τοϋ όποιου νά με συνενοϋνται όλιγ'ώτεραι άπό τέσσαρα; επίπεδου; 
γωνία;· Εάν, τώ Οντι, τό σχέμα. τού προτεθεν το; ς-ιρεού έμπορέ 
νά άλλάξνι δ ι’ όπειωνδεποτε μεταβολών τών κλίσεων ιών έπιπέ-

1 7̂>

( ι )  Η άπβδιίξι; τέν όποιαν ενταύθα δίδομεν , είναι, ε’κτες 
τινών διασαφεσεων, ε αύτέ με τεν υπό τοϋ Κ.* Καουσχύου (Cauchy) 
παρουσιασδεϊσαν εΐ; τό ίνς-ιτοΰτον εν ετει ί δ ι α ,  τέν οποίαν άνε- 
κάλυψεν άναχωρών άπό μερικά; ιδία; αί όποΐαι έπροτεθεσαν περί 
τοϋ αύτβΰ ύποκειμε'νου εί; ττ,ν πρώτεν εκδοσιν τών Στοιχείων 
τούτων, βελ· 32j καί άκολ· Ο Σ·

(α) Εάν έ αύτε κόψι; ετον κοινέ εί; δύο ς-ερεα; τριπλά; γωνία;* 
ti; τέν πρώτεν Εργασίαν δέν έθιλαμιν άφχιρέβει it μέ μίαν 
τούτων. Ο· Σ·



i^ o
&mv του, * αλλαγή αδ:* £εν ιίμπορεί v« -j4vTp it; τά; άφαι- 
ρουμενα; τριγωνικά; πυραμίδα; , άλλ’ «ί; το ιναπομενον ς·«ρ**ν 
μετά ττ.ν άφαιρεσιν όλων των τριγωνικών πυραμίδων· Εί; τά ακό­
λουθα λοιπόν ό λόγο; βίλει είναι μ,ο’νον uspi τών πολυέλεων ίΐ; 
τ«ν όποιων τά; ς-ερεά; γωνία; συνενοϋνται τοΰλάχιςον τισσαρε; 
Ιπίπείοι γωνίαι*

Τούτου τεβ’ν.Γο;» εςω 2  ( σχ· 2 8 6 ) όποιχόνίποτε τών ς·ιριών 
γωνιών τού πολυέδρου, καί εκ τη; κορυφής Σ ώ; ίκ κέντρου ά; 
γραφδη σφαιρική επιφάνεια ά;ιο rf.v κοινήν συνχπάνττ,βιν τνί; 
όποία; μβ τά ε’ π ίπ ιία  ττ,; ς-ιρεάς γιον ία;, σχηματίζεται το σφαι­
ρικόν πολύγωνον ΑΒΓΑ!"./.· Λ> πλευραί τοΰ πολυγώνου τούτου ΑΒ, 
ΒΓ, κτλ- μετρούν τά; επιπέδου; γωνία; ΛλΒ, ΒΣΓ, κ:λ· , καί 
«ϊτομενω; είναι αμετάβλητα’ όσον <$"ιά τα; γωνία; Α , 11, Γ, κτλ. 
τού πολυγώνου , εκάι,τ. τούτων είναι το μ,ε'τρον τη; κ'/ίσεω; <5υο 
προσκείμενων ε’ πιττείων τής ς·ερεά; γωνία;·" ουτω; ή γωνία Γ> είναι 
τό με'τρον τνί; κλίσεως των όπιττείων ΑΣΒ, ΣΒΓ,  τν,ν ό,-.οίαν , 
£ιά τό σύντομον, καλοϋμεν, κλίσιν έ π ΐ  τ η ;  κόψεω;  ΣΒ" 
<*>σοούκτεος ή γωνία Γ siiai τό με'τρον τη; κλίσεω; ε'ιτί τής κο'ψεως 
ΣΓ, καί ούτως ε'φεξής.

ϊϊμποροϋμεν λοιπον νά κρίνωμεν περί τών μεταβολών τού σχή­
ματος εκάςτ.ς ςερεά; γωνία;, άπό τά; τοΰ σφαιρικού πολυγώνου 
ΔΒΓΔΕΖ, τού οποίου αί μέν πλευραί είναι ς·αΟεραΐ, αί <5έ γω- 
νίαι μεταβάλλονται καθ’ όποιοί'άποτε τρόπον, φυλαττομενκ; όμως 
πάντοτε τη; κυρτότατο; τοΰ πολυγώνου. Αλλ’ εΐ; ;ά  πολύγωνα 
ταϋτα τά σημεία τών μεταβολών ε*πί τών γωνιών παρουσιάζουν 
άξιοσημειώτου; νόμου;, τού; έτΛιου; ερχόμεδα νά εκδίσωμεν εί; 
τά ακόλουθα <$υο λτ,υ.υ.ατα·

Λ Η Μ Μ Α Λ'.
ΔοΟεισών όλων τών πλευρών ένός σφαιρικού π ο λ υ ­

γώνου τών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ,  ί κ τ ί ;  τ ή ;  τ ε λ ε υ τ α ί α ;  ΑΖ,  
ίάν μεταβληθτί  μ ί α  τών άπε ' ναντ ι  ε ί ;  την πλευράν ΔΖ 
γωνιών Β,Γ,Λ,Ε, ενώ  αί άλλαι μενουν ς-αδεραί* λε'γω οτι 
ή πλευρά Α ζ  Οε'λει μεν αυξάνε ι  εάν η γων ί α  αύξάν>>, 
δελει <£έ όλ ιγοςεύε ι  εάν η γωνία όλιγος-εύ^* υ π ο τ ί -  
βεται  περιπλε'ον ε ί ;  ό λα ;  τά ;  περ ι ς ά σε ι ς ,  ότ ι  τό πο­
λύγωνον ε ίναι  κυρτόν πριν καί  μ ε τ ά  την αλλαγήν τοΰ 
οχή ματ  ο'; του. σχ· 2 8 6 ·

Ας ΰποΟε'σωμεν εν πρώτα; ότι μεταβάλλεται ά, γωνία Β, !ν ω 
αί άλλαι τρεϊ; Γ, Δ,Ε, μενουν ς-αΟεραί* εάν ε’πιζευχδφ ή Β7, τό 
σχήμα ΒΓΑΕΖ ίέν  δε'λει δοκιμάσει κάμμίαν μεταβολήν καί ή ΒΖ 
δ.λει μένει ς·αΟερά· θί'λομεν εχει λοιπόν βφαΐ{Λκόν τρ’γωνον τό Α β Ζ>



+οδ οποίου αί «λευραί ATS, BZ, είναι ς·αήεραί, κχί ι ΐ ;  τό όποιον 
ϊ) γωνία ABZ μ* ταβάλλιται το'σην ποσο'τητα ίσηυ καί η γωνία 
ΑΒΓ τοϋ πολυγώνου. διότι το μερο; ZBF μενει ς-αδιρόν. Το>ρ*? 
χχτά τά; γ ·ω ;ά ; ιδιότητα; (t), ηξίΰρομεν ότι ή 7τλsυρ« Α ζ 
μύξκνει έτ> η γωνία ΑΐίΖ αΰξχ/νι, κχί Οελει ολίγος ευι: i a i  vi 
γωνία ΑβΖ TToicr̂ vj το ίίιον·

Λ; υποΟίσωμίν ηδη ότι h  γωνία Γ  μεταβάλλεται , ev <T> v\ 
άλλαι τρει; B, A, 1£, μένουν ς-χΟιρκί' εάν xy/Jic οιν xi διαγώνιοι 
ΑΖ» ΖΓ » φανερόν o;t αί διαγώνιιι αυτχι (·;λουν μίνί: ςχΟ.;>χ» 
κχύω; κχί αί γωνίας ΛΓΒ, ΖΙΆ ’ Οελομ** ί ’/ΐ\ λ- . : ; : ί ί \'.·,χ ιο'Λ\- 
f  ικόν τρίγωνον το Α Γ Ζ ,  τον όποιον αί πλευρκι ΑΡ, ΓΖ είναι 
ς-αύεραΐ, καί εί; το όποιον ή γωνία Λΐ ’Ζ μ;τχβάλλ«τκι τήν 
ποσότητα όπου καί ή γωνία Γ τον πολυγ·>νου" όΟΐν ώσχύ:<■>' w , -  
περχίνομεν ότι ή πλευρά Λ Ζ  Οίλε; α<ςάνϊ: εάν η γκυίκ Γ «ύ- 
ξάνει,· καί Ο/λεΐ ολιγ-ο ε̂ύει εάν ν γωνία Γ ιτάσ/ν, το ϊ)\ον, 

ΦανερΟν *·τι ό αυτό; συλλογικό; ημπορεί νά εφαρμοβΟν; εί; την 
μεταβολήν μ.ιά; των δύο γωνιών Λ καί Ιό, κχί ότι ϊ/ ν . χώρα· 
διά κάθε σφαιρικόν πολύγωνον περισσότερων από τρεί; πλευρών. 
Διά τούτο εί; όλα; τά; ττερος-ανε:; το- συμπίρχσμχ Οελει εί.χι 
σύμρωνον μι την εκφώνή ’̂.ν τη; προτάσεω;, φΟοί,ει μόνον τό πο­
λύγωνον νά ηνχι κυρτόν πριν καί με*ά τή· άλλχγην το3 σ/νίτ 
μα το; του. Ο πεΛορ’.σμο; ουτο; είναι αναγκαίο; , διότι, έά;, φε/ 
«ίπειν, τό -γωνία Γ  ώλιγ0£ευεν εω; ου η ςΊγν.7! Ζ νά π·'σν} επί 
τη; διαγώνιου Α Ε , τιίτε ή Α ζ  η)ϊλεν είναι εΧαχις-ον' καί» ίχ< 
ίκ ταύτη; τη; ς-ιγμη; » ακολουθούσε νά ολιγος-ΐυη λ γωνία Ε , 
φανερόν ότι η πλευρά ΑΖ ηίελεν αυξάνει αντί νά ολιγος-εϋη' π/.ήν 
τότε,  ίπειδή η γωνία Α ζ Ε  γίνεται είσεχουσχ, το πολύγωνον 
Μιλε παυσει τοϋ νά ηνχι κυρτόν.

Πόρισμα·  Τών αυτών κείμενων, εάν πολλχί ίώ · ά.,ί.Α. :ι εί; 
■ την πλευράν Α ζ  γωνιών αυξάνουν, κχί ούδεμία τούτων ο/.:γ.- 
«Γίύη, ιό πλευρά Α ζ  έξ αίτια; όλων όμου των μετχο-λών ανα­
γκαίο»; Οελει αυξήσει» Το εναντίον ακολουθεί όταν πολλχί τώ· χπί-  
ναντι εί; την πλευράν ΑΖ γωνιών όλιγος-εύουν, κχ; οΰδεαίχ τού­
των αύςάννι.

Διο'η, εάν έξ αιτία; της ταυτοχρόνου αΰξομηώσεω;. αί γ,ω»ίαι 
A, Β, Γ, κτλ· τοϋ πολυγώνου , τρε-ρΟοϋν ί ί ;  A  , Β , Γ  , κτλ· <5“ν- 
τάμεΟα νά μεταβώμεν ^ιαί“θχικώ; άπο τό προτεΟεν πολύγωνον itf 
τβ μη π*;ΐίχον πάρεξ μίαν μβταβίβλημενην γωνίαν &!' άιτ; τοΰ ο 
»ίς τ» μη περ^εχον πάρεξ τά; <ϊύο μεταβεβλημίνα; γωνία; A

( ι )  II προτχσι; αΰτη δεικνύεται κχό’ ον τρόπον καί η το$ 
Α' βιζχ. διά τά εΰβόγρΛμμα τρίγωνα. Ο. Σ,
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και Β#, καί ούτως «οεξής· Τώρα ιΐς ίκάς-κν *ών μεταβάσεων* 
τούτων f, εφαρμογή τής προτάσεως είναι φανερά, καί φε'ρει πάν- 
τοτε ιίς τό αΰτο εξαγο'μινον.

Λ  II Μ  Μ A  IV.
Εάν δεδομε νου σφαι ρικού κυρτού πολυγώνου του ό­

ποιου at πλευρα ι  ε ίναι  ς·αΟεραί κα'ι ΰπβρ τάς τρεις» 
μ ε τ α β ά λ λω μ ε ν  τάς γων ί α ς  καθ’ οποιονδή .τοτι τ ρ ό π ο ν ,  
νωρίς  όμως το πολύγωνον να παύσ>) τ ο ΰ να χν α ι  κυρ* 
τέν’ εάν ακολούθως δε'σωμεν το μέν σχμεΐον -I-είς τήν 
κ ο ρ ’J ο  χ ν κ a Os α ΰ ξ α ν ο μ « ν κ ς γ ων ί α ς ,  το δε  σ x μ ε ΐ ο ν —* 
εις τ χ ν κορυφήν κάθε έ). α τ τ ύ υ μ ι ν χ ς ,  κ α ί  δ έ ν Οεσωμεν 
κάνέν σχ μεΐον ε ί ς τ ά ς γωνίας  αί όποια*, μένουν ς^αΟεραι* 
λέγω ότι  κ άμ νοντ ε ς  τον γύρον τόϋ π ολυγ ών ου ,  πρε'πει 
νά εύρωμεν  τε 'σσαρας τ ο ύ λ ά χ ι C & ν άλλαγάς ο  γ, μ ε ι ο υ από 
ττ,ν μίαν κορυφήν εις τήν ακόλουθον.

Τώ όντι rev s’ άν ν κ-αι ό αριθμό; τών γωνιών τοϋ πολυγώνου,· 
δέν κμποριΰν νά υπάρχουν ν ■— α άκολουδοι γωνίαι , αί όποΐαι 
ίνταύτώ νά αυξάνουν, ή at μΐν νά αυξάνουν αί δέ νά μ,ε'νουν 
ς-αδιραο’ διότι εάν μία των δύο τούτων περις-άσεων εδίδετο, κατά 
τό πόρισμα τού προλαβόντος λήμματος , χδελεν ακολουθήσει ο« 
ή άπε'νανπ εις τάς ν—a ταύτας γωνίας πλευρά τού πολυγώνου 
6ά αύξανε: συνέπεια εναντία εις ττ,ν ύπ.Οεσιν on όλαι αί πλευραι 
του πολυγώνου είναι ς-αΟεραί. Διά λόγον παρόμοιον δέν κμπορεΐ 
νά ύποτεδί) ότι ν—a άκολουδοι γωνίαι ολιγκςεύουν ε’νταύτώ ή οτο 
μερικοί ολιγοςεύουν, εν ω αί άλλαι με'νουν c*0s?ai· Ιίις τήν σειοάν 
λοιπόν των ν—-a ακολούθων γωνιών πρε'πει νά ύπάρχν) τοΰλάχιςον 
μια αλλαγή σκμειου’ τ.ολΰ δε περισσότερον τήν αλλαγήν ταύτκν 
πρε'πει νά άπαντήσωμεν εις τήν σειράν τών ν άκολούΟων γωνιών 
όταν κάμωμεν ολον τόν ϋ̂ρον τοϋ πολυγώνου.

αον Α ί μεταβολαΐ εις τάς γωνίας τοϋ πολυγώνου δέν ήμπορούν 
νά ήναι τοιαΰτα·., ώς-ε νά παρουσιάζουν μόνον μίαν σειράν σκμείων ,4* 
καί μίαν σημείων — , καί ούτω νά μκ υπάρχουν πάρεξ δύο άλλαγαι 
σημείου εις ολον τον γύρον τοΰ πολυγώνου.

Διότι, άς ΰποδε'σιομεν παραδείγματος χάριν, ότι A , Β, Γ είναι 
«ί τρεις σκμειωμε'ναι μέ τό σκμείον *4* γωνίαι , καί Δ, Ε, Ζ, II 
αί τε'σσαρες σκμειωμε'ν*ι μέ τό σκμείον —- ίσχ· a8?) (ή  υπόδεσις 
αδτκ περιλαμβάνει εκείνχν καδ’ κν χδελεν είναι μικρότερος αριθμός 
σκμείων εί; ΙκζςΥ ;*  σειράν, έξ αιτίας τού αμεταβλήτου μερικών 
γωνιών). I άν το σχήμα παριςαντι τήν πρώτχν κατάς-ασιν τοϋ πο­
λυγώνου» ή διαγώνιος ΗΔ πρε'πει νά αύςάννι όταν αυξάνουν όλαο 
αι γωνίαι Α, Β» Γ ,  ή μόνον μερικά: τούτων’ άλλ* ή αυτή δια­
γώνιος ΗΔ ώς άνήκουσα εις τό πολύγωνον ΗΖΕΔ, τοϋ οποίου αό



άλλαι πλευραΐ είναι ς-αθιραί, πρί«*« νά όλιγος·εύτ: <ν ω όλιγοςεύβυν 
«ί γωνίαι Ζ καί Ε, ή τούλάχις-ον νά pttvj» ς-αθερά, έάν άπό τάς 
τεσσχρας γωνίας Δ, Ε , Ζ> Η > αί Ίύο Δ και Η, ή μόνον μία 
τούτων, όλιγος-εύουν* ή περί ίς  ό λόγος λοιπόν «πόΟεσις είναι άσύ- 
ς-ατος* όθεν ή μεταβολή των γωνιών Ίέν ήμπορεί να ήναι τοι- 
αύτη ως·* μόνον νά παρουσιάζιρ Ίύο σειράς τήν μέν συγχιιμινην 
άπό σημεία +  > τήν Ίέ άιτό σηιχεϊα —  .

3cv Αδύνατον προσέτι κάμνοντες rev γύρον του πολυγώνου 
νά εΰρωμεν τρεις εναλλάξ σειράς σημείων +  καί σημείων —  * Ίιότι, 
είς ταύτην τήν ΟποΌεσιν , ή ποώ τη καί ή τρίτη σειρά ήΟελον 
είναι τού αυτού σημί-.ου, καί η ρ.ία ήθελεν ακολουθεί μετά την 
άλλην, ώς-ε Ίέν ήΟελον σχηματίζει πάρεξ μίαν μο*ην σειράν’ ώς·* 
«·ς τον γνρον τού -πολυγώνου Ίύο πραγι/.ατικώς ήΟελον εί/at at 
σειραί, ή μία συγκείμενη άπό σημεία -h  , καί ή άλλη άπό ση­
μεία — ’ πςάγμ.κ το όποιον άπεΊειξαμεν αδύνατον.

Λοιπόν τέλος πάντων αί άλλαγαϊ τού σημείου τάς οποίας χά­
ροντες τον γύρον τοϋ πολυγών«υ Οιλομίν εύρη, πρε'πει νά ήναι 
τούλάχιςον τε'σσαρες τόν άριΟμο'ν.

Πόρισμα·  Ο,τι άπεΊείξαμεν Ίιά τά σφαιρικά πολύγωνα, άμε* 
«ως εφαρμόζεται είς τάς ςερεάς γωνίας τάς οποίας μετρούν τά 
πολύγωνα ταϋτα. ΟΟιν» ΊοΟείσης μ ι α ς  κυρτής ς-ερεας γ ω­
νίας,  είς τήν όποιαν συνενούνται  υπέρ τ ά ς τ ρ ε Λ ς  ε π ί ­
π εδο υ ς  γ ω ν ί α ς ,  εάν καΟ όποιονο^ήποτε τρόπον μ ε τ α -  
6 λ η 0 ώ σ t ν at κλίσεις  ε π ί  τών κο'ψεων, χωρί ς  όμως νά 
παύσφ ή ς ι ρ ι α  γων ί α  τοϋ νά ήναι  κυρτή* καί  έαντεΟτί 
όφ’ έκάς·ης κο'ψεως. τό σ η μ ε ΐ ο ν - τ η τ ό σ η μ ε ϊ ο ν  — , καθώς 
ή κλίσις  ε π ί  ταύτης  τής κόψεως α υ ξ ά ν ε ι  ή όλ ι γο-  
ς-εύει ,  καί  αί κόψεις επί  τών οποίων ή κ λ ί σ ι ς  μέ ν ε ι  
ς-αΟερά S  έ ν σημειωθούν μέ κάνέν  σ η α ε ί ο ν ,  λέγω οτέ 
γ ι ν ο μ έ ν ο υ  τοϋ γύρου τ ής  ς-ερεάς γ ω ν ί α ς ,  πρε'πει  ν« 
ά π α ν τ ν. 0 ώ σ ι τ ο ύ λ ά χ ι ς- ο ν τ ί  σ  σ  α ρ ε ; ά λ λ α γ α ϊ  σημείου 
άπό τήν μίαν κο'ψιν είς την άκό/.ουθον·

Διά τής προτάσεως ταύτης καί τοϋ θεωρήματος τοϋ Εϋλήρου 
περί τών πολυέδρων (α5, 7 )» Ίυνάμεθα νά άποΊείξωμεν τό επο'- 
μενον θεώρημα καθ’ σλην του τήν γενικότητα-

θ  Ε Ω Ρ Η Μ Λ.
Δοθεντος ε ν ό ς  κυρτοϋ πολυέδρου, είς τοϋ όποιου τάς 

μεριάς γωνίας συνέρχονται  ΰπε'ρ τά ς τρε ις  ε π ί π ε δο υ ς  
γωνίας?* οδ  ύνατ ο ν νά μεταοληθοΰν αί κλίσεις  τών ιπι*  
« / Ί ω ν  τον πολύεδρου τ ο ύ τ ο υ ,  ώς·· >ά προκόψω <■'*ύ-



ι Βο
r ipoy πολύεδρον σ ρ α α τ ι σ μ ί ν ί ν  μ* τα αυτά ε π ί π ε δ α  
και  c i  :ω ί  i a : ί * a y p, ί να προ;  άλλη λ a καίιώς su p ία~ 
χ ι ν τ α ι  i t ;  τό <5X0 εν.

Αιά νά άπουεξωμεν την πρότασιν ταύτην, πρε'πει >α ^ιακοί- 
νωρ.εν <ϊυο πιριςάσεις, εκείνην καθ' ή/ μεταβάλλομtv τά; κλίβει; 
επί ο/ων των κιψίων , xat ixsivr.y καθ’ ήν μ.ερικά; των κλίσεων 
τούτων·

Π Ρ Ω Τ Η  Π Ε Ρ I ϊ  Τ Λ Σ I I

Αί όπι Oijomtv οτι μετα€άλλομεν ενταύτώ τά; κλίσεις ίπΐ οΧον 
τών κόψεων, και ά; κα,λεσωμεν X τον όί/ον αριΟμ.όν · ών ά/λαγών 
του σημ.είου τά; όποια; κάμνοντε; τον γυρον έκάςη; ς·;ρεά; γο>· 
νιας Οιλομεν εύρη μ.εταβαίνοντε; άπο μ."αν κονιν εί; τήν άκ·.λοϋΟον, 

Γ.ΐίορίν ε! ;  t o  I ’/  λήμμα on c αριθμό; των ά/λαγών τοΰ 
σημείου, <ίεν ήμ,πορεΐ νά ήναι μικρότερο; τού* τεσσαρα <5όά κάθε 
ς-ιρεαν “γωνίαν.

Εάν λοιπόν χαλε'σωυεν Σ τον αριθμόν τών ς-ερεών γωνιών, Cs'- 
λ'.μ.ιν tχει 4 λ, τοΰ σημεου ^  μή άποκλείοντο; την ισότητα.

Παρατηρώ τώρα ότι όυο όρεξή; κόψει; μ·.ά; ςερεά; γωνία; ανή­
κουν τάντιτε εί; μίαν ενοαν τοΰ πολυίυρου*, καί <5έν ανήκουν 
παρά εί; μίαν μόνην" ο ολος λοιπόν αριθμό; τών αλλαγών τοΰ 
σημείου τά; όποια; ήΟ!λαμίν χαρατηοήσει ε’πί τών ειριξή; κό­
ψεων κάθε ^ερεά; γωνία.;, πρε'πει νά ίοούται μέ τ;ν όλον αριθμόν 
τών ά/λαγών τοΰ σημείου τών π a ο ο.: η ρ ο υ μ εν ω ν ΐτ ί τώ/ ι ο«<,ή; 
“πλευρών έκάςη; έυρας’ ί'.ότ ι -Τον ίιίε τ α ι κά.μμία ά/λαγή σημείου 
εί; το εν σ’όσημα ή π ; νά μ ή άντιςαρεϊ εί; παρουσίαν αλλαγήν 
ι ί ;  το άλλο.

Τώρα, ίιά  κάθε τριγωνικήν f-S’pav, ό αριθμό; τών ά/λαγών του 
σημείου <5έν ήμ.ηορεΐ νά ήναι μεγαλήτερο; :;ΰ  <5ύον ά ιό τι ί τω;>
ίήποτε καί άν τρερΟοϋν τά σνμιΐα τή; στρας Η------ f- ή τή;
"Τ — > ^εν συνάγονται παρά «5’άο άλλαγαί σημείου·

Διά κάθε τετραγωνικήν ε^ραν, αί ά’/ώαγαΐ τού σημείου είναι 
το πολ.'υ τόοσαρε; τόν άοιΟμο'ν* τοΰιο είναι οιανερόν.

Εν γίνει, εάν έ αριθμός τών πλευρών μια; είρα; ήναι άρτιο; 
•« 2V, ό ρ.εγαλήτεοος άριΟμ.ό; τών ά/.λαγών τού σημείου τάς όποια; 
καμνοντε; τον γυρον των π/.ευρι·>ν r,μπορούμε·/ να ευριοί/εν, είναι 
5 ν* τούτο ακολουθεί όταν αί πλευραί cspcuv εναλλάξ τά ση­
μεία +  καί —  ·

Α/λ* £«ν c αριθμός τών πλευρών μιά; ειίρας ήναι περιττό; =  
αν —h ι ,  ό μεγαλήτερο; αριθμός τών αλλαγών τοΰ σημείου Οίλεε 
ιΐναι μόνον ον’ άλοτι εάν είς τά; πλευράς ίοΟοϋν ένα/λοξ τά σ?- 
μ.εια -h  καί — , ή πρώτη καί ή τελευταία ήναγκαίω; βιλουν *χ»:



κο  .αότί βγ.μεΐον* <ϊ"ιά τούτο c αριθμός των αλλαγών τοϋ σημείου 
Οίλει είναι μικρότερος T1“ άριΟμοϋ των πλευρών κατά μογάοα;

Τούτου τεΟε'ντος , »ς·ω α ό αριθμός των τριγώνων * C έ τών 
τετράπλευρων, γό  τών πενταγώνων, κτλ· των συγκροτούν των ττ,ν 
επιφάνειαν τοϋ ίε^ομάνου πολυεορου" i κ των εΐρΥ,με'νων επεται 
ct( ό όλος αριθμό; των αλλαγών τοϋ σημείου τά; οποία; κά~ 
μνοντες τον γυρον Ικά^ης ί<$ρα; Οελομεν παρατηρήσει , ί ίν  ίύη  
ναται νά ήναι μεϊζων τοϋ ία  ίιά  τά; τριγωνικά; ε<ϊ:β;. τοϋ 
4β S ιά τά; τετραγωνικά; , τοϋ /,γ <Ϋιά τά; πε/ταγωνικάς, τοϋ 
C i ιίιά τά; έςχγωνικάς· Θελομεν ε/ε« λοιπόν

Ν '^ία4'/,ο+/,γ+Γ»5·τ6ε+8ζ4·8τ.+ κτλ;
Κςω Α ό αριθμό; τών κόψεων τοϋ πολυέδρου, καί II ό τών 

ίίρών του, Οίλομεν εχ«ι ·
2  Λ— Ία+Ζ, β + ύ γ + β ί+ 7  ε+8ζ+Λ/.+ κτλ;

H=!5x~i'o*^+<J'4‘«"i'>+n+ κτλ·
Αλλά κατά το θεώρημα του Κλήρου* ς4ΙΙ==*λ4'2* λοιπόν 4 ^ =  

8+4Α—4II, καί τών άντεισαγωγών γενομ.ενων θέλει είναι · 
4Σ=84·2α+/,β+0γ·{*8ί·+ίΛε4· κτλ.

Από τήν σύγκρισιν ι γ ς  τιμή; ταύτης μέ τό T.Sn εύρεβεν ίριον 
ίξάγεται-

Ν < \ ϊ —8·

Αλ\* αί $ΰο  ανισότητες 4 Σ καί Ν — 8 άίόναττν να 
συνυπάρ/ωσι' άίυνατον λοιπόν ιίναι νά μεταβλν.θώιτιν ένταΰτώ ολαι 
αί κλίσεις επί τών κόψεων τοϋ πολυέδρου, χωρίς νά χαλάνε ή 
συναρμ,ολογ’α ( coherence) τών έπιπείων τών σχημ.ατιζνντων τήν 
ε’ πιφάνειαν τοϋ πολυό') ρου.

Δ Ε Υ Τ Ε Ρ Α  Π Ε Ρ !  Σ Τ Α Π  I.
Ας ϋποθ/σωμεν τώρα οτι ίε’ν μεταβάλλονται eXxt ε’ντσύτώ αί 

κλίσεις επί τών κόψεων, άλλ’ ότι μερικαί τούτων μενουν ςαύίραι.
Γ.ςω ΖΙ (αχ· 2 0 4 ) μία τών κ'ψεων τούτων' τ,μποοοΰμεν νά ττ,ν 

νοήσωμεν άφηρημενην , καί τά; ίΰο προσκειμε'νας ε'^ρα; ΖΙΗ,  
ΙίΖΙΘ εχωμε'νας είς μ.ίαν μόντ,ν μή επίπεδον περατουμ,ινην άτ.ά 
την «μεταβλητού μορφή; περίμετρον ΓΖΗΘΙ· Α; καλε'οωμεν Σ', Η 
χαί Α* δ,τι απογίνονται οί αριθμοί Σ, Η κα> Α μετά ττ;ν ά'ραρεσιν 
μια; κ ψιω;* Οελομεν εχει Η —!!— 1 > καί λ ' = \ — ι* περιπλεον 
f/ομΐν Σ — Σ, S i i n  ό αριθμός τών μεριών γωνιών είναι ό αυτός 
καί είς τά ίύο ς·ερε«* λοιπόν Σ *fH/—Α ~Σ"1~Η—Λ— α- Οβεν βλε'- 
ττομίν δτι τό θεώρημα του Γ.ύλτ.ρου ε/.ει τον τόπον του εί; τό 
νε’ον πολύεδρον τό όποιον περιε'χει μίαν κόψιν ολιγώτερον , κα* 
μίαν iS zαν ολιγώτερον, <5\ο'τι <5ΰο είραι ένώΟτ;ταν εΐ; μίαν μό' 
vr# αχ επίπεδον.



Εάν άπό τό δεύτερον τούτο ^iptiv «φαιρίσωμεν άκο'μη μί«* 
των κοψιών ΐπί των όποιων ή κλίσις μ«ν« αμετάβλητο;, Λ άφαί- 
ρεσις τ ι ;  κο'ψεως ταότης θέλει <$ωσει πάλιν αφορμήν εις τήν. 
ίνωσιν <$υο προσεχών ( contigues) ί^ρών είς μίαν μόνην* καί 
ώσχΰτω; Οέλομεν ίιιζει OTt τό Οιώρημα τοϋ Εύλήρου εχε: ακόμη 
το τόπον του εί; τό τρίτον ςερεόν τό προχύπτον άπό την άφαί- 
ftα:ν <5“όο κόψεων.

Δυνάμ.»Οα νά ίξχκολουΟήσωμεν την άφαίρεσιν όσων Οέλομεν κό­
ψεων , φθάνει μόνον νά μη συναφχιρήηχι κάμμ.ίχ ς·ε?εά γω,ία' 
κτί τό θεώρημα τοϋ Εύλήρου πάντοτε Οελει ε/ει τον τοπιν του 
*ί; τό έναπομένον ςερεό\: τοϋτο ίε  ήμποροδμίν ακόμη να ιίωμ.εν 
κατ* ευθείαν καί γενικώς , ε'ςετάί/,ντες τήν άπό^ειξιν τήν όποιαν 
ί^ώκαμεν εις τό θεώρημα του Ενλήρου’ η άπόίειξις αυτή , τω 
ίντι, ίέν υποθέτει ότι αι έ^ραι τοϋ πολυέδρου είναι επίπεδο;’ 
•ίιά τούτο ηΟελεν εχει επίσης τον το'πον της, καί όταν αί ί'ίραι 
τ.Οελον περατοϋνται άπό περιμέτρους μή εί; τό αυτό έπίπείον 
κειμε'νας* ίκεϊνο μ,όνον όπου ΰπούίτει είναι ότι κάβε περίμετρο;» 
κατά την κατασκευήν μας, παριςάνεται από σφαιρικόν πο/ύγωνον, 
καί ότι το άβροισμ,α τό>ν επιφανειών τών πολυγώνων τούτων ίαοΰται 
μΐ τήν επιφάνειαν της σφαίρας. Καί πάλιν ι̂ έν είναι αναγκαίον 
νά ηναι κυρτά όλα ταϋτα τά πολύγωνα* άρχει νά ήμπορή νά 
ίιωρηΟη καΟέν τούτων ύς τό άθροισμ.α πολλών κυρτών πολυγώνων* 
τοϋτο ίε  ακολουθεί πάντοτε, όταν, <$“ιά τη; άφαιοε'σεω; πολλών 
κόψεων αΐ οποίοι ανήκουν εί; τό πολύεδρον, πβλλαί τών επιπέδων 
«ι̂ ρών ένοϋνται εί; μίαν μ,όνην μ.ή επίπεδον* οιότι τότε τό σφαι­
ρικόν πολύγωνον τό όποιον παριςάνει ταύτην, συγκειται άπό τό 
άθροισμα τών σφαιρικών κυρτών πολυγώνων τά όποια επαράςενον 
τά; άφαιρεβιίσα; έ$ρας·

Δ; ε).0·.»μεν τώρα εί; την περίς-αοιν καβ’ ην έν ω άφαιροϋνται 
αί κόψεις ΐπι τών οποίων η κλίβις ί&’ν μεταβάλλεται* συναφχι- 
ρείται μία η περισσότεοαι ς-ερεαί γωνίαι, εί:ε επειδή αί χ/.ίσεις 
όπί όλων τών κόψεων, εις έκάςην τών γων.ών τούτων, είναι ά:;.ε- 
τάβλητοι, είτε ίιά  τό αδύνατον της μεταβολή; τών κλίνεο,ν τού- 
των επί περισσοτέρων τών τριών κόψεων, καί τότε άνχγκαίως 
είναι ς·χΟερχί·

Ας ύποΟ/σωμεν εν πρώτοι; ort ^έν άφαιρείται πάριξ μ.ία 
ςερεά γιον'α, καί ίςω y. ό αριθμός τών έιίρών τή; γωνίας 
ταύτη;, η τών κόψεων αί οποία·, απολήγουν εί; την κορυφήν τη;· 
Αφαιρουμένη; τη; περί η; ό λόγος ςερεά; γωνίας, συνχφαιροϋνται 
μ κόψεις, καί αί μ έίραι αί σχήματίζουσαι την γωνίαν
καταντούν εις μίαν μόνην* εάν λοιπόν καλε'σωμεν Σ » A , Η ο,το 
απογίνονται οί άριΟμοΐ μετά τήν άφαίρεσιν μιά; φερεά; γων \ς.
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νάγομιν 2  -4-11—A “ Σ^Η — A .**3 * '  ϊό  θεώργ>μ« λοιπόν τού Eit~ 
λήρου ίχ ιι ακόμη τον τόπον του εί; το veov ς-ερεάν

Είναι τώρα φανερόν ότι ήμποροϋμεν να άφχιρε'σωμεν δ»α; ς-ε- 
ριά; γωνία; βόλο μεν του ίε^ομε'νου πολυέδρου , καί το θεώρημα 
τον Εϋλήρου πχ;τττε βίλει εχει τόν τόπον rou εί; το ε’ναπομίνον 
ς·ερ«όν* ίιό π  άφχιροΰντε; τά; ς·εριά; γωνία; άνά {λίαν > ε'χομίν 
« ι̂α^οχικώ; διάφορα πολύωρα» άπό τα οποία <ίύο ι’ϊίς>5; υπά­
γονται εί; τνι> περίς-ασιν την οποίαν εξετάσαμε·;·

✓ Εν γε'νει λοιπόν, ε'άν άπο το προτεΟΐν πολύεδρον άφαιρεθούν 
δλαι αί κόψει; επί των οποίων ή κλίσις ιίιν μεταβάλλεται» είτε 
•ίιά τή; άιραιρίαίω; ταύτν,; δ αριθμό; των γωνιών μ» νν) <ί 
αυτί; > είτε γενγ» μικρότερο; , το δναπομενον πολύεδρον πάντοτ· 
Οίλει πληροί εί; το θεώρημα τού Ε;λήρου> τούτ’ ί ς : ν ,  καλοϋντες 
ο, η, α τά; ποσότητα; αί όποια: $ιά τό πολύεδρον τούτο άν- 
τιςοιχοϋν εί; τά; Σ> Η, Δ, τού προτεΟεντο;, Οελομεν εχει c+n—x 
=Σ+Η—Α = α.

Λλλ’ εί; τό τελευταΐον τούτο δλαι ένταύτώ αί κλίσεις
ε’πί των κόψεων , πρε'πιι νά μεταβλν.Οοϋν , επειδή άνγρεθηαβν 
ολαι αί κόψει; ίπ ί των όποιων ή κλίσι; ίέν μεταβάλλεται* τό 
ς-ερεόν λοιπόν τούτο υπάγεται εί; την πρώιην περίς-ασιν* ή ταυ­
τόχρονο; λοιπόν μεταβολή όλων τούτων των κλίσεων <ίβν ήμπορεε 
νά λάβτι χώραν χωρίς βλάβην τη; φύσεω; τοδ πολυέδρου·

Λοιπόν τελο; πάντων όποιονίήποτε κυρτόν πολύεδρον, <ίέν ^μ­
πορεί νά τριφΟίί εί; άλλο κυρτόν πολύεδρον, τό όποιον νά περιά- 

.χεται υπό τών αυτών πολυγωνικών επίπεδων και ^ιατεταγμίνεβν 
χατά τόν i<J“tov τρόπον το i t  ώ; πρό; τό άλλο.
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