
2  Ε  ϊ  Ρ  Λ  2Σ Τ Ο Ι Χ Ε Ι Ω Δ Ο Υ Σ , Μ Α Θ Η Μ Α Τ ΙΚ Η Σ
Τ Ο Μ Ο Σ  Δ Ε X Τ Ε I» 0  ,2.

Σ Τ Ο Ι Χ Ε Ι Α  Γ Ε Ω Μ Ε Τ Ρ Ι Α Σ ,ΪΠ Οα ; μ . λ ε ι έ ν δ ρ ο γ .
ΜΕΛΟΥΣ ΤΟΥ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΥ ΚΑΙ ΤΟΥ 

ΤΑΓΜΑΤΟΣ ΤΗΣ ΤΙΜΗΣ,ί'Η Χ  Μ Η Δ ΙΚ Η Σ  ΕΤΑΙΡΕΙΑI ΪΟ Τ  δ 0?<ΛΙΝΟΥ κ . τ . λ , '
ΐΜίταφραοΟέντα ir. τοΰ Γαλλικού Ικ tic ^ωδεκάτης' 

αΰτών Λχίοσεω;, υτϊό τοδ 
ΔΟΚΤΟΡΟΣ ί ύ ANNOY ΚΑΡΑΝΔΗΝΟΧ, 

ΚΕΦΛΛΛΗΝΟΣ.Κφ/ίρόυ τής Ιονίου' Ακαδημίας, Δεκάνου της Φιλοσοφικής' Σχολάς, και Προφίσσορος τής Χψηλοτε'ρας . Μαθηματικής.
Κ Ε Ρ Κ X V A I.’1020,ΕΚ! Τ Ι Ι Ζ  Τ Χ Π 0 Γ 1 » Α Φ Ϊ Α Σ  Τ Η Σ  Κ  Υ Β Ε Ρ Ν Η Σ  Ε Ω Σ



Ο ΜΕΤΑΦΡΑΣΤΉΣ ΠΡΟΣ. ΤΟΝ ΑΝΑΓΝΩΣΤΗΝ.Ιάον ex βαίνει εις φως κα\ ό δεύτερος τόμ.ος της 
<ς"ύΐχειώ$ους σειράς τών ΜαΒηματικων. Ο  δ“ευτε- 
ρος οντος τόμος περιέχει τά μοιχεία τής Γεωμε» 
τρίας τον περίφημου Αεγένδρου.Τδ σύγρνμμα τον Αεγένδρου είναι βέβαια το 
καλήτερον ςοιχειώδες σύγγραμμα τ7,ς Γεωμετρίας. 
Από τούς όσοι προ αυτού εγραψαντά ςΌιχεια τής 
επις-ημης τσύτης, άλλοι μεν άνέμιξαν τάς γεω- 
μετρικάς άληΒεία; με τάς έφαρμογάς των, μή 
ΓόχασΒέντες ότι ή άνάμιξις σΰτη είναι ρίγα  έμ-  
πόδ'ον εις τήν πρόοδον τον σπονδάζοντος τήν 
Γεωμετρίαν' διότι πρέπει νά δαπανά, όχι ολίγον 
καιρόν, αν και χωρίς καρπόν, εις άλτ,Βίίας $ι 

,όποϊαι δεν έχουν χαμμίάν  άμεσον σχέσιν με το 
άντιχείμενον τής σπονδές τον, και των οποίων 
ή εντελής χατάλ&ψις απαιτεί την γνώσιν καί 
τής Γεωμετρίας και τής ΐπις'ήμης εις τήν οποίαν 
ή Γεωμετρία έφαρμόζεται. Αλλοι δε δεν έπεσαν 
εις το άτοπον τών πρώτων, πλήν εντός on  sic τά 
συγγράμματα των δεν φσινετα-t εκείνη ή Γεωμε- 
τρική ακρίβεια, ουδέ τακτιχως ΙξέΒεσαν τάς δια
φόρους προτάσεις, are να φαίνεται ή προς όλλή- 
λας. σ/'έσις, αλ λ’ φς προς τούτο δουλιχ&ς ήκο- 
λούΒησαν τήν τάξιν τού Ε ύκλειδου, χωρίς νά προ

αναφέρουν Ιδιον τι εις τήν έπιςτήμχνί άλλοι τέλος 
πάντων εχάΒησαν είς Μεταφυσίκάς λεπτολογίας, 
παραβλέψαντες τά ούσιώδ/), και όντως εσχότιζον 
ταρ' ζ,τί διεσάφιζον τάς εναργες’άτας προτάσεις 
πής Γεωμετρίας.
. Αφού δέ εις τήν Γαλλίαν άρχισαν νά προοδεύ
ουν at ΜαΒνματικαι ίπιςϋμαι, διάφοροι σειρα'ι
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ςο/χείων Μαθηματικής ειράνησαν, με περισσότερον} 
χάξιν καί μέθοδον γραμμένα', καί άρμόδιαι έπο- ' μένως εις ττ,ν σπονδάζονσαν Νεολαίαν.1 Μεταξύ τούτων διακρίνεχαι y ς’οιχε ιώδης σειρά των Μ αθηματικώ ν τού Δ α κροίου (Lacroix)· ο 
ένδοξος ούτος Μαθηματικός άψ'ού εις τρεις με-  γάλους τόμους συνάθροισε καί ίιετα ξεν όντι ά - 
ννψρεται εις την υψηλήν Μ α θ η μ α τικ όν, συνέ
γραφε καί πλτηρ'ιj ςο'χειώ ίτ; σειράν. Η  εϊσαξις 
ταόχΥ,ζ εις τά λύκεια τκς Γα λλία ς, ή εις τά ς «λ λα ς Ευ^ω ταίκάς γλώσσας μετάφρασές της, 
αρκετά άποδεικνύουν. την αξίαν τ^ς. Πρέπει δμας , 
να όμολογτ,σωμεν ξχι αν και ό Λάκμοί’ος εις τά 
μοιχεία τής Γεωμετρίας χον έφυλαξε χτ,ν άπαι· 
χουμένην ακρίβειαν είς χάς αποδείξεις των προ- τα'σεων, καί ί ιά  πολλά υπερέχει το σύγγραμμά  
χον άλλα ς-οι^ειώίν? σνγγράμμα.χχ, χά ςτοιχεια . όμως ταύτα ίέν  έχουσι το πλήρες, και έλλείπουσι 
πολλών αναγγ.αίι*ν προτάσεων χ·?,ς Γεωμετρίας, εν §  ίέ  εις χο σύγγραμμά του έπιγραφό μενού cssais sur Γ  enseignen^ent είω.κε ι\α.ρχγγίλμαχα διά 
χγ,ν συγγραφήν ς-οίχείων Γεοιμ.ετρίχς, χάΰχα όμως 
δεν ϊφΰλαξε, καΐ (,υχε τ^ν χάξιν επέτυχε,

Ο δε ήμέτερος συγγραφείς εΐς'χό σύγγραμμά  
?ου ήυωσε χο πλήρες μέ θαυμασίαν χάξιν , ναι 
φαίνεχαι ότι ε βάλλε ν εις πράξιν 'όσα. δ Λακρόιος 
παραγγέλλει εις χ'ο είρημίνον σύγγραμμά του. Η 
μόνη προσεκτική ανάγνωσες τού συγγράμματος τού Α,εγένδρου ή μπορεί νά δώσγ μίαν ιδέαν της 
χάξεαίς μέ τήν οποίαν εκτίθενται αί προτάσεις, 
και ή οποία εις ούδεν άλλο σύγγραμμα παραχϊΐχ 
ρεϊται' ώς-ε διά ταΰτάτου τά προτερήματα καί



fit- άλλα. περισσότερα τό σύγγραμμα. τον As.y/v- f Γv>«e κατά τό παρόν τό καλλίτερου ςοιτ 
χειωδες σύγγραμμα.Ο λα ταΰτα τά οποία καί $ ίδ ια  TOtpe ji; 
(βεβαίωσε, με έκαμαν να προτίμησα τό σύγγραμτ 
μα τού Αεγένδρου, ένω  (μελετούσα να. δύσω εις 
τό.εθνός μου ςτοίχεια Γεωμετρίας.Ε ις ττ,ν μετάφρασίν μου δεν ελλειψα. νά προσ
θέσω τινά? δ ία σ α ^ σ ε ί?  εί? μεριχάς πρότασης 
είς τά?- όποιας ο χναγνώςης ήμ,πάρει να άπαν·. 
τήσ'ρ δυ σ κολία ?, ήςεύροιν δτι τό έθνος μας άχόμ.η 
ftp ttz a t τοιούτου είδους συγγραμμάτων, τά ό
ποια , χρείας τυχούσης, νά συμβουλεύεται .6 
σπούδαζαν. 1Α λλ’ έ* δίδων τον παρόντα τόμον πρέπει νά 
άποχριθώ είς την χρίσιν την όποιαν τινές επί·  
φερον διά τ*?ν Αριθμητικήν τού Βουρδωνος' διότι 
Ισως xai δίά τ*?ν Γεωμετρίαν την αυτήν θέλουν 
έπκρέρει: δτι, δηλαδή, ή Αριθμητική αΰ'.η είναι 
Εκτεταμένη , και διά  τούτο όχι αρμόδια  erg 
τήν νεολαίαν. Η άπόνρισίς μου είναι ότι ήμπο- 
ρούσα να μεταφράσω άλλην συντομωτέρα.ν καθώς 
την τού Αακροΐου ή εΐτινος άλλον' πλήν χα μ μ ί- 
αν δεν Εβλεπα εξισουμένην είς την ofciav με την 
τού Βουρδ'ωνος, η οποία συνίςρατΜ εις τά?, ιδέας, 
είς την .μέθοδον, είς την σαφήνειαν, καί είς άλλα 
προτερήματα, τά οποία or μ-η κατ' επιφάνειαν 
ξχοντες ίδ ια ς επάνω είς τάς Μαθηματιχάς επι- 
φήμας, ή,μπορούν νά παρατηρήσουν' xai, διά νά 
μή> πολυλογώ, χόθως 6 συγγραφείς συνέγραψε τοι- 
αύτην Αριθμητικήν διά νέους » <jut ont ά subir dc$ pfrcuvcs difficilcs, ct dont Ics premiers pas, dans la



• ârrifcrc dt-s sciences, doivent sc faire d? une manierc 
fu te  et profiiablc« (*) ήγουν' ot onnict μέλλουν va 
υποβληθούν εις αυΓήράς δοκιμασίας, καί των 
όποιον τά πρώτα. βήματα εις το Γάδων  των ίπΐτ 
Γημων^ πρέπει να γίνουν ασφαλώς και έπωφελώς' ,οντω καί ΐγώ την έμετάφρασα διά τούς νέους 
ελληνας οΐτινες' ασφαλώς βίλουν νρ διατρέξουν 
τό ευ ρΰ χώρον πεδίον των Μαθηματικών έπίΓημών, 
και μέλλουν νά aiptspaSouv εις ζγ}ν σπουδήν των 
άχριβΰ,ν ίπίΓνμΰν και των 'εφαρμογών των* ie ’ 
εκείνους από τούς όποιους ή νέα Ε λ λ ά ; ελπίζει Ε ύκλείδας κα'ι Αρχιμήδας, και εισαγωγείς των 
ϊκίΓημών εις την άρχαίαν πατρίδα των» Ο και
ρός περιπλέον θέλε: δείξει εάν επέτυχα εις την 
εκλογήν μου, *αλ εάν ή είσαςίςτης είς-τά σχολεία  θέλν? ωφελήσει την νεολαίαν η όχι, ε ν τ ν χ ίί.

Ε ί δ η  σ ι  ς,Ac  δ ύ ο  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ί α ι  ε ΰ θ ύ γ ρ α μ μ ο ς  
κ α ι  σ φ α ι ρ ι κ ή  μ ε τ ά  τ ω ν  σημε ι ώσε ων του  
Λ ε γ ί ν δ ρ ο υ  ί χ δ ί δ ο ν τ α ι  εις  τον ς  τ ό μ ο ν ,

(*) Βλιπ» Γ?.λ, Ικϊ> avertissement psg. s.



ΕΙΔΗΣΙΣ ΤΟΥ ΣΥΓΓΡΑΦΕΑΣ.

Επειδή r> άποδειξις τής Βεο 
λήλων όποιαν τήν inap facta 
(χδοσιν τοΰ παρόντος συγγράμματος »α\ εις τάς 
άχολούΒους μέχρι της Β.*·', tfiv ί.τον ελεν^ε'ρα 
από πάσαν δυσκολίαν καί αντίο fa<stvy άηεφασί- s 
σαμ,εν, εις την εννάτην εχδοσιν, νά άποχατα- 
ς·ύσωμ*ν· τήν Βεωρίαν ταύτην επί τής αυτής 
σχεδόν βάσεως τοΰ Ενχλείδου. ΙχεφΒέντες δέ 
μετά ταϋτα ini τοΰ ίδώυ άντιχειμένου (τών 
σχέψεών μας τήν άνάπτυξιν Βέλομεν δώσει εις 
τήν Β' στ,μεΓωοτν) , εύρήχαμεν δύο νέους τρό
πους τοΰ άπόδειχνύειν τό Βεώρνμα περί τ&ν γω- ν<ών τοΰ τρίγω νον, χωρίς τής βοηΒειας ονίενές 
aivfiματος ( postulatum ). Επομένως νατεχωρίσα- 
μεν εις- τό χεέμενον τής παρούσας ίνδόσεωςμίαν 
τούτων των αποδείξεων, τήν ολιγώτερον απ ομα- χρννομέντην τών κοινών ιδεώ ν, ναι ή οποία «λλως 
δεν φαίνεται περισσότερον δύσληπτος από τήν 
εις τάς προλαβούσας έχδόσεις εκ τής τρίτης 
μέχρι όγδοτ,ς δοΒεϊσαν.ΑλΜ τις αξιοσημείωτος μεταβολή εις ταύττ,ν 
τήν εχδοσιν άναψίρεται εις τήν στερεότητα τής 
τριγωνικής πνραμίδος. Ύήν άπο'ίειξιν ταύτιην 
άπεχατας-ήσαμεν σχεδόν ύ>ζ. τήν ίδώχαμεν εις 
τήν πρώτην ίχδοσιντούτων τών ς·οιχείων, ώφε- 
"ληΒέντες όμως από μίαν ευτυχή ιδέαν τοΰ Κ. 
Κουεβρε'του χαταςτηματάρχου εις Σαΐν Μαλο* συ- 
νίς-αται δό-εΐς τό νά χαταςήαγ Χσα τά ΰώη τών ύπε- ρεχο'ντων καί ίλλειπόντών πρισμάτων τών xaxa~ 
σχευαζομένων εις τάζ δύο παραβαλλομενας πυρα
μίδας. Με τό μέσοντοΰτο » άπόδειξις τής ςερεότη·

ρίχς τών π»ραλ- 
σαμεν εις τήν 3»*



h \
τόςτης πυραμίδος φαίνεταιήγμένγ, εις τον έσχατο''] 
βαθμόν τής απλόν-γ,τος τού όποιου είναι δεκτικό.

Επεώή τέλος οι τριγωνομετρικοί πίνακες ον 
κατασκευασμένοι κατά την δεκαδικήν ύιαίρεσιν 
τού τεταρτημόριου (quadrant) δεν είναι τόσον 
διεσπαρμένοι όσο:. .·?*' 'τφερομ.ενοί εις την πα- 
λαιάν δισίρεσιν τς περιφέρειας, ές"οχάσ5ημεν 
ωφέλιμον νά ύποσ υναψωμεν εις τά δοίσέντα πα
ραδείγματα τού υπολογισμού εις τον τριγωνομε
τρίαν ,  τά εξαγόμενα τά οποία η^ελε δώσε* ν  
χρήσις των παλαιών πινάκων.

Ο ς Ί ς  τ&ν ά ν α γ ν  ωςΊάν, τ ο ύ λ ά χ ι ς - ο ν  4 ί ς : 
XYl'v π ρ ώτ κ ν  ά ν ά γ ν ω σ ι ν ,  5 έ 1 ε ι νά  π * ρ ι ο .  
ρ ι σ $ γ  εί ς^τά α π λ ά  μ ο ι χ ε ί α ,  η μ π ο ρ ε ί  νά  
π α ρ ά β λ ε ψ η  τ ά ς  ^σΥ,μειώσεις,  π α ρ α ρ τ ή μ α 
τα κ α ί  γ ε ν ι κ ώ ς  δ ,τ  ι εί να ι τυ πω μ ό ν ο ν  ε ι ς  
μ ι κ ρ ο ύ ς  χ α ρ α κ τ ή ρ α ς  (*), ώ ς ο λ ί γ ο ν  ώφέλι·' 
μ α  η άπ/ . ι τ  οϋ ν τ α β α δ υ τ ί ρ α ν  την σπ ου
δήν.  Θ ί λ ε ι  δε έ π ι ςτρέψει f.i ς τα ,ύτα  ό τ α ν  
το χ ρ ί ν γ  ε ύ λ ο γ ο ν ,  έ κ λ έ γ ων  δ ' ,τι η$ε λε τ ο ν  
φαν/j α ρ μ ό δ ι ο ν ,  κ α ι  τούτο κ α τ ά  την  συμ
β ο υ λ ή ν  πεφωτ ι σ μ έ ν ο υ  τ ι ν ό ς  προφέσσορος .Σ* Κ · Οι ιίς xh πιριβώριον «(ιρισκομινοι άριΰμοί στιμιιονογν x d f  προτάσιι$ ιίς τάς δπο'ας 6 άναγνώςης πρι'πΐι νά πτ,γαίντ) £ιά την χατάλτ,ψιν των άποίιιξίων ν * όνος άριδμθ;> ώ; 4> α^μιιονέι ττ,γ £ πρότασιν τοδ άνά χίΤρας Cit . f  >α $1 αριθμοί ως 20. 3 οττ>μ«ονςυν* ττ,ν % προτασιν του βιβλίου* (* **)- Εις £» τίν τριγωνομιτρίαν τα' ^ρ$ρα καί at παραTtc^rat ίστίμειώΟηταν ίιά  ρωμαΐχων χαρακτήρων(*j Ολα ταυτα tfvat τω $ m  τυπωμιναιίς τίν γαλλικήν Ικίοοιν *>ς μικρώς χαρακτήρας* «ί; ττ,ν μιτάφρασιν τοίύττ,ν Μν τούτο' ττ.ν ιλλειψιν άναλόγων χαρακτήρων(**) Οί αριθμοί οδτα *ίς ττϊϋ παρούσαν, μιτάφραοτίν Irfltiacw ειςy-ίν οί£ν των αϊτοίείξ*»ν·



2  T O  I  X E  I  AΓ E Ω Μ E T P I  A Σ .
B  I  B  A  I  O N  ‘Π  P Q  T O N .

Λ  I  Λ  P X*A I,O P 1 4  Μ o  l»
, A'. H  Γβωμβτρία etvai έπις-ήμη ίχαοσα άντ»κιί· μινον τήν καταμίτρηοιν της Ικτάοϊως.Η ίκτασις ίχβι τριΐς <!)ΐαςάθίίς, μήκος, πλάτος καί ύψος.Β ̂  Η γ ρ « μ μ ή ιίναι μήκος χωρίς πλάτος.:Τά άκρα τής γραμμές καλοδνται οημαα: τά βη- μίϊον λοιπήν ίέν ίχβι βκτασι,ν.Γ*. Η ,βύΟιϊα γραμμή «Ιναι ύ πλίον σιμο ι̂νδς £pd- μος- άπδ ίν σημβίον «ίς άλλο.Δ . ΚάΟί γραμμή ήτις $1ν βίναι ούτβ tuQcia οοτβ αύν Οίτος άπά βύΟβίας γραμμάς «ιναι καμπύλη/γραμμή.Οδτως ΑΒ tlvai ίύδίϊα γραμμή, ΑΓΔΒ «Ιναι γραμμή κβκλααμίνη ή ούνΟβτος άπδ βνΟβίας γραμμάς, καί ΑΕΒ tlvai καμπύλη γραμμή οχ. ζ.Ε .  ΚπιφάνΕΐα ιίναι ί,τ ι Ιχιι μήκος και πλάτος, χωρίς ύψος ή πάχος.CV Td ίπί.πβίον βίναι Ιπιφάνβια, βίς τήν ύποίαν Ιάν ληφθδβι κατ'άρίοχιιαν $ύο σημιια, και ΙνωΟωσι τά ίύο ταδτα βημβΓα δι’; ίύδίίας γραμμής, ή γραμμή α&τη ιΰρίοκβται βλη βΐς τήν έπιφάνιιαν.



αΖ . K a il ίίτις 5iv etva; ίπίιτιδάς οίτι βυνί*·τος άπδ έιτι,πέίους έπιφανίίας eivca καμπυλνι έπιφανιια;Η .  Σ τ ι ρ ι ί ν τ ί  σ Ο {Λ α είναι ό,τι περιέχει iv ταύτφ' τάς τρείς διαςα'σεις τής Ιμ datum —©*. Οταν Suo βύΟεΐαε γραμμαί συνάπάντωνται ώς Α Β ,Λ Γ , '4 ΐήβ6ΐίς τίερίάτο'τερον ?ι όλιγώτεόόν μεγάλη διά τής ύποίας απομακρύνονται αδται «I εύδεΓαι, 5αον npi; τήν Qa'crty των, καλείται γων.ί«. Το οήμειον τής αυναπαντήτεως ή τής κοινής τομή; Α  είναι ή κορυφή τής γωνίας' αί δ̂  γραμμαί ΑΒ»ΑΓ είναι αί πλευραί «ύτής, αχ. a..Η  γωνία βημειο'νεται ενίοτε μόνον διά toff γράμματος τής κορυφής Α , ιίλλο τε διά TptfiSv -γραμμάτων ΒΑΓ ή ΓΑΒ, τιδεμίνου δμως τοδ γράμματος τ ή ς'κ ι-■ ρυφής εις τι' μίτον.Αί γωνίαι, κμδώς καί αί ίλλαι τίοαο'τητε ,̂ είναι δίκτικαί'προβΚβίως, είφαιρίαεως, πολλαπλκτιατμοδ' καί διαιρίσεως: ούτως ή γωνία Δ ΙΈ  ιΐναι τδ' · οίδροιομα τί^ν.. δύο γωνίων Δ ΓΒ ,Β ΓΕ , καί ή γωνία ΔΓΒ είναι- ή διαφορά των δύο γωνιβν ΔΓΕ,ΒΓΕ. οχ. ao*I*. Οταν *4 ίύδιΐα γραμμή ΑΒ τυναΛαντα μίαν αλλ^ν εΰδεΐαν Γ Δ , εις τρο'πον ώφβ αί προοκίίμεναι γωνίας ΒΑΓ,ΒΑΔ νά ήναι ϊβαι μεταζύτων,' ixaV/) τούτων τδν γωνιΓόν καλείται γωνία-ό ρΟνί’ ή δί γραμμή ΑΒ λίγεται χ ά δ ι  τος ini τήν Γ ά . <τχ. 3.ΙΑ ’,  Κάδε γωνία ΒΑΓ μικρότερα τής ορδής είναι γωνία όζεΐα’ κάθε δδ γωνία μιγΛνιτίρα ΔΕΖ είναι γωνία α μ β λ ε ία  αχ. 4*ΙΒ\ Δύο γραμμαί λέγονται παράλληλοι ,  £τ«ν, κεί-, μ*ν«ι εις το αδτδ ίπεπεδον'δέν είναι δυνατδν νά ου-' v*TcavTT)9ffiiiv ίοβν μακράν καί άν προικβληδύτι' τομ αύται είναι αί γραμμαί ΑΒ,ΓΔ.



U '. ΐ« ίτπ ίον  ίΐν«ι trtfacitfv tt ΊΤίριάρια-Κρίνον όΐπδ αλ« τά ρ.ίρη κτνδ γρ<ψ.(/.οίς.
E k i  ft! γροφ,ρ,ίΐΛ ήναι iiOttai, τύ ΐνβριιχδμβνιΐν ιϊτώ -ίδΫκςχωρίον JtfcMtfti αχ?ΐ[Λ« ίύΟυγρΛρ,ρον f| πολύγωνον' «ί 54 γραρψ.Λΐ ό{«0 λα[λβαν(ίρ.£ν*ι tx-viCguv tilt*' 'TM(H|/.ttfeV toil πολυγώνου (Γχ. 6.·'■ ' “ ΙΔ\ · I'd πολύγωνον 4κ τριών πλωρών etv«t τδ άπλδύ· <j-apdv art'j χαι δνομ.άζϊΐαι τρίγωνον.  Τδ fa τια· ndf(ic<>v «λ»αρ(ϋν Ηαλιϊτόιι τιτρ<£πλ«υρον* τδ Ικ πίντ*, 'rtlvtdf^iivOV. To οίπδ ίξ  ί ξ ά γ ω ν ο ν ,  Χι τ . λ.•ΙΕ*; ΚαλίϊτΛΐ Τρίγωνον ijicirtXeupov falivo <5τγο(Ϊ ίχβι 4«ς τρβίς «λίβρας ϊο«ς βχ: >).ΤρίγοΜν ί α ο β κ ι λ β ; ,  ταΟύποίου κι ftdo (/.tivov πλωραί itvfti ϊ'ϋκι bjr. 8.Τρίγωνον Gfc«Xr,y6Y, τοί δποίοο καί «I τριΤς τνλβυρκΐ4ly<n iivwOi · σχ, Q.ις* . Τδ. δρ.0.ογνί.νι*!<ί τρίγωνον tlvfci δΗίΐνο ίποδ Ιχιιμ(*ν γωνία* δρΟτίν. Ι ί  άπίναντι πλωρίι ιΐς τδν δρβήν γωνίαν καλιΐ-ίΛΐ1 Υποτείνουσα·  O u t  ως ΑΒΓ είναι τρ(· γεονον ορθογώνιον ίίς At ή πλευρά ί)Γ είναι ή ύπατιί· νουοά too οχ. ίο .ΙΖ \  Μίταξυ.τών τετράπλευρων itflcKpivavtai.Τδ τ ί τ ρ ά γ ω ν ο ν ,  <οϊ (3ποί°ι> β{ piiv πλευρά! είναι ϊσαι, at 54 γωνίαι δρΟαί, (βλίπε τήν Κ* πρύτ. βιβλ. Α*.) σχ. ι χ .Τδ. δ.ρ.Ο ογώνιον,  τδ δποίον ?χει τ«ς γωνίας δρΟάς χωρίς νά ίχνι τας πλευράς ίο ας ( βλέπε τήν αυτήν jrpo'.) σχ. ia .

TQLJt * ραλλτϊλδγρα ρ.ρ. ον νί ^δριβος, τον δποίαυ*! κπίναντε πλίυραί eivai παράλληλοι βχ. ι3.T4 poj/,6o« i 5 i ? ( το5 ditoidu at πλευρά! είναι ϊία ι χωρίς «ί γωνίαι να ήν«ι όρ6«ι·. ογ. 1 4 ·

3



• Τέλοςτ.ο τρ α π έ ζιο υ ,  τοϊ οποίοι; δυο πλευρά!' μόνον iivat παράλληλοι σχ. ι5 .1Η\ Καλείται διαγώνιος,  ή γρα(χ.ρ.ή -̂λτις.ίνόνΜ τάς κορυφάς δύο μή προσκειμένων- γων,ιΟν,. τοίαύτη 'είναι ή ΛΓ· σχ. ήο.ΙΘ  , Πολύγωνον ισόπλευρον «Τναιiocstyo του όποίσυ δλαι αί πλευρά! είναι ίσαι, Πολύγωνον ισογώνιον, του όποιου όλαι αί γωνίαι είναι ίσαι.Κ ’.  Δύο πολύγωνα είναι ισόπλευρα .μ ίταξ .ύ τω ν νόταν έχουν - τάς πλευράς ϊσας άνά μίαν μίαν,, .και θεμένας κατά τήy αυτήν τάξιν, τούτές·ιν, όταν δια» τρε'χοντες τάς περιμέτρους των κατά τήν.:«ΰτήν ϊννοιαν, ,εχωμεν τήν πρώτην πλευράν του ίνός· ;ϊσην ■ μλ'τήν πρώτην πλευράν του άλλου, τήν δευτέραν. τού;Ιγής μ! τήν δε.υτε'ραν του άλλου, τήν τρίτην με τήνιτρί» τον καί ούτως έφεξής. Τό αυτό εννοείται διά δυο πολύγωνα ι σ ο γ ώ ν ι α  μ ι τ α ξ ύ τ ω ν ,Εις τήν μίαν ή' τήν άλλην περί^ασιν, αίϊσαι πλευρά! ή' αί- ίσαι γωνίαι καλούνται πλευρά! ή γωνίαι ο μ ό λ ο γ ο ι ,2 . Κ .  Εις τα τε'σσαρα πρδτά βιβλίαό λόγος, Οελιι είναι περ! έπιπέδων σχημάτων ή χαρακωμε'νων. r έπί επίπεδου έπιφανείας.Ε ξ ή γ η σ ι ;  των Ορων κα! σημείων.Α ξ ί ω μ α  είναι πρότασις καθ’ έαυτήν φανερά, .·. f• Θεώ ρημα είναι αλήθεια γιάομένη φανερά δι’ ίνός συλλογισμού καλουμένου ά π ό δ ε ι ξ ι ς ,■ Π ρ ό β λ η μ α  είναι ζήτημα τό.όποιον είπαιτεϊ λύσιν.Λ ή μ μ α  είναι αλήθεια τήν όποιαν. μεταχειριζόμεθα συμβοηθητικως διά τήν άπόδειξιν ίνής θεωρήματος ή διά τήν λύσιν ένος προβλήματος.
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Tft iiowov 4voj/.« ttaod ifc ftu  ά^ιαφορωςί ί ;  τα θεωρήματα, προβλήματα καί λήμματα,■ Πίριβ(ΛΛ-ίΙναι (wvinet* Λτιγάζο«®α ά«1 μ,ίάν ή ΐτί- 
pwcmtfpKi ττροτοίσας,ϊ χ ϋ λ ι ο  ν itvfti παρατήρησήγινομένη επί μιας ή πα< ρτσσότίρων. προτώίίών ; προηγουμένων, σκοπόν' £χουσα· να ; δείξγ| ■ τόν: δεσμέντων, Τήν ώφίλοι.αν των, τον περιορισμών των, ή τήν εκτκσίν των,
• Χ-rsy Q εα 4 ς etvou μία Οίσις γινομένφ ε ί ς τ ή ν  εκφώνη
σε*· πρότασεως τνν6ς, ή · εις τήν όδόν μιας αποδείξεως.

•Τό σνιμε$ον=“ elyoct τό σημεϊον της ίσιίτήτο; :· οδτως. ή ίκφρασις· Α ^ Β  or,[xeidvei <?τι Α  ίσον Β.
Διά' ν^· ίκφράσωμεν.·■ #Τι; A  είναι· μ^ρυτερον ;του 

Β .γράφομε* Λ  < Β ,: Δια ■ ν«'·1«φφ.ίίσω|Α(ν ώτι Α είναι μεγαλήτιρον το3 Β γρα'φομεν Λ > Β.Τό σήμεΐον 4* προφέρεται πλέον‘ σημίιο'νει ,δέ τήν πριίσδεσιν.To σημ,ίΐον-—προφίρεται μιϊον' σημεεονεε δί τήν «·* φαίρεσίν J ' ούτως Λ 4- Β παρ^άνει τό άθροισμα των ποδοΤήτευν' Λ καί Β. A — Β παριςάνει τήν διαφοράν των :η· δ,τι ' μένει άφαιρεΟέντος Β ιΐπό λ* Παρομοίως Α --Β .4 -Γ  ή A - f - Γ —Β παρις-άνει οτ; Α  καί Γ πρέπει .νά, πρθ7*0οον> κ α ί ίκ ·  τοΒ ολου νά άφαιρεβ  ̂ Β.
• Τό σημεΐον X  σημειόνιε τον .πολλαπλασιασμόν. Οδτως 

A X  Β· itapt7<ivei τό ;γινόμ.ενον τοδ Λ πολλαπλασια- 
σδέντος επί Β, Α ν τί τον σημείου Xενίοτε μεταχΕίριζό- 
μ {8<*": μίαν ''Ciyp-ήν·: όε/τως ' A, Β 1 "ίϊναι ' '  άό άΰτό με 
Α 'Χ 'Β .  ' σημειώνεται-προσέτι τό' αυτό γινόμενον χωρίς 
παρένθεσιν ουδενός σημείου δ ια Λ Β . άλλ* δ ίν1' πρέπει 
να μεταχειριζώμ.εδα ταυτην τήν έκφρασιν πάρ' 5ταν 
«ίς τον αυτόν καιρόν δεν ίχωμεν να μιτ.αχ*ιρισ8£>μ.εν



6  .iw ivtii.. t f o γρ«μμίί ΑΒ τ8ν·. · Aκαί Β.H  Εχφραβις. Α  Χ  ( Β .+  Γ ~  4 )  'πατριόν** τδ' yivo- μενον του Α  ΐπί τήν ποσότητα Β +  Γ τ Δ »  Εαν it  Ttpm y* πολλαηιλασιασωμιν A  Hr B ίττί. . Α .-τ Β -^ Γ , 49ft#tiev σημειώσει το. γινόμενον οΰτ» (Α ·+■  Β) (Α— Β ,-^Γ)· 5, Τ4 ·π<ριίχ*τα» μεταξύ- παριν$ε'σ*ων θεωρείται ώς μία μόνη ποσότης.-Ενας. άριδμδς ΖμπρασΟεν. μιας γραμμής .- ή μιαςποτ σότητος, :·. χρησιμεύει. ώς πολλαπλασια^άς .τβυτης-. .τ?ς γραμμές. η ταυτης της ποσότητοςλ οίίτ«ς Αικ νά.ίκ- ψρα'σωμιν δτο Α γραμμΆ,ΛΒ λβμβάνεται τρεις φοραΤς, ή τδ . τριπλάσιον αύτης γράφομεν 3ΛΒν; .δ\α να οη- μιιόσωμιν τδ ή'μισυ τ?,ς γωνίας A y  γράφομιν a Α*Τδ τετράγωνον της γραμμής Α Β  σημειόνετάι δια —* '—3Α Β ’ δ-, κύβος της £ι« Α Β , Ey οικείω τόπ<σ Οελομεν, Ιξήγνίσεε τΓ σημαίνει ακριβώς · τδ τετράγωνον, καί δ κύβος. μιας γραμμής,Τδ βημειδν r  οεικνόει Ιξαγωγίν £ί£ης. Οντως A â, ιΐναι *δ τετραγωνική ^ίζα του a, Κ " ( Α Χ  Β) είναι·\  (Jtifo τοϊϊ γινομίνου Α Χ Β ,  ή. A με'ση ανάλογος μεταξύ. Λ . καί. Β, A  S  ϊ  Ω  Μ  Α Τ  Α .*,. Α4ο.; ποσότητες ίσαί με μίαν* τρίτην είναι ίσαι καί-μετ,αξυ.τοιν. .a, Τδ ρλαν είναι μεγαλτίτερον του ΐ ί̂ου μέρους, ..3,. Τδ.δλον. είναι ίσον με .τδ άθροισμα των μερών »ις τα όποια ίιη,ρε'Θη,4* Από εν σνψ,ηον εις. άλλο μίαν μόνον ευθείαν γραμμήν. δυνάμεΘα να άξωμεν,..



6‘. Ago μίγίΰνι, γραμμή IrtlipttYliA % ς·*ρκ>ν, *tv«t »«« όταν τιΟίμινα το Ιν ΐπΐ το2 άλλου Ιφαρμόζυυβι flftf’ δλτ,γ των τήν- Ιχτ«<?ιγ..Π Ρ Ο Τ Λ Σ 1 X  η  Ρ Ω Τ Η ,Θ Ε ft Ρ  J i  Μ Α,- .At dpOiA γωνίαν ιΐναν ίββΐ μιταξύ των»Ε^ω ή iiOtia γραμμή ΓΔ καΟιτος in i τήν Aft, jt«l ή Η Θ  ΙττΙ τήν Ε Ζ , λέγω ότι «I γωνίκι ΛΓΔ, Ε Η Θ  flv«i Γ<τ«ν μοταξυ των. αχ, 1 6,Λς λτ,γύδσι τόΐ fiaanf* διαςτίματα Γ Α , Eft, ΙΙΚ , 
m  Va«, τή ίί^ςτιμΛ A B OOsit ilyat Ταον μέ το διάς ιΐμ« Ε Ζ , χαΐ ιΤυλι δυνατόν ή γραμμή Ε Ζ  να T*&?f lift τής ΛΒ, «ί{ τρόπον ώςΐ τδ σημιϊόν Ε  να πίαη it; τδ Λ, χαΐ τδ 55‘ ίίς ΐδ  ft. ΛΙ δύο αυται γραμμαΐ οδτως Οιμίνκι θέλουν ΐφαρμύση* διότι, αλλέως, ήΟ*λογ ύπάρχιι δύο ιΰΟιίαι γραμυ,αί άπδ το Λ ιΐς τό ft, τό όποιον βΤναν αδύναμον *£> 4* λοιπόν τδ (τομιΐον Η ρίοδν τής ΕΖ ()ίλΐι πίτιι ini τού ίήμΐιν, Γ  μίτου τής AD. Λψ’ οό κατ’ ά&τδν τδν τρόπον ή H E  έφοίμ; μόοιι μδ τήν Γ Λ , λίγω <ϋπ ή ηλίυ.ρ* ΙΙΘ  Οίλέι πίαη twi τής ΓΔ< διότι ίις ύποόίτωμιν,. <αν ήναι ,δυνοίτόν, ίτ» irirtTU- ini μιας ίύΟιίας-• ΓΕ* διαφ.οριτιχής. τής. ΓΑ* Ιΐίίνδή, έξ ύποΟίΛω.ς, όρ. ιο> ή γωνία Ε ί Ι Θ ^ Θ Η Ζ , rtpinetvx ί/ωμίν Α Γ Κ ,ν Κ ,'Γ Β ι Λλλ’ ή γωνία) Λ Π ί' tlvoct μίγαλνίτέρΛ Τής Α ΓΑ ,·'ή  γωνία Κ Γ Β  ιΐναι μι» ,χροτίρα τής βΓΑ* ά«ο «λλο μίρος,δξ υποΟίοιως, . ΛΓΔ===* ΒΓΔ* λοιπόν ΑΡΙί* ιΐναι μίγαλητέρα τής Κ ΓΒ* λοιπήν ή γραμμή ΙίΘ  δέν ilvat δυνατόν να πίση έπι μιας γραμμής. ΓΚ’ διαφορετικής τής ΓΔ' λοιπόν πίπτιι 4πΙ τής Γ Δ , χαι ή γωνία Ε Η Θ  Ιπϊ τής A f Δ* λοιπόν όλοι κι όρθια γωνίαι fivcet μιταζό των fuat.
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8 Π  Ρ Ο Τ Α  ί  I  Σ  Β \
θ ε ώ ρ η μ α .Καί* ιΰδιια γραμμή ΓΔ, ήτις συναπαντά μίαν άλλον ΑΒ, κάμνιι μΐ αυτήν δόο γωνίας προσκιιμίνας ΑΓΔ, ΒΓΔ, τό άθροισμα τΰν όποιων «ναι ίσον μΙ/$όο:όρβάς γωνίας αχ. ιγ.Εις τήν ςτιγμήν Γ, οις ΰψωβίί έπΐ τής ΑΒ ή κά- θίτος ΓΕ. Η γωνία ΑΓΔ ιίναι τό άθροισμα τΰν γωνιών AFE, ΕΙ’Δ’ λοιπόν ΑΓΔ 4* ΒΓΔ ιίναι τό άΟροι- βμα των τριΰν ΑΓΕ, ΕΓΔ, ΒΓΔ. Η πρώτο τούτων ιίναι όρβή, αΐ δύο άλλαι κάμνουν όμοΰ'τήν ορδήν γωνίαν ΒΓΕ- λοιπόν τό άδροισμα τΰν δυο γωνιΰν ΑΓΔ, ΒΓΔ ιίναι ίσον μέ δυο όρδάς γο»νίας.Πόρισμα A , £αν. μία τΰν γωνιων ΑΓΔ, ΒΓΔ ιίναι ορδή, ή άλλο δίλιι ιίναι παρομοίως ςρδνί.Πόρισμα Β\ Εαν ή γραμμή ΔΕ ή ναι ζάδιτος έπί τήν ΑΒ, άντις·ρόφως ΑΒ £ίλιι ιίναι κάδιτος φτνί τήν ΔΕ. σχ. ι 8.Διότι, έπιιδή ΔΕ ιίναι' κάθιτος. ιΐς τήν ΑΒ, Ιπιται ότι ή γωνία ΑΓΔ ιίναι ίσο μί τήν προσκιιμινον τος ΔΓΒ, χαι ιίναι καί αϊ δυο όρδαί.: Αλλ’ ίπιιδή ή γωτ νία ΑΓΔ ιίναι ορθή, ίπίται ότι ή προσκιιμινο το; ΑΓΕ ιίναι Ιπίσος ορδή* λοιπόν ή. γωνία Α Γ Ε =  ΑΓΔ, λοιπόν ΑΒ ιίναι κάδιτος ίπι τήν ΔΕ, σχ. . 34»Πόρισμα Γ*. Ολαι αΐ διαδοχιχαι γωνίαι ΒΑΓ,ΓΑΔ, ΛΑΈ, ΕΑΖ, αΐ σχοματιζόμιναι οίπό τό αυτό μέρος τής ιόδιίας ΒΖ, όμοΰ λαμβανεμίναι ίσοδυνάμουν μ ΐ . δυο όρδάς* διότι τό άθροισμά των ιίναι ίσον μί ίκιΐνο τΰν δυ'ο προσκιιμίνων γωνιΰν ΒΑΓ, ΓΑΖ.



Π Ρ Ο Τ Α Σ  1 Σ '  Γ .© Ε ft Ρ 11 Μ Α .Δυ'ο «ΟΟίνΛΐ. γραρ,ρ.«1 αιτινες t/yυν ίύο jrt.iyi σ/μιΤα . Ιραρμο'ζουγ -etc ολτίν των τήν εκτασιν, καί ίΐν  ,σχνίμα* τί£ουν παρά (Λίαν μόνην καί τήν αύτήν εΰΰιΐαν γραμμήν.Ες·»ααν τά 5uo κοινά ρημςΐα Λ καί Β' κατά ττρί)>· τον .αί Sιίο γραμμαί 5ΐν πρεπει νά κα'μνουν παρά μίαν μεταξύ Α καί Β, Sum αλλέως ήΟελον είναι ίόο εύΟειαι γραμμαί οίτιτα το Α εις τό Β ', το όποιον είναι άίόνατον άξ.« 4* Ας ύποΟ^τωμεν ακολούθως ότι προί/.βολλόμιναι αί γραμμαί ανται, άρχίζουν y« χωρίζωνται εις τήν ςιγμήν Γ ,  καί ήμίν ίιενΟόνι.ται κατά τήν ΓΔ, ή ία κατά τήν Γ Ε . Ας βξωμεν.ΐί; τήν 7»γμήν Γ  τήν γραμμήν Γ Ζ , λ»7Α:~ v3t. κάμ,ν.η μί τήν Γ Α  ορθήν γωνίαν Α Γ Ζ . ΕπΙι&ή-ή;,γραμμ.ή ΛΓΔ ιίναι ευθεία, ή .γωνία ΖΓΑ είναι ρρ0ή ?τρ. ·μ, πορ»-"Ι. ίπ|ι£ή; ή, γραμμή Α ΓΕ  είναι εΰ- Αεΐά, ή. γωνί-ΐϊΖΓΕίίναι παρομοίως γωνία ορδή.Αλλά τό μέρος'ΖίΈδ»ν είναι δυνατόν νά ήναι ίσον μέ το δλαν Ζ Γ Δ ’ λοιπόν αΐ εύΟείαι γραμμαί αϊτινες.,;ίχοαν δύο; σημεία Λ κ.αί Β κοινά ίίν  .ήμπορουν ,χωρι- σδΰσιν είς κάνίν , οτιμεΐον τής πμιεκβολής των‘. -λοιπον  ̂δίν σχηματίζουν.; παρά μίαν μόνην καί τήν αυτήν ευ- διιαν γραμμήν; σχ. 19 .Π Ρ Ο  Τ  A  S  I  2  Δ !.Θ  E ft Ρ Η 'Μ Ά ,Εάν δυο- προσκείμενα» γωνίαι Α ΓΔ , Δ Γ Β , ίαοδυνα- μοδν μή ,δυ.ο.·, όρΟάς αί 5υο · Ιξωτέρικαί πλευραί ΑΓ^ΓΒ δέλουν Λ α ι.;< π  ευθείας. αχ.’ ρο.,·.Επει&Μ άν ΓΒ  δίνήναι ή-προεκβολή' τής 4Γ>ΓΕ α$τη ή προεκβολή' τ^ » έπειδή ή γραμμή Α Γ Ε
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ίίναι το άθροισμα -των γωνιων ΑΓΔ> ΔΓΕ ihx\ίσον (Αϊ δόο ορθά;. 7ςρ. ( α. Αλλ’ ίξ δ^θέσιως, τδ άθροισμα των γωνιων ΑΓΔ,ΔΓΒ* ιίναι î rtcrvi? ίσον {At «5νίρ ορθάς' λοι'πδν ΑΓΑ4τ ΔΓΒ $>αι ϊ$ον μΙ*ΑΤ'Α -μ Α Γ Ε , ίάν” 'χαί'-άιςδ τα $ιίο -'fltpji ctyatpafî f γωνία'ΑΓΔ, μίνιι.τδ μίρος-ΔΓΒ-ΐαον ·μΙ τδ δλον ΔΓ£,': τδ διτδιον ifvtti αδύνατον' λο^δν ΓΒ «ίν«» Α tfpδ:κβ»λ*δ fftC- ΑΓ·
Π Ρ Ο Τ A ?  ϊ  3 . $ ,

θ  Ε «  R Η AJ Α .Οσάκις δύο εΰΟεΐαιγραμμαί τίμνονται ώ( ΑΒ,ΔΕ, «ί κατά χορνψίιν. γωνία; < W  ΐίσαι. σχ, a f yΔιδη 4π<ιδτ) *Α γραμ.{Ατο ΔΕ tivai «uSt(«y: το άθροισμα τδν γωνιων ΑΓΑΠ Α Γ Ε  ίΐναι ίσον μ4 δύο όρθαςτ κάϊ ίτπ-.δδ i  γραμμ-δ ΑΒ ιίναι «νΘίΤα, τδ α(Γρή\τμ« τών γωνιων Α Γ Ε , Β Γ Ε , «ίναι imoyi;- ίσον- μ« δυο δρδα  ̂θ.οιπδν το άθροισμα Α Γ Δ -+ Ά Γ Ε  *ϊ**τ ίσον fit σδ άθροισμα1 Α ΓΕ·+τΒΓβ; 'άψά»ρίδί((θΐς· tfiA το ϊν-παΐ τσ ά*λδ μιρος τ$ς γωνίας' Α Γ Ε  ,· μίν»ϊ·’Α γών(«' Α^Δ .fa) μδ τον άπίνανη αντίς Β ΓΕ,Παρομοίως ιι’ΘΛαμίν άποδίίξίΐ δη ή γώνία Α ΓΕ  tlvat ίσνι μϊ τήν'-;ά*ϊνανη· αδτίΐς ΒΓΔν *'* · - ^ 'Σ χ ό ^ ι ο ν .  At τίσσαρις γωνιαο αΐ βχηματιζομ«αι όλόγυρα μια; ς-ιγμίς άπδ δύο ίύθϊΐ'ας αΐηνίς τίμνβνταί ΐσοδυναμουν μ ϊ τίβσαρας δρθάς" διοΤι at γω,νίαι Α Γ Ε , ΒΓΕ δμου >αμβ'ανόμ»ναι, κάμνουν. δυο ορθά;, αί -δ ΐ  «λλαι δυο Α Γ Δ , ΒΓΔ ΐχουν τίιν αδτ/,ν τιμνίν.•Εάν οσαι δ/|«οτΙ: euOeTai F A , ΓΒ; κ .τ .λ . συναήαν- τΰνται ίΐς μίαν ς-ιγμ^ν Γ , τδ άθροισμα δλων τδν διαδοχικών γωνιων Λ Γ Β ,Β Γ Δ , Δ ΓΕ , Ε Γ Ζ ,Ζ Ρ Α , ΘΛ« «ναι ίσον με τΔισαρας ορθά;’ διύτι ίάν. «ίς τδν: ςμγμήν Γ σχτίματισθΰσι remaps; δρθαί γωνίαΐ δια μ'ίσοιϊ δύο



f tιδδιΛν χαίίτων ριιταξ'ί των, τδ «ΰτο γωρίον Οίλκ ιτ̂ ηροΟτοα τδσον άιςδ τας τίσσαρας δρΟας γωνίας, ίσον άπδ τας ίιαίδχικα; γωνίας ΑΓΙΪ, ΒΓδ , κ .τ .λ . σχ. ο ι .Π Ρ Ο Τ Α Σ Η  ς ' ,Θ  Ε Λ Ρ Η  Μ Α.• Δύο τρίγωνα, tlv«i ίσα όταν ϊχουν £όο πλευράς ίσας τήν,ΛάΟ». (λία*ν (ti τήνκάΟ» ptfav, χαί · τήν πίριιχο- (λίνην \άπδ. .αΰ.τας.γωνίαν ίαην. σχ. a3.Ες:ω ι4,π|λβνρα.Αβ ίση pi τήν πλευράν ΔΕ, ή πλίυρτ Δ Γ.Ϊοη^Ι'^^ν «^iupay AZjj.vj γωνία A ισπ pd τήν γωνί* αν.Δν νγ ω  ίτ ι τα τρίγωνα Λ Β Γ , ΔΕΖ θέλουν είναι ίσα.. 'ίφ-. ,οντί τδ. it  τούτων των τριγώνων ίυναται να γεΟ$ ίπ ί, του. άλλου ως* ,ίντελώς νά ϊ<ραρ|Λθσνι |d αυτό'. Καί Η«Τ«; πρώτον ;<αν ή TP̂ tupie Δ Ε , τίΟνί Απί της ϊ?ης.τΛί ΛΒ,.’-ίτδ ,ατιρμΐον Δ  Οίλει πίσει εις τδ Λ , καί τδ JE ίί̂ -Τ.δ Β: άλλ! ίπειδδ vi γωνία Δ είναι ίση |d την γωνίαν Λ , . α$* ου .ή πλευράΔΕ /τ«Θ*5 ίπε.· Tift ΑΒ λ πΧ»υρα ΔΖ) ΟίΜι λρίβει ■ (τΑν. 'δΐίυΟυνοιν ττ,ς. ΛΓ. Περί* πλίον ΔΖ «ναι ίση |λέ .τήν Α Γ ’ λοιπάν τδ σηριΐον Ζ  Οίλβι ττε'αβι. «’ς; τδ Γ , καί ή τρίτη πλευρά Ε Ζ Οελει έφαρμο'σει ακριβώς ριί ,τήν τρί-πον πλευράν ΒΓ' λοιπδν τδ τρίγωνον Δΐώζ είναι ίσον [d τδ τρίγωνον ΑΒΓ άξ. 5.Πδρισρια. Οταν τρία τινά 7,ναι ίσα ε.ίς δυ'ο τρίγωνα, ίήλα^δ ή γωνία A  « Δ̂  δ! «λΐυρζ Α Β ^ ^ Δ Ε  j καί δ πλευρά ΑΓ*==“ ΔΖ', . ^uiwpo&jAev'dfc συρ.πιράνοψ.ιν δτι Μ*ί Τα άλλ* ,"Τρία, είναι ιΤα, ίηλαίδί Ά γωνία βν^»Ε, $  γωνία' Γ * ··* Ζ ,κ α ί ή'ττλευρά Β Γ*?»Ε Ζ:Π Ρ Ο  Τ A ‘ S  ί 2  ' t v  Or Ε α ρ  Ή Μ Α .‘ Οταν ίυο τρίγωνα Ϊγαυν\£υ0 γωνίας ίο ας τήν κάθε |4«y.. j d  τήνκάθε μίαν κχίΓτδ *·:πρασπει|«ν·ητ· n îupo-v ϊσην, «Ιναι ίσα τα ,/τρίγωνα.



ία
Ες*> ή γωνία Β ϊση γώνία Ε, καί τ5 γωνία ΓΤσχ *|j Ζ* νΐ πλευρά ΒΓ ?ση ττΓπλευρα ΕΖβ λ έ γ ϊτ ίτ ϊ τ4 τρίγωνον ΔΕΖ δϊλει είναι ίσον μίτδ τρίγωνον'ΑΒΓ οχ. α3·Διότι, διά νά έκτιλίσίωμεν τήν ΙπιΟεοιν (tupcrposi· tion), ας -reOvi ή Ε Ζ  ΐπί τνίς ίστς της Β Γ , τδ <m- μεΓον Ε  Οελει xioti εις τδ' Β , *$ί τσ σημι^ν Ζ  6ΐς τδ Γ ; Επειδή ή γωνία Ε  είναι ισην'μΐ* ty»v γώνίάν Β, 4 πλευρά ΕΔ βΛει λάβει την διευδυνάινΒΛ;* OStcftjr τδ σημειον Δ θελει eOpeOvj εις £ν' των σημβίών τίί  ̂γραμμής Β Α . Παρομοίως έτεειίδ Α γωνία Z  elvat ίτ*Λ τ$ί γωνία Γ , ή γραμμή ΖΔ Οίλει λάβες την" δ$0ύνσίν Γ Α , καί το σημειον . Δ Οελιι εδρεΟίί εις (ft* τών σημείων της πλευρά; ΓΑ* λσιπδν τδ σημείον Δ  ΐδ ’ οποΓον πρίπει να ευρεθτί ίν ταύτω έττί τ&ν δυο γραμμών Β Α ,Γ Α ,'  Οίλει πετει ίπί της κοινής τομής των Α, Τα δύο λοιπδν τρίγωνα Α Β Γ , Δ Ε Ζ, ίφαρμοζοόσι/ xar είναι ίντελώ$'ισά;Π ό ρ ι σ μ α .  Εκ της: ισότητάς τριών π£άγρίάτών'ϊΐβ δυο τρίγωνα, τουτε'ςτ, ΒΓ™=*ΈΖ, •Β«==̂ =·Ε>. Γ  *=· Ζ , ^  πορουμιν νά συνάξωμδν την ισότητα τών 2λλών τριών, τοοτ<7«ι ΑΒ *=» Δ Ε , Α Γ = = Δ Ζ , Α = » Δ .Π  Ρ  Ο  Τ  A X  1 S  Η .Θ Ε ft Ρ  Η Μ Λ .• ·  V % r 4Εΐ; κ»0ι τρίγωνον όποιαδνίποτ.» ,«λη»ρ* tlvcu μικρό* τίρχ του αθροίσματος των δύο άλλων. -Διότι ή ιΰΟιια γραμμ/,ΒΓ, παραδίίγμκτΟί χάριν, ίΐναι ό πλ/ον · σιμοτινος. δρόμος «ττο το Β «ς,.τ.ό F όρ. 3. λοιπόν ΒΓ βίναι μικροτίρα. το$ Β Α 4-ΑΓ.Π Ρ Ο Τ A S  I 2 θ ’.Ο  Ε Ι Γ Ρ  Η Μ Α .

Φ \Εάν ίντδς ίνδ'ς τριγώνου ΑΒΓ ληγδγι σημιΐο'νη Ο, και ίζ αύτοΟ ά/δώσιν ιϊς τα ακρα μιας πλίθρας



ΒΓ , .«t ιιίίιΐαι O B ,  Ο Γ , το «θρόισμα τούτων τών ΐυΟιιών OjlXei ιίναι μνχρο'τερον ίκιίνοο Των &ίο άλλων ιρλίυρών, Λ Β , Α Γ .·ρ Ας προίχβλτ,Οί[ ή ΒΟ ϊως ού νά συναπανττίστι T/W πλιόράν·.ΑΕ·ιίς Δ . Η  «ϋβίΓα γραμμή Ο Γ είναι μικρο- ,τίρΑ- at& Ο Δ Η -Δ Γ . προ. 8. «ροσΟίτοντες καί ιίς τα ίόο .μίρνί- ΒΟ, eyfjp.iv Β 0Η *-0Γ < Β Ο Η -Ο Δ Η -Δ Γ  ;ΒΟ .«f· OF. < ΒΔ -Η ΔΓ.Εχομεν παρομοίως ΒΔ < Β Α -Κ  ΑΔ* προσϋίτοντις καί ιίς “ία 5tio μίρη ^ Γ  «ηινάγομεν ΒΔ + 'ΔΓ < Β Α Η —Α Γ .1 ;Αλλ’ εΰρτίκαμιν ΒΟ 4· ΟΓ <ΒΔ+-ΔΓ. Λοιπόν,πιλυ π<* ρΐήβίτιρον ΒΟΗ- ΟΓ <ΒΑΗ- ΑΓ.ΰ  P O T  A S  I  σ ' IV 
θ  Ε\Ω Ρ Η Μ A.·Ε«ν αΓ,/διίό πλεοραί Α Β , Α Γ ,  το5 -τριγώνου ΑΒΓ ίναι ισαι ji’i  τας δυο πλενρας Δ Ε , ΔΖ τοϋ τριγώνον Δ1%  •fi κάθε μία μ.ί τήν κάθε μϊαν* εαν εις το» air τον xatpiv ί\ γωνία ΒΑ Γ περιεχομίνη άπο.τάς πρώτα;, ί<αι μιγαλητίρα της γωνίας Ε Δ Ζ , περιε/ομίνη απ4 τας ^ευτίρας' λεγώ 5τι Ά τρίτ-η πλευρά ΒΓ τοϊ ττρίότου τρίγωνο’·» ΟΑει είναι μιγαλητίρα της τρίτης Ε Ζ  TOC ίίοτίρου.α χ. a5.Ας γίντρ.-ή γωνία Γ Α Η = Δ ,  ας λη-ρΟί} Α Η = * Δ Ε , καί^ας.έπιζευχΰη Γ Η , το τρίγωνον Η Α Γ  8ίλει είναι ϊαογ,-, ^ /Ti τρίγωνον ΔΕΖ, επειδή fyoiiv έκ τη; κα- τασκ«οής μίαν γωνίαν ϊσην' περιεχομίνην μεταξίι πλευ- ρ&ν ίσων προ.-6. ίχομεν.λοιπόν ΓΙΙ=“ Ε Ζ . Τώρα ou- vativ να ακολουθήσουν τρεις -περις-α'σεις,. χαθώ; το σημι^ρν ^  πίση ίκτός: του,/τρ -̂ώνου Α Β Γ ,  #. i iy i ,της ΒΓ* ί  εντά; τ$3 ίδιου τριγώνου.
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_ . . . .• -Πρώτη rcpicaet;. ίΰδίΐ* γρ*[λμΑ 'Η Γ *tv«t p.lt·Xpotipa άπδ Hl +  ΙΓ, η ίύδιΐα γραμμή AB'etSrtiFpM1 κροτίρα άπδ Αί-Η-ΙΒ' λοιπον ΗΓ-I—ΑΒ ίϊναι^ίχρϊί- τίρον του HI *t" A l Η- 1‘Γ 4—ΙΒ·' ν5 , τ<5 ί  ποιον tl/ai το βύτό| ΗΓ 4- ΑΒ < ΑΗ 4* ΒΓ. Εάν άπο τδ Ϊν̂ μίρος άψαν p*9vj ΑΒ, χαί cnto τδ άλλο ή Τσή της ΛΗ, ji&vu. HE <ΒΓ: αλλά ΗΓ.«* ΕΖ. Αοιπέν' δίλομιν ίχιι ΕΖ. < Β Γ .ο χ , a5.Δΐυτίρά πίρί<7«ηιί· Εάν τδ οημηον Η πί<ϊή4πιτής πλίυρας Β Γ , φαν*ρδν ιΐνας δτι Η Γ η Α .ϊτη .τη ς. Ε Ζ  δίλιι <Ιναι μιαρότερα- της Β Γ . ϋγ. J^6.Τρίτη TriBiVaoiC. Τίλος ίάν. τδ <τομ«Τον Η  πίση ϊντδς του τριγώνου Λ Β Γ , Οίλόμ»ν :iyeij χατά^τδ προλα{ίδν δίώρήμχ, A I H -Η Γ  < Α Β ·+ Β Γ ' άιραιρι9ιία/)ς άπδ τδ ίν μ«ρος τής Λ Η , χαί άπδ άλλο της ?οης της ΑΒ* μίνίι ΗΓ <ΒΓ, η ΕΖ <ΒΓ σχ. a7,2 χ ο λ ι ο ν .  Αντις-ροφω;, ίάν οί ίιίο πλιυραί. Α Β , A F , του τριγώνου ΛΒΓ ήναι ϊται μ ΐ τάς $υο πλίθρας ΔΕ, ΔΖ, τοΟ τριγώνου Δ Ε Ζ ’ ίάν, πίρίπλίοό, ή τρίτη πλίυρά ΓΒ το3 πρώτου τριγώνου ί,νκι μιγάλητίρά τής τρίτης Ε Ζ  του δίυτίρου, “λίγοι δττ ή γωνία Β Λ Γ , τ ο ί  πρώτου τριγώνου θίλιι ιϊναι μιγαλητίρα τνίς γωνίας Ε Δ Ζ  το3 £«υ τίρου. _Δκίτι iiv  3έν ήναι μιγαλητίρα ή γωνία Β Α Γ  τ ις  Ε Δ Ζ, πρίπ« νά ίναι ϊοη η μικροτίρχ: ίάν τδ πρώτον, Α πλίθρα ΓΒ ΑΟίλιν ίίνχι ίοη τίί Ε Ζ πρ. 6, ίάν τδ ίίυτιρον, ΓΒ -ηϋίλίν ίΐναι μιχροτι'ρα τής ΕΖ* αλλά χαΐ τά <W  Ιναντι,όνονται ί ίς 'τήν δπ^δίτιν' λοιπδν'A γωνία ΒΑΓ <Ιναι μίγαλητίρα τής ΕΔΖ.Π Ρ Ο Τ Α  S I S  U*.θ  Ε ft Ρ Η Μ Α .Δυο τρίγωνα ιιναν ισ«, δ'ταν ίχουν τάς τριίς πλίυράς »ο*ς τήν χάδι μίαν μι τήν χάδι μίιίν.



tfw t  All ** At, At- *=» Aiufit ** E2‘ ·Μγ» St» Μομϊν Ijrit"*#,» γω>ί«ν Λ*=*Δ, Ό»*Ε, Γ«**Ζ. cy. α3» Διδη i«v ή- γωνία Α ήτον γίιγαλήτίρά <9ίς; γωνίας Δ, itteiJi «ί πλίόρχΐ ΛΒ, ΑΓ, tlvott ?c«t μ& tit  ttifjpto} ΔΕ, ΔΖ, Ά  κ'Μί μία μ  τήν · κοί9& μί«ν$ ήίίιλίν χίκο» XotiOvfofet y ’ ji άτλ t 6 ΐτ'ραλαβδν Οιώρήμα* in  ή tt'Xaupii ΒΓ ίΐναι μιγκλνκ/ρα τίς^ΕΖ* ίαν Si ή γωνία Λ fltov μίχροτΥρ* τής γωνίας Λ, ήΟΛίν άχΛο-Λϊτίοί» δη ή tcYtupi BP ϊΐνα» "μίν.ρΟΊΪ̂ α τίς ΕΖ* άλλα ΒΓ ιίναι ΐϋνϊ tfi Ε25* ·Χοιπον' ή γωνία Λ Αίν ,ιίναι Auvativ νλ ήνα» oita d'fit ι μικροαίρα" t it  γωνίας Δ* λοιπύν afvcu ϊοη μέ αύτ'/ίν* Παρομοίως1 '^οΑίικνιίΐται in  ή γ<ον(κ B«“ E, και ή γωνία Γ * Ζ ιΙχολιον. Πάράντ,ροΟμίν δτί άΐ ίσαι γωνία» »ϊνα» ilftivavr»'tiuV tfffciv Λ>ίθρβν: οΟτω{ αί tottt--γωνία» A k«l Δ atvdu cirrivAvn tGv ϊσών ΛλΙυρων ΒΓ, ΕΖ>(1 Ρ Ο Τ Α Σ  I S  1Β'.Θ Ε Π Ρ Η Μ.Α,fe»t ίν »οο(ΤΧ(Μ< τρίγωνον, αί aitivavn γωνίΛι ιών tewv κλίυρβ» ΐϊνα» ϊοαι.Ες·ω A ttXiopct ΑΒ ·* Λ Γ , Λίγω it» Ο&δμιν Ιχιι *rtjv γωνίαν Γ*^>Β, «χ. αδ*Ας ϊχδ$ ή γραμμή ΑΔ ίκ *?!ί κορυφής Α ιίς τήν ί̂ ιγμήν Λ μίβίν τής βάοιως ΒΓ, ta Αυ'α τρίγωνα λΒΔ, ΑΔΓ, ίΛουν ίχιΐ *λς τρ«Γς πούρας Γαας τήν 'κάδί μίαν μέ +ήν κάβί μίαν* toutin ΑΔ κοινήν, ΑΒ*««* ΑΓ ίξ ίικοΦ&Ηως, καί ΒΔ^^ΔΓ- ϊκ τής χατασχίυίς' λοικδν, x«ta t i  προλάβδν βιώρνμα, ή γωνία Β «Ιναι ϊσν» μ} τήν γωνίαν Γ.ΙΗρίβμα. Εν- {αάπλιϋρύν τρίγωνον ιΐναι tv t*it£ καί ί$·γ&νιον̂  ivifcocî , ijjti Όίζ γωνίας τον · ϊ?ας*



^Σχόλιον Η ί^ ^ ς -τ ώ ν  τριγώνων ΑΒΔ,ΑΓΛ,Αιι· κνυιι ei; τό αδ.τόν wtpbv .it» ή γω>ί<χ-, ..ΒΑΑ "ί.ΔΑΓ* *Λ» Α γωνία ΒΔ4ν“  ΑΑΓ' λοιντδν αί, ό’υο βώται τιλιυ- ταιαι·:.ιίναι όρΟαι* ΛανβΑν 4 άγομένπ γραμμή Ικ τ?[ς κορυφϊςίνός ίσοικιλοός τριγώνου ιίς το ιμέαρν τής βρί- βΐώςτου, etvat κάΟιτος.-ιίς. Ταυτην ^ν.:&οίσιν,,.χ«» ;4ν- α»ριϊ ,τήν γωνίαν .τής κορυφές ιίς, £υο. ίσα μίρ».;_ , .  Rtj ?ν.τρίγωνον fi’b ίσοσχΛέί άίιτφιίρως λαμβάνι·Γ«ι ώς βά.σις όποιαδήποτ» trXeupa, καί τοΥι ή.κορυςιήτΡυ ιίναι Ικιίν» τ ί ί  απέναντι; γωνία;* «ς· τ.δ ΐάοο^ίλίς όμως τρίγωνον λαμβάνιται .ώς;βα'σις ή πλιυραήτις iiv  ιίναι Ϊστ3- pi ρ,ίαν τών άλλων iuo,Π Ρ Ο Τ  Α Σ  Ι Σ Ι ΓΑν,τις-ρόψως έαν δ«ο. γωνί,ήι. ιίς ?ν τρίγωνον ίναιίσαι,  αί απέναντι πλιυραί (Ιέλουν ιίναι ϊσαι, καί τό τρίγωνον θέλιι ιίναι ίαοσκιλές.Ες-ω ή γωνία ΑΒΓ·==ΑΓΒ' λέγω ciTt'A "πλιυρά Α Γ  8έλιι ιίναι ΐστ, μ ι τήν Α Β . αχ. 3<j,Διότι..tav αί τιλιυραί αυται. δΐν ήναι.ίααι, ΑΒ ή μίγαλν,τίρα των δυο. Ας λκφί!9) ΒΔ == Α Γ , καί α; ίπΐ- ζιυχΟή Δ Γ ’ , ή γωνία ΔΒ Γ «Ιναι, ίξ  ΰποθίοίώ ,̂ ioij τή ΑΓΒ’ αί δυο πλιυραί ΔΒ, ΒΓ ιίναι; ϊσαι pi, ,τάς Α Γ ,Τ ·Β *. λοιπόν το τρίγωνον ΑΒΓ προ. 6. ήΟιήιν ιίναι ί'βον pi τό τρίγωνον, ΑΓΒ’ ;άλλα τό μέρος δΐ ν 'ιίναι ίυ · νατόν νά ίσοντα; μι τό όλον* λοιπόν δίνΰπάρχιι όύ· διμία άνκτότπς μιταξΰ των πλιυρων Α Β , ΑΓ* λοιπός το τρίγωνον Α Β Γ elvai ιαοπκιλές.Π  Ρ Ο Τ Α  Σ  I  Σ  Ι Δ\ Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Εκ δυο πλίυρων ίνός τριγώνου, ίκιίνή ιίναι ή μι* γαλνιτίρα νίτις ιίναι απέναντι τής μιγαλητίρας γωνίας,



καί 'άντι?·ρόφω?, lx 3uf γωνιών ένώς 'Τριγώνου f, [Α»γα* λητίρα ttveii ή άπίναντι τή? (/.βγαλητίρα? πλίορα?.ι.«» Ες·ω ή γωνία Γ >  Β , λίγω- δτι-ή..·,ίϊλίυρ«.< ΑΒ «πίναν u  τ/)? γωνία? Γ  ϊίναι ρ.Εγαλητίρα άίίς πλι^ρδς Α Γ  άπίναντι τή? γωνία? Β. οχ.. 3ο,
A? γίννι Αγωνία ΒΓΔ«=>·Β. Εί? το .'τρίγωνον ΒΔΓ δχο|/.»ν πρ. 1 3. BA=*AE* «λλ* ή βύδκα^γράριβή Α Γ «Τνκι [Αίχροτΐρα άπό ΛΔ-ν-ΔΓ  ̂ καί A A - l- A r ^ A A - i- 1 ΔΒ *=* A Β* λοιπόν ΑΒ είναι ΐλίγαλητίρα τή; Α Γ .■ 2 .w Ες·ω Α πλευρά ·ΑΒ> Λ Γ , λίγω ότι ή γωνία Γ  άπίναντ.ι τ?,?. πλ6υρα? .ΑΒ·.-0ίλ« etvai. ραγαλντεόρα» τή? γωνία? Β-άπίναντι τόος Α Γ . Διότι Ιάν Είχαμιν Γ :< Β , ήΟιλεν ακολουθήσει, έκ τ&ν άποδ«$ίΐγρΐ,ίνωγ, Α Β ή Α Γ , τό όποιον είναι όναντίον το? υπο&έσεω?. Εαν <ϊέ Γ = « Β ,I · f 1 * »ήδΐλαμεν ίχ ιιπ ρ . ι3 . ΑΒ.=> Α Γ , τό.όποιον άκόα,ϊΐ ίναν τιοΟται ίΐ? τήν όπόΘεσιν* λοιπόν ή γωνία Γ  πρίπίΐ νά ήναι ρΐίίζων τή? Β.Π  Ρ  Ο . Τ . , Α Σ  I  Σ  ΙΕ '.Θ  .Ε  J U ’ Η Μ Α .|εξ ίνό? Jo|iiyou*; er)pEtiou. Α  ίκτός ; {Ma? tiSeta? ΔΕ,*μία {Αοντι xaOsto? είναι' ένατόν·'να αχΟή - ti? ταυ- Ttiv τήν ιύΟίΐαν. σχ. 3·ι.Διότι ας ύιίοΟότωρίΕν ότι εΐναι-ίυνατόν.. να'.α^θΰσι ίύο ΑΒ κ«Λ ΑΓ* ά? προεκβα'λλωριεν' μίαν τούτων τήν ΑΒ «ύοότητα τινα Β Ζ « *  α Β , .και. ά ; . ΐπίζ*όξο>ρΐίν ΖΓ .Τό τρίγωνον ΓΒΖ . είναι ίοον μί τό τρίγωνον ΑΒΓ: δπεώή ή γωνία ΓΒΖ είναι όρβή, καδω? .καΙ 'ή.ΓΒΛ, ή πλβυρα ΓΒ είναι κοινή,, ή ΒΖ “  ΑΒ'Αομςόνί τά τρί- γωνϊτ ταϋτα είναι tea πρ. 6. καί ϊπιταν .ότι] ή γωνία ΒΓΖ— ΒΓΑ. Η ’ γωνία ΒΓA είναι ορδήίξ ί-ύποδί/Μύκ*. λοιπόν ‘ή γωνία ΒΓΖ είναι 'ίπίσοις ορδή. AW iay άί• a
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προσχίίμίναν γωνίαν όμδζί ΐσοδυναμουν* μι δύο . όρΟας, πρέπιι ή γραμμή Α ΓΖ ν* ήναι tuOeTot πρ, 4, Οθιν Ιπιταν- 5π  μβταξΰ δυο βτιμιίων Λ  καί Ζ , ήβιλιν ίίναν δυνατόν νά άχδωσι δυο ιύΟιίαν ΛΒΖ, ΑΓΖ' το ύποην ιίναι αδύνατον άξ. 4· λοιπον ιίνα; παρομοίως αδύνατον να άχβώβι δύο κάδιτον έξ ίνές καν τοΰ αύτοϋ «τημβίου έπί τής ίδ{ας ιΰΑιίας γραμμής.Σ χ ύλνον . '  Απδ το αδτδ βτιμιίον Γ δβδομίνον *πΐ τής γραμμής ΛΒ, ίίναν έπί«)ς άδιίνατον να ΰψωδωσν δύο κά,Οβτον ιΐς ταύττιν τήν γραμμήν' διότι ίάν ΓΔ καί ΓΕ ήσαν αν δύο αυται κάβιτοι, ή γωνία ΔΓΒ ήθι- λβν ίίναν ορθή χαθώ;. καί ή ΒΓΕ, καί το μέρος ήΟιλίν ilvott ίσόν- τφ' δλψ. οχ. 1 7 ·π ρ ο τ α ς Γ ς  ι ς ι .Θ Ε Π Ρ  >1 Μ Α.Εάν έξ ίνδς στϊμβίου Α  κίιμένου έκτος ιδδιίας τίνος ΔΕ άξωμιν τήν κάκτον ΑΒ, fcrci ταύτος τής «ύϋιίας, καί διάφορούς πλαγίας Α Ε , ΑΓ, ΑΔ κ. τ. λ, ιίς διά·, φορά στιμνΐα ταύττς τής ιΰθίίας. οχ. 3x.ι ,μ Η :κάδίτος ΑΒ· 0έλ« ίίναν μικρότερα *ά9ί ςΛαγίας. a.*v Αν δυο πλάγιαν Α Γ, ΑΕ, ήγμίναι άπΑ το ϊν καν τδ άλλο μέρος τής καθέτου ίΐς ϊοα διατνίματα ΒΓ, BE θέλουν ίίναν νοαι»3.W Λπδ δύο πλαγίας ΑΓ καί ΑΔ, ή Α Ε καν ΑΔ ήγμένας κατ’ άρέοκίΐαν, ή · απομακρυνομένη πιριοοί- τιρον τής καθέτου Οέλίν ίίναν ή μβγαλ^τέρα. .Ας προίκβλνιβή'ή κάθιτος AQ ποούτΐήτα τννα ΒΖ«~  ΛΒ, καί άς έπιζίυχΟωοι Ζ Γ , ΖΔ.• r ,iv ΤΑ τρίγωνον ΕΓΖ έίναι ίσον το τρίγωνον ΒΓΑ, έπιιδήή ορ&ή γωνία ΓΒΖ^^ΓΒΑ, ή πλινρά ΓΒ  ιίναι κοινή-, ή δέ ΒΖ«»ιΒΑ. Αοιπον πρ. 6, ή· τρίτ*
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ΓΖ «tvκι ΪΟη jii τήν τρίΐήν ΑΓ* Τώρα, ABZ ιύΟεΐα γραμμή ιίναι μιχροτέρα τής ΑΓΖ γραμμής κεκλασμίνης* λΟΜϊδν ΑΒ ήμισο τής ΑΒΖ ιίναι μιχροτέρα τής ΑΓ ήμίσι«ς·τής ΑΓΖ* λοιπον i«‘* ή κάδετος ιίναι μικρό* τέρα χάδι πλ*γί*ί.a.”  Ελν δπβτεδί! Β Ε*»Β Γ, έπιιίή Ικτδς δποδ ΑΒ είναι-κοινή καί ή γωνία Α Β Ε ^ Α Β Γ , ϊπίται δΐΐ τδ -τρίγωνον ABE είναι ίσον μί -to -τρίγωνον ΑΒΓ πρ, β. λοιπόν «ΐ πλευραί ΑΕ, ΑΓ είναι εσαι* λοιπον a .« ίο» πλάγιαι ίσάχις άπομαχρονόμιναΐ τής χαδέτον ιίναι ίσαι.3.»» Εις τδ τρίγωνον ΔΖΑ;τδ άδροισμ* τΟν γραμμών 
ΑΓ, ΓΖ, είναι μιχρότίρον. πρ. g. -roC άδροίσματος τφν 
πλίνρών ΛΔ, ΔΖ* λοιπόν ΑΓ, ήμισν.τής γραφής ΑΓΖ 
ιίναι μιχροτέρα τής ΑΔ ήμίσιως ΑΔΖ* λοιπον 3.Μ at 
πλάγιαι. αΐτενις πιρισσότιρον ‘απομακρύνονται -τής χα· 
Wtov ιίναι μιγαλήτιραι»Πόρισμα Α\ Η χάδιτος μετρει τήν «λχδινήν από* ςασιν Ινδς βχμιίού άπ&'μίαν γραμμήν, ώς μιχροτόρα χάδι πλαγίας*Πόρισμα Β*. Απδ τδ αδτδ στιμιίον ίεν ιίναι ίο* νατόν να άχΟδσιν ιί; -τήν αδτήν ιδδιΐαν τρεις ίσαι ινδείαι* ίιότ» i i t  τ;οΒτο ήτον-ίονατδν, ’ήδιλον ύπάρχιι άπδ τδ αότδ μέρος τής χαδέτον ίόο ΐσαε πλάγιαι, τδ ίποΐον ιίναι άίυνατον.Π Ρ Ο Τ Α Σ I 2 1Ζ'./θ  Ε Ω Ρ Η Μ  Α .Ε&ν tX -του σημείου Γ, μέσον τής ευθείας ΑΒ, ΰψωδϊί ή χάδιτος Ε.Ζ ίπι ταυ της τής Ινδείας. /ι»°* χάδι οχ- μιΓον τής,χαδίτοο ισάκις, ,βέλιτ απέχει τδν ίυοάκρων ,τής ΑΒ. α.”  χάδι ίέ  σημιΐον ίχτδς τής :χ*δίτον. άνι- «&ι; δίλιι axtyn τδν αδτων άκρων A  x*WB, σχ. 3af
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/ * · ·  'Διότι-,· I·*? εκειδά υποτίθεται ΑΓ«=^£Β αί δύο πΧά*γιαι ΑΔ,ΔΒ ισάκις απομακρύνονται τ$ς καΜτοι/ λοΰυ&ν ιίναι ϊσαν Το αύτδ ύπάρχι; δια. τάς'πλαγιάς Α Ε ,Ε Β , ■ ΑΖ,ΖΒ, κ. τ . λ* λοιπον ΐ ”  κάθε σημείο ν τ ί ;  καθίτου ισάκις απέχει <τΰν άκρων Α  καί1 Β.* Ες"« I  ?ν σημείον έκτος ττξς καθέτου* Εαν ίπι- ζευχδώοι ΙΑ^ΙΒ, *ίμία των γραμμών τούτων θέλει τέμνει τί,ν κάθετον «ίς Δ, οθεν άγοντες την ΔΒ; θίλομιν έχει ΔΒ*=ΔΑ·- Αλλ* ή εύδαα γραμμή IB- είναι 'μικροτέρα *?[<·κικλ«σμέντ,ς ΙΔ +  ΔΒ, και ΙΔ +  ΔΒ»ΊΔ·4-ΔΑ**=» ΙΑ* λοιπδν-ΙΒ < ΙΑ Φ ’ λόί?τδν- αμν κάθε ‘*ημεϊον ίκτίς της καθέτου άνισάκις απέχει των άκρων Α και Β.Π  Ρ  Ο Τ Α Σ 1 S  1HVO  F* ft P  H Μ A .Δύο τρίγωνα ορθογώνια, είναι ίσα δταν έχουν: τδν υποτείνουσαν καί μίαν πλίυράν ισην.*Ες·ω ·ί υποηίνουσα ΑΓ'=»ΔΖι καί ή πλευρά ΑΒ“ »  ΔΕ* λέγω άτι το ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ Οίλι; eweu toov με τδ ορθογώνιον τρίγωνον ΔΕΖ. σχ. 33.Η  ισότνίς νίΟελεν είναι-φανερά ίάν ή τρίτη πλευρά ΒΓ ίτον ;W  μ& τήν τρίτον πλευράν ΕΖ· Ας ύποΟεσω- μεν, .εάν δυνατόν, οτι αί πλευραί αυται δέν είναι ίσαι, καί ζςώ Β Γ . >$ μεγα ληηρα,Ά ς ληφθ?ί Β Η * » Ε Ζ , και ας ίπιζευχθη Α Η , Τδ τρίγωνον Λ Β Η  είναι ίσον μέ τδ Δ Ε ΖΦ διότι ή όρδη γωνία Β είναι ίση μέ την ορθήν Ε , i  πλευρά Α Β = » Δ Ε , καί  ̂ Β Ι Ι » Ε Ζ Φ λοιπον τα δύο ταυτα τρίγωνα είναι ίσα πρ. 6· καί έπομένως ΑΗ^τ^ΔΖ' ά λ ν  ίξ* ύποθέσϊως Δ Ζ = » Λ Γ ’ λοιττόν ΑΗ*=» Α Γ . AXV ά/πλχγία Α Γ δίν είναι δυνατδν να ίναι ίση τνί ,Α Η  πρ. ίθ, ώ; · περισσότερον άπομακρυνομένη * τ$ς καθέτου ΑΒ^λοιπδν είναι άδύν.ατον ΒΓ να διαφίρνι τί[ς Ε Ζ Φ · λο,πδν * τδ τρίγωνον 4 Β Γ ' είναι frnv μέ τδ ■ Δ Ε Ζ ,
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Π Ρ Ο Τ A 2 I 2  ΙΘ ν ’// Ο Ε β Ρ Ή Μ Α .Εις κα6« τρίγωνον,  ̂ το άθροισμα των τριών γωνιών ίίναι ίσον \ύ δύο όρΟάς.Εςω ΛΒΓ το προτιΟεμβνον τρίγωνον *ίς τ4 όποϊον ύτίοΟίτομιν ( ι)  on ΑΒ βίναι ή μιγαλητ^ρα, ή δ& Β Γ ή μιχροτέρα πλίυρά, καί οδτως Α ΓΒ clvat ή (Λίγα· λητίρα γωνία ή δλ ΒΑΓ ή μιχροτίρα πρ* !.(. σχ· 33,Εκ τής ςηγμήί Α  καί τής ςιγμής I μίσαυ τής άπί- ναντι πλευράς Β Γ , ας άχΟ  ̂ ή euGtfa Α Ι ήτις ας προ- «κζληΰη ci; Γ* ώςβ ΑΓ«=*ΑΒ; παρομοίως ας προβκ- βληΟή ΑΒ e!; Β’ ως* ΑΒ* να ίναι διπλασία τής ΛΓ.Εάν. σημβιωΟώσι δια A , Β, Γ , αί τριίς γωνίαι του τριγώνου A flt\  κα\ παρομοίως δια Α ,Β  ,Γ* αί τρίίς τοδ τριγώνου ΑΒΓ*, λίγω ότι Οίλομ«ν lytι τήν γωνίαν Γ «=*13ri—Γ , καί τήν γωνίαν Α α  A -ΗΒΥόΟιν ίπ$ται A  +  Β -^-Γ «  Α* Η-Β* +  Γ*, τουτίςιν on τόάθροισμα των τριών γωνιών ffvoti· τό αυτό εις τά δύο τρίγωνα,Αΐρός. άπόδέιξιν τούτου, ας γίνν) Α Κ = » Α 1 , καί ας ιπιζβυχΟή Γ Χ  Οίλομβν ίχιι το τρίγωνον Γ Α & ’ ίσον ρΑ το ΒΑΙ.  Διότι εϊς .τρι δύο ταύτα τρίγωνα, ή κοινή γωνία Α  πδριίχβται μιπαξύ 7>Vup&v ίσων, ή κάΟβ μία ρΑ τήν κάΟβ μία#, δηλαδή: Λ Γ = Α Β ,  καί A L  Λοιπόν ή τρίτη πλίυρά ΓΚ* etvai ίση μϊ τήν τρίτην Bj* λοιπόν ωσαύτως ή γωνία ΑΓ^Κ/^^ΑΒΓ και ή γωνία Α Κ ΐ ' ^ Α Ι Β .Λίγω τώρα οτι τ6 τρίγωνον Brr rl v  είναι ίσον μΐ το Α Π , διότι τδ άθροισμά των δύο προσκειμένων γωνιών Art/rVf~rfK/llf είναι ίσον μ* δύο ορΟάς πρ. 2 . κα·* θώς jxxi το άθροισμα των δύο γωνιών Α ΙΓ  ■ + Α1Β. Εάν(* )  Η Οττέίιοί: αΟττϊ ί|» 4π&κ).ΐ'ΐι ίήν πψςζνι* **6* ίν ύιτλωρ* Α Γ fiM iv ιίναΐ W  μί μί*ν τ»ν ΑΒ ΒΓ.
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aaxot! ani τα δύο μίρη άφαιριθδσιν at vocrt γωνίομ AK*!** AIB μένιι ^ γωνία VK!b'——&ir, Αί τνλιυραι 0*ow πκριίχουσι τας ίσας ταύτας γωνίας «Ιναι Γσαι  ̂ κ«6# μία μέ τί,ν κάββ μίαν, δγ]λαδ$ Γ ' Κ * " Ι Β * Γ Ι |  χαϊ% 
Κ'ϋ *=* ΑΚ/ «=» Α Ι, ίχςι&δ ύπιτίδη ΑΒ* ■ ■  2ΑΙ“ *3ΑΚ/. Δοιπδν τα δύο τρίγωνα ΒΤ'Κ/, ΑΓΙ «ναι ίσα ττρ. 6. ακολούθως ή «λιορα Γ ,Β,« *·Α Γ Ι ή γωνία Β'Γ’Κ.'*»*» ΑΓΒ, καί 1 γωνία K W  «5 ΓΛΙ.Εκ τοιίτου ϊτοται ι.«* δτι ύ γωνία ΑΓ^β' σηρι«ω- 6«τα διά Γ' συγκβιται άπδ δυο ?σας γωνίας |χέ τάς γωνίας Β καί Γ  του τριγώνου ΑΒΓ, καί οΰτως ίχορ,ίν Ρ «*βΒ 4” Γ , a,»* δη ή γωνία Α  τοΰ τριγώνου ΑΒΓ συγκιιται Ικ τϋς γωνίας Α* η Γ,ΑΒ> τ)τις άνηκιι.«ς το τρίγωνον ΑΒ'Γ’ καί τ?,ς γωνίας ΓΑΙ ίσης ρΑ την γωνίαν Β' τοΰ ίδιου τριγώνου, δηλαδή Α ^ Α *  4 -B f* λοιπόν A rf-B -f· Γ '= Λ ,-^-'B, “f-Γ^ Απο άλλο μίρο; «π«δή ίξ ύποβίσςως ΑΓ <ΑΒ καί ίπορ,ίνως Γ ’β* < Α Γ ,> £λϊιτομ»ν δτι «ς το τρίγωνον ΑΓ,Β> ή γωνία «ς A , βη* ριιιωΟιΐσα διά Α', «ναι ρκροτέρα τΨ,ς Β*, καί ίπιιδή τό άθροισμα τών δυο ιίναι ίσον μί τήν γωνίαν Α τοΰ τριγώνου ΑΒΓ, ϊιτοται δτι ή γωνία A1 <£Α.Εάν ϊφαρμασωμον τον αυτήν κατασκβυήν ςίς τοτρίγ&νον ΑΒ Γ ,  διά νά σχηματίσωμον ϊν τρίτον τρίγωνον A r B ”, τοΰ όποιου τάς γωνίας σημ«ο'νομιν διά Α" ,Β,,,Γ , ,> Θίλο» μίν έχοι παρομοίως τάς δυο-ισότητας -}- Β*, Α '·*=»Λ "4 -Β " , ft ιν ,δποται Α'Η-Β' ·+· Γ'~=*Α''.4-Β"4 - Γ". Οτωςτό άθροισμα των τριών γωνιών tlvai το ίδιον « ; ταυτα τά τρία τρίγωνα* οΐςτόν αυτόν καιρόν Οίλομινόχη 
rfo γωνίαν Α "·< ΪΛ ', καί έπομίνως Α ' < $ Α.Εξακολουβοΰντχς άπροσδιορί7ω; τήν σιιράν τών τρι· γώνον AV'b', ΑΓ"β", κ, τ , λ , $ίλυμΐν φβάσιι ιίς ϊν τρίγωνον αβγ ιίς τό όποιον τδ άθροισμα τών τριών



a3γωνιών όίλιι είναι τό ίδιον ώ; εΐ; ίο τρίγωνον ΑΒΓ, καί το όποιον Οίλει t/n τί,ν γωνίαν a liwsorfpav όποι- ουδνίποτε ορού τί{; χατιούση; προόδου £ A, i  A , I Λ , χ.τλ.Δυνα'μεία λοιπόν νά ύποόίοωμιν ταύτην τήν: σειράν Τών τριγώνων προίχτεινομίνην ίω; όπου ή γωνία α να Ϋ,ναι -μ.ιχροτίρα πα'αη; δεδομένης.Καί ίάν δια μίσου του τριγώνου αβγ /.ατασΧίυά* υωμίν τό ακόλουθον τρίγωνον οβγ7, τό άθροισμα των γονιών λ -l· $' τούτου Οε'λει είναι ίσον μί τήν γωνίαν «,·χαί ίπομίνω; μιχρο'τερον παση; διδόμενης γωνία;. Εκ τού όποιον βλίπομεν ότι τό άθροισμα των τριών γωνιών τού τριγώνου α'βΥ άγεται σχεδόν εις την μο* Viiv γωνίαν γ\Δια να ιχωμεν τό άκριβίς μίτρον τουτου τοΟ αθροίσματος* δ^Ίτροεκβοίλλωμεν τ*ό» πλευράν αγ* προς τό δ', xai ας χαλίσωριεν χ  την έκτο;· γωνίαν β γ ^ ·  h γωνία χ ,  μετά τά; γωνία; γ  του τριγώνου α 6 Υ , χά- μνιιάΟροισμα ίσον μό δύο όρβχς. πρ. 3, Ούτως an* μΐιο'νοντε; τά,ν όρΟλν γωνίαν διά Ο , ΰίλομεν ίχει γ' «■  
aO—yr‘ λοιπόν τό άθροισμά των γωνιών του τριγώνου • W  ΟΛει ιΐναι, a 0 4 * α' 4 - β ’— yΑλλά δυνάμεΟα νά νο/σωμιν ότι αί πλιυραί χαί «ΐ γωνίαι του τριγώνου α ^ Υ  μεταβάλλονται, είς τρό* ’ πον ώ£ί διά της μεταβολές ταυτη; νά παριςάν^ τά τρίγωνα τά οποία ε’χ τά; αΰτη; χατασχευ?,; γεννωνται χαί πλησιάζουν μάλλον έπί μάλλον προ; τό οριον όπου «I γωνίαι α’ χαί β' ηΟελον είναι μηδέν. Είς τό δριον τούτο, ταυτιζομΜί τά; ευθεία; αγΎ  μέ τήν αδ# τά τρία σημεία α , γ\ β' θέλουν είναι άπ’ εύδεία;' τότε ·αί γωνίαι β' χαί χ  μηδενίζονται είς τόν αυτόν’ καιρόν όπου καί iV ao rtal ή ποσότης αΟ 4- α -+■  β >—χ  μίτρον το5



»4 ,κ9ροί<Γ(Λατοί των τριών γωνιών του τρίγωνόν α γ δ ,  άγβται ίΐς aO , λοιπήν ίίς χάθ»'τρίγωνον τ& «δροιορια των τριών γωνιών «ιναι ϊβον ρέ &ίο όρδάς.Π  όρισμα Α\ Γνωρίζοντες δύο γωνίας ίνδς τριγώνου η μόνον το αθροισμάτων, προσδιορίζομε t?jV τρίτονάφ.αν ρούντες το άδροισμα τούτων των γωνιών από. δύο όρδάς·- BVEav δύογωνίαι ένός τριγώνου ηναι ϊσαι μ ι τας-δύο γωνία* ένας άλλου, Α χάθε μία με την κάδε'μίαν, A .TfK τη του ένος θέλει είναι ίση μέ την τρίτην του άλλου, καί τά δύο τρίγωνα θέλουν είναι ισογώνια μεταξύ των.
Γ'ί Εν τρίγωνον δεν είναι δυνατόν νά.ε/ν) παρά μίαν μονήν ορδήν γωνίαν* επειδή έάν είχε δύο, η τρίτη, έπρεπε νά ηναι μηδέν* πολύ περισσότερον δεν είναι δυνατόν να εχη παρά μίαν μόνην αμέλειαν γωνίαν.Δ\ Εις ϊν ορθογώνιον τρίγωνον το άθροισμα των δύο i£etwv γωνιών είναι ίσον με μίαν ορδήν. .Ε\ Εις τό, ισόπλευρόν τρίγωνον κάδε γωνία είναι..τό τρίτον -δύο δρθων η τά δύο τρίτα μιας ορθής, .Λο.ιιςόν εάν Α ορθή.γωνία έκφρασθνί δ ιά .Ι, ή γωνία του..ίσοηλεύ*. ρου τριγώνου δελει εκφρασδίί διά $·Εις κάθε τρίγωνον ΑΒΓ έάν προεκβληδη Α πλευρά ΑΒ προ; τό Δ, ή εκτός γωνία ΓΒΔ θέλει είναι ίση μέ τό άθροισμα· των δύο εντός καί απέναντι Λ  καί F* διότι εάν προς·*0'ί εί; τό εν καί το άλλο μέρος ΑΒΓ, τά δύο άθοοίσματα θέλουν είναι ίσα μέ δύο ορθά;.,Π  Ρ  Ο  Τ  Λ  2  I Σ  Κ\Θ l i f t  Ρ  II Μ Α.Τό άθροισμα όλων τών εντός γωνιών άνός πολυγώνου ίσοΰται μέ τοσάκις δύο όρθας όσαι μονάδε; περιέχοντας εις τον αριθμόν των πλευρών μειον δύο,Ες*ω ΑΒΓΔ κ. τ . λ . τό προεεθεν πολύγωνον* εαν έκ της'κορυφής τη; αυτής γωνίας Α , ά^θώσιν εις όλας τάς



κορυφάςτών απέναντι γωνιών, αί διαγώνιοι Α Γ ,Α Δ ,Α Ε ,  κ. i .  λ, ιύκολως βλίπομεν ότι τό πολύγωνον θέλει μοι· ρασθή ειςπέντε τρίγωνα, iav εχτ). ίπτά πλευράς* εις ες, Ιάν οκτώ4 καί ίν γίνει είς· τδαα τρίγωνα οσας πλευρά; εχει το πολύγωνον μεΐον δύο' διότι τά τρίγωνα ταΰτα δυ'νανται να θεωρηΟώσιν ώς ίχοντα διά κορυφήν κοινήν την ογμήν Α , και διά βάσεις τάς διαφόρου; πλευράς του πολυγώνου, έκτος των δύο όπου σχηματίζουν την γωνίαν Α.,Βλέπομεν εί; τον αυτόν καιρόν ότι τά άθροισμα των γωνιών όλων τούτων των τριγώνων δέν διαφέρω παντάπασιν του άθροίσματο; των γωνιών του πολυγώνου' λοιπόν τό τελευταιον τούτο άθροισμα είναι ίσον με τοσάκις δύο όρθάς όσα είνάι τά τρίγωνα, τουτί7ΐν, όσαι μονάδες περιίχονται εις τον αριθμόν των πλευρών τού πολυγώνου :μειον· δύο. οχ. 4*,χγόρι'σμα Α ν Τό άθροισμα τών γωνιών, ένό; τε/τρα* πλεύρου ιΐναι ίσον με δύο όρθάς πολλαπλασιαζομένας έπί 4"~a* το όποιον κάμνει τίσσαοας όρθάς. Λοιπόν έάν ολαι αί γωνίαν τού" Τετράπλευρου Τίναι ϊάαι, ίκας̂ Λ τούτων θε- λει είναι όρθή. ‘Τούτο βεβαιονει τον Η' όρισμόν όπου ύ- πετέθη οτι αί τίσσαρες γωνίαι ένός τετράπλευρου είναι όρΟαι, όταν ήναι ορθογώνιον η τετράγωνον*Β . Τό άθροισμα των γωνιών ένός πενταγώνου είναι ίσον με δύο όρθάς πολλαπλασιαζομένα; επί 5—2, δηλαδή μι 6 όρθάς. Οταν λοιπόν τό πεντάγωνον *ήναι ισογώνιον, όταν δηλαδή ίχ/ι τα; γωνίας του ϊσας μεταξύ των, έκάς*η τούτων είναι ίση με τό πεμπτον εξ ορθών, ή με ‘ τά y μιας ορθής.Γ\ Τό άθροισμα των γωνιών τού έξαγώνου είναι 2 X  (6-~a) ή .8 όρΟαι γωνίαι' λοιπόν εις τό ισογώνιον, κάθε γωνία είναι τά £ η i  τή; ορθής.



ι δΣ χύ λ ιο ν . Εάνήθίλαμεν νά ίφαρμύσωμεν 'Ταίτήν τήν προτασιν εις ?ν πολύγωνον το όποιον ηθελεν εχει μίαν ή περισσοτίρας γωνίας εΐσεχούσας (angle* rentrantj), ίπρε* πβ να θεωρήσωμεν κάθε γωνίαν εισίχουοαν μεγάλητίραν δύο ορθών. Αλλα προ; αποφυγήν κάθε περιπλοκής, ένταΐί· θαχαί εις τα άλο'λουδα δέν θίλομεν θιω(}εΓπάρχ· τά 'πολύγωνα μ ι  γωνίας εζεχούσας (angles«aillants), τά όποια διρνάμεθα νά όνομάσωμεν πολύγωνδ κυρτά (polygon* convexet). Κάθε κυρτόν πολύγωνον είναι τοιοθτον, &?ι μία ευθεία γραμμή, ήγμε'νσ όπωςδήποτε, δέν συναπαντά τήν περίμετρον του πολυγώνου παρά εις δύο σημεία. σχ. 43.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  KAV Θ Ε Λ Ρ Η Μ  Α . ’Δύο εΰθεΐαι ΛΒ, ΓΔ, κάθετοι επί μιας τρίτης Ζ Η , είναι παράλληλοι, τουτίςτν όσον καί άν προεκβληθώσι δέν δύνανται να συναπαντηθοδν. σχ. 36.Επειδή iiv  εσυναπαντώντο εις σημείον τι. Ο , ήθιλον υπάρξει δύο κάθετοι ΟΖ, ΟΗ ήγμίναι Ικ τής ιδίας ςιγ* μής Ο επί της αυτής ευθείας ΖΗ , όπερ άδύνατον. πρ. »5,Π ' Ρ Ο Τ Α Σ Ϊ Σ  ΚΒ\Θ Ε ft Ρ  Η Μ Α .>, Εάν δύο εύθείαι ΑΒ,ΓΔ χάμνρυν μΙ μίαν τρίτην EZj δύο Ιντός γωνίας Β Ε Ζ, ΔΖΕ, το άθροισμα τών όποιων νά ήναι ίσον μό δύο όρθάς, αί γραμμαί ΑΒ, Γ Δ , θέλουν είναι παράλληλοι, σχ. 36.Εάν αί γωνίαι ΒΕΖ, Δ Ζ Ε , ήσαν ίσαι, ήθελον είναι ορθοί χαί αί δύο, καί ήθίλαμεν πέσει εις τήν περίτασιν τής προλαβούσης περοτάσεως. Ας ύποθέσωμεν λοιπόν ότι είναι άνισοι, καί έκ ττς ςιγμής Ζ , κορυφή? ,τής μεγαλη- τέρα; ας χατεβάσώμεν την κάθετον Ζ Η  έπί'τής ΑΒ,



ΕΙς'τδ τρίγωνοί EZtl·, τ& άθροισμα τβν δύο οξιών γωνών 2 E I1 4 -E Z H  ιϊν«ι ϊ<ίον {Α̂ · μίανόρδνίν.πρ! ig . πίρ. ή. Eitv τοβτο τ& άθροισμα άφαιρίΟΐί άηί> ti'BEZ*4~ ΑΖΕ ϊσ ο νίξ  ΰποδίσιως μ! <5ύο όρ̂ άς γωνίας, μένιι'ιί fiqVte ΔΖΗ· ί'Τ’ή |αΙ |λίΛν "fipOvfv. AciTtiv άί διίο γραμμαί ΑΒ; ΓΔ ιΙναι xaittot «ς τήν αύτίιν βύΒεςαν ZH* λοιπ&ν ’ ΐίναι ιίαράλληλοι. πρ. a?.Π Ρ  Ο Τ  A % I  2  Κ Γ .Θ Ε η Ϋ Η Μ Λ .Εάν διίο *ύδ«*ι ΛΒ, Γ Δ ,. χάμνοον |Jte- jiictv τρίτον £Z δύο ίντδς γωνίας'από ^ό «ΰτ.ό. μέρος, το άθροισμα των όποιων να $ναι μ,ιχρότιρο.ν ί  μ,ίγαλτίτιρον δύο όρδων, κΐ γραμμαί ΑΒ, Γ Δ , ΐχχνβς προίχβαλλύμίναι, «ρέπίΐ >α συναπαντν,θοϊν. σχ. 37 .Ecft) i,w Τ& άθροισμα Β Ε Ζ 4 -Ε Ζ Δ  μ,ιχρο'τίρον δύο qpOflv, ας άχθίί ιί Ζ Η  ιίς τροττον ως-i ή γωνία Ε Ζ |Ι «=»· Α £ Ζ , Οίλομιν ίχΐι τό άθροισμα Β Ε Ζ -μ £ 2 Η  ίσον μ« τό. άθροισμά ΒΕΖ ·+* Α Ε Ζ  καί ίπομένως; Ισον μ.έ δύο όρΟάς, χαΐ έπςιδ/, ΒΕΖ-4-ΕΖΔ etyat μιχρότίρον δύο όρ· ϋων, ή ίοθιΐα ΔΖ πιριίχιςαι ιΐς r ίν γωνίαν Ε Ζ Η ,Εκ τ% ςτγμ^ί Ζ  ας «)$Γι5 πλαγία ΖΜ  νίης σννβ* παντόί.ΑΒ βίς Μ , 4 γωνία ΛΜΖδίλβι ιίναι ίστι τ?[- ΗΖΜ , ίπιιδί ίάν προτίθτί χαΐ ιίς τk δύο μέρη ποσό^ιςΕ Ζ Μ Η -Ζ Ε Μ , ?κας·ον τβν δύο αθροισμάτων ίσοΟται μέ διίο;όρδάς. Ας. λτ,φδ$. ακολούθως Μ Ν = » Ζ Μ  και ας έπι~ ζιν/Ο^ ΖΝ* Α  γωνία ΑΜ Ζ, έχτός τόδ τρίγωνοι» Ζ Μ Ν , ιΐναιίση μέ τό άθροισμα των δύο έντος και απέναντι Μ ΖΝ , ifN Z/w p. i j j . ’vcp* 6. αυται δέ ιίναι μιταξύ των ίσαι ώς απέναντι ίσων πλιυρβν, Μ Ν , ΖΜ* λοιπόν ή γωνία ΑΜΖ $ ισγι της ΜΖΗ elvat διπλάσιά τ^ς ΜΖΝ* λοιπόν

27 .



aSή ενθεΤα ZN διαιρεί δίχα την .γωνίαν. HZ M καί .συναπαντά/την-ΑΒ εις £v σημειογΝ μακράν τίς M ^ IN — Z M , ·*; Εκ τίς ιδίας άπ^δε^ςεωςίπεται ρηεάνλαβωίΑεγ Ν Π ™ ·  Ζ Ν , θελομεν πρ6?διορίσει επί της- ΑΚτην- ς̂τιγμ̂ ν . Π  απάντα αύτήν *ί ZU  .ποιούσα τήν γοργίαν' H ZH  ϊσην με το'ίίμισυ της γωνίας*-ΗΖΝ, ·η.μέ Tg· τέταρτον της ΗΖΜ .Ημποροδμεν λοιπον να λαβωμεν διαδοχικά; το τίμιου, το τέταρτον, το ογδόον/ κ. τ . λ , της γωνίας Η Ζ Μ , καν αί γραμμαι αΐτινες εκτελουν ταύταςτάς διαιρέσεις θέλουν συναπαντά την γραμμήν ΑΒ εις C7i7.ua μάλλον έττς μάλλον άπο'μακρυνο'μενα, άλλ’ &£όλως''προσδιοριζόμενα,ΙΖ, κ , τ . λ .  Η ρ  οτι κάθε διάβημα μιας τούτων των ςτγμιον της κοινής‘τομής άπδ *ήν μαδέραν Ζ, δεν είναι δλως διολοιί διπλάσιαν του διας-'ό- ματος της προηγούμενης Τ'ΐγμης τίς.κοινής τομής, διο'τι ΖΝ παραδείγματος χάριν είναι μιΧροτίρα ώπο ΖΜ  +  Μ Ν  η '2ΖΚΙ? ωσαύτως ?χομεν Ζ Τ Γ < α Ζ Ν , Ζ Ι ί  <$Ζ1Ί, κ .τ .λ .-Λλλ1 εξακολουθούν τες την Οτίοδιαίρεσιν της γωνίας Η ΖΜ  κατά λόγον διπλάσιου,' 6έλομεν φδάσει εις μίαν γωνίαν Η Ζ Ω  μικροτεραν τ ις  δεδομένης JftZA, και ακόμη ,Ο&ει είναι αληθές. £τι ΖΩ  προεκβαλλόμενη συναπαντά την Λ Η εις προσίιορισμενον σημείον' ’./λοιπον πολύ περισσότερον η ΐύθεία ΖΑ περιεχομ^νή εις την γωνίαν ΕΖΩ, Οελει συ»* ναπαντνίσει ΑΒ.Ας ύποΟϊσωμιν 3»^ δτι το άθροισμα, των δύο ΐ\)τυς γωνιάν Α Ε Ζ  4 - Γ Ζ Ε  είναι μεγαλητερον δύο ορθών, εάν προεκβληθη Α Ε  προς το Β καί ΓΖ προς το Δ, τδ άθροισμα των τεσσάρων γωνιων Α Ε Ζ , ΒΕΖ, Γ Ζ Ε , Ε ΖΔ , θίλει είναι ίσον μϊ τεσσαρα; ορθά;. Λοιπον εάν από του· το το άθροισμα*άγαιρεθη ΑΕΖ +  Γ Ζ Ε  μειζον δύοορΟάν,

επειδή Μ Ν  —  Ζ Μ , Ν 1 1 = Ζ Ν , U K  =  ] πΟρουμεν παρομοίως νά παρατηρνίσωμεν



μίνεντδ άθροισμα B E Z H -ΕΖΔ-μικρότερον-~9ifr >$ρ4ΰ?« Λοίίτον κατά. τήν πρώτήν περίςτάσιν αί γραμμαΙ&Β^ΖΔ:, Ικανώς προεκβαλλομεναι* νά (TUvaTt̂ vtY.Ô W '- · Π ά ρ ισ μ α . Απδ δεδομίνόν σημεΐον Ζ  μία· {ioVtf παράλληλος ;τίίς δεδομένης γραμμής ΑΒ tiv4ii δυνατόν να άχΟ?Ιβ διότι ίάν ψίρωμεν’-την ΖΕ  κατ* άρίσκει*ν?'>7μία μονή‘ γραμμί ύπάργει ή Z i l  %it<; νάκάμή τδ άϋρ'οϊβμα τών διίο γωνιων ΒΕΖ4* ΕΖΗ  ϊσον με^δυό δρίάς— κάθε άλλη «Με?* ΖΔ vft&e κάμει Ττδ άΟροίσμ* τ6ν^διί&'γ^. νιίδν Β Ε Ζ-4-Ε ΖΔ  μικρότέρον μεγαλ^τερον ·δυο δρΟβν* έττομίνω; iOc>e συναπαντά τΑν. ΑΒίπ ρ ο  τ  Α ; Υ  ι  >: κ δ \Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α ;Εαν δυο παράλληλοι γράμμαί ·ΑΒ ,·.ΓΔ" συναπαιτηΟ^· σιν άπδ μίαν ίιατίμουσαν ΕΖ,ντδ^Οροίσματβν ivt& f γω« vtaSv Α Η Ο , ΗΟΓ> θέλει* είναι ίσόννμΐ δυά όρΟάς* σχ..38* Επειδή ε«ν: ήτον μεγαλτίτέρον η μικρότερος αι δυο, ε10ίΐ*ι; Α Β , Γ Δ  ήθελαν συνύ<παντ&νται. άττα τ4 ϊν ν}. τδ άλλο μέρος πρ, a3 καί δέν ήθελαν είναι παράλληλον; .Πόρισμα* Α\ Εάνή γωνία ΗΟΓηνατ όρ^νή.γωνία ΑΗ Ο  θέλει είναι παρομοίως'.λοιπδν κάθί γραμμ/ο, ^ έ τος εις μίαν των παραλλήλων^είναι κάθετος εις τήν άλλην· Π ό ρ ι β μ α  Επειδή το άθροισμα Α Η Ο *+ ^ Η Ο Γ  είναι ίσον μέ δυο όρδας* και το άθροισμα ΗΟΔ-}--ΗΟΓ είναι ίπίσης ίσον μέ δυο ορΟάς’ έαν i \ αφεδ'3 άπδ τδ ϊν και τδ άλλο μέρος Η Ο Γ, Οελομεν sytt την* γωνίαν Α Η Ο  ^ Η Ο Δ . Απδ άλλο μέρος A VI Ο *=*"·Β IIΕ   ̂* καί Η Ο Δ ^ Γ Ο Ζ  πρ. δ· Λοίπδν <χί τίσσαρες'δξεΓαν *γω\ό«ι Α Η Ο ; Β Η Κ , Η Ο Δ, ΓΟ Ζ, είναι ϊσαν μεταξύ των/ Τδ αύτδ δπάρχεν δια τας τέσσαρας άμβλείας ΑΗΕ/ΒΗΟ> H O P f  -Περιπλέον'· δυνάμεία νά παρατνίρνίτωμεν
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παρομοίως έπίιίή ΓΔ παράλληλος τ$5ς Ε Ζ , η ίια- τίμνονοα IIP Οίλα iî att κάΟιτος is; τδν ΓΔ. Λοιπήν ΛΒ χαί ΓΔ ίίγαι χάΟίται ιίς τν)ν αότήν ιΟΟίΓαν li lt '  ίια τούτο ίίναι; παράλληλον πρ. a i .Π  Κ Ο  Τ  Α Σ  Ι  Σ  Κ ς \€>.Ε fi Ρ  Η Μ ά .Δύο . Λΐράλλ/ίλοι. ιααχις άπφουαιν «ς ολην των τήν ίχτμσιν.Διίομίνων των ^ ο  παρκλλιίλων ΛΒ, ΓΔ, Αάν ίχ £ύο ντ)(Αΐίων λαμβανομίνων χατ’ άρίσκιιιαν, ίιψωΟώαιν βπί τίς ΛΒ «1 iao· κάΟίτοι Ε Η ,Ζ Θ , αί Βύίηαι Ε Η ,Ζ Θ  θίλονν «ίναι ιίς τόν αίιτον.χαιρον κά0Βτοΐ(ΐς τί,ν ΓΔ πρ. 2if. λίγω· ττβριπλίον;δη βίλαυν «Ιναι χαΐ Ιααι μβταξύ των. ο/, 4ο.Επιιδή ίπιζιυχΟίίοης τ ι ;  Η Ζ ,α ί γωνίαι Η ΖΕ, ΖΗ Θ , Αιωρούμιναι ώς πρός τας Αίαρα'λ.'λνίλους ΛΒ, ΓΔ , that ίται ώς έναλλάξ ίΐντός. σχο. πρ.. a/f* παρομοίως άηι$ή αί ιΟΟίϊαι Ε Η , ΖΘ «Ιναι χάΟβτοι «ς τήν άότήν eoOaiav ΑΒ, χαί ίπομίνως παράλληλο; μΒΤ«ξν των, «ί γωνίαι Ε Η Ζ, Η ΖΘ , ΟεωραύμΒναι ώς πρός τας παραλλήλους H E , ■ ΖΘ. ίΐναι icon ώς εναλλάξ όντδς. Λοιπόν τά 5ύο τρίγωνα Ε Ζ Η , Ζ Η Θ , ϊχονν μίαν κοινήν πλινράν ΖΗ  προοχΒΐ- μίνην *ίς δυο γωνίας ίβας, i  χάΟβ μία μ« την χα'Οί μίαν, λοιπόν τ& ίύο τα2τ« τρίγωνα tlvst ιοα πρ. γ. λοιπόν ιί πλβυρα Ε Η  όίτις μίτριι τήν απύςααν των παράλ- λνίλων Α Β , ΓΔ από την ς-ιγμήν Έ , «Γναι ΐοη μέ τήνπλιο* 
ρ£ν ΖΘ  ίίτίς μβτρΒΪ τίν άπύς-αοιν τών ίίίων παραλλήλων από' τήν τιγμί,ν Ζ .Π Ρ Ο Τ Α Σ  1 2  ΚΖ'. θ  Ε  ft Ρ  Η  Μ Λ .Εαν ίύα γωνίαι ΒΑΓ,ΔΕΖτ, εγουν τας πλβυράς των πα- ρκλλνίλοος, τόν χαββ μίαν μβ τόν χάΟβ μίαν, χ«ί ίιιυδιι*
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γούνας κ*τχ την. &ύτήν ,έννοιαν,-Vi δδο;*5τάΐ γωνίαι Οίλουν είναι ίσάι. οχ. 4 1·Ας προικβλη6·ρ, έάν eivityitvj''-to " κάλίόργ 'ή 'ΔΈ ?«ς όπου να Φυν«παντ·όοη';'τήν''ΑΓ'είς Η ’ ή γωνία' ΔΕ Ζ είναι tavj τή Δ Η Γ, επειδή* Ε Ζ  είναιπά^άλληλος τής Γ Η . πρ. α4· ή γωνία ΔΗΓ είναι ισή ΒΛΓ, επειδή ΔΗ • είναι παράλληλος της AH’, - λοιπόν ·' ή - γωνία. Δ Ε Ζ ·.· ίΐναι ίση το ΒΛΓ,. 2 χ ό λ  λ ον: Εις ταυτν,ν'τήν-πρόταβΐν· όκτός.:τόυ.'.7ία-· ραλλ-ολιοριοΰ ύποΟεσαμεν τον Ε Ζ  πλευράν διιυΟυναμε'νην κατά την αυτήν εννοιαν' έπου καί ή ΑΓ-, καί την ΕΔ'δι- ευβυνομενην κάτα την έννοιαν όπου καί.ή .Α Β ! όίλόγος είναι.'οτι. έάν προεκβλη^ρ ΖΕ προς τό ,.Θ, ή. γωνία ΔΚΘ νίϋελεν eyil: τάς πλευράς ίϊης παραλλήλους·,; ϋκίίνων /της γωνίας Β Λ Γ , άλλα δίν ήδελεν elvat tqv>. Εις ■ ταυεην την- περντασιν, ή γίονία ,Δ Ε Θ ,χ α ί'Β Λ Γ  ηΟελον κάμνει όμου δυό δρθάς γωνίας.-Π E  O  T . Λ Σ  I S  Κ Η '.Θ δ !1 ?  Η Μ Λ ., :Αί «πίναντι πλευράς ένός παραλληλογράμμου, είναι watj καθώς καί αί; άπίναντι γωνιαι.- ■ , Ας έπιζευχδ'ρ ή διαγώνιος ΒΔ, τα δυο τρίγωνα ΑΔΒ, ΔΒΓ, :.εγουν τήν κοινήν πλευράν ΒΔ\ περιπλίον εξ αιτίας. τ,ών παραλλήλων. .ΛΔ, ΒΓ, ή γωνία ΑΔΒ==>ΔΒΓΚ πρ, n4>. καί όξ αιτίας των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ ή γω* via Α Β Δ = Β Δ Γ ’ λοιπόν τα δυο τρίγωνα Α Δ Β , ΔΒΓ, είναι ίσα πρ.·. γ» λοιπόν, ή πλευρά. ΑΒ άπίναντι τής γωνίας ΑΔΒ είναι ίση ·μί τήν ΔΓ . άπίναντι της ίσης γωνίας ΔΒΓ: καί παρομοίως ή τρίτη πλευρά .ΛΔ είναι ϊόή τ$ τρίτη ΒΓ' λοιπόν : αί;άπίν«ντι πλίΟράί ένός παραλληλογράμμου είναι τσάι; οχ. 44·



asΔεύτερον, lx τ ίς  ίαότητα; τδν ιίίων τριγώνων ?πε· ται ότι ή γωνία Α  είναι ίση τ?ί Γ , καί ή γωνία Α Δ Γ ,' σύνθετο; απτό τάς ίυο γωνία; ΑΔΒ, ΒΔΓ είναι ίση μί 
ττ,ί γωνίαν Α Β Γ, σιίνδετον άπό τα; 5υο γωνία; ΔΒΓ, ΑΒΔ, λοιπόν αί άπίναντι γωνίαι ένος παραλληλόγραμμου είναι ίοαι.Π υ ρ ία μ α . Λοιπόν ίυο παράλληλοι ΑΒ, ΓΔπεριεχο'- μιναι μεταζΰ ίυο άλλων παραλλήλων Α Δ , Β Γ, είναι ϊσαι.Π  Ρ  Ο  Τ  A 2  1 2  Κθ*. a j & «  ρ  ι ΐ δ ί Α »Εάν εί; tv -τετράπλευραν ΑΒΓΔ αί απέναντι πλευραί ίνβι ισαι, εί; τρόπον ώς-ε Α Β " Γ Δ ,  χαί Α Δ “=»ΒΓ, αί ίααι πλευραί δίλουν είναι παράλληλοι, - χαί το σχ$ίμ« Οίλει είναι παραλληλόγραμμον, (αχ, 44·)·Διότι, Ιπιζευχδείση; τη; διαγωνίου ΒΔ, τα 5υο τρίγωνα Α Β Δ, ΒΔΓ ίχουν τά; τρει; πλευράς ίσα; τί,ν κάδε μίαν μί τλν κάθε μίαν* λοιπόν είναι ίσα* £ιά τοδτο ή γωνία. ΑΔΒ άπίναντι τΐί; πλευρά; ΑΒ- είναι ίση μ ΐ τήν γωνίαν -ΔΒΓ άπίναντι τ?5; πλευρά; ΓΔ* λοιπόν ή πλευρά ΑΔ είναι παράλληλο; τ ί ;  ΒΓ (πρό. 24.) .  Διά τόν αύτόν λόγον, ΑΒ είναι παράλληλο; τ$5; Γ Δ ’ λοιπόν τό τιτράπλευρον ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμον.H P 0 T A 3 1 3  Α' .Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Εάν Stio άπίναντι πλευραί Α Β , Γ Δ , τετράπλευρου τινό; ίναι ίσαι και παράλληλοι; αί £όο άλλαι πλευραί θίλουν είναι παρομοίω; ίάαι καί παράλληλη, καί τό ο χί- μ α ,Α Β Γ Δ  6Λει είναι παραλληλόγραμμον (αχ. 44·)·Α ;  ίπιζευχδη ή διαγώνιο; ΒΔ* Ιπειδή ΑΒ είναι πα· ράλληλο; τ ϊ ;  Γ Δ , αί εναλλάξ γωνίαι Α Β Δ , ΒΔΓ .είναι3



ϊ« « ΐ(π ρ , 34 .) :  άπο άλλο μ ίρ χ  A ft - Ά Γ , i  πλίυρ* Aft *1ν«ι κοινή, λοιπόν ιό  τρίγωνον ΑΒΔ f W  wov^pi τό τρίγωνον ΒΔΓ ( πρ. 6 . )* ίπομένως ή πΧίυρα Α Α  *Ρ  Β Γ , ή γωνία Α Α Β * » Δ Β Γ , δια τούτο ΑΛ «ν«ι παράλληλος τόί ΒΓ* λοιπόν τό σχνίμα ΑΒΓΑ «ϊναι παραλληλόγραμμον,Π  Ρ  Ο  T  A  S  I  Σ  Λ Λ \Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Αί δύο διαγώνιοι .ΑΓ, ΔΒ, Ανός πα ράλληλογραιψοο τίμνονται «μοιβαίω; »ίς δύο ίσα μέρη. σχ. 4^·Διότι, αυγκρίνοντις τό τρίγωνον Α ΔΟ  μΐ τό τρίγωνον Γ Ο Β , ίΰρίτκομίν τήν πλίυραν Α Δ ^ ^ Γ Β , τν,ν γωνίαν Λ Α Ο  wtTBQ ( προ. a 4 ·)’ καί Τον γωνίαν Δ Α Ο  »  Ο Γ Β ’ λοιπόν τζ δύο ταύτα τρίγωνα ιΐναι ϊαα ( πρ. ?)* λοιπόν Α Ο  απέναντι της γωνία;1 ΑΔΟ , «Ιναι ίση τ?ί Ο Γ ,· απέναντι τής γωνίας ΟΒΓ* δια τούτο και A O w O B , 2 χ ό λ ιο ν . Επίιδό ιις τό ^ομβοίΐδές, αΐ «>topal Α Β , Β Γ  ίίνβι ϊσαι, τα τρίγωνα Α Ο Β , ΟΒΓ ®χουν τας τρ«Τ; πλίνρας ίσα; τήν κάδί μίαν μί τον κάδο μίαν» καί έπομίνως «’ ναι ίσα* 6'0tv ϊπίται ότι 4 γωνία Α Ο Β ^ ^ - Β Ο Γ , «αί ούτως αί δύο διαγώνιοι τού ^ομβοιιδούς τ ί- ρ.νονται*άμοφαίω; κατ’ όρδβς γωνίας.
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I IΒ  I  Β  Λ  I  Ο  Ν  Β '.
Ο ΚΥΚΛ02  ΚΛΪ ΤΟ ΜΕΤΡΟΝΤ Ω Ν  Γ Ω Ν Ι Ω Ν .

ν  η  π ιρ κ ρ έ ρ η α  το 3 χόχλου llvat γραμμή τις■ χαμπόλπ τής όποιας £ λ α τ ά  «πμιΐ* ισάκις άπέχόυΤΝ «πδ Ιν Ιντός αύτής σγιμίΐον ΧαλδόμίνοΫ κ ίν τ ρ ο ν .Ο  χό χ λ ο ς ίΐναι τδ πίραΐδυμίνον χωρίου άπδ tcrftYiv τήν καμπυλγν γραμμήν.2* Κ . Ενίοτβ ί ΐ ; ' τήν ίμιλίαν αυγχίομβν τδν χόχλον μ< τή» π«ρΐγέριιάν του4· άλλ’ ίδχόλως δυνάμιδα να άπο· φίυγωμίν τήν ουγ/υβιν ταυττν καί να άντιχαδιτδμΜ <φ «χρίβίΐαν τήν έκφράσιων, ένδυμούμίνοι δ η  d χόχλος ίΐνάι.ΐΐϊΐφάνίΐα ήτις tyii μήκος- καί πλάτος, έ» φ 4 mptfipita tWai γραμμή.Β .  ΚάΟϊ ίύθιια γραμμή Γ Α , Γ Ε , ΓΔ , χ. τ . λ» άγο* μίντι ίχ τοϊ xivTfou ίΐς τήν πϊριφέρ«αν, χαλίΐται ά χ τ ΐς  ή ή μ ίδ ιά μ ίτ ρ ο ς , Χαδί δέ γραμμή, ώς ΑΒ, Ερχομόν* 
ίκ του κέντρου, καί από τα δυο μέρνι πίοατουμένη ίΐ; τήν πβριφίρβιαν* λβγβται δ ιά μβ τρος.Κ*τα τόν άριτμδν τοδ χόχλου, ίλα; αί άκτΓνίς βίναι ϊοαι* δλαι αί διάμοτροι «Ιναι ίβαι παρομοίως, καί διπλά·* #ναι τής άχτϊνος.Γ  . ΚαλίΐτίΛ τδξον μίρος τής π«ριφ*ρ<ίας ώς to ΖΘΗ .Χ ο ρ δ ή  δέ ή  ΰποτβίν'ουβα του τδξδΟ.ΜναΜ «ΰ- διία Ϊ Η  ή Ινόνουοα Τοί δυό άκρα του.



Δ'. Τμτ-μα: είναι ή όπιφάνεια'ή μίρος τού κυκλ«υ πιριεχόμίνον ρ,εταξΐ» του τόξου και τής χορδής.2 . Κ . Είς τήν αυτήν χορδήν Ζ Η  αντίκεινται πάντοτε δυο τόξα Ζ Θ Η , Ζ Ε Η , καί έπομόνως δυο τμήματα*, πλήν πάντοτε όννοοΰμεν δτι ό λόγος είναι περί του μικρότερου, έν οσιρ δεν «κφρά̂ ορχεν το εναντίον.Ε .  Τ ο μ ε ύ ς  είναι το μέρος του κυκλου τό περιε- χόμενον μεταξύ ένος τόξου Δ Ε  καί των δυο ακτινών Γ Δ , Γ Ε , ήγμίνων εις τά ακρα τούτου του τόξου.ς·". Καλείται γ ρ α μ μ ή  Ε γ γ εγ ρ α μ μ έ ν η  ε ις  τον κ ύ κ λ ο ν , έκείνη τής όποιας τά δυ'ο ακρα είναι εις τήν περιφέρειαν, ώς ΑΒ. (ο χ , 4 ? .)·Γω νία  ό γγ εγ ρ α μ μ ίννι, ή εχουοα τήν κορυφήν τνς εις τήν περιφέρειαν,, καί οχνιματιζομέν» άπύ δυο χορίας. Τοιχυτη είναι ή Β Λ Γ,Τ ρ ίγ  ωνον iyyeypajA(W vov, τοδ ύποίου αΐ τρεις γωνία; ε/ουν τάς κορυφάςτων ιίς την περιφέρειαν, ώ; τό ΒΛΓ·*Καί tv γίνει σ χ ή μ α  ίγ γ ίγ ρ α μ μ έ ν ο ν , το5 όποιον όλα; α; γωνία; εχονν τάς κορυφάς των ιίς τήν πιριφίριιαν; ιίς τον αντδν καιρόν λέγεται 6 κνκλος π ε ρ ίγ ιγ ρ α μ *  μένος ιίς τοΟτο τδ σχήμα. . .Ζ ', Καλέ;τα; δ ια τ έ μ ν ο υ σ α  ή γραμμή νίτις συναπαντά τήν περιφέρειαν ιίς £ύο σημιια: τοιαντη ιΐνα; ή ΛΒ (σχ. 4 8 .).Η .  Ιίφ α π το μ ένη  ιϊναι γραμμή εχουσα εν μονρν κοινον <τ/με?ον'με τήν περιφέρειαν: τοιαντη ιΐνα; ή ΓΔ ,Η  κοινή ς·ιγμή Μ λέγεται σ η μ ε ιο ν τ ή ς  άφής. .Θ ,  Παρομοίως ίύο περιφέρεια; εφ άπτονται άλλνί· λων> .όταν ϊν μόνον κοινόν οημεΐον εχωσι·Ι\  Πολυγωνον.περ ιγ ιγ ρ α μ μ ιν ο ν  ι ίς  τον κύκλον ιίναι ικεΤνο τοΰ οποίον ολα; αί πΧινρα; ιφάπτονται τής
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πιριιριριίας. Εις τήν αυτήν 7rapi<̂ «atv ό χόχλος ιΐναι * γ γ ιγ ρ « { ΐ(λ ίν ο ς  εις τό πολύγωνον. οχ. ιδο.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι 2  Π Ρ Ω Τ  Η,θ ε ω ' ρ η  μ  α .. . Κχδί διάμετρος ΑΒ διαιρεί τον χόχλον καί τήν πε* ριφίρειάν τού εις δόο ίτα μίρη, (οχ. 4<?· )·Διότι' ίάν φυλάττοντες τήν κοινήν βάτιν ΑΒ τρίψω·' μεν τΑ βχίίμα Α Ε Β  ίπί' Ταυ ΑΖΒ, πρίπει ή καμπύλη γραμμή ΑΕΒ να πίσή άκριβδ; ίπι τής καμπύλές ΑΖΒ* όπειδή, ίαν ύποδίσωμεν tin πίπτει ίντος ή έκτο; χύτης, ήΟβλον ύπα'ρχιι είς τήν μίαν η ιίς τήν αλλτ,ν or, μ «Τα «νΐοάκις άπίχοντα το  ̂ άντρου, τύ όποιον Ιναντιοϋται ιίς τόν ύριβμύν του κύκλου.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Β\ Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α ,Κάθε χορδή elvat μικρότερα τής διαμίτρου.Διότι lav ιίς τα άκρα τής χορδής Ά Δ  άχΘωοιν *ί ακτίνες Α Γ , Γ Δ , ή ευθεία γραμμή ΑΔ Οίλει είναι ίλ«σ· των.ΑΓ +  Γ Δ  ή ΑΔ <Α Β . (οχ. 49·)·Π ό ρ ιτ μ α . Λοιπόν ή μεγαλητέρα εύδεία γραμμή ήτίς. δόναται ν α ' ίγγραρή είς ίνα χόχλον είναι ϊαη μέ τήν διάμετρόν του.π ρ ο τ α ς ι ς  r .Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Ευθεία γραμμή δίν δυναται να ουναπαντήοιρ π ερ ιφέρειαν χόχλου είς περιββότερα από δύο τομεΐα.Διότι έαν τήν έσυναπαντουοεν εις τρία, τα τρία ταυτα «τημιΤα ισάκις ήδελον άπίχει του κέντρου* ήδελον υπάρχει λτίπον τρεις ίσαι εύδιίαι ήγμίναι έκ του ίδιου σημείου ίπί τήςαΰτί[ς εύδιιας,δπιρ αδύνατον (προ. ι6;·βφ λ. ί·) .



3 ? Π  Ρ  0  T  A  5  Π  Α '.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .S *Εις τόν αυτόν κύκλον ή ΐις ίσους κύκλους, τά ίσα τόξα υποτείνοντα* από Τσας χορδάς, καί άντιςτρο'φως αί ϊσαι χορδαΐ ίσα τόξα υποτείνουσαΕάν Η άκτί$ Α Γ  ηναι ϊση με τήν ακτίνα Ε Ο , καί τα τόζον Α Μ Δ  ίσον με τό τοξον Ε Ν Η , λίγω οτι Η χορδή Α Δ  δελει είναι ίση μ^τήν χορδήν ΚΗ» (β χ . 5ο») Διότι ουσης τής διαμέτρου Α Β  ϊσης μι την διάμι* τρ$ν \'Ζ] i iv  τό Ημικύκλιον ΑΜ ΔΒ τεδη έπί του Ημικυκλίου Ε Ν Η Ζ , θίλει έφαρμόσει ιντελώ; μ ι αότό; καί ή καμπύλη γραμμή ΛΜ ΔΒ με την καμπύλην Ε Κ  Η 2» ΙΑλλά τό μίροςΛΜ Δ υποτίθεται ίσον, pi τό μέρος ΕΝΗ* λοιπόν τό σν,μιίον Δ δίλει πόσιι Ιτλ του 11κ λοιπόν ή χορδή Α Δ ιϊναι ίση p i την Ε Η .Α ντις-ρ ό φ ω ς, υποτιθέμενης πάντοτε της άκτΓνος [Λ Γ  *■  Ε Ο , εάν ή χορδή ΑΔ «  Ε Η , λέγω ότι τό τόξον Α Μ Δ θελει εΐναι ίσον με το τόξον Ε Κ  Η .Διότι έπιξευχΟεισων των άκτίνων Γ Δ , Ο Η ι τά ίυο τρίγωνα Α Γ Δ , Ε Ο Η , θέλουν ίχει τας τρεις πλευράς ϊσας τήν κάθε μίαν με την κάθε μίαν, δηλαδή, Λ Γ ^ Ε Ο ,  Γ Δ » = ίΟ Ι!, καί Α Λ ^ Ε Η *  λοιπόν τά τρίγωνα ταυται ΐίναι.ίσα ( ζχ , χ )  ακολούθως ή γωνία Α Γ Δ * = Ε Ο Η . Αλλ* έαν τό Ημικύκλιον ΑΔΒ τεθνί ίπί του ίσου του Ε Η Ζ , επειδή η γωνία Α Γ Δ ^ ^ Ε Ο Η , φανερόν είναι ότι 
•h άκτίς Γ Δ  Οελει πε'βει Ιτύ τ·5!ς άκτινος Ο Η , χ«ι το ονι- μιΐον Δ έπι τοΰ σ/μείου Η ’ λοιπόν τό τόξον Α Μ Δ  ιϊναι ίσον με τόξον Ε Ν Η .Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ Ε ' .. © Ε tt Ρ  Η Μ  Λ .Εις τον αν τον χόχλον ·λ βΐς ίσους χόχλους, τό μιγβ· λιίτιρον τόξον ΰποτιινίται άπό f w  μεγαλνιτίραν γ ο ρ δ ν ,



λ«\ (U ttc p lftK , ί«ν {μ ω ; tec τίζβ  mpi τ4 » iireiun» 4 Titiyoi ivfti μιχρίτιρχ τίμιπιριγΐρίί«{.Δι4·η f f ω( τ,Α τόξο* Α Θ  (σ/. So ) μϋζον τοΰ A tf, xat ί{/0ϊ)'τωίκ» at χορίαί ΑΔ, Α Θ , και «ί «χτΐνί? ΓΔ, re* «ί δυο ιΛιυραί Α Γ , ΓΘ  -rou τριγώνου Α ΓΘ  etvai teat |/.έ τας δύο ττλιυρας Α Γ , ΓΔ του τριγώνου Α Γ Δ : ill γωνία ΑΓΘ ιΐναι μιγΛητίρα τίς Α Γ Α 4 λοιττον (ιθ| ι)  
i\ τρίιη τΐ>*υρα Α Θ  elveu ^γαλτιτίρα τ ί ;  τρίτες Α Δ 4 λοιΐτον */, χορδή ή ύποτιίνουβα τδ μιγαλήτιρον το'ξον ιίναι 
Ϋί μίγαλητιρλ .Α ντιςρ^ω ς, iav νΐ χορδή ΑΘ υττοτβδίί {χιγαλνιτίρ* A Δ, (fftoj/ev βυνάξιι fc τΰν ιδίων τριγώνων δη i  γωνία Α ΓΘ  ιϊναι [/ιγαλ^τιρα τί:ς Α ΓΑ , και οδτως τδ τόξον ΑΘ ιίναι ρ-ΐγαλν(τίρον του Α Δ.Σ χ ό λ ιο ν · ϊποθίτομιν δη  τα τόξα χιρί τών δποίων δ λδγος Λ α ι  puxponpoc τ£ς ν5{Μπιριφίρίίας. E iv  τα.τδξα ίσον [/.ιγαλνίτιρα, ffitktv ύτταρχιιή ίναντίαιδιοΓ/,ς* τοδ τύ· ζου αύξχνοριίνου, ή χορ^ή ν;Οίλ& cj/.txp'jvit, καί άνη^ρδ" φως* οδτω; ίν <5 το τύξον ΑΚΒΔ ttvai {Αίγο&νίτιρον τοδ Α Κ Β Θ , ή χορδή ΛΔ το2 πρώτοι» ιΐναι μιχροτίρβ τ^ς jropii; Α β  τοί» ίαιτίρου.Π I* Ο Τ Α  Σ  I S  ς ' .Θ Ε Λ  f  Η Μ Α.Η άχτίς Γ Η  (αχ. 5ί ) , κα&ηθ{ έττί τ?χ χ»ρ$ϋ{ ΑΒiictipt? ττβύτ̂ ν τήν yopS/,ν κβί τ& uftoTeiviijXivO'# τ^ζτ» ΑΗΟ, εις δυο Γοα [λίρη.Ας άχδώτιν αί άχτΐνί; ΓΑ , ΓΒ4 αί «χτΐν*ς αυται, ώςχρδς τήν χαδετον Γ Δ , είναι δύο Γσας χλάγιαι* λοιιτίν ί$α· χις diitojAaxpuvovTca ττ,ς καθίτου (ι6 , ι )* δΟεν ΛΔ ** ΔΒ.Δίυτίρον* Ιπειδή Α Δ  « Δ Β ,  Γ Η  ιίναι χα ϊιίο ς ύψο^ 
~pttv% 4ίς το μίτον tjfe Λ Β 4 λοιχίν ( 1 7 ,  * )  χ«9·  σημίιο?



γβύτης τ5ίς καθέτου ισάκις πρέπει νά άπέχη άπό τά δύο **ρα Λ και Β . Μετάξι» τούτων είναι και τ4 ·Η'· λοιπόν τό διά<ριμα ΑΗ*=*ΒΗ· εκ τοΪΓ όποιο ο έπεταί ότι τό , τόξον ΑΗ  είναι ίσον με τό το'ζον ΒΗ (προ'. 4· ί  λοιπόν ή άκτίς Γ Η , κάθετος εις τήν χορδήν ΑΒ, διαιρεί τό όπο- τεινόμενον το'ξον άπό αυτήν εις δύο ίσα (tip»).2 χ ό λ ιο ν . Τό κέντρον Γ , τό μέσον Δ τής χορδής Α Β , καί τό μέσον Η'τοΰ ύποτεινομένου άπό αυτόν τόξου, είναι τρία σημεία ευρισκόμενα έπΐ μιας φά τής αυτής εύθείας καθέτου εις τήν χορδήν. Τώρα έπειδή διά τήν προσδιόρισιν τής θέσεως μιας ευθείας, άρκουσι δύο σημεία* Ιπεται ότι κάθε ευθεία διερχομένη άπό δύο τών είρημένων σημείων, διέρχεται και έκ του τρίτου, και είναι κάθετος εις τήν χορδήν.Επεται ωσαύτως ότι ή όψωμίΐνη κάθετος είς τό μέσον μεας χορδής διέρχεται έκ του κέντρου καί του μέσου του ύποτεινομένου άπό τήν χορδήν τόξου.Διότι ή κάθετος άλλο τι δεν είναι παρά έκείνη ήτις ήθελε ·κατε£ασθ?ί έκτου κέντρου έπι τής ίδιας χορδής, επειδή καί αί δύο διέρχονται έκ του μέσου τής χορδής.Π  Ρ Ο  Τ  Α. Σ  I  Σ  Ζ\Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Εκ τριών, μή έπ ευθείας δεδομένων ςιγμών Α, Β, Γ , πάντοτε είναι δυνατόν νά διίλθιρ περιφέρεια κύκλου, καί δεν είναι δυνατόν παρά μία μονή νά διέλθιρ.Ας ίπιζευχθώσιν βί ΑΒ, Β Γ , καί ας τμηθδσι δίχα - υπό τών καθέτων ΔΕ, Z H ' λέγω κατά πρώτον ότι · αί κάθετοι αυται συναπαντωνται είς ίν σημείον Q ,Εάν αί γραμμαί ΔΕ, ΖΗ δέν ή ναι παράλληλοι, ά- ναγκαίως τέμνονται. Ας υποθέσωμεν ότι είναι παράλληλοι* ή γραμμή ΑΒ, κάθετος εις τ/,ν ΔΕ, ήθελεν είναι
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κάθετος *κί είς τήν Ζ ΙΙ  ( a4) Ο » καί ή γωνία Κ/ η&ε- λεν είναι ορΟϊί* άλλα ΒΚ* προεκβολή της ΒΑ είναι δια· φοριτική τής Β Ζ , διότι τά τρία σημεία A , Β, Γ  δίν είναι έπ «ύίΐείκς* λοιπόν ήΟελον ύπάρχει δύο κάΟετοιΒΖ, DK* γίγρ.έναι Ιά το λ αΰτοΟ σημείου έπε τής ιδία? γραμμής, .δπεμάδυνατον ( ι5 , ι  )* λοιπόν αί γραμμαί Δ Ε , Ζ ΙΙ  τέμνονταί πάντοτε είς tv σημείον Ο .Τ«ρ« -Τ&' onj/eTov Ο , trcct r̂i άννίκει 'είς·. τήν κάθετον Δ Ε , ισάκις άπέχει τβν δυο σημείων Λ x«t Β ( 17 ,  t) αο αύτό σημείονγέπειδή, ανήκει καί είς τήν κάθετον ΖΗ,· Ισάκις απέχει fCv δύο σημείων Β κα ί Γ . Τά τρία λ<ηπον διαβήματα ΟΛ, ΟΒ, ΟΓ,είναι ισα. Η γραφομένη λοιπον περιφέρεια Ικ  τοΒ Ο ώ; κέντρου· μ ί την ακτίνα ΟΒ θέλει διέλΟνι cxtuu τ ίι τρία σημεία Α ,Β ,Γ .Εκ τούτου άπεδείχΟη δτι πάντοτε είναι δυνατόν,„νά ίιέλΟτί περιφέρεια κύκλου έκ τριών δεδομένων ςιγμβν, μή έπ εύΟείας* λέγω . περιπλέρν 5τι μία μόνη δυναται νά διέλΟ :̂· 'Δκίτι ίάν υΐςίρχε μία δευτέρα περιφέρεια νίτις να διήρχετο άπδ τά τρία δεδομένα σημεία· Α , Β , Γ , το κέντρον της δίν ^μπορούσε νά εύρίσκεται έκτός τής γραμ·' μής Δ Ε  ( 17 , ί ), ίπειδή τότε" άνισάκις ηΟιλεν άτίέχει τοΟ Α καί Β" διά τόν αυτόν λόγον δίν ήμποροδσε νά «βρίσκεται έκτός τής γραμμές ΖΗ* λοιπόν ήδελεν εΰρί- σκεται είς τον αυτόν καιρόν έπί των δυ'ο γραμμΰν Δ Ε , Ζ Η . Αλλά δυο εΰΟεΐαι είς ίν μόνον σημείον τέμνονται* λοιπόν μία μόνη περιφέρ«α υπάρχει ήτις δόναται νά δι- έλΟη από τάς τρεις δεδομίνας ςιγμάς.Π ό ρ ισ μ α , Δύο περιφέρειας δίν είναι δυνατόν νά τέ- μνωνται είς περισσότερα των δυο σημείων* επειδή εάν ιϊχον τρία κοινά, ήθελον έχει το αυτό κέντρον, και. δεν ηθιλον σχηματίζει παρά μίαν καί τήν αυτήν περιφέρειαν.
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4 * Π  Ρ Ο  Τ  Α ϊ  1 !  Ή ':Θ £  ft Ρ  Η Μ  Λ ;Δυο ιοαι χορδαί ., Μ*
έχ $ύο- ιίνίσων, ν, μικρότερα «π/χει^ περιοαο'τερον., ι >  Ες-ιο ‘ό χορδό Α Β “ Δ Ε , .Ας τμ’οίΐωει δίχβ αΐ ' χορδαΐ αύται υπό των κάθετων .ΓΖ^,,ΓΗ, kpei, ,&ς Ιπι- ζευχ8«αιν ·αί ακτίνες Γ Α ,Γ Δ , (Λ χ ..Δ 3  }♦ .'!« ορθογώνια τρίγωνα 1 Ά Ζ , Δ Γ Η , έχουν τάς ΰποτερνοιίσας Γ Α , ΓΔ  ίοα;* περιπλίον νί πλευρά Α Ζ  'ίμιαν.τίς A Β , είναι ΐαη (χί τ/,νΔ Η , ίμιου r?,« ,ΔΕ* .λοιπόν ;τα τρίγωνα τκΰτβ είναι ΐβα ( ι8 , ι ) ,  καί i  τρίτ/ι ίτλευρα Γ £  είναι ςον* μΐ τί,ν Tpir/iv Γ Η ’ ό'Οεν ί ,ν .α ί  δυο ϊααι χαρδαί Α Β , Δ Ε , ίοάκις άπεχουοι τοΰ κέντρου,a .«  Ες-ω h χορδή Λ 0 μεγαλη-τέρ* τ ίς  Δ Ε ,τ ό  τόξον Α Κ  Θ δίλει είναι μείζον του, Δ Μ Ε  ( προ. 5 ) ;  άς ληφβ  ̂ίπί του το'ξου ΑΚ  Θ  το, μέρος Α Ν Β '^ Δ Μ Ε , ας ίπιζευ- χ0*7! Ά χορδή ΛΒ, καί ά; κατεβαοΟν) Α Γ Ζ  κάθετος εις ταυτίΐν .τ/(ν χορδήν, καί Γ1, κάθετος ίκι τί,ν ΑΘ* φανερόν είναι ότι Γ Ζ  είναι μεγαλητέρα τ?,ς Γ Ο , κάί Γ.Ο μιγα» λ/,τ-'ρα τίς Γ1 ( ϊ 6', ι ) ’ λύπονπολν περιφβοτερον Γ Ζ  > Π .  Αλ>Λ Γ Ζ » = Γ Η , ίπειδνι\ «ΐ χορδαί ΑΒ, Δ Ε ' είναι ίοαι* λοιπόν έχομεν Τ Η  > Γ Γ  ϊπεται λοιπόν ότι ίκ δυο άνίσων χορδών ν, μικρότερα απέχει περιαάότερον τοΰ κέντρου. Π Ρ Ο . Τ Α Σ Ι Σ  θ' .Θ E f t  I* Η  Μ Α .Η κάθετος ΒΔ, ίγμέντι εις το ίκρον tic  άκ τίνος ΓΑ είναι ίφαπτομένη εις τνν περιφέρειαν, οχ. 54»Διότι κάθε πλαγία Γ Ε  είναι μεγαλνιτίρα τίς καΟέτοο ΓΑ ( ι6, ι )’ λοιπόν τό βτμεΐον Ε είναι ίκτός τ*δ κύκλου* διχ τοΰτο ή ΒΔ άλλο κοινόν βνιμείον ρώ τκν «τ*



pifijtutv. Jlv/ ίχη ιΐ (*ή τό A* λοιπόν BA ιίναι ίφχπτβ- ί*<νη' ( 4p< 9·).Σ χ ό λ ιο  v. Ano JiSopivov οη'μιϊον A pax μόνη ίφ* «π*ομίν$ A4- «C τήν «tpt^iptiev ίόναται vx αχ1) ’̂ ίιό η.$Χ0ν,,$ννατόν V* «χί*? fttct άλλη, αίίτη iiv  ΑΟίλίν llvcu πλίον χάδιτος (it τί,ν αχτίνα Γ Α ’ λοιπόν ώς «pit τλν νόάν ταντην ,ιφαπτομίνην, ή άκτίς Γ Α  π&ιλίν ιΐναι πλαγία, χαι Ίι χάΟιτος, ityp.ivn ίκτοδ κόντρου ίπί ταό* της τΐί; tya«Topiv?,t, νίόίλίν ίΐναι μικροτι'ρα t?,t Γ Α ' λοιπήν $ Ι^απτορ,ίνΐ),αΰιη.’/ίδιλιν ιίβίρχβται ιίς τον χόχλον» χαί ήβ«λ(ν (Ιναι ίιατίμνοοσα.Π  Ρ  Ο Τ  Λ 5  I  Σ  Γ .© !·: η Γ Η Μ Λ .Δόο παράλληλοι ΛΒ, Δ Ε ,. χωρίζονσιν Ιπι τί!ί «ιρι^ι- ρΐΐαςτόξ* h *  m ,  ΙΙΚ·. οχ ,*55.Tpeti «tpi<r«oi‘t δυνατόν va ^ΑολοοΟτΙσοον.
} .Λ* . Ε«ν. αί. όνο παράλληλοι ίναι &ατ/|Ανουσ«α, It  

&/Η. 'h άχχνς Γ θ  x«(Ji;os tit τά,ν· χορδήν Μ  Π,' «{ tiv  αυτόν καιρόν 0;λίΐ (ίναι κάΟηος ι»ς νόν παράλληλόν tnt Ιίΐν ( 24, ι Υ λοιπόν το ο/,μίιον Θ  διλ»ι ιίναι ΐνταΰτφ τό μ ίσον τον τόξου 51Θ11 καί τοϊ τόξου Δ[ΘΚ. (cp .6 .) λοιπόν Οίλορ.ίν i/ti τό.τόξον Μ Θ ^ ^ Θ Π , καί τό τόξον Κ Θ = Θ Κ .:  £χ τούτου έ’πίται Μ Θ —ΙίΘ  “ Θ Π —^©Κ, TOOTt'ci Μ Κ “ =Ί1Κ.a .‘* Καν Ιχ των δυο παράλληλων ΑΒ, Δ Ε , ή μία $ναι iiXTtp.vovax, χαι i  άλλγι »ψ«πτορι/νη* lit  ττ,ν ίίγαήν τ?,ς άρ?,; © ας άχδτι ή «κτίς ΓΘ" αί*τη 0ίλ« (ϊναι κάκτος (ίς Τ'όν4γχ«τομ4νην ΔΙί (πρ. 9.)  xat «ίς την παράλληλόν τκς M U , Αλλ* ΓΘ  tivat χάδβτος ιΐί τί,ν χορίωνΜΓΓ, το ΟΛρΐιον © ίΐν α ι τό (*ίσον τοδ τόξου ΜΘΠΓ λοιπόν ·τ* τόξα Μ Θ . ΘΠ πίριιχόμινα ρ.ιταξν τών παρτλ- λ4λ(ον·ΑΒ> ΔΚ (Ιναι ίτχ.
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3.‘Y Τιλς; *άν at Juo παράλληλον Δ Ε ,ίΛ η ν α ι 'TcJ|A«v«tJ 'h (t«v ιΐς Θ , -h δΐ «ίς K ’,  άς ά/Si tJ λατ/μνου- <j« παράλληλος Α Β , θίλομβν ίχ ίΐ, L· των άπο&ίίιιγμί- νων ΐνΐΘ=«*ΘΠ χαι ΜΚ.»*»ιΚ, ΙΓ  λοιπόν τό δλον τοζον Θ Μ Κ '^ Θ Ο Κ / , καί πβριττλέον βλέπομιν δτι ίκαρον του· των των τοζων ιΐναι ήμιπίρκρίριια.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  ΙΑ ', Θ Ε Ώ Ρ Η Μ Α .Εαν δύο i;epi<pepiiai τέμνωνται ιί; δύο στ^μιια, ή δι- *ρχομιν/ΐ ’γραμ.μή άπα τα κέντρα των 6έλ«ι ίίναι κάΟδτος 
ιί; τήν χορδήν ήτι; ένο'νιι τα β*)μιΐα τής κοινής τομή;, καί OcXet τήν διαιριι ei; δύο ισα (Α̂ ρνι. οχ. 87 καί 58.Διότι ή γραμμή ΑΒ, ή ένύνουσ* τά στιμιϊα τής κοι-> νή; τομής, ιίναι κοινή χορδή ιίς του; δύο κύκλου;. Τώρα ιάν ιίς τή>μέσον ταύτν); τή; χορδή; ύψωΘνί μία κά· Οίτο;, αυτή πρ/πι να διέλ6νϊ από καδίν τών δύο κέντρων Γ καί Δ . (ττρο. 6.) Αλλ’ ίκ δυο διδομίνων σ»μιίων μία μον/j «ύθίΓα δύναται να άχθή'. λοιπόν ή δι«ρχομένη eOSiia ir.6 τα κέντρα, QcXet «ΐναι κα'θιτος ιί; τό μέσον τή; κοινή; χορδής.Π Ρ  Ο  Τ  A 2  I Σ  Ί Β \Θ  £  a  Ρ  Η Μ Λ ,Εαν τό τιπύςτίμ* των κέντρων δύο κύκλων ήναι μι- κροτιρον του αθροίσματος των αχτίνων, καί ιί; τλν αύ- τόν καιρόν ή μιγαλκτέρα άκτίς ήναι μικροτέρα τοδ αθροίσματος τής μικροτίρας καί τοΟ άποςτίματο; τών κέντρων, α[ δύο πίριφέριιαι 6 έλη τέμνονται. σχ, 57 καί 58.Διότι δια να tyy\ χώραν ή κοινή τομή, πρέπιι το τρί· γωνον ΓΑ Δ  να ύπαρχέ ττρέπιι λοιπόν όχι μόνον ΓΔ να ήν«ι < Α Γ  + Α Δ  σχ. 5^. άλλα άκο'μη καί.ή μιγαλ*-
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τίρ* trKtW ΑΑ  νά ίναΓ < Α Γ -Η Ρ Δ . 4χ. 58. Τώρα όσάκί; τό -τρίγωνον ΓΛΔ ήρ.7τορεί να καταίκευαΰΟίί, φανερόν είναι ότι αΐ γραμμένοι περίφέρειαι έκ των κέντρων Γ καί Δ, θέλει τέμνον-ιαι'εΐ; Α  καί Β.Π Ρ ο Τ Α Σ Ι Σ -  0  Ε Π Ρ  Η Μ Α . i r .
Εάν τά άποςτίμα Ι'Δ τω ν κέντρων δύο κύκλων ίναι ίοον μέ τό αόροιαμα τδν ακτινών των ΓΑ , ΑΔ, οί δυο κιίρλοι. θέλει. άπτονται ίξωτερικως. .Φανερόν «Τναι οτι θέλουν έχει το σκμεΐυν Α  κοινον* xal τοίϊτό /Λο'νον* διο'τι διά νά, έχουν δυ'ο κοινά οκμεία, έπρεπε τό άπο'ιριρ-α. των κέντρων νά κναι μικρότερον του άΟροίσματΜ; τών άκτίνοιν (πρό. ia .)I I  P  Ο  Τ  Α Σ  I Σ  ΙΔ \Θ Ιί «  Ρ  Η 'Μ  Α .Εάν. το άπόςτ.ρ.α ΓΔ  των κέντρων δυ'ο κύκλων ν,ναι ίοον μέ.τ^ν διαφοράν των, ακτινών των ΓΑ , ΑΔ, οί δυο κύκλοι θέλει άπτογται έβωτίρικω;. οχ. 6ο.Φανερήν είναι ίτι έχουν-τό στ,μεΐον Α κοινόν: καί τούτο μυνον* διότι διά νά έχουν έν ά)λο, επρεπενί μεγα* λχτέρα άκτίς Α Δ  νά ^ναι μικροτέρα του «θροίσματος τϊίς. άχτΐνο; Α Γ  καί του αποιρίματος τών κέντρων ΓΔ (πρό. ia .)  τό όποιον δεν υπάρχει.Π όρισ μα . Λοιπόν εάν δυο κύκλοι άπτωνταε, είτε , Ιαωτερικώ;, είτε έξωτερυάϋ;, τά κέντρα καί τό οκμεΐον τάς άφίς είναι ίπί τί;{ αύτ$; ευθεία;..2 χ ό λ ι$ > /  0λοι <>ί κύκλοι οίτινες έχουν τά κέντρα των ϊπί ευθεία; ΓΔ , καί .διέρχονται έκ τ?;. τιγρ-^ί Α , άπτονται : ρ,ετα$υ των, και δέν έχουν άλλο κοινόν «κμμον,. παρά το Α . Εάν δϊ 'εκ του .exjAiiour Α--



Α Ε  κάίετο; εις τήν Γ Δ , ήίύθεια Α Ε  δΛ ιΐ'ίϊνβ ι κ«ν4φαπτομίνκ εις όλους τούτου; -to ΰς κύκλους. οχ.· 5$ καί 6<>.Π Ρ  Ο Τ  A S I S .  ΙΕ'.Ο Ε ft Ρ  Η Μ  Α .Εις τόν αυτόν κύκλον ή εις ίαους κύκλους, αί ίσαι γωνίαι Α ΓΒ , Δ Γ Ε , τών όποιων ή κορυφή είναι εις .τδ κέντρον, χωρίζουοιν επί τής περιφέρειας τόξα Ισα ΛΒ,ΔΕ.Αντιςγόφως, έαν τα τόξα Α Β , ΔΕ, ήνώι ίσα,' αί γωνία»· ΑΓΒ , Δ Γ Ε , θέλουν είναι παρομοίως ϊσαι, oy. ο ε .A to τι ι .Μ έαν ή γωνία Α ΓΒ  ν,ναι ίσο Τή Δ Γ Ε , ή μια δύναται νά τίθ·$ ίπ ΐ τνΓς «λ-V/Ji* καί ίπειδή άίπλεύ- ραί των είναι ίσαι, φανίρον είναι to βν,μιΤον Λ  θέλει πέσει εις Δ, και τό σκμεΐον Β εις Ε . Αλλα tore τδ το'ζον ΑΒ πρέπει δμοίωςνά ττίσνι Ιπί t o C τίξου Δ Ε ' διότι Ιάν τα δύο τοξα-δεν εταυτιξοντο, ήΰελον υπάρχει ιΐς τό εν ή εις τό άλλο σνμίΐα άνιοακις άπέχοντα από τδ κέντρον, όπερ αδύνατόν* λοιπόν τδ. το'ζον Α Β  «=* Δ Ε ,a .w Εάν Οποτιδ-ρ ΑΒ*=»ΔΕ, λέγω δη ή’ γωνία ΑΓΒ θέλει είναι ϊοϊι τή Δ Γ Ε ' διότι ίάν αί γωνίαι αδται δίν ήναι ισαι,?ς·ώ Α Γ Β  ή μεγαλήτίρα, καί ας λνιφθ?ί ΑΓί*»** ΔΓΕ* θέλομεν ίχει, έκ των άποδεδειγμε'νων, Α ΐ^ ^ Δ Ε : «λλά, έξ υποθέσωώς, τδ τοξον ΑΒ*=»ΔΕ* λοιπόν ήθέλα- μεν έχει ΑΙ “ » ΑΒ, vf τδ μέρος ίσον τφ ίλιμ, δπερ Αδύνατον’ λοιπόν ή γωνία Α ΓΒ  =* Δ ΓΕ .Π  Ρ  Ο  Τ  Α  Σ  I  Σ  ΐ ς \0  Ε 12 I» 14 Μ  Α .Εις τον αυτόν κύκλον ή ιΐς "σου( κύκλους, Ίάν δύο γωνίαι εις τό κέντρο» Α Γ Β , Δ Γ Ε  ήναι μεταξύ tow ώς δύο- ακέραιοι αριθμοί·,· τά περιεχόμενα’ τόξα μεταξύ .των πλευρών των ΑΒ , Δ Ε ,·  θέλουν είναι μεταξύ των ύς Ον
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nurn\ *ριΟ|ΜΪ, xat Οίλορ-iv ίχα xechry τήγ· «νάλογίαη γωνία A f B : γωνίαν Δ Γ Ε ίί  τό^ρν Α Β : τόζον Δ Ε . <r̂ . 6 a .As ΰποΟισω|Λ«νν 7ϊ«ραδιιίγρ*.ατος χάριν, οτ* αΐ γωνία; Λ Γ Β ,Δ Γ Ε ,ί ίν α ι  (Αΐταξ’ί^ω ν ως y προ? 4> ί ,,τ Α  όποιο* «Ιναι φδ αΰτέ, δτ; Ά. γωνιά Η  κοινόν μύρον,, των ίό» γωνιών, πίριίχίται «ς. ^ίν ' τί,ν γωνίαν ΔΓΒ έπτακις, ιίς ί ΐ .τ δ ν -Δ Γ Ε  «τράκις. E u e t^ .a t μ«ριχ«ΐ γωνι*ι Α Γ μ , j^f*) vFd) ,ά> τ* λ , ΑΙ^,ι. χΓ.ψ, χ< τ . λ . ίΐναι ΐ'ςαι ρ.β.ταξίί των, τα μερικά τόξα Λ μ , {Ανκ γη,. » . τ .λ ,.Δ χ , χψ κ .τ .λ . *Τν*ι παρομοίως ίσα {/.βταξμ-των. (Προ. ι5·) Λοιπόν· τό όλον-τόζον Α Β  . (Μλ« άναι «ις τα όλον τόξαν Δ Ε  .ως 7 ,πρδς 4· Τώρα φκνίρόν.ιινΜ on ό,αφτδς συλλογικός ίχ η  χιορβν,.α'ίαν αντί η καί 4· λάβωυ-tv όποιους&β'ποτ· .άλλους αριθμούς* λοιπόν ίάν ό λογάς των γωνιών Α Γ Β , ΔΓΕ Γόνατα*! νος. ίκ$ρασ% $ι*άκορβίων . αριθμών., τα τόξα ΑΒ,. Δ Ε  ΟΛουν; ι\να.ι. μςταξα των ής, αν γωνία;Α ΓΒ , Δ Γ Ε ,Σ γ α λ ιο ν . Αντιςρόφως, ■ iiv\'ra τόϊ*. ΑΒ,'ΔΕ-. ίσα* μπαζυ t o y  ώς £ιίο. άχίράιοι αριθμοί, αί γ ωνία; Λ Γ Β , ΔΓΕ, ίΟιλον· tlvai μΐηιαξά των ώ* οί αΰτοΐ αριθμοί,, καί πάντστβ οίθιλαμίν ijrti Α Γ Β  j A F E i : Α Β : Δ Ε ’ ί ίό η  Ιπ «· }ή tit μβρςχά τόξα Α μ ,.μ ν^ . χ . τ . λ> Δχ, χψ,' χ . τ . λ , ιίνβνισα, αί (Αίρικαί .γωνίοα Λ Τ μ , μΓν, * . τ . λ . ίίναι παρομοίως foauΠ  Ρ  ο  Τ  Α V I  Σ  I t .Θ fi f i P . l t  Μ  Λ .Οιΐοιονίϊίποτϊ λόγον ίχωσι αί ίυα γωνίαι Α Τ Β ,Α Γ Δ , •χάντοτ* Οίλουν «ΐναι μβταξά των ώς Τα το'ζα. Α Β ,Α Δ , τά ά«(χ*χόμίνκ. (^τκξυ τών πλιυρών των και γίγραμμίν* 1κ τ^ν._κο(ώφών των ώς ix  κίντρων μί ίσας άκτΤνας.
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48, ■ -Λς νποθΐίσο'μιν την μικροτίραν γωνίαν Ιντός τίς μ*- γ'αλητίρας; εάν ή Ικφωνηθεΐσα αναλογία δεν ύπάρχη, ή γωνία Α Γ Β , ίελη είναι εις τ^ν γωνίαν Α ΓΔ ώς τ ·  τόξςν Α 0  εις h  τόζον μεγαλτίτερον η μικρότι’ρον του ΑΛ, Ας ύποθέσωμεν τόυτο τό τόζον μεγαλνίτερον, και 
ας το τταρας-νί̂ ωμδν δια Α Ο , οδτω Οίλομίν* εχιι, γωνία Α Γ Β : γωνίαν ΑΓΔ : :  τόζον ΑΒ : τόζον Λ Ο .Ας' ίννσησωμεν τώρα τό  ̂τόζον ΑΒ διηρημόνον εις μέρη ίσα εκας-σν των οποίων να $ναι. μικρότερον του ΔΟ* θέλει υπάρχει τούλάχιςΌν ίν σημείον διαιρίσιως μι* ταζυ Δ και Ο: ζςω I τοίϊνο τό σημεϊον, ας ίπιζενχθ^ Γ ί .  Τα τόζα Α Β , Α Ι θέλουν είναι μιταζύτων ώς δυο ακέραιοι αριθμοί, και κατά τό προλαβον θεώρημα θέλο-μεν έχει:, γωνία Α ΓΒ  : γωνίαν Α Γ Ι : :  τόζον ΑΒ : τόζον Α Ι, Σΰγκρίνοντες τάς δυο ταύτας αναλογίας, βλέπομεν όπ οί ηγούμενοι είναι οί αυτοί’ λοιπόν οί ίπόμενοι σχηματίζουν αναλογίαν. καί έχομενγωνία Α ΓΔ : γωνίαν Α Γ Ι : :  τόζον ΑΟ:τόζον Α Ι, Αλλα τό τόζον ΑΟ είναι μεγαλτίτερον του τόζου Α Ι; επρετε λοιπόν δια να ύπάρχνΐ ή αναλογία, ί  γωνία ΛΓΔ να ηναι μεγάλητόρα της γωνίας Λ Γ Γ  άλλ* ίζ εναντίας είναι μικροτέροΓ λοιπόν είναι αδύνατον ή.γωνία Α ΓΒ  να ηναι προς την γωνίαν ΛΓΔ ώς τό τόζον ΑΒ π(Λςνν 'ζόζον μεγαλητερον του ΑΔ,Δι* δ^Γου συλλογισμού ηθέλαμεν άποδείζει ότι ό τ ί·  ταρτος όρος τ?ς Αναλογίας δεν δύναται να ηναι μ ι·' κρότερος του ΑΔ' λοιπόν είναι ίσος μέ ΑΔ’ έπομίνωςεχομεν την αναλογίαν:Γωνία Α Γ Β : γωνίαν Α Γ Δ : ;  τόζον ΑΒ:τόζον ΑΔ. Π ό ρ ι σ μ α ,  Επειδή ν$ γωνία' εις τό κόνΤρον το& κύ- κύκλου καί τό πε/κεχόμενον τόζον μεταζυ των πλεΰρδν



της ijf&uv Τοιβύτην σ/jtotv, ώ^ε όταν ή γωνία αύξάν;/) ί  σμικρύν^νά αύξοίνν> νί να σμικρύννι το τοξον κατά τον αότόν λόγον,· δικαίως {̂λπορουραν νά λάβω^Εν μίαν τούτων. τΛν. ποσοτήτων ώς μίτρον της άλλης: διά τούτο είς τδ έξης λαμβάνομεν τδ τόςον ΛΒ ώ; μίτρον της γω· νιας ΛΓΒ· . Πρέπιι {Λονον νά τταρατηρ,Υί̂ ω̂ ν. ότι ^ίς την προς άλλνίλας σύγκρισιν τ&ν γωνιών, τα τόξα τά όποια μετροδαιν αυτάς, πρέπει νά rjyat γεγραμμένα μέ ίσας ακτΡ* νας4 διότι τό&τό· ύποΟέτουσιν dl προηγούμενοι προτάσεις* Σ^όλςον, Α\ Φαίνεται φυ&ικώτερον νά μετρητat μία πο θύτης διά [Αίας άλλης του ίδιου είδους, και κατ' αυτήν τ^ν*άρχί,ν έπρεπε1'νά άναφερδώσιν. ολαί αί γωνίαι αίςτήν δρδτίν; διά τούτο λαρφανομίνης ττ!ς ορθής γωνίας ώς μονάδος του [λίτρου, ή οξεία γωνία ηίελεν έκ- φρχοΟ?[ δν’-'άριΟμοϊ περιεχομένου μεταξύ ο καί ι ,  καί ή άμ(5λ*ϊ>* δι'ίρίδμοΟ μεταξδ,ι καί α. Λλλ’ ό τρύπος οντ^ς.τοίϊ εκ^ράζεΐν ¥άς γωνίας δίν τίϋελεν είναι ο L·ι- τηδέιύτίροςρείςVilv^jrfjtriv* ΈύρίΟη ά̂πλούς-βρον νά με· TfflvTOl' ά5 γωνίρΥ διά* τόξων κύκλων, διά τ^ν ευκολίαν τόυ-'^Κακίυάζαν τόξα ΐτα-μέ διδομίνα, καί δι\άλλους πόλλοδς'λόγους· 'ΙΥλος, ίάν*καί; τδ μίτρον τών γωνιών διά; 4ων τόξων κύκλοι* ηναι τρόπον τιν α έμμεσον, με εδκόλι«ν;όμως -διά μίσου αυτών συνάγομεν τδ - άμεσον καί άπόλυ-f-ov'-διότι έχν συγκρίνωμεν τδ τύξον τδ. όποιον μ«τρεϊ '·|Αίαν γωνιάν· μέ · τδ τίταρΤον της πιριφερείας , Ούλομεν I'f ti τον λόγον τ?,ς δεδομένης γωνίας προς τήν ορ,Ο̂ ν, καί τοΰτο: είναι :τδ απόλυτον /μίτρον·! 2 χ,όλιονν Β ·  Ο^τι; άπεδείχΰη εις τάς τρεις προ- ηγουμίνας προτάσιις διά τίν σύγκρισιν τών γωνιών μετά Τύξ*} υπάρχει επίσης, διά τδν σύγκρισιν τών τομέων με τά τόξα; *διύτι.οί: τομείς είναι ίσοι δταν αί γωνίαι ίναι ϊσαι, καί ίν γένει ειγαν ανάλογοι μέ τάς γωνίας4 λοιπόν
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δύό τ ο μ ε ί ς  Α Γ Β , Α Γ Δ ,  εις τόν αδτόν κύκλον π ε ι ς  ϊοους Κύκλ ους ,  «Ivat μ ε τ α ξ ύ  των ώς τά -τόξα ΑΒ,  ΑΔ,  βά ο ε ι ς  τ ftv ιδίω ν το μ έω ν. v Εκ τούτου βλίπομεν δη  τα τόξα τόΰ κύκλου τά όποια μετρούν τάς γωνίας, νίμπορονν ομοίως vi γ^οοιμεύσουν ώς μίτρον των διαφόρων τομίων ' του ίδιον κύκλου $  ?οων κύκλων.Π Ρ Ο Τ  A 2  1 Σ  ΪΗ '. θ  Ε ft P  Η Μ Α .Η ίγγ*γραμμένν) γωνία ΒΑΔ ίχα  διά μίτρον το τίμιου του τόξου ΒΔ περιεχομένου μεταξύ τών πλευρών τ^ς, οχ. 64. και 65.Ας ύποδε'οωμεν κατά πρώτον δη  τό κένΤρον του. κύκλου εύρίβκεται ίντός, τ ις  γωνίας ΒΑΔ* άγομεν Ττ4ν διάμετρον ΑΕ καί τας ακτίνας ΓΒ, Γ Δ . Η-ίκτός γωνία Β ΓΕ , είναι ιτη μ ΐ τό άδροίομα-.τδν ίδύό· ίντός ΓΑΒ* Α Β Γ. (πρ. 19 , t ) :  άλλ* ίπειδό τό τρίγωνον ΒΑΓ-βίναί ίσοοκελός, Ά  γωνία ΓΑΒ*=»ΑΒΓ’ λοιπόν ’δ γωνία-ΒΓΕ είναι διπλάσιά τϋς Β Α Γ. Η  γωνία ΒΓΕ, ώς γωνία είς- το κέντρον., εχει δια μότρον τό τόξον B E : λοιπόν Α γω. νία ΒΑΓ δελει ίχη  διά μέτροντό τίμιου τοδ B E. Διά τον αυτόν λόγον δ γωνία ΓΑ Δ  θέλει ϋχιι i n  μίτρον τό ΐμτου του ΕΔ* λοιπόν ΒΑΓ 4* ΓΑΔ η· ΒΑΔ δίλι* μετρείται από τό τίμιου του B E  Ί - Ε Δ  δ τό όίμισο του ΒΔ. οχ. 64« Ας ύποδίοωμεν δεύτερον έ'τι τό κίντρονΓ εΐιρίοκεται εκτός τδς γωνίας ΒΑΔ, τότε όάν άξωμεν τόν διάμετρον ΑΕ, 
i  γωνία ΒλΈ θέλει εχει διά μίτρον τό δ'μιου το 5 B E , δ γωνία Δ Α Ε  τό τίμιου τού Δ Ε ’ λοιπόν <5 δια<ρορά των ΒΑΔ θέλει ϊχη διά μίτρον τό δμισυ του ΒΕμεΤσν τό τίμιου τοδ.ίΕΔ, δ τό δμισυ του ΒΔ, οχ. 65.
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$ιΛοιπόν κα'Οδ έγγίγραρρίνη γωνία fyei διά ρ.ίτρον το δρισυ τού 'fftpttgupivot» τοξου ριταξό των πλευρΰν της* ϋ ύ ρ ι σ ρ α .  Α .  Ολαι αί ίγγίγραρρίναι γωνίαι βις το «ΰτο τμ·?,ρκ χα8ώς ,ΒΑΓ? ΒΔΓ κ, τ, λ. etyai isfti, ώς 
ΐ/Μ<ΐΜ διά ρίτρον τό τίμιου τού ίδιου τάξου Β0 Ρ· Τ/„· 66* Β*. ρ.άΟί γωνία ΒΑΔ έγγίγραμμάνη ίίς γο ήμικύχλιον. ίΐναι γωνία 4ρ0ό, ώ{ ί/.ουσα διά ρίτρον το ί^μισυ τ^ς ty .f  rrcpijJiptiai ΐ)θΔ, vj τζ) τέταρτον τ?,ς ffipijtpeias βχ. 67.Διά νά ^{ξ$-ψίν το αΰτ» pi άλλον γράπ^ν, ®ί Bu* ζ»νχ8ίί'ή άχτίι; Δ Γ ’ *ο τρίγωνον Β Δ Γ ' fjyai iooeMXis, oOev ή γωνία Β Α Γ '^ Α Β ρ * το τρίγωνον ΓΑΔ βΓνοα π«* ρ ομοίως ί<τοίχ«λίς' /Vn^y 4 γωνία Γ Δ Δ ’̂ Α Δ Γ *  ,έπο* μίνως D A F -f-Γ Λ Δ  «5 Β Α Δ «=»ΔΒΔ*+“ΔΑΒ. Αλλ’ όταν αΐ δύο γωνίαι Β ν.αι Δ το? τρ\γφν  ̂ Α$Δ ράμνονν όμαδ ττ,ν τρίτον ΒΑΔ, φανιρόν «Ιναι ότι αί τρίνς γωνίαι τοδ τριγώνου ίοοδυναμουν pi δύο φοραΐς τϋν γωνίαν ΒΑΔ* αϋταί δί ιβοδυναμούν pi δύο όρύά;’ λοιπόν ιί γωνία ΒΑΔ ίίναι ορΟτί.Γ\ ΚάΟt γωνία ΒΔΓ έγγβγραρρίνή ίίς τμήμα μιΐζον του ήροςυχΧίαυ, ttvai γωνία οξίΐκ* διύτι έχει δια μίτρον τδ ήμιβυ τοΟ τόξου'ΒΟΓ ίλασσονος ήμιπίρι'ρίρίίας. σχ. 66ν K«i xjrOt γωνία PQP ίγγίγραρρίνρι «ίς τμήμα ίλασ* σον του ήμιχυκλίου, «ναι γωνία άμβλίΐα* διύτι ϊγικ διά μίτρον τό ήμιαυ τού τάξου ΒΑΓ μίίζονος ήμιπίριφίριίας.Δό Λί άπίναντ* γωνίαι Α  χαΐ Γ  βγγιγραρρίνου τινός τιτραπλβύρου ΑΒΓΔ, ιτοδυναρούν pi δυο 6?0άς* διύτι ή γωνία ΒΑΔ fyti διά ρίτρον τό ήμισυ τού τάξου ΒΓΔ, ή 'γωνία ΒΓΔ lyfii διά pixpoy τό ήμισν/τοίίτάξου ΒΑΔ* λοιπόν ,αί δύο γωνίαι ΒΔΔ, ΒΓΔ, όμού λαμ<?κνύμ£ν*ι, ejfoav δια μίτρον το %ΐου τϋς π«ριφίρΜας·' λοιπόν, τό ’ίΒροισρά xwy i^^yyapj? ,ρί δύο όρΟας. «χ. 68.



Π  P  0  T  A S  I  Σ  Ιθ '.
0 Ε Π Ι Μ Ι Μ 'Α .Η σχηματιζομίνη γωνία ΒΑ Γ άπό (λίαν εφαπτομενην και άπό pay χορδήν, εχει διά μετρον το νίρισυ του το· ξου ΑΜ ΔΓ περίεχοι’λίνου μεταξύ των πλευρών της. αχ. 6g.Εις τ?,ν ςτγ(Α̂ ν τ^ς αφής Α  ας άχθη ά διάμετρός ΑΔ\ ·<*, γωνία ΒΑΔ είναι ορθή, (πρ. 9 ) κα* Τχει [λίτρον τό τίμιου της -όμίπεριφερείας Α Μ Δ , ή γώνία Δ Α Γ  εχει δια με'τρον τό ·5ίμίσυ τόΰ ΔΓ* λ<ηπόν Β Α Δ +  Δ Α Γ  η ΒΑΓ εχει διά μέτρον τό τίμιου του ΑΜ Δ,. πλέον το τίμιου’ τοΟ ΔΓ, ·η το τίμιου τοΟ δλου τοξόυ · ΑΜ ΔΓ. -Κατά τόν αυτόν τρόπον άποδεικνυομεν ότι 'h γωνία Γ Α Ε  εχει διά μετρον τό'τίμισυ τόΰ τόξου Α Γ περιέχο- μίνο'υ ■ μεταξύ των πλευρών της.
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΑΝΑΦΕΡΟΜΕ ΝΑΕ Ι Σ  Τ Λ  Δ Υ Ο  Π Ρ Ω Τ Α  Β Ι Β Λ Ι Α .Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Π  Ρ  Ω Τ  Ο  Ν .
1Ν" ά διαιρε'αωμεν: την δεδομίνην εΰζειαν. ΑΒ είς δυο ίσα μέρη. αχ. ηο>Εκ των αγρίων Α  καί Β , ώς έκ κέντρων, μετην αύτλν 'άκτΐν* αλλά μεγαλητε'ραν της ήραείας τη; ΑΒ, ά ς ' γραφΟωαι δυο τόξα, τά όποια τίμ'Λντάι, εις Δ, Τό οημεΤονΔ· ισάκις θε'λει άπε'χει των σημείων Α καί Β; ας αημεκοθνί παρομοίως άνω η κάτω τ?,ς γραμμής ΑΒ ίν



δεύτερον -σημείον Ε  ισάκις άπέχον των σημείων Α και Β , άς ίπιζευχθή ή γραμμή ΔΈ*· λέγω δτι ή ΔΕ τέμνει τήν ΛΒ είς δύο ίσα μέρη εις την <7ΐγμήν Γ.Διύτι έπειδή ?κας·ον των σημείων Δ καί Ε ισάκις απέχει των άκρων. Α  καί Β, πρέπει να εύρίσκεται είς τήν υψωνομένην κάθετον έίς τδ μέσον τής ΑΒ. Αλλα διά δύο δεδομένων βημείων μία μονή ευθεία είναι δυνατόν νά διέλθγ)4 λοιπδν ή γραμμδ Δ Ε  είναι αυτή ή ΐδία κάθετος τέμνουβα τήν Α Β  εις δυο. ίσα μέρη είς τήν ς-ιγμήνΓ.Π  Ρ  Ο  Β Λ Η  Μ  A Β'.Ε ξ ένας σημείου Α, δεδομένου έπί τής γραμμής ΒΓ, να ΰψώσωμεν κάθετον, είς ταύτην τήν γραμμήν, οχ. ηχ.Αςληφθωσι τά σημεία Β καί Γ  <3ς·* ισάκις νά απέχουν άπδ τυ Α , ακολούθως έκ των σημείων Β καί Γ , ώς έκ κέντρων, καί μέ ακτίνα τήν αυτήν άλλα μείζονα τής ΒΑ, άς γραφθΰσι δύο τύξα τά ίποία τέμνονται είς Δ* άς έπιζευχθή ΛΔ καί θέλει είναι ή ζητουμένη κάθετος.Δΐύτι έπειδή τδ σημείον Δ ισάκις απέχει του Β καί Γ , ανήκει είς τήν ύψωνομένην κάθετον είς τδ μέσον τής ΒΓ* λοιπδν Α Δ  είναι- αυτή ή κάθετος.Σ χο 'λ ιο ν . Διά τής.αυτής κατασκευής.καμνομεν μίαν ορθήν γωνίαν ΒΑΔ, είς δεδομένον. σημείον Α , έπί δεδομένης γραμμής ΒΓ.r i  p  Ο  Β  Λ  Η  Μ  Α  Γ  .Ε ξ ένδς σημείου Α , έκτδς τής ευθείας ΒΔ δεδομένου, νά κατεβάσωμεν μίαν κάθετον.έπί ταύτης τής ευθείας, σχ. η ι.Εκ του σημείου Α  ώς ΐκ  -κέντρου, καί μέ ακτίνα άρ* κείά,μεγάλην, .ας γραφθή τύξον τδ οποίον τέμνει τήν ΒΔ εις .δύο σημεία Β καί Δ* ά; σημειωθή ακολούθως σημείύν τι·,Ε  . ισάκις άτίέχον άπδ Β καί Δ , καί ά , έπιζευχθή ΑΕ ήτις θέλει είναι \ ζητουμένη κάθετος, /
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Δ\ότι Ικαρον twv δύο σημείων'A i a i E  ισάκις dniyn 'airο Β ΧάΙ Δ' λοικαν ή ΑΕ Λα» κάθετος *ίς τδ μέσον τής ΒΔ.it Ρ Ο Β Λ ft Μ Α Δ'.£ίς τήν ς·ιγίιήν Α τής γραμμής ΑΒ, να κατασκευασΟή γωνιά ίση τή δεδομένη Κ.*, σχ·. ?3 .Εκ τής κορυφής Κ.*, ώς «κέντρου, και μί ακτίνα κατ’ αρέσκειαν, ας γραφθή τδ τόζον ΙΑ  περατόύμενον εις τα; δύο πλευράς τής γωνιάς. Εκ τής ς·ιγ|1.ής Α ώς (κ κέντρου και μ ί άλτΐνα ΑΒ ισήν τή K*i, ας γρα^ή τδ άπροσ- διόριςην τόξον Β Ο ’ ας λήΙρΟίϊ άκολούθω; μία άκτίς ίση τή χορδή Λ Ι . Εκ τής ςιγμής Β ώς Ικ κέντρου, και pit ταύτην τήν ακτίνα, ας γραφθή τδζον τδ όποιον τέμνει τδ απροσδιόριστον ΒΟ εΐς Α* ας ϊπιζευχθή ΑΔ, και ή γωνία ΔΑΒ θ»λιι βϊναι ίση τή δεδομένη Κ*.Διότι τά δύο τόξα ΒΔ, Α Ι , έχουν άλτϊνας καί χορδας. ίσας’ λοιπδν «Ιναι ίσα (πρ. 4> »♦ )' ϊΐεομένώς ή γωνία ΒΑΔ — ΙΚ 'Α . 'Π £ Ο Β λ  Η Μ A Ε\Να διαιρέσωμεν γωνίαν ή το'ξον δέδομένον ιίς δύο ϊβα μέρη σχ. ^4· 'ι .*ν Εάν ίχώμεν να διαιρέσωμεν τδ τόξον ΑΒ «ίς δύο ϊοα μέρη, in των σημείων Α και Β; ώς ?κ κέντρ'ων, καί μέ τήν αυτήν ακτίνα, γράφομεν δύο τόξα, τα όΥτοία, τέ- μνονται εις Δ . Διά τής 7ΐγμής Δ κάί του κέντρου Γ  άγο- μεν τήν Γ Δ , ήτις θέλει τέμνει τδ τόξον Α Β  εις 'δύο ίσα μέρη εις τήν ς-ιγμήν Ε .Διότι ίκαρον των δύο σημείων Γ  καί Δ ισάκις απέχει των άκρων Α  κάί Β τής χορδής ΑΒ, λοιπόν ή. ΓΔ, είναι κάθετος εις τδ μέσον ταύτής τής χορδής* επομένως διαιρεί εις δύο ίσα μέρη τδ τόξον ΑΒ εις τήν ς·ιγμήν Ε . (προ. 6 , α).
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Fay i i  ίχωμεν να Αιαιρίσωμιεν εις' 5υο ίσα ριίρη ττ)ν γωνίαν Α ΓΒ , γράφψΐν κατα πρώτον ix τής κορυφής Γ , ώς ,ίκ κίντρου, τόι τρζον ΑΒ, ίπιιτχ πράττομεν ώς ανωτέρω ιίπορ.ΐν' φανερόν ιΓναι Ατι 4 ΓΔ ΘΑμ διαιρεί εις δύο ίσφ,μίρη τήν γωνίαν Α ΓΒ .·; Σ χ ό λ ι ο  ν  Διχ Τής αυτής κατασκευής δϋνάμιΟα να διαιρίσωριχν κάΰι ήμισυ Α Ε , £ Β , εις δύο ίσα ριίρη* κατ’ αυτόν τόν τρόπον, δία διαδοχικών υποδιαιρέσεων, γωνία •ή τάξον δεδορυίνον διαιρείται εις τέσσαρα, όκτώ, δεχαίξ, κ, τ·. λ. ϊσ?ι ft %).Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  <7'.Απο δεδομίνον σηριε»ν Aj να άξωμεν ευθείαν παράλληλον άλλης δεδορφη; ΒΓ. βχ. ?5 .£ χ  χοΰ σηριείον Α , ώς ix  κέντρου, άαί'ρΛ αχτίνα ip - κεταριεγάλην,γράφορΛίν το «προσδιορις-ον τάξον ΕΟ* ϊκ του σηραίου £  <ί>ς ϊκ χοντρού, χαί pti τόν αυτήν ακτίνα, γράφομβν τό τόζον Α Ζ, λαριβα'νομεν ΕΔ «*· Α Ζ, καί έπιζευ* γνύοντες τήν ΑΔ θίλοριεν ίχιε τήν ζητονιιΜν παράλληλον.Διότι ίνάνοντες τήν ΑΕ,βλίποριεν i n  «1έναλλάξ γω· νίαι Α Ε Ζ , Ε Α Δ , είναι Χσαι* λοιπόν αί γραρ.ιιαΐ ΔΔ, ΕΖ είναι παράλληλοι. ( a4, ι ·).Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Ζ .
*Δεδομένων δύο γωνιών Α καί Β Μ ;  τριγώνου, να «ύρεαμτ* τήν τρίτην. σχ. φβ.Ας Αχβ^ ή άπροαδιάριτός -γραμμή Δ Ε Ζ , ας κατασκευαστή -εις τήν ςαγμήν Ε , ή γωνία ΛΕΓ *=» Α ,  καί Α Γ Ε Θ  *»Β : Η  γωνία € β Ζ  (Ηλιι είναι 4 ζητούμενη τρίτη* διΑτί αί τρεις αύται γωνίαι όρκον λαμβανάμεναι δίδουν δι’ άθροιζα δύο όρΟάς.
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$6 Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  H VΔεδομένων δυο πλευρών Β καί Γ  ένδς Τριγώνου; καί τη; περιε^ομε'νης 677’ αώτων γωνίας Α , να γράψωμεντρίγωνον σχ. 77* · .. w .Α^δείσης της ^προσδιορίσου Δ Ε , ας καταοχβύα^ό  ̂^ίς την ς*ςγ{ΐ.ήν Δ Αγωνία ΕΔΖιση δεδομένη Α''5ςληφ&η ακολούθως ΔΗ==*Β, καί Δ Θ = » Γ , ίς  2πιζευχ&?ί Η ό  χ ίί  ΔΗ Ο  OeXec είναι τδ ζητούμενόν τρίγωνόν;1: *Π  Ρ Ο  Β Λ  Η  Μ  Α  ‘ θ ';• 1 · ■ % 4  · 'Δεδομένων μιας πλευράς καί δύο γωνιων ένδς τριγώνου, να γράψωμεν τδ τρίγωνον; *Η  καί αί δύό δεδομένα; γωνίαι πρέπει να ηναι προσ- κείμενα; είς τ*δν δεδομίνον πλευράν, f  ·Λ μί* frpooxit-’ μίνη, καί η άλλη απέναντι: εις τήν τελευταίαν ταύτην περίς·ασιν, ζητούμεν την "τρίτον (προ'β. 7 )* Κζ*  °3τως εχομεν τάς δύο προσκειμίνας, Τούτου τε0εντος,Λ αγομεν την ευθείαν Δ Ε  ισην τνι δεδομένη πλευρά," λάμνιομενΛε?ς την ?typ//)v Δ την γωνίαν ΕΔΖ ί'οην μϊ την μίαν τβν προσκειμένων γων;Ον, καί εις τδν σιγμόν Ε  τί|ν Δ Ε Η  ίσην με την άλλην* αί δύο γραμμαί ΔΖ, Ε Η , Θέλουν τέ· μνεσδαι εις Θ , καί ΔΕΘ  Θέλει* είναι τδ ζητούμενδν τρί- γωνον σχ. γ8.Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Γ ,Δεδομένων των τρών πλεύρών Α , Β, Γ  ένος τριγώνου, να γράψωμεν το τρίγωνον*Ας άχθη Ά ΔΕ ίση τνί πλευρά Λ ' εκ τη; <Γΐγμ$ί Ε  ώ; εκ κέντρου,καί μέ ακτίνα ΐσηντη δευτίρα πλευρά Β, ας γραφβη τοζον*εκ της σιγμης Δ ώ; έκ κ&ντρου, καί με ακτίνα «την τν, τρίτ/ι πλευρά Γ .ας* γραφδνί *λλο τύξον,'τδ οποίον Οέλα τέμνε: τδ πρώτον εις Ζ ’ ας επιζευχδωσι Δ Ζ ,Ε Ζ , καί ΛΕΖ δέλεε είναι τδ ζητούμενον τρίγωνον,' σχ, 79*



Σ γόλιονί1 ίΕαν μ{ά τών πλευρών ήτον μεγαλητέρα tout αθροίσματος. των δυο άλλων ,  τά τόξα δέν ηδελον τέμνεσδαι* άλλ’ οσάκις το άθροισμα δυο πλευρών λαμβα- νομενον ίπωςδ^ποτβ * είναι μεγαλήτερόν της τρίτης, ή λυσις είναι πάντοτε δυνατή."Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  ΙΑ '.Δεδομένων 8ύο . πλευρών Α καί Β ενός .τριγώνου, καί τής γωνίας Γ  απέναντι τής πλευράς Β, νά γράψωμεν το τρίγα*γον. σχ.’ $ο.’ ’ Δυό' περις-άοείς υπάρχουν. ι .«  Εάν ή γωνία Γ ήναι όρβή $ 'άμβλ^ία* ας κατασκευασδ^. ή γωνία ΕΔΖ ιοη τη Γ*"ας λη φ ό ^ Δ Ε ^ Α .*  έκ τής ς·ιγμής £ , ώς έκ κέντρου, καί μί ακτίνα ϊοτ,ν τ^ δεδομένη τλευρα Β, άς γραφδη το- ξον τδ-.όιίοίον’ τέμνει εις Ζ τ ή ν  Δ Ζ “ άς έπιζευχδη. Ε Ζ , κ $ : ΔΕΖ'θέλει είναι τό ζητουμενον τρίγωνον. .•Εις~ τήν πρώτη ν'ταυ'την περίς-ασιν πρέπει ή πλευρά Β νά ήναϊ^μεγάλητέρα' τής Α , διότι ή γωνία Γ  ούτα ορδή ή άμβλιΐα ΐίναι ή μεγαλητέρα των γωνιών του τριγώνου* λοιπόν ή άπίναντι πλενρά πρόπει όμοίως νά ήναι ή με- γαλητέρα.a.ev Εάν ή; γωνία Γνδναι οξεία, καί Β μεγαλητέρα τής Α ή αυτή κατασκευή εχει χώραν, καί ΔΕΖ είναι τό ζητουμ?νον τρίγωνον, όχ. 8 i .Αλλ* έάν.Ιν ω Γ  είναι οξεία; ή πλευρά Β ήναι μείζων τής Ά ,'τ ά τ ε  τόγραψόμενον ‘το'ξον έκ του κέντρου Ε με τήν ακτίνα ΕΖ<=>Β,'θέλει τέμνει τήν πλευράν ΔΖ εις δυο σημεία Ζ  καΙΉ^εμένα ix  τοδ'Λυτοδ μ.έρσυς του-Δ*- θέλουν υπάρχει λοιπόνδόο τρίγίυνα ΔΕΖ, ΔΕΗ ; επίσης πληροΰντα εις :τό προ'βλημα ώς ίχοντα τά αύτά δοδέντα. σχ. 8α.2 χολ ίο ν'. Τό προ'βλημα ήδελεν είναι αδύνατον εις όλας τάς περις-άσεις, έάν ή. πλευρά Β ήτον μικρότερα τής φερομίνης καθέτου (κ .της Γίγμής Ε  έπί τής ΔΖ.
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Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  JB'.Δεδομένων τών προσκειμε'νων πλευρών A  καί B ϊνδς παραλληλογράμμου καί της περιεχομένης δπν αυτών’ γω- νίας Γ , να γράψωμεν τδ παραλληλόγράμμον. σχ. 83.Αγομεν/ςην Δ Ε  =  Α, κάμνομεν «ίς την ςτγμ’δν Δ τ^ν γωνίαν ΖΔΕ*=>Γ, λαμβάνομεν ^Ζ^^Β* γράφομεν δύο τόξα, τδ μέν «& της ς-ιγμης Ζ ώς ίκ κέντρου, και μ* ακτίνα Ζ Η ^ ^ Δ Ε , τδ δέ έκ της ς-ιγμης $  ώς εκ κέντρου, καί wi άκηνα Ε Η  =· ΔΖ : ένόνομεν την.ςτγμήν Η,δπου τα δύο ταυτα τόξα τέμνονται, μέ τά ςΖ καί,Ε , διά των Ζ Η , ΕΗ* καί Δ Ε Η Ζ θέλει είναι το ζκτουμινον παραλληλόγραμμον.Διότι, εκ της κατασκευής, αί'άπένοιντι πλευραί είναι ΐσαι* λοιπδν τδ γεγραμμένον σχήμα είναι παραλληλόγραμμον ( 3ο, ι )* καί τδ παραλληλόγραμμον τούτο περιέχει τάς δεδομένα; πλευράς καί τήν δεδομένην γωνίαν.Π ό ρ ισ μ α . Εάν ύ δεδομένη γωνία/ηυαι όρδ'δ, τδ σχήμα θέλει είναι ορθογώνιον' έάν, περιπλέον, καί αί. πλευρά) ίσαι, θέλει είναι τετράγωνον.Π Λ  Ο Β Λ Η  Μ Α ΙΓΝά εόρωμεν τδ κέντρον κύκλου η τόξου δεδομένου.σχ,β^.Ας ληφθώσι κατ’ αρέσκειαν εις την περιφέρειαν vf εις τδ τόξον τρία σημεία A , Β, Γ ’ άς έπιζευχθώσίν αί ΑΒ και Β Γ , άς τμηΟωσι δίχα αί γραμ'μ&ί αυται ύκδ τών καθέτων ΔΕ, Ζ Η . Η  ςτγμ'δ Ο , όπου αυται αί κάθετον συναπαντώντας θέλει είναι τδ ζητούμενου κέντρου.2 χόλιο ν . Η  αΰτή κατασκευή χρησιμεύει εΐς τδ νά κάμωμεν νά διέλθ/ι περιφέρεια άπδ τρεις δεδομένα; ςτ" γμάς Α , Β ,Γ ,κ α ί  παρομοίως εΐς τδ -νά περιγράψωμεν περιφέρειαν εις δεδομίνον τρίγωνον.



Π (Ρ, Ο Β Λ Η  Μ  Λ  ΪΔ \/ (Λπυ'· δ|δο|λίνον σψίΐον νά άξωμιν' tyatcttipiviov et; £tio(A<YOV κύκλον.Εάν tti δίδιψίναν or,j/,t?ov A  ·?,»*ι iifl tif; περ^ΐρείας, 
ίς ΙίαζβυχΟτί'Λ άκτίς ΓΑ, κ*1 £ς ά/δ$ ΑΔ κάθετος' εις τήν Γ Λ ,Α Δ  Οϊλεΐίίνίΐ -Λ ζ·ήτου{Λ<νη ίψαπτο|/.ίνο. (g, a) ί^.85·.Ε«ν δίτΰ β'η|Αίΐο̂  A 'iiv«l'kt& i 'ToSf κύκλου, άς ένωΟπ |λί τ ί  κίηρονδιά τ?ς ευθείας ΓΑ* άς τρ Ο η  δίχα ή ΓΑ. ιίς τλν ς ιγ ^ ν  Ο* ίκ τοΰΟ, ώς ίκ κέντρου, *αί ρΑ τ?,ν ακτίνα Ο Γ,: -ας γραφΟΫί ΤΓβρΐφίρβεΛ νίτις τείνει τήν δεδο- [Λίνην. ιίς τήν ς·ιγ(λήν β* άς ίΛιζευχθλ Α Β ,κ α ί  αΰτ'ν Οίλει είναι {  f t «ψ'ίντι Vru αχ. 86;• Δ\4χ\ ίάν ίπζευχΟ?! ή Tty-h γωνία ΓΒΑ είναι·.-ορδή ώς ίγγιγροι(ί[/,ίν« iv τίρ λρΛκυκλίφ· ( 18 , a )' λοιπόν ΛΒ εΐναι κάθετος εις τί οΓκρον ττίς Ικτίνο; ΓΒ, ακολούθως ιίνκι <ιραΐϊΤ0|λίνϊ).Σ χ ύ λ ίο ν . Οταν γί» at,(ΛίΤον Α  *7,ναι ίκτύς του κύκλου, βλίπορ,εν ίτι υπάρχουν πάντοτε δυο · Ιφατττύμενάι ϊβαι ΑΒ, ΛΔ άντενίς διίρχονται διά τοΟ Α: icrat, διότι τά ορ* Οογώνια τρίγωνα ΓΒΛ , ΓΔΑ, έχουν τήν υποτείνουσαν ΓΑ χονν̂  ν, καί τήν πλευράν Γ Β ^ Γ Δ *  λοιπόν είναι ίσα (18, ι ) ίτ»|Λ<νώς ΑΔ*»=*ΑΒ, καί Ινταυτφ ή γώνία ΓΑ Α ^ ^ Γ Α Β .Π  Ρ  Ο 15 Λ Η  Μ  Α  ΙΒ \ίίά  ίγγράψωμεν κύκλον ιίς τό δεδομίνον τρίγωνονΑΒΓ* αχ. 87·Ας τρτιδωσι δίχα αί γωνίαι .Α και Β  ύτνο τωνγραμ- [«λν A U  καί ΒΟ αΐτινες συν«π*ντΰνται εις Ο. Εκ της ίτιγ^λς Ο άς κατεβασδΰσιν αί κάθετοι Ο Δ, Ό Ε , Ο Ζ έπί. τών fplfiiv πλευρών τοΒ τριγευνου* λέγω ίτ ι αί λάΟιτοι «νται είναι ίσαι μεταξύ των* διύτι, Ικ τής" κατασκευές, ή γωνία Δ Α Ο ^ Ο Α Ζ , ή ορθή γωνία ΑΔΟ=*“ Α ΖΟ  λοι-,



πον ή τρίτη ΑΟΔ'ίΙν^ ίση τ?ί τρίτη' Α'02 .̂1 Από άλλο {λερός ή πλευρά ΛΟ είναι κοινή.εις' τα δυν τρίγωνα. Α Ο Δ , Α Ο Ζ , και «1 προτκείμεναι γωνίαι εις τήν ϊσην ·ιίλευ'ρά.ν είνα ίσαι- λοιττον τα δυοταυτβ.τρίγωνα «Ιν.«ι·ϊάα’; επομένως ΔΟ — Ο Ζ .  Κατά τον, αύτόν: .τρο^ον κνίίομβ,ν̂  -ίτ>δυο τρίγωνα ΒΟΔ, BQ E, είναι, *σά\ λοιπόν., ΟΔ=η=*ί0Ε, λοιπόν αί τρεις κάθετοι Ο Δ ,Ο Ε ,Ο Ζ , 4ναι ία.αι, μεταξύ των. • Τώρα εάν εκ της ςιγμής Ο , ώς εκ 'κέντρου, καί με τί,ν ,ά/ςτινα ΟΔ,γραδρ περιφέρεια, φανερόν είναιδτι θέλει εΐναι. έγγεγραμμένη εις το τρίγωνον ΑΒΓ" διο'τι ή πλευρά Α Β κάθετος εις χο «κρον τής άκτϊνος ΟΔ, είναι·έφαπτό· μενη: τό αύτό υπάρχει δ^ζ ,τάς πλευράς Β Γ, Α Γ .2χά λ ιον. Αί.τρεις εύδεΐεμ «ί'τινες τέμνουν διχα τάς τρεις γωνία; ενός τριγώνου, συντρέχουν'εις. τά αάτόοημίϊον. Π Ρ Ο  Β Λ ΤΗ  Μ  Α ΐ ς >Επί της δεδομένης ευθείας ΑΒ, νά γράψωμεν τμήμα ικανόν νά χωρέση τήν -δεδομένην .γωνίαν: Γ ., τβυτά^, τμήμα τοιοΰτον ίυςε ολαι αί εις αυτό εγγεγραμμένα! γω- νίαι νά ήναι ϊσαι μέ τήν δεδομένην Γ . οχ, 88: καί 8t>..Α ς πρ’οεκβληΟ·/! ΛΒ προς τό Δ, άς γίνιρ -είς τήν ς-ιγ·· μην Β ή γωνία; ΔΒΕ«=ΙΓ , άς ΰψω5η ή ΒΟ κάθετος εις τήν· BE καί Η Ο  κάθετος εις τό μέοον· τής ΑΒ' έκ της <τιγμης της συναπαντ/ίσεως Ο , ώς. έκ κέν,τρου, καί μέ την άκτϊνα ΟΒ, άς γραφδη κύκλος, τό ζητουμενον' τμήμα Θελεε είναι ΛΛΙΒ.Διότι επειδή ΒΖ είναι κάδετος εις τό άκρον τν5ς άκτίνος Ο Β, είναι εφαπτομένη, καί Α γωνία ΑΒΖ'έχει διά με'τρον τδ τίμιου του τόξου ΑΚ'Β ( 19 , a)* από άλλο μέρος i  ιγωνία ΑΜ13, ώς έγγεγραμμίνη, έχει διά μέτρον τό τίμιου του τόξου ΑΚΊδ, λοιπόν ή γωνία Λ Μ Β = 3Λ Β Ζ = Ε Β Δ  =  Γ* λοιπόν ολαι αί εγγεγραμμέναι · γωνίαι εις τό τμ?ίμ% ΑΜ Β είναι ίοαι με τον δεδομένην Γ .
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2 χόλιο  ν. Εάν ,ί\ δεδομένο γωνία otov όρΟ*, τό ζ?,· τουμενον τμ·?ίμα·';·ίιίΟελεν ίίνκι to γεγραμμένον ημικύκλιον επί της διαμέτρου Α Β .Π Ρ Ο  Β Λ Η Μ Α  1Ζ\Να ευρωμεν τόν αριθμητικόν λο'γον δυο-, δεδομένων ευθειών ΛΒ,’ ΓΔ , ,ίάν όμως έ/ωσι κοινόν μέτρον μβτβφίτωχ.σχ. go.Φέρομεν την μικροτέραν ΓΔ Ιπΐ της μεγαλνιτέρας ΑΒ τοσάκις όσάκι< είναι δυνατόν, ,νά,περιέχεται*, παράδειγμα* τος/άριν,.δίς, με to  υπόλοιπον BE'.: Φέρυμίντόύπόλοιπον_ΒΕ έπί της. Γ Δ , τοσάκις οσάκις είναι,, δυνατόν νά περιέχετε», μίαν, φοράν, παραδ«γ- ματος χάριν, μέ υπόλοιπον Δ Ζ ... Φέρομεν. τό δεύτερον υπόλοιπον ΔΖ έπί του πρώτου JBE, τοσάκις οσάκις tifcu δυνατόν νά περιίχετκι, μίαν φοράν, παραδείγματος χάριν, μ 4 το υπόλοιπον B it.Φέρομεν τό τρίτον υπόλοιπον ΒΗ ίπί του δευτέρου ΔΖ, τοσάκις οσάκις είναι δυνατόν νά περιέχεται.ΕξακολουΟουμεν ούτως εως ου νά φθασωμεν εις υπόλοι* πον τό όποιον ακριβώς νά περιέχεται εις τό προηγουμένου.Τότε τό τελευταΐον τούτο υπόλοιπον θε'λει είναι τό κοινόν μίίτρον τών δεδομένων γραμμών, καί Οεωροόντε'ς to ώς μονάδα, εΰ ρίσκο μ εν εύκόλιος τάς τιμάς των προηγουμένων. υπολοίπων και τέλος τάς των δεδομένων γραμμών, διά των οποίων προσδιορίζομεν τον αριθμητικόν λόγον •των η τον λόγον των ίκφραζάμενον δε* αριθμών.Εάν, π , γ , ενρωμεν. ότι IIΒ  περιέχεται ακριβώς δις εις ΖΔ , ΒΗ θέλει είναι τό κοινόν μέτρον τών .δεδομένων γραμμών. Εςω ·Β ϊΙ« = ?ι, Οέλομεν ε/et Ζ Δ = 2* ·άλλά Ε Β  πεμένεν μίαν ψοράν ΖΔ.πλέον 1ΙΒ' λοιπόν Ε Β = 3 . ΓΔ περιέχει' μίαν φοράν ΕΒ πλέον ΖΔ* λοιπόν Γ Δ = 5 \  τέλος ΑΒ περιέχει δες τήν ΓΔ πλέον E B ‘ λοιπόν Α Β = ι 3 *  διά τούτο ό λόγος .των δυο γραμμών ΑΒ, ΓΔ είναι ό
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τον 1 3 .πpi; 5. Καν ή Γ Δ  ίλαμβάνετο· ώς· μονάς,  ̂ ΛΒ ηθελεν είναι i<jtv Sέ ή AB έλάμβάνετο ώ; μονάς, ή ΓΔ ηθελεν είναι i .2 χ ό λ ιο ν . Η  έχ τεθείσαμέθοδος είναι  ̂ αύτο μέ exei· νην την όποιαν δίδει ή Αριθμητική' i t *  τήν εύρισιν τοΟ κοινού διαιρέτου δυο αριθμών’ διά τούτο δ fa έχει χρείαν άλλης άπόδείξεως.Δυνατόν όσον μακράν καί άν έξακολουθτίσωμεν την εργασίαν, να μή είίρωμεν υπόλοιπον το όποιον άκρι* βώς να περιέχιται εις τί» προηγούμενου. Τότε αί δύο γραμμαί δ fa Ιχουν piitpov, και λέγονται Α σ ύ μ μ ετρ ο ι ( incommensurablcs): εντός όλίγοϋ θέλομεν ίδιΐ fa παράδειγμα εις τόν λόγον της διαγώνιου πρός τήν πλέυ- ράν τοϋ τετραγώνου. Τότε λοιπήν δέν είναι δυναπόν νά είίρωμεν τον άκριβί) λόγον δι' αριθμών* άλλα παραβλέ· ποντες το τελευτάΐον ΰπο*λοιπον, εύρίσκομεν λόγον περισσότερον ή όλιγώτερον πλησιάζοντα είς τον αληθινόν, καθώς έκτείνωμεν την έργασίαν περισσότερον η όλιγώτερον, Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  I f f .Δεδομένών δύο; γωνιών Β καί Α,. να ίΰρωμεν το κοινόν μέτρον των, έάν έχωσε, και ix  τούτου τόν λόγον των εΐ; αριθμούς, σχ. ()ΐ.Ας γραψθώσι με εσκς ώκτΐνας τα τόξα ΓΔ ,Ε Ζ, τα όποια μετροΰσι ταύτας τάς γωνίας* ακολούθως πράττομεν δια τήν -σύγκρισιν των τόξων Γ Δ ,Ε Ζ , ώς είς τό προηγούμενου πρόβλημα’ διότι ,ίν τόξον δύναται να φερθνί έπτ μλλου της ιδίας άκτίνος, καθώς εύθίία ε’πί ευθείας, Οΐίτω Οέλοτ μεν ερθάσει̂ εΐς τό κοινόν μέτρον των τόξων ΓΔ, Ε Ζ , έάν εχωσι, και εις τόν αριθμητικόν των λόγον, >0 λόγος ουτας θέλει είναι ό αυτός με εκείνον τών δεδομένων γωνιών
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( ijTj  a )  χ«1 Λ0 iv « t  tu  k’qivov μίτρον t S v τόξω ν, Λ Λ Ο  Οίλιι οΐναι \ h  τ β ν  γωνιβν»S j r i i X i o Y k  Λ οΥ οίμιία  7r«po|toiwi να ΐΒρω μίν ττ!ν«άπά* λυτό» tijv i,v  (AiS( γω νίας «νγκρίνοντο; τύ τοξον ύπου μ ίτ ρ α  η&τήν μ )  ίίλην τήν nept^ipeiav: ia v  it . / ,  τ& τύξον Ϊ ’Λ  ·?,ν«ι ίνρ^ς τή ν flip i^ fp im v  ώ ; 3 Λρδς a 5 , ή  γωνία Λ  6ίλ<ι ι ϊνΛΐτ3ι  ^  τισοα'ρων <5pGflv, τ ά  τ ι ς  <3ρ0?[ς, .Δυνατόν ν& οΙινΛ^υΟίίβΥΐ irtoQ t i l  βυγκρινύ|Λίγα Τ(!ξ* ν« μή  fyouv κοινόν ,μ ίτρ ο ν* t t ft i  l$ \ k  τάς γωνίας Οίλο- |/.tv fy n  λ ίγ ο υ ς π ίρ ΐ ί^ τ ιρ ο ν  f t  όλιγώτβρον it λ·/ΐσώζοντας « ς  τόν αληθινόν, κ*0δ>; ίκτίίνω μβ» τήν ίργαβίαν κιριτ·* 'τίτορον ft όλιγ<ύτ*ρον«
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. Β Ι Β Λ Ι Ο »  Γ .
Λ Ι  Α Ν Α Λ Ο Γ Ι Α !  Τ Ω Ν 2 Χ Ι Ι Μ  Α Γ Ο Ν .U I» I Ϊ Μ Ο  I.

A*. I C - A A i i  σ χ ή μ α τ α  ισοδύναμα ίκιϊνα τβν 
(ι ποίων «ί ίτηφκνβικι etvex ϊσαι,Δυο σχήματα ήμιτορο&ν να ηναι ισοδύναμα, αν και πολλ* «νήλαικ: κ^χΧος, οταραδίίγματος χαριν, ήμποριι νά ισοδυναμώ μέ τίτράγΜνβν, τρίγωνον μέ Ορθογώνιον κ.τ.λ, ϊί|ν όνσμασίαν ΐοα βήματα iifkct άποδίδιι tic ίχεΐνκ τα orowi ΙπιτΛίμινα λραρμύζουσιν »ίς δλατων τα ση* μιία: τοιαΟτβ βίνκι δυο κύκλοι των; ίποίων αί άκτϊνος »ίν*ι W i , δύο τρίγωνα1 των οποίων >αί τρ«ς ιτλίυραί ιί- ν »  ίο*ι ο$ ή*0ι  μία μ·ί τήν κ*0ί μίαν κ, τ» λ.



B V  A uo- βχνίματα-εϊναι όμοια , όταν έχουν; τάς γω-> νιας ϊσας r /,ν κάθε μίανμετήν κάθε μίαν καί τάς όμο- λόγους. πλευράς ανάλογους. Δν όμολο'γους· πλευράς ιννοουμεν έκείνας α'ίτινες iyw t·■ τκν αυτήν Οε'σιν εις * τοί δυο σχνίμβ τ̂α, η πρόσκεινταί ιίς ίσας γωνίας,' Αύται δε αΐ γωνίαι καλούνται ομοίως γωνίαι ομόλογοι.Δθj σχήματα ίσα .είναι πάντοτε όμοια’ άλλα δύο οχήματα όμοια ήμπορουν ,νά ν,ναιπολλά ανισαί.·. Γ .-Ε ίς  δύο;διαιρετικούς κύκλους, καλούνται τόξα ό μ ο ια , τ ο μ ε ίς  όμρ.νοι,. τ μ ή μ α τ α  όμοια, τα άν* ταποκρινομενα εις γωνίας εις τό κίντρον ϊοας.Ούτως ουατις τ·?,ς γωνίας Λ ιατις μέ τήν Ο , τό το'ξον ΒΓ είναι όμοιον με τό τόζον Δ Ε , ύ τομευς ΛΒΓ μέ τον τομέα Ο ΔΕ, κ. τ, λ. σχ. go,Δ'.. Τό ίί ψ ο ς του παραλληλογράμμου είναι f, κάθετος Ε Ζ  κτις. μετριΐ τήν aitoVaaiv των δύο πλευρών Α Β , T A r λαμβανομένων ώς βάσεων. σχ. g3.Ε\ τό Οψο; του τριγώνου είναι ή φίρομένπ κάθετος ΔΑ ίκ 'τής Κορυφής :'μιας’ γωνίας Λ  ττί τής άπέναΐτι πλευράς ΒΓ λαμβανομεν/ις ώ; 6'άοεως. αχ. g4,
q \  Τό ΰψ"ος του τραπεζίου είναι ή φερομένν) κάθετος Ε Ζ  μετάξι» των δύο παραλλήλων πλευρών του ΛΠ, Γ Δ . σχ. g5.Ζ\ Το ί μ β α δ ό ν - ’ο επιφάνεια ΐνός σχήματος είναι σχεδόν λέξεις- συνώνυμοι. Η  λεξις }μβαδόν> σημείάνει μιρικώτερον τήν .ποσότητα τής έπιφανείας. του; σχήματος καθ’.;όσον.μιτρεϊται··'/(· συγκρίνεται μ} άλλα; ίπιφανείας.
Σ.· 1C, Πρός κατάλν,ψιν του παρόντος βιβλίου -καί τών ακολούθων, πρέπει ό άναγνώιςνις να ίνθυμήται καλώς τήν θεωρίαν τών αναλογιών, διά τήν ίποίαν παραπέμπεται είς τάς-κοινά; πραγματείας' τής. Αριθμητικής'; καί Αλγεβρας. Ημείς δέ μονον μίάν-παρατήρ/ισιν θέλομε·/ κάμει,
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ήΐΐς Οίλ« γρτισιριύτΐι ίια  τήν ιτροο^κίριοιγ τίς  άλνιΟινίίς Ιννοίας των 7vpoT«o»wv( καί τήν ίωίλνοιν χάΟ* ίναχολίζς -7| «σαγιία;, ήτις ήμπopotJat να «τταντηΟ̂  ΐϊτι ΐ ΐ ;  τήν ixfwvipnv, ιϊτβ «ίς τας άττοδβίξ«ς τΟν Λροτάοιων.F.*V ίχώρβν τήν αναλογίαν Α ; Β ; ; Γ : Δ ,  γνως·δν ιΙνα\ ΰη τδ γινο'ρινον τΩν άκρων Λ Χ Δ  ίαοδτα» ρΐ τδ γινί- ρ«νον τΩν μ./ση>ν Π Χ Γ .Η άλνίΟίΐα κΟτη ιΐνα* αναν τμητός ίιά  τούς αριθμούς* άλλ’ δχι όλιγωτβρον όϊτάρχιιδι’ όποιας&ίποτ* ποσότητας, φΟκνιι ρόνον να ίχ'ρρ'ίζωντο» ή να τάς ίννοΩριν ίχφραζο· ρίνας οι’ αρνΟρΩν' χ«1 τοΟτο ττα'ντοτ* ίννάριΟα να όίτο- δίσο»(Λ*ν: ίαν, παραδιίγρατος χάριν, Α ,Β ,Γ ,Δ  ήναι γραρ* ρ«^ vi(JtTropoCjA*v να ίννο>ίσωρ*ν δη ρία τοντων τΩν τισσαρων γραρρΩν ϋ, &V Οίλωριν, ρίαπίρπτη.ιίναι χοινο’ν ρίτρον- τούτων καί λαρβάνιται ώς ρονκς. Τότ· ίχαςτον τδ* τσιχιίων Α ,Β ,Γ ,Δ  π«ριτάν«' άρΰρδν n v i ρονάίων, axipawv· η χλασραηκόν, συρριτρίχαν 5V άονρρίτρον, χ«1 i  ρίΐίαζν τΩυ γραρρΩν A , Β , Γ , Δ αναλογία τρίιτι* τα* βίς αναλογίαν άριΟρΩν,■ 1δ γυρίνον λοιτίδν τΐν  γραρρΩν A χαΐ Δ , τδ όποιον χάλΛται χαί όρΟογώνιοντων άλλόη ίΐν  ιΓναιπαρα 4 «ριβρδς τΩν γραρριχΩν ρονάίων (unite* lin&tirei) τΩν πιρίιχορίναν »ί$ι Λ , πολλαπλασιαζόρίνος ίτΗ τον «piQpoU τΰν γραρριχΩν ρονάδων τΩ<'πιρωχο ρινών ιίς Β* 
'κλI ιύχόλως ίννοβιται 5τι τοδτο τδ γινόρινον ίννατκι x«i πρίπι» να ίναι Ισον pi τύ ττροχνπΤον χατα- τον α4»4γ τρόπον άπδ τάς γραρρας Β χ,αί Γ .ΑΙ ποσότητις Ά  χ «  Β. ^ρπορονν να $ναι ίνδς ηνδς ♦ ίίους, παραδώγρατος χα'ριν, γραρραί, χαί αί ποσότητις Γ  χαί Λ  άλλον ^αφορίηχοζ», π*]ρχ&ιίγρατος χάριν, im~ ffa ta t*  T4t* πρίπιι παντοτβ νά βιωρδρίν ταότα; τας ποσότητας ώς άρ»0ροΰ;\.αί ply A x a iB  Οίλο«γ ίχγρχ-



Οδ&oGai :itA γραμμικών μονίδών  ̂ kl δ* Γ.'.κίΑ'-Α δι$ μονάδων ίπιφανηας, κ#ί'τ4 γινόμιν.ον A Χ Δ  καθώς κ*1 
'to Β λ Γ  θέλουν «ϊναι αριθμοί.Εν γένη, ϊίς ολαςτάς ίργασία; τας όποιας- θέλομιν ίκτβλέϊ ·"ItrV των αναλογιών,. mivrote ·πρέπ« να θι«- ρώνται οΐ όροι aitwv ώς τόσοι αριθμοί, κατά τό ιίδος ίΐς τό όποιον Ζχαςος άνν{κ«ι, καί καμμίά δυοκλια διν {Ιέλιι απαντάται βίς σήν χατανόνισιν τΰν έργασιών τού* των και των άπο αΰτάς συναγόμενων συνοπιιών* Νομίζομιν χρέος μας να ιίδοποιήσωμιν προσέτι ότι πολλαί των άποδιίξιών μας θβμβλιουνται Ιπ\ μι ρικών κα* γόνων τής Αλγιβρας Τώνάπλουςάρων, οί όποιοι καί «ΰ* τον ίπιφν,ρίζονται ώ4 ,τών- γνωμών αξιωμάτων; οΐίτως iiw t/ιομΐν Α*===Β 4γ Γ καί πολλαπλασιάσωμιν ϊκαςον μέλος έπΐ τήν αυτήν ποσότητα Μ , συνάγομβν ΑΧΜ >*« Β Χ  Μ 4- Γ Χ Μ *  . παρομοίως, ίάν Α^Β~ί-·Γ καί Δ·»» Ε—*Γ, καί προςίΟώοιν αΓ ΐσαί ποσότν,τις, ιξαλίΐφΟέντων των ·4—Γ και — ,;' συνάγομιν A 4* Δι=^Β <4· Ε , ,  καί οΰτω.πιρί των άλλων, ταΟτα ιϊναι οϊκοΟιν βα^ή. Αλλά, τυχουοϊΐς δυσκολίας) καλόν βέλιι ιΐναι να αυμ· βουλτύηαι τινας.τά βιβλία τής, Αλγιβρας, καί οΰτι* να μιγνύη τήν σπουδήν τφν δυο τούτων έπκτΛμών.'Π Ρ Ο Τ  A S  i s  Π Ρ Ω Τ Η ,Ο Ε ft 1ΜΙ Μ α .Τά'παραλληλόγραμμα 1 τα ίσας βάοιις ί/οντα καί ισοϋψή όντα, τίναι ισοδύναμα,Εςω ΑΒ, οχ, <}β. ή κοινή δάσις τών δυο παραλληλογράμμων ΑΒΓΔ, ΛΒΕΖ* ίπιιδή ΰποτίθινται ισοϋψή, at άνω βάσίΐ; ΔΓ, ΖΕ , πρόπιι να ιΟρίσκωνταί ίπι τής αυτής ΐυΟίίας παραλλήλου τής - A l l  Τώρα έκ τής φυ'* οιως των παραλληλογράμμων' ΑΔ^*ΒΓ, καί AZm JIE* διά τόν αΰτον λόγον δ Γ ^ Α Β ,  καί ΖΕ^ΛΒ'λοιπό*



ιΐΟίν, iav ayotipiOfiii. ΔΓ καί Ζ Ε  άπδ τον &ότήν ,γραμμήν Δ Ε , τα δπιίλοίπα ΓΕ  καί ΔΖ θέλουν ilvfci ίσα. ..· Ε» Ίουτου Ιττζται δτι τα τρίγωνα ΔΛΖ> ΓΟΕ, ttv«ct ίσδΐϊΧ«υρα μίταξυ των, καί Ιπομίνωϊ ίσα.AXV iciv ίκ του τβτραπλίύρου ΛΒΕΔ αφαιριΟϊί τδ 'Τρίγωνον ΛΔΖ, μίνει τδ παραλληλόγραμμον ΛΒΕΖ* καί ixv Ικ τοϊ «ΰ«5 TflTpaitXeupou ΑΒΕΑ άφαιρίΟ  ̂ τδ τρίγωνον ΓΒΚ, μίνη το παραλληλόγραμμόν ΛΒΓΔ* λοι- πδν τρ» .δυο παραλληλόγραμμα ΛΒΓΔ, Λ Β Ε Ζ, τα τήν αυτήν βασιν κ*Ι το ιίιονυψος ίχοντα, «ίναι ισοδύναμα., Π δ ρ ισ μ α , ΚρίΟι παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ ιϊναι 
ισοδύναμον (α4 το ορθογώνιον ΛΠΕΖ τής αοτής βάριως xaV too ίδιου (ίψου;. σγ* 97».Π  Ρ Ο Τ Α  3 , 1 2  Β|.Ο II il Ρ  II Μ Α .Κ*ΰβ τρίγωνον ΛΠΓ ilvoti το ήμιβυ ταϊ παραλληλογράμ* μου ΛΙΙΓΔ τής αΰτήςβάσεως καί του ίδίου νίψουν* σχ. 98.Αιότι τ* τρίγωνα Α Β Γ , ΛΓΔ etvai ίσα («ρ. α8, ι )Π ό ρ ισ μ α . Α ,  Λοιπον ϊν τρίγωνον ΛΒΓ ίίναι το τίμιου τοΟ Ορθογωνίου ΒΓ&Ζ τής αυτής βίίσιως ΒΓ καί του ιδίου ίψους ΛΟ* . διότι τδ όρθογώνιον ΒΓΕΖ ισοδύναμη μέ τδ παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ.Π ό ρ ισ μ α , Β*. Ολα τα τρίγωνα τα ίσα βαβίΐς ίχοτ; τα xal ισοϋψή δντα ίίναι ίσοδύναμΛ.ί ΐ  Ρ  Ο  f  Α ί  I  2  Γ\Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Αυο ισοϋψή ορθογώνια «ίναι μεταςύ των ως αί βάσίΐςτων.Ε^ωσΧν ΑΒΓΑ) ΑΕΖΔ δυο ορθογώνια του ίδιου 5ψ·υς ΑΔ* Χίγω δ η  «ιναι μ«τ«ξυ των «ς αΐ,ίασίιςτων Α Β , Α Ε . σχ. 99·
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Λς ύποΟεσωμεν κατά πρώτοι τάς βάσεις Α Β , ΑΕ συμμετρικές, καί δτι είναι μεταξύ των, παραδείγματος- yrfpiv, ώ; οι αριθμοί η καί 4 ' έαν ΑΒ διαιρεΟίί εις η ίσα μίρντ, ΑΕ' θέλει πϊριίχιι 4 ί» τούτων* άπΔ κάθε <Γΐγμν(ν διαιρύσεως άς· υψωΟν; μία κάθετος εί; τ^ν βάσιν,1 Οί- λουν βχκίματιο&ΐ! κατ’ αυτ4ν τον τρόπονίπτά (/aρίκα ορθογώνια, ΐσα μεταξύ των, ώς έχοντα τκ,ν αύτί,ν (ίάσιν καί to ίδιον ίίψος. Τ4 ορθογώνιον ΑΒΓΑ θέλει περιέχει έπτά μερικά ορθογώνια,· tv ι]> το ΑΕΖΔ τέσσαρα* λοι·,:ον t i  ορθογώνιον ΑΒΓΑ eiyai πρ4; το ορθογώνιον ΑΚΖΔ ώς  ̂ πρί/ς 4, $ ώ; ΑΒ πρ4ς Α Ε . Ο άύτος συλλογισμός δύ- ναται να ΐίραρμοσΟ̂  εις κάθε άλλον λο'γον διαφορετικόν *π4 τοντόΟ 7 πΡ°ς 4 ’ λοιπάν ■ ίποιοςδνίτίοτε καί άν'ίναι ό λόγος ούτος, φθάνει να Υ,ναι συμμετρικές, Οέλομεν έχει,ΑΒΓΑ ; ΑΕΖΑ : :Α Β ': Λ Ε .Ας ΰποδε'αωμεν, δεύτερον, οτι αΐ βάσει; Α Β , Α Ε  ιϊνα; ασύμμετροι μεταξύ των* λίγο* ί «  «κόμη Οίλομ,εν. »χ·ι. οχ. too.ΑΒΓΑ : Α Ε Ζ Α : :  ΑΒ : Α Ε .Αιρτι έαν ώ αναλογία αίίτν) $εν ί,ναι αληθές, των τριών πρώτων όρων. μενόντων τίίν αυτών,, ύ τέταρτό; θέλει είναι μεγαλύτερος η μικρο'τερος άπο Λ Κ . Λ ί  τόν ΰποθέσωμεν μεγαλνίτερον καί· δτι βχομεν,ΑΒΓΑ : Λ Ε Ζ & ;: Α Β :Α ΟΑ ; διαιρεθ  ̂ ώ ΑΒ. ε>; μέρη ίσα μιαρότερα άπό Ε Ο , τούλάχιςον 5ίλη υπάρχει έ'ν «γιμιιον διαιρέσεως 1 μεταξύ Ε καί Ο : <κ τού σημείου τούτου ας ύφωΟνί irci νλς ΑΙ ώ κάθετο; ΙΚ/’ αί· δασείς ΑΒ, Α Ι, Οίλουν είναι συμμετρι- κ&ίχρο'ς «λλη'λας, καικατά τάάποδειγΟέντα Οέλομεν t'/si ΑΒΓΑ : Α ΙΙί'Δ : :  Α Β : Α Ϊ, άλλ’ ϊ\ ύποΟίσεως Α Β Γ Α : ΑΕΖΑ : ;  ΑΒ ;Α 0 .



-  .  6?F/{ Tic «νο τ:»*ίτο»ς pvaXoyfa; ot ιΛγοήιιΐγι» ι!ν«ι Γαοι*toinay oi iffJjAtv'ji /τ^τ^κτίζονν «ναλογίαν, κ«1 *ννχγο|Λΐν*ΑΙΚ#Λ : Α Κ ^ : : Α Χ : Α Ο .AM* AU ιΐνηι {Λί(ζ<·*ν ΛΓ frrpi:rc Xyinyv υι?. νά ύΠ!»ρχη  ̂ 'Τ9ΐ*'ίηι «ΥϋΧογι* ,τδ dpOojjiym ΑΚ’/.Λ vi v̂ai I*«ιζνν τί·) ΛΙΚ'Λ* «λλ’ Ιζ lyimfai (Νλι |i.w'.fiitijav* X'jttfLv ι\ βγοΛυγίκ (Ivai άοννκτο;. Τΰ ορθογώνιον ipa ΑΙΙΓΛ Sly Sjy*tai υ* 7,yai τϊρος αο AIV/Δ ΰς All προς r W r,y j/.e(t*>ya τΕς AIL.Λι’ i|ioio« ovXXyyiy;Ay9, liOiXaptrv ή^οίιίζίΐ οτι ύ τ/· τβρτος ffpos τίς άν*λογί*ς Sly lijAnope» vi. -̂ ναι έΧβ?σ- cmv τ?!ς A t :  'λοιπήν w a i  ίσος j/.l Λ Η.Οπαιοςδιίτοτι άρλ κ*\ άν i.vori d λίγο; τών βάσκων, flvrj ίρΟογώίια ϊοοϋψί ΛΠΓΔ, ΛΙΥ,Λ, elm (/.ιτ&ζί τον 
«5 *Ί Cioet; των ΑΗ, Λ ΐ .11 1» Ο Τ Α . Ϊ , Ι Σ  Δ\ ο  ι; η ρ  η μ λ .Αυο ύίΓηαίιίκοτ· ορθογώνια ΛΙΙΓΔ, ΛΚΙΙΖ elvai (*«· ταζντων ώς τα γινίρ.ΐνα τΟν βα'πιον πολλαπλασίαζα· (fivt»iv ini τα Ĉ *)f ιίς τρίπον Λςι ΛΙΙΓΔ : ΛΚΙ17,: ;  Λ Β Χ Α Δ :  Λ Κ Χ Α Ζ .  αχ. ι ο ι .Λφ’οδ τα ίίο  ορθογώνια 5ιαταχθ6αν *ίς τρίηον 07* αί γο/ίαι ιις Λ  να ί,ναι χ.ατα χορδήν, ι*ρ*κζλ/,θΛσιν αί .πλυραί Ι1Κ( ΓΔ, ίως t i  να ουνατανηιΟοτιν ιίς Ο . Τα iyo ορθογώνιέ ΛΠΓΔ, ΛΚΘΛ, ί/ουν το ιΧην δψος ΛΑ βιναιλοιτών πρίις άλλ/,λα ώ; αί βασος των ΛΠ,ΛΚ; ΰσχίτως, τα &ίο ορ$ογ*5νι* ΛΚΘΔ, ΛΚΠΖ, ίχουν τό «•iro* Ĉ /)(. AKf elvji λοιπον πρί; αλληλα ω; at δχοιις τον ΛΔ, Α Ζ : οδτο βίλομίν ίχ·ι τας δία αναλογία;.Α Β Γ Δ ; Λ Ε Θ Λ : :  A D : A EΑ Ε Θ Δ : Α Ε ΙΙΖ ; ;  Α Δ ; ΛΖ



7° - , · .. .^ΠολλαιΛατιάζοντ*; τα; δυο ταύτα; ώάλογία; »«χ«τάξιν, και reapatTvjpof>v C δτι'δ μ/οο; δροςΑΕΘΔ ώς κοινώς πολλαπλάσιας^; «ς .τον τίγουμινβν καί $πδμ«νο·ν τίμποριΐ νϋζα}«ιφΟ^, βΛομιν ίίχιι,ΑΒΓΑ : Α Ε Η Ζ : :  ΑΒ X  Α Δ : A Ε  X  Α Ζ.: /  ·■  .2 γ ό λ ιο ν , ΗμποροΟμβν. λοιπών ν& λβί£ωμ»ν δια μέτρου όνώ; ΑρΟογωνι'ουτΑ γινΑμινου τής βάσΜς.τοή τοΟ υψουςτου, φθάνίΐ μδνον $ιο* τοντον τού γινομένού ν® ίννοβμίν το γινόμινον. δύο αριθμών, d n v i ; , u rn  «I αριθμώ; τ£ν ittριιχομένων γ ρ α μ μ ή ν μηναίων «Ις t^y βάσιν, xqi i  αριθμέ τΟν πιριιχομίνων γ ρ α μ μ ή ν μονάδων μ? τώ δψοζ,Τα μέτρου ώμοι; τήδτς ίρν ιίν«  ̂ .αις4λν.?0ν, άλλ* σχίτικόν* TcpouTcoOiret τνιν Ι^τίμνισιν βίλλου ό^ογωνίβμ δια τ·ής καταμιτριίβίω; τί}ν πληρών T<ju μέ τήν αΐίτί,ν γραμμικήν μονάδα’ κατ’ euriy τ4ν τρόπον προβδιορ(- ζίτ«ι ?y δίότίρον γινόμίνον κ^Ι Α λόγη; τΰν δυο γινομένων ΟΛίΐ tlyat too; μΐ tiv τών ορθογωνίων, κ’«τ« τήν άπόδιί^ΟΑσαν πρΑταιιν,Εαν παράδιίγματος χάριν Ά past; τρΟ( ΑρΙογώνίου A  tivwi τριών μονάδων κ«ι,_ τώ ύψος του τώ Ορθογώνιον βέλίϊ 4rap'«7*5fl δια τοδ-άριθμού 3 Χ  ϊγ> ν!'3ο, 
ά\Χ αυτώ; Α άριθμώ; ούτω μίμονωμίνο; δίν β/μα*\μι τιτοτί’ lav 4μω; ϊγωμιν 2ν διιίτιρον Ορθογώνιόν Β ν|| βάσι; τού 6ττοίοι> νά ίνκι δώδιχα μαινάδων, >ςκΙ τ4 ΰψο; έπτα, το δίότβρου Ορθογώνιον ΟΑμ παραςαθ  ̂ δι& -του αριθμού' $rXi3> νί 84? ivtlOOw Οέλομιν'αυμ^ίράνιι ότι τά δυο Αρδογώνι* Α  καί D d m  πρί; άλΧνιλα ώς 3ο πρώ; 84. Εαν λοιπΑν ίκ Φυνθνίκνΐ;1 Ιλαμβάναμβν τό ορθογώνιου Α  δια τ4ν μονάδα τού μέτρου ί(; τ«; Ιπι- φανιία;, το ορθογώνιον I) νίΟΛίν ■ ίχ «  τότ( δια μίτρον '



•Ιπδλυτον **· TBUTif̂ iy ■ fiOi'Xu ilvoit ioov t^. !·*:· Ι^νκ·· ίο ; IntfKvii*;.KotfitlpOY ΛΛΪ άίΛβύί'ίρΟΥ · tiv«V Ϋ« λΐψ.βί2ν.|τ«1 
it,ova; έτπφοιγίίβς τί> τίτραγΜΥΟΥ* λ*1 ίκΧγβται ίο τ«- τρίίγωνον το0 (ίποίου  ̂ πλιυρ« «Ινα ή μονας τοΰ μτίχονς* τιίτ» τύ μίτρον τδ irtotov ήτνλά; ΙΟίωρτίσαμ,ιν Λ ; οχ», τοιδν γ\Υίται ·*ηδλυτογ ;· δ «ptQj/Λί, τταρκδίίγμϊο; γάpwt 3ο διά τοΰ'drtofou ίμ»τρτίΑ«μ»ν. το ορθογώνιον Λ , πα* ptcrfvo 3ο’ μονάδας ίπν^ΛΥβ^ς, ή 3ο ητράγωνΛ ή πλ4υρα τίον ..'ύττο(<ογ .ttvcu ή |>.ογ«<ί touro γίνιίαι ίτ;»ισ(ϊ·/ινιν ίώι τοΰ οχ. io a . ·. Sojivtotf; ,|ί; t^y Γ«·>μ**ρί«ν συγχΰται τδ γινήλίνον δ)όβ ,γραμμήν μ ΐ  .τδ .ΰρ.θογΊο.νΚίΥ twy, y.«\ η «ίχνι,,μιι^Υ ΐ. χκι ίίς ."Του , Λρ*Ομϊ>τιηήν οημίΐώηυακ τδ γΛνό(λ<νογ^ο· 4tv(owv άρ»ίμων.> "Λ t q \7 τ ι  τ ρ ι γώνου προ; 7νκρχγ«ιΤίν··ΐθυ γινομένου- ivoy .■ αριθμοίl«VT()V. ·.Τά τβτράγωνα τίίν αριθμών ι ,  a, 3. κ. τ. λ. (Γναι ι ,  4» <?> * . τ . λ . Οΰτω βλ^ομίν Ατι τδ χαταοκίυαζό* μννον τίτράγοίνον 4ιτΊ γραμμές δι-χλασίας «Τναι νίτρα* 
7j\5tO{OY, ίττι τριπλβαίας ίννιατΛασιοΥ, χαι ίφίζίίϊ 9/,. Χθ3,

π  ρ ο τ κ τ ί ' ζ  ε\.«  ι: η ρ ji μ  λ .ον όποινυδ/ίτϊοτ*; παραλληλογράμμου · ή'/αι ■ ιοον.μ'^τδ,,Υ^ο'μ^νον f it , βκτίώς του έπι τοο ,νψους τον.',· ^;ότι τδ παρ*λλ»λ<ίγρ<?μρΛνΑΒΓΑ ιΐν'αι ίβοδύναμον ^[(r;f: δρογών ιον Α.Π££, }χς· «ϋτ?ίς 5«<h «{· ΑΒ x«i τ $ .  ρίίοο 3ψονί Bp ( κρ4. jt.)’ άλλα τούτοι Ιχιί, δια j/i^jov, Λ Β Χ Β Ε  ( προ'; 4 )* λοιττον Λ Β Χ Β Ε ..ί«5 τ«·. μ* τί^μ,βριίόν; τοί; παραλληλογράμμου ΑΒΓΑ, οχ.- 37 ..,.ΙΙ.^ρ ιο μ α . 'lot γρ*ρ«λλν;λδγραμμ& .**< .α.ΰτν.ς -ίάοτως *ϊγ«ι μιτκζυ των ώ; tk ΰψ·/ΐ rt*v, x«l τα παραλληλί*
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γρ*μμ«\τοδ ΐ&ου ίίψουί ίίναι μιτάξυ των ώς « ί ^ σ ις  των* ίιότι Ιον A , Β, Γ παρις-άνωσιν όποιαφίποτ» τ.ά· βίτητκς, · Ιχθ}ύν iv γ ί« ι ,Α Χ ϊ\ ; ;Β .Χ Γ  : :  A  : Β .η  Ρ  Ο  Τ  Α  ϊ  Γ 2  < .Θ Ε ft Ρ  Α Μ Α ,_ ΤΑ. ίμβαδΑν *«ντΑς τριγώνου {βοδτβι μΙ-τΑ -γιν4μ«- mc,v tt ,t  ράβίώί -τδυ irn το *ίίμ«τ> '?roD ίίψουχ -τβυ.Διότι τΑ τρίγωνον ΑΒΓ ιίναι >τΑ νίμισυ 'τοδ'«ιιροΛ-; λνι>ογράμμου ΑΒΓΕ, τΑ όποιον ίχ«  τίιν αύτίιν βάβιν ΒΓ κ«ί τΑ ιίιον ύψος ΑΔ ( προ'» a }*· άλλα ή ίπιφά'*not τοδ ιταροιλλιολογρ«μμου »·;ΒΓ Χ Α Δ  (πρό. 5·)’ .λο(«Αν Α τοδ τριγώνου «=»« ίΒ Γ Χ Α Δ  ίι Β Γ Χ  Λ ΑΔ, ςτχ,,ϊΛό» Π ό ρ ισ μ α . Δυο τρίγωνοί ίσοϋψϊί ιΐναι πρΑς οΐλλΥΐλα ύς αΐ 6άσ*ις των, κκΐ $υο τρίγωνα ■ τις «ύττίςι-δοίσιωί ίίναι μιταξύ των ώς Tpt υψη των.Π  Ρ  Ο  Τ  Α  Σ  I  2  Ζ'.Θ Ε ft p Η Μ Α .•ΤΑ'· ίμβά^Αν 'τοδ τραπτζίου ΑΒΓΔ ιϊναΐ'ϊσον μ& το ύ'ψος του Ε Ζ, ro\>*tt>Mi«ffi)iv ίτςι τΑιΑμιάΟροισμα τών παραλλνίλων.βασίων, ΒΒ, ΓΔ, βχ. ιο5.Ε» τ55ς ςιγμίίς I , μίσου τίς πλιυρας ΓΒ, «ς ·<ί Κ^Λ· Λάρκλλήλός τΑ;'οόπίνάντΐ''πλιυρ5< ΑΑ, καί ας προι*βλγ)&νί ΔΓ Τως ου'νά συναπαντήσει ·τΑν Κ .Α ,Εις ·τοο τρίγωνά Ι Β λ ,Ι Γ Κ ^  ϊχομιν τΑν Wiupiv lBf—■ !!’ i)i’ τ9ίς χ.ατασκιυίϊς, τΑν γωνίαν ΑΙΒ^*·,ΓΙΚ^ καί' ttwJ B A  ΙΓΚ ', ί ΐϊη ί’Α ΓΚ.* καί ΒΛ llvartfap’diV· X^or(TTpA, a4, ι ) '  λοιπόν τα τρίγωνα τάβτα ίίναι ίσα (ττρ. 7 ,  ι  ) 'τΑ  τρκπβιον αρ« ΑΒΓΔ ίσοίυναμιΓ μΑ τό παραλλ^γραμμον Α Δ Κ /Λ , και fyii (iiVpoy Ε Ζ Χ Α Λ ,
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Λλλ’ ίχο(Λΐν ΑΛ'Ο’-  ΛΚ', διΑ τήν W m « . «3  τριγ«ίνοι/ ΙΠΛ\|*ΙιΤ.ο .Κ*Γί, ιΐ πλ<«ρ«1 BA>r,r,r|t,“ λ<»ν«*>* Λ Β -ρΤ Δ *·»Α Λ Ί-Λ Κ '^ ίΑ Λ γ κρ.Ι ΑΑ Λβιai AjAM»OpftW|A« τΛνΧ«σί»ν ΛΒ, ΓΛ* λοιπυν τίλο̂  Ία ■ i|tp*d6v τού T(f*rtiCfoo Λ1)ΓΛ «Ιυ«ι Ϊ<ϊοϋ pi τΑ-ίϊψο.ί :!’#*. πολλ«*λίΜ«*Μν Ίπί too' viiXwOpofaiAimi tftv jiactm Λη, Ι ’Δ, ϋ ΑΜ ’Λ~ ~ Μ Χ(1Ί**5),2 χίλιον. Κλν ίϊΛίι τ«ν ς-ιγμήν I, pioov τΚς 11Γ} κ/Μ ή ’ΙΟ , ■ ίτΛρϋίλλϊιλιί *ίς ιί f  ιγρϋ 0Οίλιΐ ιΙυμ τ[θΐρ'Λ(Αοί(υί Η  jAieov τ$ς ΑΑ* ίιοτι ιύ ο^· [>.« ΛΘΙΛ'ίΙνκι K̂paXXTiXo'ypofjAjAOV, χοΛ ί̂ κ« to ΔΘΐΚ, ft; tyovt* Ί'Ας ΛΑ/νΛντι 7χΧ«υρίις -τταραλΧτίλου;: ίχο|Αβν Xdiftoi Α Θ ^ Ι Λ  χλΙ ΔΘ***1ΚΛ άλ>* ϊλ*~ ΪΚ ', |£ Λιτί«ζ tfo 'ίοότνιίος tAv Sua τρίγάνίον 1)ΙΛ, Π Κ , “λ̂ ιπτίν ΛΘ·**·Κ$·λΠί[ρΛΐϊ)ροθ]Αΐν ί η  ή γρ«ρ|/.ή Θ Ι·« ~ Α Λ ί« ^ ΐ^ *  λοιπδν Λό i[Aj5̂ 5iv τοΰ tpaKi^u ήρποριΐ νά ί^ρκοΟϊι έροίως ίι« Ε ϋ Χ Θ Ι ί  Ιπορ.»γωί ΐαοΟτβι pi τ6 ίίψος'τοδ τρκηΐζίον πολλΛίτλασιβ/ίΜγ l«i τ%( ypapprft ήτις :iv<fcrti τ« pio* τών ρ,ή παρΜΧλτίλίυν τιλίυρϋν.Π ,Ρ  Ο  Τ Α Σ  Ι Σ  Η '.Θ Ε Λ  ·Ρ. Η Μ Λ.Eav'̂ pap.p-ri t i; ΛΓ ίιαιρβΟ̂  *ί{ ίι>ο ρίρη Λβ,^Γ, 
τΐ χΛταβ«·^Λ̂ ρ«νον τβτράγωνον Μ ν7,ς όΧη; ΛΓ QtXu καταΛιυκ^μινον. τιτράγψον ijrl ,τ*)3, ρ/οονς AD, πλίον τί* καΓΛσχίυαζορίνον ΐπι τοΰ άλλοι» pipbuc ΒΓ, πλίον ίί< τί» όρίογώνιον r'4‘ πίρ«·/<ίρίνό'ν" ί$Δ *6ν β*ίο iupdv1 Ά D, ΒΓ: ,Ίοΰτο £4' Ίχφράζ'ιτοα" oiftw;,-*»* In % ' ' *̂ -3l!ΑΓ τί (·ΑΒ-ρ ΒΓ)*--»ΑΒ4-ΒΓ·+:*ΑΒΧΒΓ. tffc;. ιρΤ5.
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Α< κ*τ«βχβυαοδί> ί (> τετράγωνον ■ ΑΓΛΚ, ρίς .Χτήφδΐί Α Ζ -»  AB, άίάχδή-ΖΒ ir«paXXr,Xo< τίς ΑΓ,^ΜΒΘτίίί ΛΒ· ···- -Δι' βΰτίί ■ c?5' Xxt«<wi*vf(kTi τιτράγιΛον ΑΒΓΑ- δι-«ιριϊται ιΐς τέςοαρα · μ(ο·η: ■ xi πρώτον ΑβΙΖ ilvai r i  ιατασκίυαζΡμ tv ον; τετράγωνον έιύ τ?,ς ΑΒ, ίχιιδη- ίΧνίφθ̂  ΑΖ *~ ΑΒι τό διύτίρον ίΗ ΑΘ -eivai το xArae>MUfltC(ipii* νον τετράγωνον ί*ΐ 7% ΒΓ* δι^τι Ιπ·*«Αή ΑΓ«»»ΛΕ) χ«ι. AIJi>-=fAZ, ή ζαφορά ΑΓ·—ΑΠ είνει ftm pt( τήν διαφοράν ΑΕ-τ^ΑΙζ, έ'Α τοδ $κοίον ΙχιΤίΗ £τι 
«Χγ. έξ «ίτί«ί τ£»ν τϊαρα^λ^ν ΙΒ («·Β Γ, xqeV ΔΗ*»» . Ε^’ ^οιηον ΘΙΗΔ ίβο5τ^ ; μΙ .7«ρ«γ^γ6ν ,τί|ς.ΒΓ,. 'Γά δυο ταντκ jiifpi) «φα(ρι6ίνγα *ιτ& τ4 δΧον.τετράγωνον, «ρίνρ'ν̂ ν̂ κ̂όλοιπβ·· τά όρ9ογμνιγ ;ΒΓΒί/ Ε Ζ Ι$ , tx^cpv τδν όποίμν,· ίχει 5ιγ μ(γρ̂ ν ΛΒ Χ Β Γ  Η  κατα<τκινκζο|Αΐνον τετράγωνον ίπΐ τνΐ{_ Α-Γ» χ. ι7> λ* ΣχιίΧιον. U  πρίτ«γιρ. αξίτη φ<?ι ή £̂ l« jti τήν, ιίς τν,ν ΑΧγιβραν. άποοιικνυομίννίν διά τον σχτ||*$ιτιιχ[*ίγ toS.τι τράγων ου ίνός δυωγυ|«.ου, καί h <5ποί«· Ιχ*ροίζ»ται> χ »οδτω ; (« 4* β )««=**Γ4-ααβ ■ ■ +*$,Π Ρ  Ο Τ  A S  ΐ  2  Q ';1Θ Ε n Ρ Π Η Λ.Εάν γρ'Λρψν) Α Γ  ηνάι ίί διαφορά δυο ά'ΧΧων ΑΝ, ΒΓ, το χατοσχιυκ^ίνον ΤίτράγωνοΜ ίηι roc Α Γ ΟίΧιι τ<5 τετράγωνον r/ft AN, πΧ/oy τά Ή τρίγωνοντ^; Ί)Γ, jiijov δίς'τδ ορθογώνιον τά χ«τίΐσκευαζ(ί(*ινον*—■ > » ·*~ι ' ’1*1 *ϋί·ΛΒ χάΐ ηΓντουτ^ΐ' ΑΓ ϊ  ( A B -~ M > -»A B τΗ—JU-Β Γ — ρΑ Π ΧΠ Γ., *y, \oy,Αρ χ«τκτΧ£υκοΟ·<ί το τετράγωνον. Α Ν ίΖ ιίί  ΑΕ*^=ΆΓ, άς «ΐχΟ·ρ Γ ίΙ ««ράλΧοΧος ν/,{ HI, xxl βΚ. τΚ( ΑΒ, και feXvipojOvj το τετράγωνον Ε/,ΛΚ.»
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Ex«fOY τίδν <pOiywviMv Π Η Η , ΙΙΛΚ'Λ iyu  5ι*ι/.ίτρογ Α Β Χ Ρ Γ :  ίλγ «^«uptOftliv «ι>ύ τα £λον σ£%,α—a — ιΛΙΗ ΛΚ'ΕΛ, ? ο(3 imiov ή τ ι|>··?ί «ίνα* ΛΒ -4— ΒΓ, <ρα· ν<ρ$ν.·Τνβ» ffn (Aim τ4 τετράγωνον Λ^ΔΕ, λοιπον κ , τ Χ' 2χ<$λιον, Η  πρίίτΛσις κυτή' cuj/.'pwvii' \)Χ τον τόπον* ι  *ηίξ jl—;a«0.h  i ‘ ό  γ λ " ϊ . ι  >: r .O R l t . l ’  l l .M  Λ;.T<J χ«(τα^«ίϋΛζήλίγον Ορθογώνιον 4iti tou «ίΟροίσ̂ ,οσο; κ«Α τ$|ς δι«φοίρ£< γρ«|Α{Αβγ, ΙσοΟται (λΙ τήν iiowpepa* τΑν τιτρκγώνών τβν {ίίων: ·δντ,«ίή ( Α Β 4 * Ι ) Γ ) Χ«·* *—"H( Λ B.-r>ΒΓ) ** Α Β ~ Β Γ  οχ, .ιοβ .Ας xp7Aqwup$0ft<nv ini tfiv Λ)}, ΛΓ τά τιτράγωνκ Λ Ι^ ίι  4^4^* *? icpDijcCifliÔ  ifl ΛII ποσότητα τινά DKV**«' 1Μ', ρ«ΐιας.πλτ,ρμΟ;$ τδ ορθογώνιον AKL*AΙΪ  βασις Α\ί! του Ορθογωνίου liven το άθροισμα των. Λύο γραμμών Λ)ϊ, ΒΓ, τα ύψος του Α ϋ  ιίναι  ̂ ίιαφρά τών. <$ίων' λ^ιπο* τα* ορΟογο>νιθν ΑΚ*Λΐν*=* ( Λ Β 4 -  Ι)Γ) (Λ Β —ΊίΓ ). Αλλά τα αυτδ ορθογώνιον ,βιίγκβιται άη:δ τά iug μ̂ ρη Ά Π Θ Κ ^ ΙίΘ Λ Κ  * καί τα μίρος Β.ΘΛΚ’ ίσουται μέ τα Ορθογώνιον ΚΔΗΖ, rWn· Β©*3̂  Α Ιίχβ ί U K r— Κ7/ λοικον Α Κ ’ΛΕ — ΑΒΘΒ +  ΕΔΗΖ.Τώρ* τά <$ύο τα&τ# μέρη σ/ (̂/Λτίζουν το τετράγωνον ' ΑΒΙΖ, μςΤον τδ τετράγωνον ΔΘΙΗ, το ; όποιον είναι το τετράγωνον της Β1η λοιπόν τΛος ( Α Β Η -.Β Γ )Χ( ΑΒ—ΒΓ } « Α Β ^ Β Π2χΊ?λιόν..Ή  τ?ρ<ίτ«ΐς Αυτή άντι^οιχει ti$ τον Τυ·*ον τίς Αλγιβρας ( * + - β  ) ( « —·?}



76 Π Ρ Ο  Τ  Λ  ί . I X  Μ ,0  Ε ft'P  Η Μ Α.Το κανασκεόαζδμενον τετ ράγωνον ίπ'ί τί{ vw ii^oo* «νΐς ενός ορθογωνίου τριγώνου ίσουται μ ΐ τό άδροισμα τών τετραγώνων τΩν κατπσχίυαζομίνων, ,Ζπί τών άλλων δυο πλευρΩν.Ε<7« τρίγωνον τό ΑΒΓόρδογώτων.είρ ^.ίίΜιτΑ τήν κατασκευήν τών τετραγώνων έπί τών.τριί^ πλευρών, κς κατεβααδϊί από τήν ορδήν γωνίαν ini τής ΰποτιιναΰσχς ή κάίετος ΑΔ ήτις ας προικβληδ^' ϊω; εΐς τό Ε ' άς ίπιζευχδΩαιν.ϊπειτίχ αί διαγώνιε» ..ΑΙί, I ■ &· ιχ -  Uit).Π  γωνία ΑΒΖ συγήιιτβι από τήν ΑΜ\*αί· τήν dp* Οήν Γ Ρ ? :  ή γωνία ΓΒΘ οιίγχίιται -**ο .τήν; αυτήν γωνίαν ΑΒΓ και τήν ορθήν ΑΒΘ' λοιπόν ή γωνία ΑΒΑ “ · ΘΒΓ. Αλλα ΑΒ α  ΒΘ ώς πλιυραϊ τοϋ'ΐ'δίου Titp*Y<3/i>vj καί ΒΖ *=· ΒΓ δια τόν αυτόν λόγον* λοιπόν τ4 tpi^iyya ΑΒΖ, ΘΒΓ, έχουν μίανΙ γωνίαν' ίτπν τπριεχομΚοον με
ταξύ πλιυρών ίσων* λοιπόν είναι ϊτ«. ( πρ.' 6 , λ ) ίΤό τρίγωνον ΑΒΖ ilvai' τό ήμίσυ του όρδογώνίου ΒΔΚΖ, (ή δια συντομίαν B E ) τό'όποϊΐν fyii τήν αυτήν €«σw ΒΖ καί τό ίδιον ΰψ«ς ΒΛ^πρ. υ), Τό τρίγωνον ΘΒΓ -είναι παρομοίως τό $μισυ>ΐοΟ τετραγώνου ΑΘ* διάτι επειδή αί γωνίας ΒΑΓ, ΒΑ*Δ είναι ίρΟαί, αΐ εύ- Οιίαΐ Α Γ  καί A Α μίαν μιίνπν ' σχψατί^ιυσιν ευθείαν παραλλήλον τής ΘΒ* λοιπόν'τό τρίγωνον ΘΒΓ καί τό τετράγωνον Α Θ , εκτός ττ,ς κοινής Goiolw; Β θ , tyjm καί τό αύτό ' υψος; ΛΒ* τό’ τρίγωνον άρα είναι τό 'ήμίου τοΟί τετραγώνου,·Απεδίίξαμεν ξδϊϊ 6τι τό τρίγωνον AΒΖ -«TvMt icov με τό. φΒΓ'. λοιπόν τό όρΟογοίνιον ΒΑΒΑ διπλάσιου το3 τριγώνουΑΒΖ, ΐσοδυυαμεί'μί το τετράγωνον ΑΟ διπλάσιαν ,τΐ)ΰ τριγώνου β ί)Γ , Kuril τόν «ύιόν τρόπον



ίίποδιικνόομίν ότι τδ . ορθογώνιον ΓΔΕΙΙ i Iysu ΐιοδιί- ν«μον μΐ τδ τιτράγι^νον Λ Γ  άλλα -τ« δύο όρΟογώνικ JlAJvZ; ΓΑΕΗ* νμο3 λ«μβΛν<ίμΐγ*, κάμνοκν τδ-τιτρί· γωνον Ill'llΖ : λοιπό* τδ τιτράγωνον ίίΠ ΙΖ , τδ Ϊ«1 τής, (nwii»Yow'ff7ii χα«ιακ«υαζόμΐΫον ίτοϊται μΙ τδ «Οροι* , <τμ« τών τίτραγώνων Λ11ΘΛ, ΑΓΙΚ,' τ£ίν κκταιηιινάζο·1μίνων ίπΐ τών δύο άλλοιν ιΛινρβν* ή , [/.i άλλους όρους,|α —* —ιΒ Γ ·* ·Α Β  +  Λ Γ .Helpι» (am· A*. Λοιπόν τδ' τιτράγιονον μιάς αβν πλιορβ» τής δρδής· γ»νί*< inoEhm μδ τδ τιτράγωνον τής δποΤΜνοΐίσχς μίΓον τδ τίτράγωνον Τής άλλης πλβυρας,τό όποιον Ικφράζιται οίίτω : ΑΒ ««■  ΙΐΓ*—A V .:Π ό ρ ισ μ α . BV Εςω ΑΒΓΑ ϊν τίτράγωνον,. ΒΓ ήΑίαγΜιάς του* τδ τρίγωνον Λ Β Γ1 «4 ορθογώνιον χ «  ,—* ’ —a .—* ·—»ίτιοχιλίς δίδιι Λ Γ « * Α Β 4 · Br«=aaAB* λοιπόν τδ τ «- τράγωνον-τή ς διαγώνιου ΑΓ ι ΐν α ι  διπλάσιαν τοΛ τ ι τ ρ Α γ ώ ν ο ι ι  τής π λ ίυ ρ κ ς  ΑΒ" «χ. ι ιΒ .Η' {διόΤης Χ Λ Κ ϊ’βΚνβτΙΛ. ίποΚβΟητή ίάν ίκ των σημίίων Αν *«1 Γ  άγββσι παράλληλοι'τής ΒΔ, καί ίκ τών ·ημ«ίων Β και-Α παράλληλοι τής Α Γ : κατ’ «όταν τδν τρόπον «γηματίζιται νίον τίτράγωνον τό Ε ΖΙΙΘ  Γααν μ ι τδ τής Α Γ . Τώρα- βλίπομβν .ότι ΕΖΗ Θ  πιριί/jei όχτω τρίγωνά ίσα μ ι ΑΒΕ, καί ΑΒΓΑ πβριίχιι άπδ αό· τα-τόσ*«ρ»·* αρα τδ τιτράγωνον ΕΖΗ Θ  «ίναι διπλάσιο» το? ΑΒΓΑ*■ —* ' —aΕπιιΙή Α Γ :;Α Β  : . : a i  ι-, ίγομιν, ίξαγοντις την τετραγωνικήν ^ίζαν, Α Γ  : AD : :  : ι '  λοιπδν -ή διαγώνιος Άν'ός- τι'τραγό/ν^ιι; t -ίνατ, ί ίσυμμιτρος μ ΐ  τ^ν «λιρρά ν τοο.



ΐ*Τούτο SiXojlev άναγττυξί.ι Tricnado'rifCv *ίς «λλιήν ti*  καιρίαν*flopiuj/. α, Γ\ Απί&ιίχβή οτι το τβτραγωνΟν ΑΘ ttfo*- ίυναμιΐ pit το-ορθογώνιον ΒΔΕΖ’ .τώρα, ίξ :άίτίαςτοϊ κοινού δψους ΒΖ, τδ tltpaycoyov ΒΓΗ/ιίναι πρ4ς τά όρ* (ίογώνιον ΒΔΕΖ ώς ή βάά(ς ΒΓ ττρος τήν β«σιν ΒΔ' λοιπόν,'—3 —1ΒΓ : Α ΐ ί : : ΒΙ4: ΒΔ*09ιν το τιτραγω νον τής υ π ο τ η ν ο ύ ^ ς  · ϊν * ί  προς το τετράγωνον μι#ς τ£>ν π.λ.ιυρ&ν τής ορθής γωνίας ώςή άποτείνοο^α πρδς τδ προ· ακιίμινον efς ταύτην τήν πλευράν τμήμα*,:Ε ίδ  όνομάζομιν τ μ ί  μ α τί» μόρο; τ/  ̂ ύποτιΐνοιίσνις τ?) όποιον πρίσ^ιοριζιται άιϊο t$iv χάΟιτον ήτις x a « J 6άζίΐΙ«ι από τήν όρΜν γωνίαν. Οΰτως ΒΔ ιΐνοα τλ προσχιίμ»νον τμ5ίμα ιίς τήν πλιοραν ΑΒ, καί ΔΓ,-τ» προσπιίμ»νον τμήμα ίίς ΐ'/,ν πλίθραν Λ Γ, Παρομοίως—3 —»Β Γ : ΑΓ : r Β Γ : ΓΔ,Πόρισμα. Δ*. Τα ορθογώνια ΒΔΕΖ, ΔΓΗΚ ίχοντα 70 «ότό ίίψος ίΐναι πρός «λλνιλα ώί «I βασιις τ<ον ΒΔ, ΓΔ. Τώρα, τα όρΟογώνια τ«5τ« ίσοίυναμοίβι μι τα--3 —3τίτράγωνα ·ΑΒ, ΛΓ αρα
—iΑ Β .Α Γ ίίΒ Δ  :Δ Γ .Αδικόν τα τετράγωνα- των $ύν πλίυρβν iJTc όρΟνίς γωνίας ίινα ι πρός όίλλνιλα ώς τλ προσκείμενα ei; ταιίτας τάς πλιυρας τμνίματατής ΰποτεινουσνις.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  II)',Ο Ε Ω Ρ II Μ Λ.Εαν είς t i  τμγωνον ΑΒΓ vj γωνία Γ ίναι όζ«Γα, τό τετράγωνον τνϊς άπίναντι πλευρά; Οίλιι ίΐναι μικρόνιρον



, η* fttp<H<T|tfcTOt τών τ*Τρ*γώνθι>ν *βν «ϊτιν!$1τ«ριί)(θυ<η γωνίαν Γ* μ \ lar MttpftsOri ή δαΟιτος ΛΛ'έπΙ τ?< Μ\ Α δια^ρα Ofth {cottrar (λλ το ίιπλα- οκ>ν τιΛ ορθογωνίου ΒΓ X  Γ/V ιίς τρόπον Λ?** Λ/,· ι κ νΛ Π ^ λ Ι ^ μ Μ Γ ^ Λ Γ Χ Γ Δ .Δυο τιρςΜ ίΐϊ ύκαργοοαι* ι.τπ Καν Α «ΛΟετος τ;ία̂ ' £ντ6ς τυΟ τριγώνου Α13.Γ, -OAojagy fyei Μ ^ ^ Β Γ —ΓΛ*,— *  y  —-·■ * ί  . ■καί 4ΐίθ|λίνως (ttpu>. y) Β Δ ^ Β Γ -Η Γ Δ — a ljV X F A ' ττρο*—t©Οίτοντί; Καί ιίς τ« iiio jAfpVi Αδ , και παρατοροΕντίς
rυτι τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΙ3Δ, ΛΔΙ% ίίίουν ΛΔ-Η---* — ft — J -—ft  1 — ft ~'ΛKArĥ A B  κλι ΛΔ+Ϊ* ΔΓ*« ΑΓ,· ouvayojAcy AD «* Β Γ -Η

μ · η -χΛ Γ ^ Μ ’ Χ Γ Δ*ι» Εαν ;5i V; κβίθΐΐος ΛΔ πίσΐ} ίκτύς toO τριγώνου ΛΠΓ, ί̂Χο^Λγ.;7χ5ΐ"ϋά ΓΔ—ΒΓ, Ιπομίνως ( πρό. g )' —a —aΒΔ«·«·ΓΔ·+· ΒΧ;7 » Γ Δ Χ β Γ . -προσΟίτοντες xcu ιίς /τ« ·—-*δύο μίρ» Λ Δ , <?υν»γο[Α«ν ποίρομοίως“ ft · —̂a —aAft ** jU’ - h A r —aKF Χ Γ Δ ,Π  1» O T A S I S  Ι Γ .Ο E il I* U Μ Λ ,Εάν «ίς to τρίγωνον ΑΒΓΑ γωνία Γ ί,ναι άμβλιΐα, to τίτράγωνον τΐ,ς απέναντι πλίθρας ΑΒ OO.ei ίιναι μ*· γαλητιρον τοΰ αθροίσματος τίΓ,ν τιτραγώνων των WXlvpwV «ίτινις χιριίχοασι τ/,ν γωνίαν Γ , καί ίαν κατιβαοΟλ ιΐ ΑΔ κάθίΐος ίπί τ$ς ΒΓ, 4J\ διάφορά OtXei ιΐναι ίο» μβ., t i  διτϊλαοιον too όρδογωνίου ΒΓ Χ Γ Δ , ίίς ταίπον <3ς·ι,—ft —-31 —*Α Β *»»Α Γ 4 *Β Γ-{-3 Β Γ Χ Γ Δ .



Η κάθετος ίέν είναι δυνατόν να πίβιρ ίντός « 5  τριγώνου* ίιότιί&ν£πιπτιί'-παραδείγματα χάριν,είςΕ, το τρίγωνον’ AFE ί&ιλέίι ϊχει ίνταςύτ  ̂τίιν ‘όρΟ̂ ν γωνίαν Ε καί τήν άμβλεΐαν Γ, δπερ αδύνατον ( ig } t )* πίπτει λοιπδν ίκτος, καί ίχομιν .Β Δ = ·Β Γ -f- ΓΔ. Εκ τούτου?πεται (προ\ 8 )* ΒΔ=~ βΓ%-ΓΑ4- οΒ ΓΧ ΓΔ , Πρεσβί-—ιτοντες zed *(ί τα ίύο μίρν) ΑΔ καί κάμνοντις «τα; *ν«- γ6>γ»ς ώς tie τδ *ρο\»βδν Οιώρμα, ιύρισχομιν Α Β *'—*?" ‘ *^a'ΒΓ -f- ΑΓ-4-αΒΓ X  ΓΔ.Σχόλιο v. T i Ορθογώνιον τρίγωνον ιϊναι το μονόν εις τί» όποιον τ4 άθροισμα τΰν τετραγώνων ί  όοπλ ευ ρ ων είναι ίσον μί τό τετράγωνον ·η!ς ,'τρίτνις* ίιότι ϋ ν  4 τκριεχομάνκ γωνία ΰτνδ τΰν πλευρών τούτων ίίναι ίξιϊα, τι> άΟροιίμα'τών τετραγώνων των ίίλιι είναι μεγαλν{προν του τετραγώνου τίς άπίναντι πλευράς'/ίαν ^  άμβλιί* μικρότερον. Π  Γ  ο  Τ  A  S  I  2  ΙΔ\Θ Ε Α  P H  Μ Α.Εις όποιον ίνίποτβ τρίγωνον ΑβΓ» ίάν από τί,ν -κορυφήν εις το μίσον ττ|ς βάαεώς, u%ty ύ γραμμή ΛΕ,1—a — —» —«λίγω δη  Οε>ομιν.?χιί ΛΒ-ΗΑΓ«=>3λΕ·+' αΒΕ,σχ. u a ,  Ας κατεβααΟί)-Λ κάθετος ΑΔ ίπίτίίς 6«σεως B F '.t i τρίγωνον ΛΕΓ κατα το IUf Οιώρψα ίι'ίει,Λ Γ  >=* ΑΕ*4- ΕΓ—αΕΓ Χ Μ ,-  Το τρίγωνον ΑΒΕ κατα τΑ 11ν θεώρημα ίί$ιι,AB— 4 R 4- ΕΒ-Ι- aEB XK A .

8 ο



λοιποί προ^Οίτοντβί τϊαραν'ίρςϊντε;, ott ΕΒ*«*tor, αυν«γο(Α*ν—a —a —·» —»ΛΗ H - A r ^ a A E - i- a K B .
Ιίοριο|ΑΛ« Ki( κάθε άρα. π«ρκλλν;λιίγρα|Α- |/.ον, ίο  κΟροισρ,α ίώ ν  Τετραγώνων τίόν πλευ

ρών ίοοΟται |λ4 τό (ϊΟρ'όΙ(ϊ(ΑΛ τί5ν τετραγώνων 
τΑν δ ιαγω νίwv.·Διότι al διαγώνιοι ΛΓ) ΒΔ( τό|Λνονται «[/.οίβαίω; ε|ς δύο ίοα (/.<ρτ) «ίς τί,ν. yiy^.v' Κ (πρό. 3 ι, ι )* όδτω ί6 τρίγωνον AuV δίδει, βχ. ει3 .

~-~2 ·■ “ * —a — λA JM -IH > *»a A E + -a B E .To τρίγωνον Α Δ Γ δίδει παρομοίως,ΑΔ 4* Δ Γ< »ο ΑΕ -f* »ΑΕ.Ιΐροοδίτοντες (»άλο; εις μέλος, καί π«ρατ?)ρθύντες ύ’ΤΙ 1JE -» Δ Ε , αονάγομενA ll +  ΛΔ-4-ΔΓ 4 -ϋ ί< = *4 Λ Ε  + '4 Δ  Εν —aΑλλα ■ 4ΑΕ είναι ΐοον |λέ τδ τετράγωνον τής ΑΓ*
διότι ΑΕ >*· ΔΛΕ* παρομοίως 4ΔΕ είναι το τετράγωνον τής ΒΔ" λοιπόν το άΟροιομ* τ<3ν τετραγώνων,των πλιθρών ίοοΟτα» pi τ4. «Ορόιομά Των τετραγώνων tfiSv δια4 
γωνίων. Π Ρ 0 Τ Α Σ Ι 2  1EVθ  Ε ft I» Η Μ Λ .Η  γραμμή ΔΕ, παραλλτίλως τής βάσεως τριγώνου τίνος Α Β Γ άγομίνη διαιρεί τάς πλευρά; ΛΒ, ΛΓ, άναλόγως· είς .τρόπον ώς·« Λ Δ : Β Δ : : Α Ε  : Ε Γ. σχ. ι ι4 ·ίπιζευχδώσιν αΐ BE, ΔΓί Τά δυο τρίγωνα ΒΔΕ, ΔΕΓ ί^ςυν ντήν αυτήν, α̂'οιν Δ Ε , καί το ίδιον Οψος,

6

§1



διότι αί κορυφαί των B καί Γ  κείνται iff' εύδείας παραλλήλου της βάσεως* λοιπόν είναι ισοδύναμα. ( πρό. a), ,Τα τρίγωνα Α ΔΕ, ΒΔΕ, των οποίων ή κοινή κορυφή είναι Ε , εγουν το αυτό ,υψος και είναι πρός άλληλα ώ; αί βάσει; των Α Δ , ΒΔ (προ. 6)* δια τοΟίτο,Α Δ Ε ίΒ Δ Ε ;:Α Δ ;Δ ΒΤά τρίγωνα Α ΔΕ, ΔΕΓ, των όποιων ή κοινή κορύφό είναι Δ, είχουν ώσαυτως τδ ίδιον βψος, καί είναι 'πρός άλλνιλα ώ; αί βάσεις των Α Ε , ΕΓ* άρα,Α Δ Ε ; Δ Ε Γ : : Α Ε ;Ε Γ ,

8 a

Αλλα τό τρίγωνον Β Δ Ε '^ Δ Ε Γ ’ λοιπόν, έξ αιτία; του κοινού λόγου εις τας δυο ταότας αναλογίας, συνά» νάγομεν Α Δ : Δ Β : : ΑΕ : ΕΓ.Π ό ρ ισ μ α . Λ\ Εντεύθεν συνάγομεν συνΟετοντες ΛΔ +  ΔΒ : Α Δ ; : Α Έ -+ -Ε Γ : Α Ε , '$ ΑΒ: Α Δ ;:Λ Γ ;Α Ε , καί παρομοίως ΑΒ : ΒΔ : ;  Α Γ ; ΓΕ,Πόρισμα; Β.', Εάν μεταζΰ δυο ευθειών ΑΒ, ΓΔ άχΟώ· σιν όσαιδνίποτε παράλληλοι Λ Γ , Ε Ζ, ΙΙΘ , ΒΔ, κ. τ , λ. αί ιυΟείαι αυται Οίλουν πμν,Οίί αναλογώ;, καί Οίλομεν lyt&Α Ε  : ΓΖ ; ; Ε ίί  : ΖΘ  : :  ΙΪΒ : ΘΑ. οχ. x ι !>.Διότι εςω Ο τό σημείου τις συμπτώσεως τών ευθειών • ΑΒ, ΓΔ* εις τό τρίγωνον Ο Ε Ζ , ιίς τό όποιον ή γραμμή ΑΓ είναι-παράλληλος της βάσεως ΙίΖ, Οίλομεν ό χ ιιΟ Ε ; ΑΕ ; ;  Ο Ζ : ΓΖ ή ΟΕ ; ΟΖ : ;  Α Ε ; Γ Ζ . Εις τό τρίγωνον Ο ΙΙΘ , Οίλομεν έχει παρομοίως Ο Ε ; E l i ; :  ΟΖ : ΖΘ , ή ΟΕ : Ο Ζ : :  ΕΗ  :'/Θ* λοιπόν, ίξ αιτίας τοΟ κοινοΰ λόγου, Ο Ε : Ο Ζ, αί δυο αίίται άναλογίαι δίδουν ΑΕ : ΓΖ  .·; ΚΗ: ΖΘ , Κατά τον αϊτόν τρόπον άποδεικνυ'ομεν ό'τι Ε ΙΙ ;  ΖΘ ::ΙΙΒ ;Θ Δ , καί οΰτως έφεξνίς* αί γραμμοί άρα ΛΙΙ,ΓΔ τεμνονται αναλογώ; ύπλ tlW παραλλήλων Ε Ζ ,ΙΙΘ  κ,τ,λ.



83π ρ ό τ α ς ι ς  ι ς ’.Ο Ε II Ρ Η Μ Λ .‘ Λντι^ρίφως ίδιν «ί πλβυραί Λ Β , Α Γ , TpQflttw ανκ- λο'γως ύπδ τής γρα{Λ(Λΐίς Δ Ε , ct; τρύπον Λ7 1 ΛΔ: Δ Β :: Α Ε  ί Ε Γ , λύγω οτι ή γραμμή Δ Ε  Οίλη civet» παράλληλος τής βάαίως Β Γ ,Διύτι <αν ΛΕ iiv  ήναι παράλληλος τής ΒΓ, ας ύπα- Ούτωμχν (in ctvoti ή ΔΟ* τ(ίτβ, κατά τδ πρόλαβαν 0«5- ρημα, Οίλο|Αβν ίχβι : ΒΔ ·': Λ Ο  ί Ο Γ. Λλλ’ ίξ  ύπο- 
Οίσΐθ)ς, ΛΔ ι ΔΒ t : Λ Ε : Ε Γ' λοιπδν ήΟίλαμίν ϊχβι Λ Ο : Ο Γ ί ί Λ Ε ί Ε Γ *  αναλογία ανύπαρκτος* ίιύτι ά π δ τ δ ίν  μύρος ύ ήγούμβνος ΑΕ ιΐναι μίίζων τοϊ Λ Ο , άπδ τδ άλλο ύ ίπο'μινος Ε Γ  ιΐναι ίλαοαων τοΟ Ο Γ 1 ίαν λοιπών δια τής ςτγμής Δ ά/βτ, παράλληλος τής ΒΓ, αυτή $1ν ιΐναι δυνατόν νά διαφύριρ τής Δ Ε ’ ή ΔΕ άρα ιΐναι ή1 τοιαύτη παράλληλος.2  γολιον. Η  ίδία οονίποια ήΟίλβν ίχ<ι χώραν έάν ύπιτίΟιτο ή αναλογία Α Β  ; Α Δ : :  Λ Γ  : Λ Ε . ίιύτι ίχ ταύτης ήΟ«λι συναγΟί! ή A B -i-Α Δ : ΛΔ i : Α Γ - —Λ Ε : Α Ε .ή  Β Δ ; ΛΔ : :  Γ Ε  : Α Ε .Π Ρ Ο Τ Λ ί  I Σ ΙΖ'.Θ Ε il V Ιϊ Μ Α .Η  γραμμή ΑΔ, Λ 5ίχα τύμνουαα τήν γωνίαν ,Β Λ Γ  ένδς τριγώνου, Siaipli τήν βάοιν Β Γ ίίς.δύο τμήματα ΒΔ, Δ Γ, άχάλογα τών προσκίιμίνων πλβι>ρών ΑΒ, Λ Γ' (ΐς τρύπαν ώς·* Β Δ : Δ Γ : :  Λ Β : Α Γ , σχ. 1 1 7 .Εκ τής ςτγρίΐίς Γ  ας ά/β  ̂ ή ΓΕ παράλληλος της ΑΔ ί«$ οδ,.νά βυναπαντήοτι τήν ΒΑ προϊκβαλλομίνην.Εις τδ τρίγωνον ΒΓΕ, Α ΑΔ «Ινα» παράλληλος τής έάβιως ΓΕ* ούτως ί^ομίν την αναλογίαν (προ. *3), Β Δ τΔΓ,; :Α Β : Α Ε /



Η  · ·,.Αλλά τό τρίγωνον ΑΓΕ κνάι ίβοοκίλίς· οιοτί, ίζ  αιτία; των παραλλήλων ΑΔ, Γ Ε , Α γω.νία Α ΓΕ ·*=Δ Λ Γ, καί ή γωνία Α Ε Γ = Β Α Δ  (προ. *4, ι )> Τώρα, έζ ύπο· 
ΰίσιως ΔΑΓ «=* ΒΑΔ*  ̂ γωνία αρα Α Γ Ε = *Α Ε Γ . καί άκολονθως Α Ε  =» Α Γ (προ. ι3 , ίΥ  άν«ισάγοντ«ς λοιπόν Α Γ  άντι Α Ε  εις τή’ν ανωτέρω αναλογίάν, συνάγουν ΒΔ · Δ Γ : :  Α Β : ΑΓ. Π ' Ρ Ο Τ Α Σ Ι ί  l t i\

&  Ε ίί  Ρ  Η Μ λ .Δυο τρίγωνα ισογώνια ίχουν τα; όμολό^ους πλίυράί «Ιναλόγους καί είναι όμ«α.Εδωσαν ΑΒΓ, ΓΔ Ε , δύϋ τρίγωνα τα όπο?α ίχόυν τάς γωνίας ίσα; ττ,ν κάΟ» μίαν μϊ τ?ν κάθ* μίαν, ίηλαϊΑ Β Α Γ=»ΓΔ Ε,' ΑΒΓ ■ * Δ ΓΕ , καί ΑΓΒ— Δ Ε Γ  λέγω Ατι αί όμόλογοί πλίυραί η προσκιίμιναι ιις τα; ϊσας γωνίας θίλουν ιϊναι ανάλογοι, «ς τρόπον ώς*β ί) Γ .·Γ Ε :: ΑΒ.^ ΓΔ : :  Α Γ ί ΔΕ. σχ. n j .Ας τιΟώοιν (ύ. όμόλογοι πλιυρίί ΒΓ, Γ Ε  «ίς τΑ* αύτΑν ίιβυΟυνοιν,· καί άς προβκβληΟωοιν αΐ πλίνοαΐ BA‘, Ε Δ , ,ϊως· ou να βυναπαντνιΟωόιν ιίς Ζ;Επίι&Α ΒΓΕ eivai ιύθιΐα γραμμή,· καί Α γωνία Β Γ Α = Γ Ε Δ , ϊπίταν ότι Α' Α Γ ίΐναι παράλληλος της ΔΕ (a/f, ι) .  Παρομοίως, ίπιι&ή Α γωνία ΛΒΓ=>ΔίΓΕ, Ά ΑΒ είναι παράλληλος της Δ Γ ’ λοιπόν το οχ?,μα ΑΓΔΖ είναι παραλληλόγραμμον.Εις τ ΐ τρίγωνον Β ΖΕ A A T  ilvaC παράλληλος fAtf βάσκος Ζ Ε , όΟίν Β Γ :Γ Ε  : ? Β Α : Λ Ζ  ( πρό,'.'ίδ),' Αντί Α Ζ  Οίτοντις vV> ϊοτ/ιν τα( ΓΔ, ίχομτν,· Β Γ : Γ Ε : : Β Λ : Γ Δ .ΕιΥτό αότό τρίγωνον Β ΖΕ, ίάν Α Β Ζ ' Οεωρτ.ΒΖ ώί .βάοις, Α ΓΔ ιΐναι παράλληλος αότΑς, καί'ίχ τράτου Β Γ : Γ Ε κ Ζ Δ ; Δ Ε .  Αντί ΖΔ Οίτοντι'ς τήν ίαην τής Α Γ ίχόμίν' BF : Γ Ε : : ΑΓ ί ΔΕ. ’



Τέλος ix tfiv δύο τούτων αναλογιών ιίς τας όποιας 4 λο'γος Β Γ :Γ £  ιίναι κοινές, σννοίγο(χβν ώσαυτως,Λ Γ :  Δ Ε : :Β λ :Γ Δ .ΛοιτΛν τα ισογώνια τρίγωνα Β Λ Γ, ΓΑΒ ίχουν τάς όμολο'γους πλιυρας άναλόγοιις: άλλα κατά τόν Β'. Ορια· μ&ϊ>ΐδύο<σχι(ματα «Ιναι όμοια, όταν ίχουν ίνταύτφ τάς γωνίας ΐαας τήν κχύΐ μίέν μέ τήν χάθβ μίαν, χαΐ τάς ώ̂ /.ο'λώγο̂ ς πλιυρας άναλόγους* άρα τα ίσογώηι# τρίγωνα Β Λ Γ , ΓΔΕ, ιίναι δυο σχήματα όμοια.. Π ό ρ ι σ μ α .  Δια να ήνκι δυο τρίγωνα όμοια, «ρχβΐ να ίχουν δύο γωνίας ίσα; τήν xoiOa μίαν μί τήν κ«0ι μίαν, διότι τότι ή.ίσότης τής τρίτης ίπβται, καί τα δύο τρίγωνα θέλουν ίΐναι ισογώνια,ϊ /  ύλιον,  Ας σημιιόσωμιν ότι, ιίς τα όμοια τρίγωνα, 
αχ' ύμόλογοι πλβυραί elvai απέναντι ίσων γωνιών* όντως ο (ίσης τής γωνίας ΑΓΒ ίσης μΐ τήν ΔΕΓ, ή πλιυρκ ΑΒ «ίναι Ομόλογος τής ΔΓ* ωσαύτως ΑΓ'καΙ ΔΕ etvai Ομόλογοι ·ώς απέναντι τΟν ίσων γωνιάν ΛΒΓ,ΔΓΕ ; άφ’ ον γνωρίσω μι ν τάς όμολόγους πλιυρας,· «νΙνς σχηματίζαμιν τρςς αναλογίας: ΛΒ>: Δ Γ : : Α Γ : Δ Ε . : Β Γ:  Γ £ .Π Ρ Ο  Τ  Α  Σ  Ι  Σ  19*.Θ Κ ft V II Μ Α,Δύο Τρίγωνα τά ό*οΓ« Ιχούν τα; ομολόγους πλιυρας ’ 
Ανάλογους, livat ισογώνια καί όμοια.1 Ας ΰποΟέσωμιν ότι ΒΓ : Ε Ζ ;:  Α Β : Δ Ε : :  ΛΓ : ΔΖ* λί· γω ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ,. θέλουν iyei τ'ας γωνίας' ίσας,ι δηλαδή, Α=*ή·Δ , Β *■ * Ε ,Γ  * » Ζ λ  σχ. τόή .« Εις τήν ςιγμήν Ε  άς γιν/ι ή γωνία Ζ Ε Η = * Β, και βΐς τήν ς-ιγμήν Ζ  ή γωνία ■ 1̂ Η “ β4Γ ,'ή  '+ρίτή-. Η Θέλιι «Ιναι ίση tty τρίτη Α , καί Τα' δυο τρίγωνα' ΑΒΓ,’ ΕΖΙΓ,^ θέλουν ιίναι Ισογώνια* λίοιηήν k a ta 'το ’ίτρόλαβόν ίϊώρήμ* Β Γ : Ε Ζ ::  Α Β : Ε Η τ Αλλά, ίξ  ότοΟίσιωςς Β Π  Ε Ζ - :
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Α Β ;Δ Ε ; άρα Ε Η = » Δ Ε . R ata το ιίιον βιώρν(μα, ΒΓ: Ε Ζ : :  Α Γ : H Z ’ αλλά, ΐξ ύποΜκως, Β Γ : ΕΖ ; :  Α Γ ;ΔΖ, άρα ΖΗ  ™  ΔΖ. Λοιπίν τά τρίγωνα ΕΗΖ, ΔΕΖ, ίχονν τάς τρ«?ς πλςνρας ϊσας τνιν κάθε μίαν μ) <η»ν κ*Ι< μίαν άρα είναι ίσα (προ. χχ, χ). Αλλ’ U  της κατασκινν;;, το τρίγωνον Ε Η Ζ είναι ισογώνιον μ» τ& τρίγωνον ΑβΔ' . λοιπίν ώσαύτω; τά τρίγωνα ΔΕΖ, ΑΒΓ είναι ισογώνια, καί όμοια.Σχο'λιον. Α*. Απο τάς δυο ταύτας τελευταία  ̂ προ» τα'σεις, βλεπομιν ότι εις ♦ * τρίγωνα, ή ΐσότης τώνγω* νιώνείναι βυνίπείατνίς αναλογίας τ&ν πλευρών, καίάν·* τΐ7ρο'ιρωί, (ίς τροπον &ς·ι μία τούτων τών συνεχών άρκη πρδς βιβαίωσιν τνίς όμοιότοτος των τριγώνων. ΔΙν. ύπάρχει τύ αΰτό εις τα σήματα τΰν Οποίων αί πλευραί είναι περισσότεραι άπο τριϊς’ διότι, Ιάν όλόγαςηναν μο'· νον περί τετραπλεύρων, "ίμποροΟμεν, χωρίς νά άλλάξώμεν τάς γωνίας, νά μεταβάλλω μεν την άναλογίαντώνπλευ^ ρίίν, $ χωρίς νάμϊΤαβάλλωμεν τας· πλευράς νά άλλά- ξωμεν τά; γωνίας;'Ούτως Α αναλογία των πλευρών δίν; είναι δυνατόν ;νά ήναι συνίπεια τνΐς ίσότητος τών γωνιών,' καί τ’άνα'παλιν, ΒλίπομΙν, π«ρ αδείγματοςι χάριν, ότι ίάν άχθη i  ΕΖ παρα'λληλος της ΒΓ, «ί γωνίαι τοϋ τε« τραπλεύρου ΑΕΖΔ είναι μίν ϊσαι. μί τας τού τετραπλίύ· ρου ΑΒΓΔ* άλλ’ -h αναλογία των πλευρών διαγίρει: ώσ«ύ· τως χωρίς να άλλάξωμεν τάς τίσσαρας πλευράς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΑΔ ^μπορρύμιν νά μεταβάλλωμεν τάς γωνία; πλη·.· σιάζοντις ίι άποίςρύνοντίς το σνιμεΐον Βάπό τό Δ. οχ. ι #ι ». . Σ χ ή λ lOfrjuBV;Αν δύο προ/γούμεναι προτάσεις! ai οπ,οΓαι ρίως, δίνκάμνουν παρά μίαν, καί *δ τού τετρά* ytayou τη|. · ύτς^>νόι^ς «( άξ«ο>ογώτ«μ«» καί νο·νιμώτερμι, τςροτάσ.εις τίς Γεωμετρίας* άρκοΟσισχεδόν μύγας :ίι ’ηίίλας τά{. ί(ρβΡΙΑ0Υ ^ ί5*1 τ^ν λυαιν ίλών τών
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προβλημάτων* 9 λόγου ttvai <ίη ο>« τά ?χ^.«τα /ί̂ ,ττο- ρο5ν να fAoipacOoCv it; ,τρίγωνα,. >\α! ύποιονδΜπότ* τρίγωνον tt; ίόο τρίγωνο» ορθογώνια. 03τω; si γινικαί ΐίιύ* τητι; των τριγώνων πιριίχονσι συνίπτι/γ'μίνως (n jip lt-, rit mcnt) τ«ς ίίιο'τητα; ίλώ» τών -αγημάτων.Π  V  Ο Τ  A . S  I  Σ* 1CΘ 11 η ί Μ Ι Μ , Λ .Δύο τρίγωνα τά όποια ίχοον μίανγωνίαν ϊοην Tfipu- γογτίνην |/,ιτ«ί;ί> πλίυρών αν αλόγων, ιϊνκι ομοια.·.■ E<rw ή γωνία Λι^»Δ^ H.si : uvfoWowjAiv i n  fyop.tv ΛΙ):ΔΚ>: t Α Γ : ΔΖ',.,λίγω 5τι ire-τρίγωνον Λ,ΒΓ. ιίναι ίμοιον μι τύ Δ£Ζ. βχ.. r»5hΑς λήφΟίί ΑΗ**^ΔΕ καί ά; ctyQfi ί, ΗΘ παράλληλος τ?ίς ΒΓ, ή γωνία ΛΗΘ. 0Λ« ιίνα» tor,· rii ΑΒΓ (προ\ )^4» , ί )', .**1 τρίγωνον λ ΐΐΘ  ΐοογώνιον μΐ τό .Α Β Γ' ΟΑομιν, Ιχ<t λοιπήν Α Β : AH  : ;  AjT; AG>: Αλλ* ίξ'ήπο- Οίαίω;, ΑΒ * Δ Ε ::  Λ Γ : Δ Ζ , *«> , U  της καταακ«%, Αήωρ|Δ%* >wir6v Λ θ ,“ *Α Ζ ,.,Τ ί| ,$νο. τρίγωνα Λ ΙίΘ , ΔΕΖ ίχούν λοιπόν μίαν γωνίαν ίτην πιριιχομιν/,ν (/,ιταξό Λλέν̂ Λν·1ίΛΰΓν,·-άρ« ιίνβι (««. Τώρα ντό τρίγωνόν ΑΗΘ »T$ar 0|Ι«ιονμό' f i  ΑΒΓ* Xotrtov Δ ΕΖ': Vtlv * ι ·( ώ σάύ f  ω; 0μο»«ν ,(Α* ΑΒΓ.Π Ρ Ο Τ Α  Σ'  ϊ  5  ΚΑ .• Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Δύο τρίγων* τάΛόπ«ϊα ίχουν τά; όριολο'γον; κ^ίορά; it«fαΧλτίλους̂  τι καίίτον; ?fo *«0* (λίαν tv; τΆν xa'Qt μίαν,· ΐΐναι ίρωια,,,Διότι. 4.,βΤ· A«V ^«λωρα ΑΒ ην«ι τταράλλνιλρ; τ3; A E r καΙ.ΒΓ τ ^ ^ Ζ ,^ ,γ ω γ ια  ΑΒΓ.δίλιι ιίναι ton τ^ΔΕ7.( *7» *.)' 1*ν «iputMov , ΑΓ ίναι παράλληλο; τη; . ΔΖ, ή γωνία ΑΓΒ 0Λ « tlvat ton τ$ ΔΖΕ κ«ΐ ώοαγτως.··ή
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asΒΑΓ τη Ε Δ Ζ: Τ& τρίγωνα Voitov ΑΒΓ, ΔΕΖ'ιίναι, ισογώνια' αρα Χαι όμύια. βχτ t’a j .a .”  BV» ·Α πλιυρορ,ΔΕ χ*ά0ίτος «ίς r^y ΑΒ, καί ή ΔΖ ίί; τήν Α Γ ’ ιΐς το τίτρώιφιιρον ΑΙΔΘ ώί δμο γωνιαι I  καί θ  0ίλουν ιίναι όρδάί" at τεσσαριςγωνίαι ίσο δυναμουν όμοδ μέ τίσβαρας όρ0£  ̂( aq, ι )* Xoirov at δύο υπόλοιποι 1ΑΘ, ΙΔΘ , ιτ&δυναμοϋν μί δύο όρβά;. AXV at δυο γωνιαι ΕΔΖ, ΙΔΘ ΐβο'δυνάμοδν ώσαύτώ,'μΐ δύο όρίάς* λοιπον. ή γωνία·ΕΔΖ ιίναι Ισ» τ?[ ΙΑ Θ  ν{ τίί ΒΑΓ? παρομοίως ίαν  ̂ τρίτη πλιύρά ΕΖ ·?,ναι xeiOifoj ίΐς' +*λν τρίτην ΒΓ, 0ίλορ,ιν διίξίΐ οτι -jJ-γωνία ΔΖΕ*=ί=«Γ', καί ΔΕΖι= Β '  λοιπόν τα δύο τρίγωνα, Λ Β Γ ,Ά Ε Ζ  τα όποΐκ έχουν ’το<ς πλιυρας καίίτους τ?(ν κά(|ί μίαν ςίς τ^ν χά6α μίαν,1 ιίναι ισογώνια'Val fotfta. οχ; ΐα^·'ϊχό λι.ο νί Ε ί;, τ$ν πρμτην π^ρίς-ασιν α( όμόλογόϊ πούροι ιίναι at παράλληλό^' it; τήν δςύτίρρτ), ιίναι αι κ«4βτοι.'Όοτω< *^^τ.ν.τβλ«»ταίάν τούτην tciptyaaiv, ιίναι ύμολογο;" x7, ΑΒ,1 ΔΖ'ι'τίί ΑΙ^ και Ε Ζ  τ ^ Β Γ ,Εις τήν πτρίς-ασιν χαΟ’.ίίν.αί πλιυραΙ»ϊνδΜ.καθιτ^ nop. δύο τρίγωνα δυνατό/ νο(.|ίχ^ρι (Μβρν ί̂σι  ̂ διακριτικήν τής- ΰποτιΟιίν/ις ιΐςτό σχί,μα ια4, άλλ'·ό ιιτοτνΐς ος£ίν, γωνιών, πάντρτι νίΟιλρν αποδδίχΟίί ιίτι διορ τντραπλιύρων τοι- ούτων ώς Α ΙΔΘ , των όποιων δύο γωνίαϊ ιίναι όρΟαί, ιΐτι δια της συγκρίσιως δύό τριγώνων, ϊχαςτον τών όποίων ίκτός τών κατα κορυφήν γωνιών, Ϋ$ιλιν fyu μίαν γωνίαν όρΟΆν: ίπιιτα, παντοτι ιίναΓ δυνατόν να ΰποΟό- σωμιν ΐντος του τριγώνου ΑΒΓ καταοκιυαομίνον τρίγωνόν Τι ΔΕΖ τοδ οποίου at πλδυραί νά ίναι παράλληλοι των-πλδυρών τοΟ συγκρινομίνου τριγώνου μι τό ΑΒΓ,. καί τότι <ό άπόδιιξι; γίνιται ώς ιΐς τν,ν χιρίταοιν του ΐί/Ι'τχομβίτος.



, «3π  Γ 0 Τ Λ 2 Ι  2 . ΚΒ\0  Ji l l  p  II Μ Λ ,Kiev *πο~*ήγ·χορνίρήν τριγώνοΐί πίνώ; αγΟΩσιν « ;  ?ήν ■ «υΟβΐαι »υς .Λ 2 , Λ Ι Ι , .κ .  τ; λ. άύτβν1 M ovt^lpipf* τών.βα'σνν UfV^cd τήν.παραλληλ'ίνττ,ϊ ΔΚ αναλόγιο;, ι.ίς .rptinw, ΰς:» 4.1 ► ΒΖ ? ; Ζ Η : :ΗΒ^ιΛ. τ ,λ .ν σ χ . *9,Γ>.Διότν, ίιριιΪΑ ΔΙ ίϊνα» π«ράλ?νϊ]λος τής ΒΖ, το τρίτ γί-jvoy ΑΛΊ ιΙυκι ίοογώνιον'j/.i ΑΒΖ, καν εχομεν τήν αναλογίαν λ ί  :ΙΜ ζίί Λ Ι : Λ Ζ ; '  ώβα-ίτως. j K # όίίσν,ς ραλλήλου -ίής'. VM, εχομεν, Λ Ι : ΛΖ : :  IK * : Ζ Η * λοιπόν, ίξ  αιτίας τοβ xqiyqIJ λΐίγου y\l.: Λ Ζ ,,Δ Ι : Β Ζ ::  ΙΚ #: ΖΗ*. ivpi<np|tW παρομοίως lK f : Ζ Η :  i Κ. Λ  ? Η Θ , η,' τ. λ* λοιπών ή γραμμή Δ Ε  ξιανρινγαι itf τα σημίΐα^Ι» Κ , Λ  <u$ ή (ίαβις BL' εις τά οτ,μεϊα Ζ , II , Θ .ίΐόρνατμα. Ά'ρα, '««ν 1)1* <̂ ν«ιρείΐ$ϊ «ις μ/ρ-ς,ϊοα εις τας «ςιγμάς Ζ , II , 0 ,  ή παράλληλος Δ 1C Οίλει διαιρεί)  ̂«7«(Ιτ«| είς (iipri Ιβα εις τ«4 ς-ιγμας 1, Κ ’, Λ*Π  Ρ  Ο  Τ  Λ  Σ  Ι  2  Κ Γ .Θ t> il Ρ (I Μ Λ.Καν άπδ Όιί )Ιορ\)ι{ιήν'τ?14 ορθής γωνίας A ορθογωνίου. τιΗ ; τριγώνου χβίτββαοΟ̂ ί ή κάϊετος Α'Δ irri'τής'ΰπο-' αίννοΰστς. βγ. ι afi.ι .* * Τ «  δύο μερικά τρίγωνη ΛΒΔ, ΑΔΓ (Ηλουν είναι ίμοια άλλνίλοις και όμοια τψ όλω ΑΒ1’.af*r Εχαςτ) πλευρά ΑΠ ή ΑΓ 5<λμ είναι μί?η ;«tvf’r λογος; μεταξύ τής ιόκοτεννού στις ΒΓ Χαίτου rpoe^vuivou τμήματος ΒΔ ί) Δ Γ.Δ ^ Η-άάδεΤο'ς ΑΔ 5ίλ« εϊν«ΰμ<σ>Γα·να'1αγος· μτταξύ τ»ν.' ίόο· τμ^μα-έων ΒΔ, ΔΓ*·ΔιΛτΙ, ν ϋ ίί . το ,τρίγωνον.: ΒΑΔ καί τώ τρίγωνοτ. BA F ι/ονν-κοινήν .γωνίαν τ·ήν BV πίριπλίον-ή-όρΘήΒΔΑ,' ειγά«



ίση τη όρθη ΒΑΓ* >A*rciv -Ά τ’ρίτή γώνίά ΒΆΔ του ίνός ίίναι ίση μί την τρίτηνΓ·τό& άλλου*· άρα τα ίιίο ταυτα τρίγωνα ίίναι ισογώνια και όμοιαν<^αύτως θίλομιν $ίίξιι οτιτό τρίγωνον. ΔΑΓ, ιίναιίμοιον ^μί·>τό ΒΑΓ* λοιπόν 
r k  τρία .τρίγωνα ίίναι ισογώνια χαί· 4μονα σλλιίλοΐϊΐa\,v Efcfi&0 τό τρίγωνόν ΒΑΔ ιΓναι oftowiv pit τς[ Β Α Γ, αί Ομόλογοί των πλιυραί ίίναι ανάλογοι, Ύόίρα) Α πλίυρα ΒΔ ίΐς το fx.ix.pov τρίγωνον itvai όμόλογος τ^ ΒΑ ί ϊςτό μβγάλον, ίιότι ίίναι άπίναντ» ίσων γωνιών, ΒΑΔ) ΒΓΑ* ·\ ΰποτιίνουσα ΒΑ τοΰ μιχροΟ ιίνάι ίμόλ'ογος τ9[ ίΔτοτιινούση ΒΓ του μιγάλου* ίυνάμιθα λόιπον' ν* σχη· ματίσωμίν τί,ν άναλογίαν Β Δ : ΒΑ : :  Β Α : ΒΓ, Κατά τόν άδτδν τρόπον νΐΟίλαμίν l y t i  ΔΓ; ΑΓ : :  Α Γ : ΒΓ* λοιπόν 4^'ίχ^ςη' τών πλίυρΰν ΑΒ,· Α Γ, ίίναι μίση ανάλογος μίταξίι της υποτίΐνούσης καίτοΟ προσκιιμίνου'ίίς τακτήν την πλίυράν τμήματος.3 /ν Τίλος, 4 όμοιόγης τδν τριγώνων ΑΒΔ, ΑΔΓ δ ίίιι, παραβαλλόμενων πών Ομολόγων, πλιυρΰν,, ΒΔ : ΑΔ : :  ΑΔ : ΔΓ' λοιπόν, 3V*v Α κάΟίΤος ΑΔ ίίναι μίση ανάλογος μίταξΰ των τμημάτων ΒΔ,ΔΓ της ύποτςινονρης,· . „  Σ χό λ ιο  ν, Εις την αναλογίαν Β Δ : Α Β : : Α Β : Β Γ  ίξισουντις τό γινόμινον των άκρων μί τό τβν μί»ων —a . τ *συνάγομίν ΛΒ«==*>ΒΔΧΒΓ. Εχομιν παρομοίως Α Γ ·* ·ΛΓΧΒΓ,"λοιπόν ΑΒ +  Α Γ ^ Β Δ Χ Β Γ + - Δ Γ Χ Β Γ *  τόitiSttpoO μίλο; ίίναί τό' αυτό μλ ( Β Δ 4  Δ Γ ) Χ Β Γ  καί_ ·.—Q ·*** 4 ‘ *V*Jάγίταί; ίίς Β Γ Τ Β Γ  η Β Γ ' ά ρ α ' Λ Β Α Γ  -  ΒΓ' λοιπόν τό τίτράγωνον τϋς ΰποτίΐνούσΐης ΒΓ ίσοΟται μό> τό «Οροι· ?μά τών τιτραγώνων των άλλων Λύο πλιυρΛν ΑΒ, ΑΓ. Οντως.' irttmp/αμιθα ιίς · την ·' πρότασιν ■ .'τοό 'τςτραγώνοι
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»*:·της ΰποτιινονσης ίιά  μιας, υ$ο5,πολλα ^αφρριτικίίς ι\γΛ  τήν, δποίαν ήκολουΟήσαμίν:* δβιν.· βλίΐτομρν δτι ,ΚυρίωςΟή πρότασις ·το5 τιτραγώνου τής δι^τιινουστς ,·Ιν«« ‘<ri}Vini»«r τής αναλογίας. τδν πλιυρίβν·, ίίς .τα, ίο^γώνία τρίγωνα*·. Κατ' αυτόν τόν τρόμον, «ί 0»μελιώ$£ΐς προτάβ*ις,\ τη?'·. Γιωμίτρ,Ιας άγονται, δ»3ΐ νάιϊπωοϋτω, βις ταυτην. μ&.· γην, ΰη  τά Ισογώνια τρίγωνα ίχουν τάς ομολόγους π λίν ράς άναλίγδνς».ϊυχνα'χις αχολουΟιΤ) καθώς βϊδομβν άνωνίρώ* τό^ου π«ρα'£»ιμα; -έξοίγοντις συνπτιΐάί άπδ μίαν·^'πΐρiottotlp β{ προτοίσιις, να καταντώμιν ας πρότασή; άποίίδηγμίνας. Εν'γίνθ| iniWo τδ ύκίιΤον 'μ^λι^α χαρα/Λ'ηρίζϊι' τά 'Οίώ* ρ/ματα τής γι^μιτρίας, καί Λναι δίίςις ισχυρότατη της βι£α«ίτητίίς των, ίΐναι οτι συμπλίκοντίς τα καθ’ οποΐΐ. ονδήποτ* . Tptfpov, φΟάνιι να συλλογιζώμιΟα υρΟώς, π fa? τοτ* καταντοδμιν ιίς ακριβή ίξαγόμίνα. Τούτο δέν vjOt-- λ«ν ύπαρχό έαν καμμία ττρδτΛΟίς ίτον'ψ'βυδής,'ή ήτο* αληθής ώς Ιγγχς·*» κ«Λ δια τής σϋμΐΐλοκής τών προτάΜ oewV προς *λλι(λας το σφάλμα ήβίλιν* αδζα'νει' καίκατοΜ ταϋ^ htaioQviuv. Towtou f i  βλίπομ^ν παραδίίγματ*' «Ις όλος τάς άποδείξίΐς *ίς τάς όΤοίας μίταχειριζόμεΟα τήν εις τδ άτοπ ον άτίαγώγήΜ (deduction a Γ asburJc ). Δια τδν τοιουτων άποδιίξεων βιβαιόνίται ή άλήΟίΐα μιας προτάσίρς U  τοΟ, άτδπου^τρ όποιον ^Οί^ν ,ύΐκολοο· ^ e t i  ϋ ν  όπήρχ» τδ Ιναντίον, συνί?ανται λοιπόν, μ», ώπο- ^<ίζ«ις αυται «ϊς τδ να κατας-ήσουν φανιρδν-τδ-τοιοΰτο.ν άτοπον. Οντώ,, παραδίίγματος χάριν, βίβαι^νομιν δτ\ 5όο ποαδτητις ψ α ; ίσαι, άποδίίκνιίονττς δτι ίάν υπξρχί ή παραμικρά άνισότης μ«τ*ξδ·; αυτών ήΟίλαμεγ,- φ(|*σ« διά μ«?ς /σιιρίς/συλλογισμών «ΐ», άτοπον φαΥβρόν. καί διά νά ιίπω οΰτω, ψηλαφητόν’' <56ιν βίναγκ*$μρ(ΐ«. να συμπ»ράνωμ«ν δτ* αΐ δυ'ο. ποσότ.ητβς'«Ιναι :foai,. ι



Π ό ρ ισ μ ά 'Ε α ν  $  ξνδς' σημύ'δυ Α τ7,ς rtpif,ipiiaj άχθΰσίνάϊ δύο χΟρδαί ΑΒ$ ΑΓ ΐίς xk άκρα ττ,ς ϋιαμ.ί- τρου ΒΓ, τδ'τρίγωνον ΒΑΓ θελει «Ινχι ορθογώνιον ιΐς Α ’ ( ι$ , α )Λ λοιπδν' ΐ ” κάθετος ΑΔ είνα ι μ ίσ η  α νά λο γο ς μ ετ α ξύ -τ ώ ν  δυο τμη μά τω ν ΒΔ, ΔΓ, διαμέτρου, η, τ<} ίκοΓον εΙγαι τδ αδτδ, τδ τετρά-'* . “Τ’- 3 »γωνον ΑΔ ίσοίίται μΐ τδ Ορθογώνιον Β Λ Χ Δ Γ .a.?1 Η  χορδή ΑΒ <Ιγαί μ ίσ η - ανάλογος με- τ ά ξ υ .τ ή ς  -διαμέτρου βΓ χ α ι τ ο ί  προσκειμένου■ · ~  * -Τμήματος ΒΔ ^.ί, Α βτ^Β Α  Χ Β Γ  ,εχομ$ν, παρομοίως - Α Γ « Γ Δ Χ Β Ε ·  λοιπδν ΑΒ : ΑΓ ΒΔ : Δϊ”  ίΐΜΐίή ^  Α Β “ =»ΒΔΧΒΓ, καί Α Β Χ Β Γ = *·Β Δ  Χ Β Γ ' δια τοδτο
—  % · — 3 V 7 .  · 1  V  —*3 — aΑ Β ;Β Γ ;χ Β Δ ,:Β Γ ν  ώσ«ντως Λ Γ : Β Γ ι : Δ Γ : Β Γ . ο ί>4ν°  ̂ ouTOl· τών τετραγώνων των πλευρών εϊτε πρδς . άλληλα ν.τβ. *ρδς τδ τετράγωνον τής ΰποτιινου'σης, ίδο'·< ^ « Υ ,.ΐίΓ .τ α . .7T0pi(JiA*Ta f* καί Δ'.τ’ής ΙΑ ' προτάσεως,Π  Ρ Ο Τ Α  Σ  Ι Σ  Κ Δ ',Ο Ε  ο  V II »Μ λ ,Δυο τρίγωνά τα δττυΐα έχουν μίαν γωνίαν ΐσην είναι πρδς άλληλα ως τά ορθογώνια'τδίν πλευρών αί Οποϊαί: περιέχΟύσι Ύί,ν ϊσην γωνίαν, Οΐίτως τδ τρίγωνον ΑΒΓ είναι''πρδς ·τδ-τρίγωνον ΛΔΕ χαθώ; τδ Ορθογώνιον Α Β Χ  ΑΓπρδςτδ ορθογώνιον Α Δ Χ Λ Ε , οχ. ·ιά8,Ας-έιαζίυχΟρ BE, Τά δυο τρίγωνα ΑΒΕ, ΑΔΕ, τών δκοίών ή κοινή κορυφή είναι Ε, έχουν τδ «ΰτδ ΰψος, καί είναι πρδς άλληλα ώς αί βάσεις των AU, ΑΔ (πρδ,1 6) λοιπδν, ΛΒΕ; ΑΔΕ" :: Α Β : ΑΔ. ίχομεν ωσαύτως, ΛΒΓ : Λ Β Ε : : Α Γ : ΑΕ.

0*■



1Ιολλ«πλ«'Μζονίίς ΜΛα τάξνν f«{ ίύ6 τκατης civcf·*ΪΛγίας, χ*ΐ ίξαλη^ονΐίς τον · κοινδν ορον Λ1)Ε, ιχορ/,ίν»Α Β Γ : Λ Δ Β .:; Λ Β Χ Λ Γ  : Λ Δ Χ Λ Ε . ...ΙΙόρισρΑΛ. Λρ« τλ ίϋο τρίγωνο.,ϋόλο.ον, ijveci. ίσοΐϊό· ορθογώνιον Λ Β >£ΛΓ ισουτα» .’{Μ τ<> .όρΟα* γώνιον -Α Δ Χ Λ Ε , ή' <«ν ίχω[>.ϊν.ΛΒ: ΑΑ ::  Α Ε : ΛΓ, τί»ΑττοΤον ί/η .χώρ«ν δταν ή,ΔΓίτ,ναι παραλλτ,λος. τής Ι3Κ.( Ρλίιτι. τύ β . τών δυο σ/Ύΐ[/.άτων, ι»8 ).Π  Ρ  Ο  τ  A  S  I S  K B ’i 
Ο E f t  P H Μ Λ.ΔιίοβρίΛΐΛ τρίγωνα εΓναί άλλήλα ώ; τά τιτρά- Α γώνα τ&ν όμολ<ίγων πλϊύρΙβν*;Ες-υ >1 γ6ιν(* Α«*” Α ΧαΙ ιί D »  Ε* χατά'πρΟτον ιξ αιτίας τών ϊοων γωνιών Λ'χάι Δ, · ί/ορν, χατ* τήν «ρολαβοδΜν nprfiotiJiVj· οχ. l i a .Α0Γ. : ΔΕΖ : :  Α Β Χ Α Γ  : Δ Ε Χ Δ Ζ .ίπιιτα, ,ίξ αιτίας τής ύμΜχηίΟί, τών, τριγώνων,Λ Β : Δ Ε  : : Α Γ : ΔΖ,Καί έαν πολλαττλαοικοόψ.ιν ταυτην τήν αναλογίαν i ftt 'Τήν T«UTO«vf(A.RvrOVΑ Γ : Δ Ζ : ι  Α Γ ι Δ Ζ  όρον ίπί ίρον, συνάγουν,Α Β X Α Γ -: Δ Ε X Δ Ζ  : :  Α Γ : ΔΖ

Αρ*> ΑΒΓ : ΔΕΖ : :  Α Γ J ΔΖ.*Γά ίυο λοιπύν ορκα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ, ίΐναι οτρύς' ίλληλα ώς - τα «ΐραγωνατών όριολόγων Λλίυρών Α Γ ,ΔΖ, τ5 ώ< τ« τ«τράγ«ν* ίόβ' άλλων ύποιωνδ/ζοτ* όριο-' λ̂ γων *λΐυρών.



Θ E ft Γ H Μ 'Λί* \Δυο ομοιά πολύγωνα συγχίΐνται ά ^ ' τόν «άτόν αριθμόν Τριγώνων όμοιων καί ομοίως καμίνων.'-'· Εις τό πολύγωνον Α'ΒΓΔΕ, α; άχόώαιν από τήν αυτόν γωνίαν Α ίΐς τάς άλλας'γωνίας αί διαγώνιοι' ΑΓ, ΑΔ. Εις τό άλλο πολύγωνον ΖΗΘΙΚΛας άχΟΟβι παρομοίως άπο τήν γωνίαν Ζ  την ομόλογον τή Α , αί διαγώνιοι ΖΘ , Ζ Ι £τς τα; άλλα; γωνίας, ay. I'lQ.'Επνιδή τα πολύγωνά tfvat όμοιά, ’4 γωνία ΑΒΓ ιϊναι Γόη τνί .ομολογητής ΖΗΘ ( όρ. a ) , χα» πΐριπλιον αν πλίυραί Α Β , 15Γ, «ίναι ανάλογο; μί τάς Ζ Η , ΗΘ* »ίς τρο'πον.r.o'jft ΛΒ : ΖΗ j : ΒΓ : Η Θ . Εκ τούτου ϊπιται ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΖΗ Θ , · έχουν, μίαν γωνίαν iovjv τιιρις- μίνήν μοταξυ πλίυρών αναλογών' λοιπόν eivat όμοια (πρά. ao )’ ή γωνία άρα ΒΓ Α ΐΐνςα fcvj ΤΫ ΗΘΖ. Εάν αί ίσαι αυται γωνίαι άφαιριΟώσιν άπό τάς ίοας ΒΓΑ, ΙΙΘ Ι, τά υπόλοιπα ΑΓΑ, ΖΘ Ι Οίλουν ιιναι ϊαα: άλλ’ όπινό’ή τά τρίγωνα Α Β Γ,ΖΙΙΘ  (ϊναι όμοια, ϊχομίν Α Γ ι Ζ Θ ; ;  ΒΓ .· Η Θ ' από άλλο μέρος διά τν,ν όμοίότγτα τδν πολυγώνων ( όρ. a ), ΒΓ : ΙΙΘ ; :  Γ Δ : Θ Γ  λοιπόν Α Γ : Ζ Θ : ΓΔ ; Θ Ι : άλλ’ ιΐδομ,ίν νίδνΓδτι ή γωνία ΛΙ'Δ - 3 ΖΘ Ι' λοιπόν τά τρίγωνα ΑΓΔ, Ζ Θ Ι, έχουν μίαν, γωνίαν ϊοκιν πιριιχο·’ μόνον μβταξυ πλίυρΟν άναλόγων, άρα ιϊναι όμοια. Me τον αυτόν τρο'πον ήΟίλαμ'ίν άπόδίίζιι τήν όμοιότνιτα τών ακολουθών τριγώνων, ίσος δήποτ» καί άν Υ,τον ό αριθμός · των πλωρών τών προτίΟόντων.πολυγώνων* άρα δυο όμοια πολύγωνα συγκανται άπό τόν αίιτόν αριθμόν τριγώνων όμοιων καί ύμοίως Κίΐμϊνων.■ Χχο'λιον. ΐΓάντίς-ροφος πρόταβις «ίναι Ιπίσγς άλγΟός{ έάν δύο πολύγωνα ουντίΟίνται άπό τόν αυτόν άριΟμόν τρίγωνον όμοιων καί όμοίως κβιμίνων, ()ίλουν ιίναι όμοια,



Διότι ,ή ύ|Αθΐόττ,ς τί»ν τριγώνων ·ί|Οιλ& 5ώοη τήν γωβ νίαν A IU W ZIIW , ΒΓΛ*=*ΗΘΖ, Λ Γ Λ ^ Ζ Θ Γ  «ρζ Ι1ΓΔ «=· 1ΙΘΙ, ώσκότως ΓΔΕ**» ΘΙΚ/ κ. τ .λ . Πιριπλόον, Λ Β ιΖ Η : : Ι ΐΓ : ί Ι Θ ;  : ΛΓ j ΖΘ ί : Γ Δ : ©I; κ .τ . λ ,-Aot- ττόν τ<5ι δόο πολόγωνζ tyouv τάς γωνίας ισας χαί τλς πλιυρας αναλόγους* αρα ίίναι όρια .Π Γ  Ο  ΐ  Λ  Π  2  Κ Ζ ’.Ο £  η  Ρ Η Μ Λ ,Αί [*1ν π«ρί|Αβτρ<η τΟν ό|Λθίωγ πολυγώνων eivat προς κλλτίλας ώς «ί υπόλογοι ττλίυρζΛ* «ί $4 έπ ΐ'ροίνβιαί των ή{ τα τετράγωνά -των. ίίίων πλιυρβν.Διότι ι.β», ίπ «^ >  4* τλς «ρύσεως τίίν 4[λθίων σ/jr)- jAZtdiv, eyo|«v AH .: Z U  : :  ΒΓ: ΗΘ ::  Γ Δ : ΘΓ, κ. τ . λ . συνοίγομιν ix ταότ/ις Ί?ίς σειράς των ίσων λόγων: ΤΑ «OfOrojAz τών ιίγον|/,0γων ΛΒΗ- ΒΓ-1-ΓΔ κ. τ ;λ , περί·, (λίτρος τοδ πρώτου σ/^Αατός, λόγον ίχει πρ4; τίι άΟροι· σ|Α« των ίπομίγων περίμετρον τοδ 3ευτίρου σχήματος, ον ^γού|Αΐνό; τις προς τον. ί$ιον έπόμενον, νί ον h πλευρά ΑΒ πρύς τήν. όμόλογόν της Ζ Η . ο/_. 125 . sa .«  Επειδή τα τρίγωνα Λ Β Γ, ΖΗΘ είναι όμοια,-- aί/ομεν ( πρό. a5 ) Λ Β Γ : Ζ ΙΙΘ  : :  ΑΓ : ΖΘ* ωσαύτως τα δμοια τρίγωνα ΑΓΔ, Ζ Θ Ι, δίδουν ΛΓΔ : Ζ Θ Ι ::  Α ΓϊΖ0 ·— a —ac?pa ίξ αιτίας τοίϊ,χοινοΰ λύγου Α Γ :Ζ Θ , ?χρμ*ν ΑΒΓ :Ζ Η Θ  · * ΑΓΔ : Ζ Θ Ι 'Δι1 όμοιοι* συλλογισμοΟ ήΟίλαμεν eupvj.ΑΓΔ : Ζ Θ Ι : :  ΑΔΕ : ΖΙ&\χαι ο3τως «φεζίίς, civ tl/ww  μεγαλνίτερυν αριθμόν’ τριγώνων· Εχ ταύτιίς τίς σειράς τών ίσων λόγων συν άγο- μίν: Τδ άθροισμα τών ήγουμ^νων ΑΒΓ ·+· Α ΓΔ-Η ΛΔΕ, η τδ πολύγωνον ΑΒΓΔΕ, λογον !γι\ προς το άθροισμά
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r  iw  -των έπομϊνών Ζ β β ^ Ζ Θ Μ - Ζ ί κ ;  η 7Γ6λίίγω·νον ΖΗΘΙΚ', ον γ̂αύμενύς τις ΑΒΓ προς τ<ίν ίδιον ϊπά·: /· 'r îμινον, ic y  AB προς Ζ ΙΓ  άρα αί επιφάνεια  ̂τών i^aicW πολυγώνων είναι προς, άλλνίλας ω; τά .τετράγωνοι τών όμολυγων πλευρών,Πό ρισμα, Εάν χατ̂ σκευΛσΟώσι τρίά θρίοια σγνίματα τών όποίων 0.1 ύμολογοι πλευραι vi αναι ίσαι με τάς τρέϊς αλευράς ύοΟογωνιου τινός τριγώνου, τό'ίπί τας’ μεγαλατέράς πλευράς κ«τασ*ευαζο'μενον O&mdottTOti με τδ άθροισμά των δύο άλλων : διότι τά τρία ταΟτα <*y;/f|iata 4ιναι ανάλογα των τετραγώνων των ■ όαολο'γων πλευρών των* άλλα τά τετράγωνόν’ τΐ.ς υποτείνουσας κτοΰται μΐ το άθροισμα των τετραγώνων τών δύο άλλων πλευρών’ άρά λ; τ. λ. (ι)·

(Ο Εςωααν ΑΓ> ΑΒ» ΒΓ αΐ τρ*ις πΧιυραί τριγάνιυ
(* των ί-τοίών ΑΓ ιΓνοΟ ri &ftoviiv60y<2?iu* X ά; tl
χατασχιυαζομινιν σχΐαα tic immivcuev,; ΛΓ> fjuw μΐ τά 
ί(ΐτασχιναζ·μΐνο,ίϊτ< των άλλων ίύι ίτλιν,ών ΑΪ1» ΙΙΓ ίμολογαν vii 
ΑΓ* *αί παριςάνομινχ ίιά τ&ν χαρακτήρων Ψ, Π· Κανά τχν Ινά·* 
τ«{ω ΐ7̂ ταθΐν /χομιν, ψ:θ::ΑΠΠΐΓ*—3 —3 —I
οβιν Ψ 4 -Π : ΑΙΙ-ΗΛΓ·’ : Π : Ι\ί\

ΑλλάΑραΙιτιι̂ ή δί . τ. λ«·̂ ~
X iX V Ci:h l\— L *  , —  ι  — >

Ψ - Ι-α : Α ΐΗ -Β Γ ; :  X : ΛΓ—3 —3 —1ΑΙ^ΑΒΗ-ώ1 άρα X ^ -H iv  XiiiUv 
Ο, Μ»



57Π Ρ Ο Τ  Α Σ  I  S  ΚΗ'.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .’fit μίρη δυο χορδών Α Β , Γ Δ , τιμνομίνων βίς χόχλον βΐναι άντιηίΛονΟότως άν άλογα, τούτοι Α Ο ; ΔΟ j : ΓΟ ; ΟΒ. αχ. ι3 ο . (ι)Α ς ΙπιζίυχΟωσιν αί ΑΓ, ΒΔ* βις τ* τρίγωνα Α Γ Ο , ΒΟΔ αί γωνίας βίς Ο elvai test ώς χατά κορυφήν* ή γωνία A  βίναι ίαη Δ, διότι βίναι έγγίγρ«[λ[λίναι· βίς το αΑτΑ τμήμα ( i8 , a ) ‘ δια τΑν αύτΑν λόγον Α γωνία Γ * = Β “ άρα τα τρίγωνα ταυτα βίναι όμοια, καί αί ομόλογοι ττλιυ· pal δίδουν τήν αναλογίαν Α Ο :Δ Ο ;;Γ Ο :Ο Β . .Π ό ρ ισ μ α  EvTCiQev συνάγουν Α Ο Χ Ο Β « » Δ Ο Χ  ΓΟ** ίρα τΑ ορθογώνιον τών δυο μιρών τής μιας χορδές ίσοΕϊται μ.4 τΑ ΑρΟογώνιον τών δυο μβρών τής άλλνις.Π Ρ Ο Τ Α ' Σ Ι Σ  Κ θ '.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Εαν άινΑ τΑ αύτΑ σημβΐον Ο , ίχτος του χόχλου λαμ* βανόμβνον, άχΟώσιν αί διατίμνουσαι ΟΒ, ΟΓ, πβρατου- μιναι βίς το κοϊλον τόξον ΒΓ, αί <5λαι διατίμνουοαι θίλουν βίναι . άντιικπονΟότως ανάλογοι τών ίχτος μβρών των, τούτοι Οίλομβν Ιγη Ο Β: ΟΓ : :  Ο Δ : Ο Α . αχ. χ3χ.Διότι, Ιπιζβυχόβιοών τών Α Γ ,Β Δ , τά τρίγωνα Ο ΑΓ, ΟΒΔ, ίχουν τήν γωνίαν Ο  κοινήν* πβριπλίον τήν Β «■  Γ
(ι) Πρ4ς κατβίληψιν ττϊς ίχφιινιίαιωι t i{  ufoT«9iu{ καίτίς άχβλ«£4«υ «ημιιατίβν ,ίτ ι :
Αίο.γρβμμβί λίγιταί δτι τίμνονται <ί( άνΠΜπονί^τα λίγ«κ* ίτ«ν 

it; ττ.» βχνιματιζθ(ΐ<νην άγαλογίαν άπ4 τά μίρητ«ν, τά ίύο μίρχ 
tie μιί; ιΓ«χι τά Ακρα, ηύ τά &Χ» ric άλλυς τά μΙία, 

Καί ίύ» ΎραμμαΙ λίγοτται άντικιπβιβΙτΝί άιάλογοι τών μιρϋν 
«Μν, Srfev 4ί μία τεύτων τΰ» γρ*μμ&ν καί Α  άκτιχιίμινιν μίρος rsc 
«χι>ματί(βθν τά ‘λκρα, ίν Α ί  ΙλλΒ χαί τί άντιχιΐμίνιν μίριι τη; 
■ΐχματίζινν τά μι'βα—  Ο. Μ.

7.



( ι8 , 2  Υ αρα τα τρίγωνα ταύτα είναι όμοια* και αί όμο*- λογοι πλευραί δίδουν τήν αναλογίαν,·Ο Β : Ο Γ : :Ο Δ  : Ο Δ , .Π ό ρ ισ μ α . Αρα τό ορθογώνιον Ο Α Χ Ο Β , ίσουται μ* το ορθογώνιον Ο Γ Χ Ο Δ2 χ ό λ ιο ν . Δυαμεδα να παρατηρτίσωμεν.δτι $ πρότα- $ις αύτη εχει μεγάλην αναλογίαν μέ τ$ν ιτρολαβουσαν, κ«ί δεν διαφέρει ταύτης ει μή καδ* ό',τι αί δυο χορδαι Α Β , ΓΔ άντι να τέμνωνται εντός, τέμνονται έκτος του κύκλου* τΖς παρούσης προτασεως δόναται να δεωρν)δ?> ώς μερική περίς̂ ασις ν5 ακόλουθος.Π Ρ Ο Τ Α Σ ί ϊ  Λ \Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α ,Εαν από το αυτό σημείον Ο έκτος του κύκλου λαμ- βανομενον, άχδί) εφαπτομένη τις Ο Α και διατέμνουσα Ο Γ, 
h έφαπτομένη θέλει είναι μέση άναλογος μεταξύ της δια·τεμνούσης και τού έκτος μέρους της’ εις τρόπον ωςι θέ-

) ' — 2λομεν έχει Ο Γ : Ο Α : ; Ο Λ : ΟΛ* η, δπερ τάυτον, Ο Α = ^  Ο Γ Χ Ο Δ . οχ* ι3 ι ·Διότι έπιζευχΟεισών των ΑΔ, Α Γ , τα τρίγωνα ΟΛΔ, Ο Α Γ , έχουν τον γωνίαν Ο κοινήν* περιπλε'ον vj γωνία Ο ΑΔ, σχ/ιματιζομένηάττο έφαπτομένην καί χορδήν ( ig , 2), έχει μέτρον τδ τίμιου του τόξου ΑΔ, καί >5 Γ εχει το αύτο μετρον* αρα η γωνία Ο Λ Δ ^ Γ ’ αρα τα δύο τρίγωνα είναι όμοια, και δίδουν την αναλογίανΟ Γ : Ο Α ; : Ο Α : Ο Δ .— 3ε’κ της οποίας Ο Α ^ Ό Γ Χ Ο Δ .Π Ρ Ο Τ Α 2 Ι 2  ΛΑ'.Θ Ε Ω Ρ II Μ Α.Εις όποιονδνίποτε τρίγωνον Α Β Γ, έαν ή γωνία Α τμηΟν! δίχα υπό της γραμμής ΑΔ, το ορθογώνιον twv πλευρών

98



Α Β ,Α Γ , ΟΛει ίσουται p i το,όρθογώνιοντών τμημάτων ΒΔ, Δ Γ , πλίον τό, τι τράγων ον της διατιμνούσης ΑΔ, «χ;>ι33. ... Διά των τριών ς-ιγμδν A , Β , Γ  ας. διελθη πιριφερεία, ας προίχβληθη ν5 ΑΔ μέχρι της περιφε οείας, ας έπιζευχθίί 
4 Γ Ε ,Το τρίγωνον Β Δ Δ  ctvai ομοιον με το ΕΑΓ' διο'τι .ίξ  όποΟέσεως, 4 γωνία Β Α Δ == Ε Α Γ* περιπλίον 4 γωνία Β “ “ Ε , όπιιδή χαί αί δυο έχουν μέτρον τό ίίμιαυ τοΰ τοξου ΑΓ* αρα τά τρίγωνά ταυτα είναι όμοια, καί «ί όμο'λογοι πλεύραι δίδουν την αναλογίαν,' Β Α : Α Ε : : Α Δ : Α Γ .  ίντεΰθιν προκύπτει Β Α Χ  Α Γ «=* Α Ε Χ  ΑΔ* άλλα Α Ε “ =* Α Δ .-Η Δ Ε , καί πολλαπλασιάζοντες άμφότερα τά μέρη—qΙπι Α Δ , εχομεν Α Ε Χ  ΑΔ=*=ΑΔ-ί- ΑΔ Χ Δ Ε *  έξ άλλουμέρους Α Δ Χ Δ Ε * = Β Δ Χ Δ Γ  (πρό. 28 )' λοιπόν τίλο;—»Β Α Χ Α Γ ^ Α Δ - Η ΰ Δ Χ Δ Γ .Π Ρ Ό Τ Α Σ Ι 2  Α Β '.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Εις κάδε τρίγωνον ΑΒ Γ, τό ορθογώνιον δυο πλευρών Α Β , Α Γ , ισουτχι μΐ τό περιεχύμενον ορθογώνιον υπό τη; διαμέτρου Γ Ε  του περιγεγ ραμμένου κύκλου καί της αγόμενης καθ&του ΑΔ ίπί τη; τρίτης πλευράς ΒΓ. σχ. ι34· Διότι, ίπιζευχθείσης τ7,ζ Α Ε , τά τρίγωνα Α Β Δ,Α ΕΓ, είναι όρθογώνια, τό μεν εις Δ , τό δε εις Α* περί πλέον 4 γωνία Β = ° Ε *  άρα είναι όμοια καί δίδουν τί,ν αναλογίαν Α Β : Γ Ε : :  Α Δ : ΑΓ* εκ της οποίας ΑΒ X  ΑΓ<“ > Γ Ε  X  ΑΔ.Π  ο'ρ ιο μ α. Εάν αί ισαι αυται ποσότητες πολλαπλα- σιασθωσιν όπί τ.5{ς ιδίας ποοότητος ΒΓ, θέλομεν εχΐί ΑΒ X  Α Γ Χ Β Γ = ^ Γ Ε  Χ Α Δ Χ Β Γ .  Τώρα, Α Δ Χ Β Γ  είναι τό δίπλάσιον της έπιφανείας του τριγώνου (προ, 6 )* λοιπόν
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χοοτ ό  γ ι ν ό μ ε ν ο ν  τ ών  τ ρ ι ώ ν  π λ ί υ ρ ώ ν  4ν<5ς •'rpe- γώνου ί ί ν α ι  ίσον μ. i τ ή ν  ί π ι φ ά ν ι ι ά ν  το υ π ο λ -  λ α π λ α σ ι α σ θ ί ΐ σ α ν  έ π ι . τ ο υ  δ ι π λ ά σ ι ο υ  τής δ ι * - .  ( Λί τ ρου τ ο υ  π » ρ ι γ β γ ρ α μ  μ ί ν ο υ  κ ύ κ λ ο ν .Τό γινόμίνον τριών γραμμών καλβΐται iviote ς· ι ρ ι  ό ν, δι’ αιτίαν τήν όποιαν α'κολούθως θίλομβν Σδιι. Ευκόλως λαβάνομίν ιδίαν τής τιμής του, βννορυντίς ότι αί γραμ- μαι ανάγονται ei\ αριθμούς, και πολλαπλασιάζοντίς τούς πίρι ών ό λόγος αριθμούς.Σ χ ό λ ιο ν . Ημποροδμβν να άποδίιξωμίν ώσαύτως δ τ ι ή ό π ι φ ά ν β  ι α  ό ν ο ς  τ ρ ι γ ώ ν ο υ  ι σ ο δ τ α ι  μό τήν  π β ρ ί μ β τ ρ ό ν τ ο υ  π ο λ λ α π λ α σ ι α σ θ « ϊ | σ α ν  ί πΐ  τού ή μ ί σ β ως  τ ή ς  ά κ τ ΐ ν ο ς  τ,οΰ έ γ γ β γ ρ α μ μ ί ν ο υ  κύκλου.Διότι τα τρίγωνα Α Ο Β , Β Ο Γ , Α Ο Γ  «χοντα τήν κο- ρυφνίν των κοινήν ίΐς Ο , ίχουν κοινόν υψός τήν άκτϊν» τοδ ίγγιγρσμμίνου κύκλου* άρα τό άθροισμα τούτων τ&ν τριγώνων θ£λ« ίσοδται μό τό. άθροισμα των βάσίων Α Β , Β Γ , Α Γ , πολλαπλασιασθΐν έπί τοΰ ήμίσιως τής άκτί· νας Ο Δ’ λοιπόν ή όπιφάνοια τόδ τριγώνου Α Β Γ ίΐναι Σοτ) μό τήν πίριμίτρόν του πολλαπλασιασθίϊσαν ίπι τοδ ήμί* σβως τής άκτΐνος τού έγγίγραμμΐνου κύκλου, βχ. 87.Π Ρ Ο Τ Α Σ  I S  ΑΓ*.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Εις κάθί έγγίγραμμίνον τίτράπλιυρον Α Β Γ Δ , τό ορθογώνιον τδν δύο διαγώνιων Α Γ , Β Δ , ίΐναι ίσον μό τό άθροισμα των ορθογωνίων των απέναντι πλευρών, ίΐς τρόπον ώς·β, σχ. ι3 5 .Α Γ  X  Β Δ ^ Α Β Χ Γ Δ  ±  ΑΔ X  Β Γ.



t totΑ ς λ/,φΟ?! το τόξον Γ Ο  ~  Α Δ , καν άς Ιττιζευχδ^ BO  ουναπαντδαα tiiv διάμετρον Α Γ  εΐς ΓΗ  γωνία Α Β Δ = » Γ Β Ι, ίΛ.ιι&δ ή μεν !γι\ μίτραν το ίίμιαυ του. ΑΔ, 4 δδ το ήμιαυ τοΰ Γ Ο  ίσου μδ το Α Δ . At γωνίαν Α Δ Β , ΒΓΙ είναι ίοαι ώς ίγγεγραμμέναν tv? το αυτό. τμ^μα ΑΟΒ* λοιπόν τα τρίγωνον ΑΒΔ είναι δμονον μδ τδ 1ΒΓ, καν εχομεν τήν αναλογίαν Α Δ : Π : :  ΒΔ : ΒΓ* ίβεν Α Δ Χ Β Γ — Γ 1 Χ Β Δ . Α ίγω  τώρα δτι τδ τρίγωνον ΑΒΙ «Ιναν δμονον μδ τδ ΒΔΓ* διότι οντος τοδ τόξου Α Δ  ?αου μδ τδ Γ Ο , ίάν προς·εδ?ί tv; άμφό* τέρα τα μίρ» Ο Δ, προκύπτει τδ τόξον ΑΟ«==ΔΓ· λοι- πδν τ} γωνία Α Β Ι= » Δ Β Γ ' περνπλίον i  γωνία Β Α Ι«™  Β Δ Γ , Ιπειδ^ είναι ίγγεγραμ.μίναν είς τδ αύτδ τμί-μα* λοιπόν τα τρίγωνα Α Β Ι, ΔΒΓ> είναι δμονα, καν αν όμο'λογον πλευράν δίδουν τήν αναλογίαν Α Β  : ΒΔ : : Α Ι : ΓΔ* ίβεν Α Β Χ Γ Δ — Β Δ Χ Α Ι .ΙΙροαδίτοντες τά δυο εΰρεΟ/ντα ίξαγόμενα, καν παραηι- ρουντες δπ Α Ι Χ Β Δ  +  Γ Ι Χ Β Δ  -  ( Α Ι - Η Π ) Β Δ ^ Α Γ  Χ Β ά ,  Οίλομεν εχει ΑΔ Χ Β Γ -t-A B  X  ΓΔ ~  Α Γ  Χ Β Δ .“ Σχό λ ν αν .  ^Ημπορουμεν νά άποδείξωμεν κατά τδν αΰτδν τρόπον 2ν άλλο θεώρημα έπάνω ίνς ·τδ εγγεγραμ* μίνον τετράπλευρον,Τδ τρίγωνον ΑΒΔ δμονον μ,δ τδ Β1Γ, δίδιν ττ,ν άνα· λογίαν . . .  ,  . Β Δ : Β Γ : ΑΒ : Β Ι , . δδεν Ζπεται Β Ι X  ΒΔ=*”ΒΓ X  ΑΒ. Εάν ένωδ  ̂Γ Ο , τδ τρίγωνον ΙΓ Ο , δμονον μδ τδ ΑΒ Ι, θίλεν είναι δμονον μδ τδ ΒΔ Γ, καν 5ta τούτο Β Δ νΓ Ο  : :  Δ Γ ,: ΟΙ* δόεν προκύπτει 0 Ι Χ Β Δ = * Γ 0 Χ  ΔΓ,' V), ίπενδδ Γ Ο  *=> Α Δ , Ο Ι-Χ  Β Δ = *  ΑΔ X  Δ Γ. Προ*· δίτοντις τά δυο δξαγο'μενα, καν παρχτν,ρόδντες δτν B I X  ΒΔ +  Ο Ι Χ Β Δ  άγεται εις Β Ο Χ Β Δ , δίλομεν ίχεν,BO X  Β Δ -^ Α Β  X  ΒΓ ■ +· ΑΔ X  Δ Γ .



•Εαν ληφθη Β Π = Α Δ , φΰ ΐπιζευχΟί) vi ΓΚ 'Π , θ<λο.p.sv ίύρν; δι’ ομοίων συλλογισμών,Γ Π Χ Γ Α - Α Β ^ Α  +  Β Γ Χ Γ Δ . (ι)Αλλ’ επειδή το το'ξον ΒΠ είναι ίσον μ ΐ το ΓΟ , iav προζ-ίθί και είς τα δύο μέρη ΒΓ, Ούλομεν εχει το τόζον ΓΒΠ ·» ΒΓΟ’ αοα ή χορδή ΓΠ είναι ίση με την χορδήν ΒΟ, καί έπομενως τα ορθογώνια Β Ο Χ Β Δ  καί ΓΠ X  Γ Α  είναι προς άλληλα &ς ΒΔ προς ΓΑ' αρα Β Δ : Γ  A : :  ΑΒ X  ΒΓ +  ΑΔ X  Δ Γ : ΑΔ X  ΑΒ +  ΒΓ X  ΓΔ.Λοιπδν αί δυο δί αγώνί οι  Εγγεγραμμένου τινδς τετράπλευρου είναι  πρός άλλη'λας ώς τά αθροίσματα των ορθογωνίων των πλευρών αί- τινες τελειόνουν εις τα ακρατών.Τά δυο ταϋτα θεωρήματα ήμποροΰν νά χρησιμεύσουν δια τηνεΰρεσιν των διαγωνίων δταναΐπλευραίήναιγνως·αί.Π Ρ . Ο Τ Α Σ Ι 2  Λ Δ \Θ Ε i l l '  II Μ Λ.
, Ες-ω Π σημεϊον δεδομε'νον έντο; του κύκλου έπί της άκτΐνος ΑΓ, καί ας ληφθη σημεϊον τι Κ  έκτο; επί της προεκβολής της ιδίας άκτΐνος εΐς τρο'πον ώς-ε Γ Π : ΓΑ:: Γ Α : Γ Κ * * εάν άπο όποιανδη'ζοτε ς-ιγμήν της περιφερείας βΐ άχθώσιν εις τά; δύο «ςιγμάς Π καί Κ  «ΐ ιΰθεΐαι ΜΙΤ, 1\ΙΚ, λέγω δτι διά κάθε ς·ιγμήν της περιφερείας ό λύγο;
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(ι) Τ* τρίγοινα ΠΚ/Ε) ΛΒΓ lusti ίμν.χ' ίιΐτι ί  γων'* . i^ I t
*α γωνία ΛΓΒ^^ΠΒΑ’ ίιότι η μέν t/jt μίτρον τ\ y.;u<ju r&Ci τοξον» 
ΑΠΗ’ ι\ &ϊ το Ίμ,χ<tj itu τοξου ΠΑΑ ίσον μέ . τδ ΑΠΒ* λβιιτ&ν 
κχι νΐ τρίτη ΠΚ/ΐί=ΑΒΓ' £?* ΠΒ: ΠΚ.' : : ΑΓ: ΛΒ’ fliv ΠΒΧ 
ΑΒ ~ΑΔΧΑΒ Ξ^ΔΓΧΠΚ.  ̂ τταλιν τ<$ τρίγωνον ΔΓΚ/ιϊνχι £μ<ιον μΐ 
το ΑΒΓ* it$'w -Λ γωνία ΔΚ#Γ —Πκ/Β ~ΑΒΓ' ιh Λ “ Α’ αρχ χ«* 
ΑΓΚ.' Ρ2ΑΓΒ* ίι* τοντο ΓΑ : ΓΚ#- : ΛΓ : ΒΓ* ϊα\που ΓΔΧΒΓ ΞΤΚ'Χ 
ΑΓ: τ̂ ρουΟϊτοΥτες τα riptQma ίςαγ^μίνα’ tupiaxê iv τΑν ιίς τ& 
ΐώμινιν {ξίσαση· Ο, Μ»



τήν luOnwv τούτων Οίλει είναι d αυτός, καί Θίλομβν έχει Μ Π : Μ Κ Α Π . ; Α Κ . οχ. ι36.\ Διότι, έξ ύποΟέσεως, εχομεν, ΓΠ  : ΓΑ i : ΓΑ , ΓΚ* αντί Γ Α  θίτοντες ΓΜ , δέλομεν έχει Γ Π  : Γ Μ : ;  ΓΜ  ; ΓΚ* λοιπό» τά τρίγωνα ΓΠ Μ , Γ Κ Μ , έχουν μίαν γωνίαν ' tori'/ Γ  περιεχομένων μεταξύ πλευρών αναλογών* λοιπόν είναι όμοια ( ao, 3 )* άρα Ή τρίτη πλευρά ΜΓΙ είναι προς. ττ)ν τρίτην Μ Κ  ώς ΓΠ  προς ΓΜ η Γ Α , Αλλ’ αναλογία Γ Π : Γ Λ  : : Γ Α : Γ Κ  ί ί ί ε ι ,  έν δι αι ρέ σε ι ,  ΓΠ  : Γ Α  ί : Γ Α -—Γ 1 Ι: Γ Κ — Γ Α ,* ΓΠ  : ΓΑ  ; :  AIItAlC λοιπόν Μ Π  : Μ Κ  : :  ΑΠ :ΆΚ* βΐς τόν αυτόν λόγον με τον ϊίιον τρόπον τίΟέλαμεν αποδείξει ότι υπάρχουν αί ΐόΟιίαι · Μ 'Π, Μ 'Κ, Μ'-'Π, Μ "Κ  κ. τ . λ Γ
ι

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΑΝΑΦΕΡΟΜΕΝΑ
£ΤΣ ΤΟ Γ'. ΒΙΒΛΙΟΝ.Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Π Ρ Ω Τ Ο  Ν .

Να δικιρε'σωμεν ευθείαν δεδομενην εις όσα ίσα μέρη όίλομεν, ί! εις μέρη άν.άλογα δεδομένων γραμμών.ι.Ι* Ας προτεόη νχ διαιρεσωμεν τλν γραμμήν ΑΒ εις πίντι ίσα μέρη* έκ του άκρου Α  ας άχθη i  άπροσδιάριτός Α Η , και άρ* ου ληφΟη ΑΓ ίση με όποιονδηποτε μέγεθος, άς φερδτι πεντάκις έπί της ΑΗ , Ας ένωΟρ Α τελευταία ςιγ  μη διαιρέσεως II  καί το άκρον Β δια της ΗΒ, έπειτα ά; άχ6^ ή Γ Ι παράλληλος της ΗΒ* λέγω ότι Α Ι εί<αι το πέμπτο» μέρος. τής ΑΒ, καί οΰτω φερδείσης της ΑΙ πεν- τάχις lm ΛΒ , η ΑΒ δέλεΐ διαιρι5·?ί εις πεντε ίσα μέρη, σχ. ι 37.
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Διότι, ίπιιδτΐ Γ Ι είναι παράλληλος τΨ,ς Η Β, αί πλενραί Ά Η , ΑΒ τέμνονται άναλόγως *ΐς Γ  καί I (πρό. ι5) .  Αλλά Α Γ είναι τό πέμπτον μέρος τίς Α Η ' λοιπόν Α Ι ι!ναι τό πέμπτον της ΑΒ.a .6» Ας προτεθ-ρ να itatpiS^ -h ΑΒ εις μέρη ανάλογα τών δεδομένων γραμμών Π , Κ , Ρ . Εκ τοΰ · άκρου Α  άς άχθη 4 άπροοδιόριςτος ΑΗ , άς ληφθί) Α Γ '= 1Π , ΓΔ *** Κ , Α Ε ^ ^ Ρ , άς ένωδώσι τά άκρα Ε  καί Β , καί διά τδν αη* μειίων Γ , Δ, άς άχθωβιν αί Γ Ι , ΔΚ,* παράλληλοι της ΕΒ' λέγω ότιή ΑΒ διαιρείται είς μέρη Α Ι, IK.', Κ Β  ανάλογα τδν δεδομένων γραμμών Π , Κ , Ρ . σχ. ι38.Διότι έζ αιτίας των παραλλνίλων Γ Ι,Δ Κ ',Ε Β  τά μέρη Α Ι , ΙΚ% Κ ’Β tlvai ανάλογα των μερών Α Γ , ΓΔ , Δ Ε  (πρό. ιδ)* έ< δέ της κατασκευής ταΐίτα tlvai ισα μΐ τάς διδόμενα; γραμμάς Π , Κ , Ρ ,Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Β '.Να ευρωμεν τίτάρτην άνάλογον τριδν δεδομένων γραμμών Α , Β , Γ .Ας άχθώσιν αί δύο άπροσδιόρις-βι ΔΕ, ΔΖ ύπό όποίαν- δν{ποτί γωνίαν. Επί της Δ Ε  άς λνφΟ·̂  Δ Α “ " Α  καί ΔΒ«=»Β, έπί της Δ Ζ άς ληφθη ΔΓ «=* Η? άς Ινωθ·φ Α Γ, καί διά τίς  ςιγμης Β άς άχθί) A Β Χ  παράλληλος της Α Γ ’ λέγω ότι Δ Χ  είναι Α ζητσυμένη τετάρτη ανάλογος; διότι, οίίτ/ις της Β Χ  παραλλήλου ν7,; Α Γ , ίχομεν τήν αναλογίαν ΔΑ ίΔ Β  : :  Δ Γ : Δ Χ . Τώρα οί τριις πρώτοι ίροι ταυτης της αναλογίας ttvat ισοί μέ τάς τρεις διδομίνας γραμμάς’ λοιπόν Δ Χ  tlvai 15 ζητουμένη τετάρτη ανάλογος, σχ. x3g.Ι ί ό ρ ι β μ α .  Παρομοίως νίθίλαμιν ιδρη τρίτην άνβλο» γον δύο δεδομένων γραμμών A , Β ’ διότι αυτή άλλό τι δεν άθελεν είναι παρά ή τετάρτη ανάλογος τών τριών γραμμών A , Β, Β,
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10'JΠ  V  Ο  Β  Λ  I I  Μ  Λ  Γ .Ν« ιδρωμεν μ.ίβην κνάλογον μεταξύ δύο δεδομίνων γραμμών Λ  καί D.Επί τής απροσδιορίστου ΔΖ άς ληφθϊί Δ Ε « = Α ,  καν EZo=r*D: όπί τ?ς όλης ΔΖ ώς διαμίτρου, ας γραφΟίί ή ήμιπιριφ ίρεια ΔίΙΖ* εΐς τήν ς-ιγμήν Ε  άς ύψωΟη έτη τής διαμίτροΐι ή κάθετος ΕΙΓ,ήτις συναπαντά την περιφέρειαν εΐς II.· λίγω οτι Ε Η  είναι ή ζητουμένη μέσνΐ) ανάλογος, οχ. Irffo.Διο'τι ή φερομίνη· κάθετος άπο h  σημεΐον της περιφε- ρίίας ίπί τής it  άντρου είναι μίση ανάλογος μετάξι* τών δύο τμημάτων τής διαμίτρου (τ^ο; a3)* λοιπδν 112 είναι μίση ανάλογος μεταξύ τών τμημάτων Δ Ε , Ε Ζ , άλλα τα τμήματα ταντ* είναι Ισα μα τάς δεδομένα; γραμμας Λ  καί Β; π ρ ο  β λ . η μ α  δ \Νά διαιρίσωμεν τήν δεδομίνην ευθείαν ΑΒ it; δύο μίρη ώς·* τδ μέγαλήτερον νά ί,ναι μίσον άν άλογον με* ταξύ τής δλης γραμμές καί τοΰ άλλου μίρους. σχ. 1 4 »·Εΐς τδ άκρον Β της γραμμές ΑΒ ας ύψωδή ή κάθετο; ΒΓ Γση'μέ τδ ήμισυ τής ΑΒ* έκ της ςιγμής Γ  ώς ίχ κέντρου, μέ ακτίνα ΓΒ άς γραφδή περιφίρεια’ άς έπιζευ- χΟίί Α Γ  ήτις τίμνει τήν περιφίοειαν εις Δ, καί ά'ς ληφδνί ΑΖ·*»ΑΔ* λίγω δτι ή ΑΒ διαιρείται εις τήν ς-ιγμήν Ζ  κατά τδν ζητούμενον τρόπον, τουτίςτ ώς ΑΒ:ΑΖ : ;Α Ζ;ΖΒ .Διότι οδσα ή ΑΒ κάθετος εις τδ άκρον της άκτινος ΓΒ είναι ίφαπτομίνη* καί ίάν προεκβληθεί ΛΓ εως ου να σηναπαντήση εκ νίου τήν περιφέρειαν εΐς Ε , Οε'λομεν εχει. -ΑΕ : ΑΒ : :  Λ Β : ΑΔ (προ. 3ο )* λοιςτδν, ε ν δ ι α ι ρ ίσε ε, Α Ε - Α Β :  Α Β : :  ΑΒ— ΑΔ : ΑΔ. Αλλ’ ,έπειδή ή & $ $ & ?  είναι τδ ημισυ τής ΑΒ, ή διάμετρος Δ Ε  είναι ϊτη μέ τήν ΑΒ, καί Απομένω; ΑΕ—Α Β «= Λ Δ = ^ Α Ζ · ΐχομςν



ιοδωσαύτως, επειδή Α Ζ ^ Α Δ ,  ΑΒ—ΑΔ“ »ΖΒ* λοιπον Λ Ζ  : ΑΒ : : ΖΒ : ΑΔτ ή Α Ζ ’ λοιπον άντις- ρί φοντες Οελομεν έχει ΑΒ : ΑΖ : :  Α Ζ : ΖΒ* ίπειδή δε ΑΒ> ΑΖ, δια τούτο και Α Ζ >  ΖΒ* λοιπόν ΑΖ είναι τόμείζον τμήμα καί ώς βλε'τομεν είναι μέσον άνάλογον μεταξύ τής όλης ΑΒ καί τού μικρότερου τμήματος ΖΒ .2/ ολ ι ον. Τό είδος τούτο τής διαιρίσεως τής γραμμής ΑΒ καλείται διαίρισις εις με'σον κα ί άκρον λόγ ο ν :  δέλομεν ιδεΐ τάς /ρήσεις της. Ημπορούμεν δέ να σημειώσωμεν ότι ή διατέμνουσα ΑΕ διαιρείται εις μέσον καί ακρον λόγον εις την ςκγμ’όν Δ* διότι, επειδή ΑΒ«=>* ΔΕ, έχομε·/ Α Ε ; ΔΕ :%ίΔΕ; ΑΔ.Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Ε'.Από δεδομένον σημεΐον Α ίντός δεδομένης γωνίας ΒΓΔ, να άχδτί ή ΒΔ εις τρόπον ώς-ε τα με'ρη ΑΒ, ΑΔ τά περιεχόμενα μεταξύ τού σημείου Α  καί των δύο πλευρών τής γωνίας να ή ναι ίσα. σχ. ιήα*Δια τής ς*ιγμής Λ άς άχδή ή ΑΕ παράλληλος τής Ι^Λ, ας ληφθ'5 Β Ε = Γ Ε ,  και α; άχδή ή ΒΑΔ,  ήτις είναι ή ζητούμενη γραμμή·Διότι, ούσης τής Α Ε  παραλλήλου τής ΓΔ, εχομεν BE; Ε Γ  : ;Β Α ; ΑΔ* τώρα Β Ε ^ Ε Γ ’ λοιπόν Β Α *^ ΑΔ» Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  ς \  · #Να κατασκευάσωμεν τετράγωνον ισοδύναμον μέ . πα* ραλληλόγραμμον ή δεόομίνον τρίγωνον·
1 /ν ΑΒΓΔ το δέδομίνον παραλληλόγραμμον, ΑΒ ή βάσιςτου,- ΔΕ το ύψος του: άς ζητηδή μίση ανάλογος Χ Ψ  μεταξύ ΑΒ καί ΔΕ ( προ'βλ. 3)* λίγω οτι το. •^.^Ϋ^δκευαζόμενον τετράγωνον' ίπί τής ΧΨ  ισοδύναμε?μέ τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Διότι'έκτης κατα-aσκευής εχομεν ΑΒ ; Χ Ψ :;Χ Ψ :Δ Ε *  λοιπόν Χ Ψ ^ Α Β Χ



ΔΕ*. άλλ£ Α Β Χ Λ Ε ε ί ν α  to μίτρον του τταραλ^λογράμ·• .  —» .  ·μου, καί.ΧΨ* to του τετραγώνου* λοιπόν είγαι ισοδύ· ναμα* σχ* ι 43*α·ςν Εςω ΛΒΓ τι» δεδομένου τρίγωνον, ΒΓ ή βάσις του, ΑΔ τό ύψος του: ας ληφθή μέση ανάλογος’ μεταξύ ΒΓ.καί του ήμισεως τής ΑΔ, και ε«τω Χ Ψ  ή μέση· αυτή ανάλογος* λέγω on τό κατασκ$υαζο'μενον τετράγωνον ίπί τής ΧΨ* ίσο δυνάμει με τό δεδομένου τρίγωνον ΑΒΙ\ σγ. r#4* ν" Διότι, Ιπειδή εχομεν Β Γ : Χ Ψ :; Χ Ψ : * ΑΔ, επετοα— 2 4,·ό'τι Χ ψ = *  Α Β Χ 4 Δ Δ *  λοιπόν τό τετράγωνον τής Χ Ψ  ίσοδυναμεΐ μέ τό τρίγωνον ΑΒΓ*. Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Ζ\Επί τής δεδομένη; γραμμής ΑΔ νά κατασκευάσω- μεν ορθογώνιον Α Δ Ε Χ  ισοδύναμον μέ τό δεδομένού όρ-· Οογώνιον ΑΒΖΓ. σχ. ι 45.Ας ζητηθ'φ τετάρτη ανάλογος των τριών γραμμών Α Δ, ΛΒ, Α Γ , καί 2ς·ω Α Χ  ή τέταρτη αυτή ανάλογο;4 λ'έγοΐ οτι τό κατασκευαζόμενον ορθογώνιον επί ΑΔ καί Α Χ  ισοδύναμε; μΐ τό όρθογώνιον ΑΒΖΓ*Atoti, έπειδή εχομεν Α Δ : Α Β :: Α Γ  .* Α Χ , ακολουθεί οτι Α Δ Χ Λ Χ = * Α Β Χ  ΑΓ* λοιπόν τό ορθογώνιον Α Δ Ε Χ  ίσοδυναμεΐ μό τό όρθογώνιον ΑΒΖΓ*Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  Η\Να ευρωμεν εις γραμμάς τόν λόγον του ορθογωνίου δύο δεδομένων γραμμών Α καί Β πρός τό όρθογώνιον δύο δεδομένων γραμμών Γ  καί Δ* σχ· ι48*Ες*ω X  τέταρτη ανάλογος των τριών γραμμών Β ,Γ ,Δ ’ λέγω ότι ό λο'γος των δύο γραμμών Α καί X  είναι ίσος με τον των δύο ορθογωνίων Α Χ Β ,  Γ Χ Δ ,
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roSΔιότι, ίπιιδή εχομεν Β :Γ::Δ:Χν ίπεται δτι Γ Χ Δ “  Β Χ Χ 4 λοιπήν Α Χ Β : Γ Χ Δ : : Α Χ Β : Β Χ Χ : : Α : Χ .Πόρισμα.  Εις ευρεσιν λοιπδν του λόγου των τετραγώνων των δεδομένων γραμμών Α και Γ , ας ζητνίσωμεντριτην άνάλογον X  των γραμμών Α καί Γ , εις τρόπον—a —a
ωςι Α : Γ : : Γ : Χ ,  καί θελ·μεν ?χει Α : Γ : : Α : Χ *  Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  θ \Να «ίίρωμεν εις γραμμας τον λόγον του γινομένου τριών δεδομένων γράδων Α , Β ,  Γ , πρδ; τδ'γινόμενον τριών άλλων ίττίσνις δεδομένων Π , Κ , Ρ , (ι)·Ας ζητηβτί τέταρτη άναλογος X  των τρών δεδομένων γραμμών Π, A , Β4 άς ζητηδϊί έπίσης τέταρτη ανάλογος Ψ  των τριών δεδομένων γραμμών Γ , Κ , Ρ. Αι δυο γραμμα; X , Ψ θέλουν είναι μετάςυ των ώ; τα γινόμενα Α Χ Β Χ Γ ,  Π Χ Κ Χ Ρ .Διότι, έπειδ* Π ; Α : : Β : Χ ,  εχομεν Α Χ Β = > Π Χ Χ ,  και, πολλλαπλαοιασΟεντων των δυο μερών επί Γ , Α Χ  Β X  Γ— Π X Γ  X X 4 ωσαύτως, επειδή Γ : Κ : :  Ρ : Ψ , έπε· τα; ότ; Κ Χ Ρ - ^ Γ Χ Ψ '  καί, μετά τον πολλαπλασιασμόν των δυο μερών ίπί Π, £/ομε ν Π Χ Κ & Ρ “ Π Χ Γ Χ Ψ # λοιπδν τδ γινόμενον Α Χ Β Χ Γ  είναι προς τδ γινόμενον Π Χ Κ Χ Ρ ώ ς  Γ Λ Π Χ Χ π ρ δ ς  Π Χ Γ Χ  Ψ , *  ώς X  προ; Ψ. Π  Ρ ο  δ  Λ Η Μ  A Γ;Να εύ'ρωμιν τρίγωνον ισοδύναμον μέ δεδομίνον .πολύγωνον*

(ι) Ε π% ά λ λ ο υ  Μιμίν ?ίιι τδ ·ρόμ«δν tf>tSv γραμμών 
Ί?α?ΐ7*νιι ft fioioV ίιά  τονίτο Α ί^ώνΐ^ις τίν ινίροντος ττμβλ*·' 
μ*το$ ίύ^αται *ά άχδ$ ιΐ$ τ*ν άχ$λςυ0ί* j, Αΐίομίνων των τριών 
^αςχσιων ςιριίιν να ι·5:ωμιν τον λίγ;ν πότων ιί* γββμμ*; Ο» Μ*



Πρίπβι να πασχίσωμεν νά τρίψωμιν ίο διδομίνον πολύγωνον είς άλλο ισοδύναμον μιας πλευράς όλιγώτβρον ίο3 δεδομένου, και τούτο πάλιν είς άλλο ισοδύναμον μιας πλευράς ολιγώτερΟν, καί οδτως ίφεξης, ?ως ου τε- λευταίον να χατανηίσωμεν εις ισοδύναμον Ίρίγωνον το όϊτοΤον ΟΛα .είναι τό ζητούμενον.Ε?ω λοιπόν ΑΒΓΔΕ τό δεδομίνον πολύγωνον* Ας ΙπιζευχΟίί ί  διαγώνιος Γ Ε , ήτις άφαιρεί το τρίγωνον Γ Δ Ε # Ζκ τ£ς <τιγμ$;ς Δ άς άχΟίί ή ΔΖ παράλληλος τν5 Γ Ε  Ζως ου νά συναπαντ^ση τί,ν ΛΕ προεκβαλλομίνην’ ας Ζπιζευχθίί  ̂ Γ Ζ , και το πολύγωνον ΑΒΓΔΕ Οίλιι ίσο- δυναμεϊ μί τύ πολύγωνον ΑΒΓΖ το οποίον εχει μίαν πλευράν όλιγώτερον.Διότι τα τρίγωνα Γ Δ Ε , Γ Ζ Ε  Ζχουν κοινλν βάσιν τήν Γ Ε 1 Ζχουν ωσαύτως το ίδιον δψος, διύτι at κορυφαίτων Δ» Ζ} κείνται έπί μιας γραμμής Δ?^ παραλλνίλου της δάσεως* λοιπόν τά τρίγωνα ταυτα είναι ισοδύναμα, Προσ- ίετοντες καί ε£ς τά ‘ δύο μίρη το σχήμα Α Β Γ Ε , εχομεν ίς ένός μίρους το πολύγωνον Α Β ΓΔΕ, και Ζκ του άλλου τό πολύγωνον Α Β ΓΖ, τά όποια είναι ισοδύναμα.Παρομοίως δυνείμεΟα νά άφαιρίσωμεν την γωνίαν 9 άντικαΟις'ωντες άντί τοδ τριγώνου ΑΒΓ το ισοδύναμον Α Η Γ, και οδτως τό πεντάγωνον ΛΒΔΕ θελει τραπη είς ισοδύναμον τρίγωνον ΗΓΖ*·σχ· 1 46.Ο αυτό; τρύπρς ίφαρμο'ζεται ιίς κάθε άλλο σχήμα* διύτι όλιγος·&ύοντες κάθε φοράν τόν αριθμόν τ&ν πλευρών̂  Οίλομεν καταντήσει τΖλος είς το ισοδύναμον τρίγωνον·2 χ ύ λ ι ο ν .  Είδομεν (προβ, 6) οτι κάδε τρίγωνον δύ- ναται νά τραπεί είς ισοδύναμον τετράγωνον. Ουτω πάντοτε είναι δυνατόν νά εύρεΟ*̂  τετράγωνον ισοδύναμον μϊ διδομίνον εύΟύγραμμον σχήμα" τούτο δέ καλείται τ ι -



n oτραγωνίζειν το εύΟύγραμμον «χ?μ*|. ή ευρίσκανΤ,τόν τετραγωνι σμόν αυτοί;.To πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου συνί* τάτάι εις την είίρεσιν τετραγώνου ισοδυνάμου μι κύκλο*· δεδομένης διαμέτρου·Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  ΙΑ '.Να κατασκευάσωμεν τετράγωνον ίσον μ$ το άθροισμα >5 την διουροραν δύο δεδομένων τετραγώνων.Εδωσαν Α  και Β αί πλευράς των δεδομένων τετράς γώνων.χ·ς* Εάν πρεπη νά ευρωμεν τετράγωνον ίσον μέ τ^ άθροισμα τούτων των τετραγώνων, ας φερΟώσι προς όρΟάί 
αΐ άπροσδίο'ρκτοι ΕΔ, Ε Ζ ’ άς ληφΟη ΕΔ Α καί ΕΗ^·** Β, άς ίπιζιυχθτί AH, και ΔΙΙ θέλει είναι ή πλευρά τ«ι5 ζητούμενου τετραγώνου, σχ. i/fl.Διότι όντας του τριγώνου ΔΕΗ ορθογωνίου, το ΐτ4 της Δ ίί κατασκευαζόμενον τετράγωνον ίσουται μι. τ^ άθροισμα των επί ΕΔ καί ΕΗ  κατασκευαζομενών.α.*ν Εάν δε πρέπη νά ευρωμεν τετράγωνον ίσον μ& την διαφοράν δεδομένων τετραγώνων, άς σχηματιοθ| ωσαύτως ή ορθή γωνία ΖΕΘ. άς ληφθνί HE ίση με τήν μικροτέραν των ..πλευρών Α καί Β* εκ της ςτγμής Η  εκ κέντρου, μέ ακτίνα Η Θ  ίση μέ την άλλην πλευράς, α; γραφθη τοξον το οποίον τέμνει ΕΘ  εις Θ ’ λέγω το τετράγωνον της ΕΘ ίσουται μέ την διαφοράν τών τετραγώνων των γραμμών Α καί Β.Διότι το τρίγωνον Η ΕΘ  είναι ορθογώνιον, η ύποτβί· νουσα Η Θ  =  Λ, καί ή πλευρά H E * ·  Β' λοιπόν το τι* τράγωνον της ΕΘ κ. τ λ,2χόλιον,  Με τον ίδιον τρόπον ημπορουμεν νά ?β«· ρωμεν τετράγωνον ίσον μέ το άθροισμα όσων θελομιν τετραγώνων* διότι μι την αυτήν κατασκευήν μέ νή*



Ι ί  Iόποιαν άνάγομεν Sue «ίς ?ν, άνάγομεν τρία εις δυο, καί τα δυο ταυτα εις έν, καί ουτω διά τά άλλα. Το αυτό ήθελεν υπάρχει έάν μερικά των τετραγώνων επρει;ε νά εξαιρεθούν άπό το άθροισμα των άλλων.Π Ρ Ο Β Α  Η  Μ  A  IB ’.Νά κατασκευάσωμεν τετράγωνον το όποιον να εχη λόγον- προς το δεδομένοΥ ΑΒΓΑ, ον ή γραμμή Μ  προς τήν γραμμήν Ν . οχ. ι5ο.' Επί τής «προσδιορίσου Ε ΙΙ, άς λν,φθή Ε Ζ * = Μ  καί ZH«=»N‘ έπ ίτ ή ςΕ Η  ώς διαμέτρου, άς γραφθή ήμιπε- ριφέρίΐα, και είς τήν ςτγμήν Ζ  άς ύψωθή έπί τής διαμέτρου ή κάθετος Ζ Θ . Από τήν ςτγμήν· Θ ας «χθωσιν αί χορδαί Η Θ , ΘΕ.αίτινες άς προ εκβληθώ®w «προσδιορίσω;: Μ  τής πρώτες άς λν,φθή ΘΚ* ίση μ» τήν πλευράν ΑΒ του δεδομένου τετραγώνου, καί έκ τής σιγμής Κ* άς άχδ$ ή Κ Τ  παράλληλος τής Ε Η . λέγω ότι Θ Ι είναι ή πλευρά του ζτ<τουμένου τετραγώνου.Διότι, «ξ αιτίας τών παραλλήλων Κ Ι ,  H E , εχομεν
—ι  —a —a —aΘ Ι : Θ Κ ': : Θ Ε : ΘΗ* λιιπόν Θ Ι : Θ Κ '::  Θ Ε : Θ Η : άΧΚ εις τό. όρθογώνιδν τρίγωνον ΕΘ Η  (πρό. α3), τό τετράγωνον. τής Θ Ε  είναι πρός τό τετράγωνον τής Θ Η  ώ; τό τμήμα Ε Ζ  προς τό τμήμα ΖΗ , ή ώς Μ. προς Ν , λοιπόν Θ Ι : Θ Κ ' : : Μ : Ν .  Αλλά Θ Κ '=»Α Β * λοιπόν τό τετράγωνον τής Θ Ι είναι πρός τό τετράγωνον τής ΑΒ ώ; Μ  πρός ί ί . Π Λ Ο Β Λ Η Μ Α ΙΓ\Επί τής πλευράς Ζ Η , όμολόγου τή Α Β , νά γράψοιμεν πολύγωνον όμοιον τω δεδομίνω ΑΒΓΔΕ. σχ. lag.Εις τό δεδομένον πολύγωνον άς επιζευχζώσιν αί δια-, γώνιοι Α Γ , Α Δ , εις τήν ςτγμήν Ζ  άς γέννι ή γωνία



t l i  /
HZ& — Β Α Γ , καί ιις ifo  ς*4γμην .H  i  γωνία ΖΗΘ «· A B P  <si γραμμαί Ζ Θ , Η Θ , τίμνονται εις Θ , και ΖΗΘ είναι τρίγωνον όμοιον μέ τό. Α Β Γ : ώσαύτωςεπι tie  Ζ Θ , όμολο'γου τς Α Γ , ά; κατασκευασΟη τό τρίγωνον ΖΙΘ  όμοιον τώ ΑΔΓ, καν Μ  της Ζ Ι  όμολόγου τνϊ ΑΔ, ά; κατασκευασθίί το τρίγωνον ΖΙΚ! όμοιον τιμ ΑΔΕ. Τό πολύγωνον ΖΗΘΙΚ* είναι τόζητούμινον όμοιον τφ ΑΒΓΔΕ, Διότι τα δύο ταυτα πολύγωνα σύγίαινται από tov αυτόν αριθμόν τριγώνων όμοίων καί όμαίω; κειμίνων (προ'. a6). Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α' Δεδομίνων- δύο όμοίων σχημάτων, να κατασκευασθί βχίμα όμοιον ίσον με τό άθροισμα η τήν διαφοράν των;Εδωσαν Α και Β δύο όμύλογοι πλευραί τών δεδο-> μίνων σχημάτων, άς ζητηθεί τετράγωνον ίσον μέ τό άθροισμα i  την διαφοράν των τετράγωνον των Α καί Β' 

ιςω  X  i  πλευρά τούτου του τετραγώνου, X  θίλει είναι εί; τό ζητούμενου σχήμα i  όμολογος πλευρά τ$ Α και Β εις τά δεδομένα σχνίματα. Ακολούθως τό σχήμα κα* τασκευάζεται διά τοδ προλαβοντος προβλήματος.Διότι τά όμοια σχήματα είναι ώς τα τετράγωνα των ομολόγων πλευρών. Τώρα τό τετράγωνον της πλευράς X  είναι ίσον με τό άθροισμα η την. διαφοράν των κατα- σκευαζομενων τετραγώνων επί των ομολόγων πλευρών Α καί Β* λοιπόν τό τετράγωνον της πλευράς X  είναι ίσον με τό άθροισμα ίί την διαφοράν τών κατασκιυαζομίνων όμοίων σχημάτων 4πί τών πλευρών Α καί Β.Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  ΙΕ\Νά κατασκευάσωμεν σχήμα όμοιον μΐ δεδομινον, καί τό όποιον νά ίχη πρό; τούτο τό σχήμα λόγον διδομόνον Μ προς Ν . ■



E?la A μ(κ τΟν πλίνρ&ν τοΰ δβδομίγον σχήματος, X  
i  ίμιίλογας ττλιυρΛ ιίς τίι ζητούμβν'ίγ· ίπιιδτ} τίί διίο τ«3τ* οχτίμηα πρίπιι v« ίναι ίμοια, xctV τ« δμόια οχτί* ματα civilι ώς τά τετράγωνα- τδνΛ όμολύγων. πληρών* δι& το&το τι) τετράγωνον της X  «νήσιη να ηνκτπρΰς τό τετράγωνον- τίίς'Α ώς, Μ  προς N ‘ βίιρί*κομεν λοιπον X  διατοΒ προβλήματος ID*. γνως“ίς της X , το ύπο'« λοιπον έκτίλίίτα.ι δικτοΰ ΙΓ ’ προβλήματος. Π Ρ Ο Β Α  Η  Μ Α  ΐ ς ' .Να χατεσκευχσωμβν.-. σχϊίμα δμΐηον μέ το σχήμα Π  και ισοδύναμον μΐ τΑ σχίμα Κι σχ. x5i ,Ζηταομον τϋν πλίοράν Μ τού ισοδυνάμου τετραγώνου μέ τδ σχίίμκ Π , χαΐ τλ,ν πλίυραν Ν του ισοδυνάμου τι* τραγώνου μϊ Το σχ?ίμκ Κ.' ίΰρίσχομον ακολούθως μίαν Τίϊάρτην ανάλογον X  τβν γραμμών Μ , Ν , ΑΒ αίτινις ιΐναι διδομίναι* έπι της πλϋυράς X , όμολογου τ^ ΑΒ, ας γρα̂ /Ori σχήμα δμοιον μέ το σχίμα Π* λέγιρ ·οτι Οίλίι elvat προσέτι ισοδύναμον μέ το σχήμα Κ .Διότι καλούντίς Ψ  το Μ  τ?ίς πλευράς X  άναγραφό-—1 *7*4μίνον σχήμα, Οίλομεν ?χει Π : Ψ : : ΛΒ :Χ* άλλ* ίκ τίς

— a a a aκατασχεης, A 1 ) :X ::M :N , vi Α Β : Χ : : Μ : Ν *  λοιπον
a a aI I :  Ψ : : M : N .  Αλλ’ «κ τίς κατασκευές ίχομεν Μ **·

aΠ καί Ν = Κ ·  λοιπόν Π  : Ψ ::  Π : Κ ’ λοιπον Ψ ·= ·Κ · κρα τέ σχήμα Ψ  είναι ίμΟιον μέ τΑ σχέμα Π , και ισοδύναμον μέ τΑ άχέμα Κ .Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α  ΙΖ '.Να χατασκευάσοιμεν ορθογώνιον ισοδύναμον μέ το δ«· δομένον τετράγωνον Γ , καί του οποίοιι αί προσκείμεναΐ πλευραί νά.κάμνουν δεδομένου άθροισμά ΑΒ. <sy. i5a,8
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Επί τίς ΑΒ, ως διαμέτρου, άς γραφθεί Ημιπεριφέρειά* ίκ Α άςδψωθίί μία κάθετο; ίπ ιτΗ ν^Β , καίάφ’ ου ληφθη επν'τίς καθέτου η.ΑΔ ίση μί την πλευράν του δεδομένου τετραγώνου IVάς άχθη rtf ΔΕ παράλληλο; τη ΛΒ. * Α770*.τ̂ ν ςΗγμίν Έ , -.οπου tf παράλληλος τέμνει τδν περιφέρειαν &ζ κατεβασθη Επί'της διαμέτρου, ή κάθετος ΕΖ* λέγω δτι Α Ζ και ΖΒ είναι αί πλευραί του ζητούμενου ορθογωνίου’ διότι τδ . άθροισμά των είναι* ίσον με ΑΒ* και το ορθογώνιον των ΛΖ·ΧΖΒ είναι ίσον με τδ τετράγωνον της ΕΖ ( προ. 2$), η μέ τδ τετράγωνον της ΛΔ* λοιπδν τδ ορθογώνιον, τούτο είναι ισοδύναμον με τδ δεδομένον τετράγωνοί Γ.Σχόλιον. Ata να ηναι τδ πρόβλημα δυνατόν, πρέπει τδ διάςημα ΛΔ νά μη υπερβαίνη :την ακτίνα,, τούτες^ Η πλευρά του τετραγώνου Γ νά μΗ ύπερβαινη τδ.νίμισ,υ- τίίς γραμμής ΑΒ. (ι),Π  Ρ ο  Β Λ Η  Μ Λ, ΙΗ \Νά κατάσκευάσωμεν ορθογώνιον ισοδύναμον με :τετρ.ά: γωνον F , χαί του οποίου αί προσκείμενα; πλευραί νά έχουν μεταξύ των την δεδομίνην διαφοράν ΛΒ. Οχ. ι53.Επί της δεδομένης ΑΒ, ώ; διαμέτρου, ά; ρ̂αφθη περιφέρεια* εις'τδ άκρον της διαμέτρου ά; άχθη ·/, Εφαπτομένη ΑΔ ίση με την πλευράν του τετραγώνου Γ: άς ένωθη Η ΔΟ καί άς προεκβληΟη. εως ου νά συναπαντηση την περιφέρειαν εις Ε* λέγω δτι ΔΕ καί ΔΖ είναι αί προσκείμενα; πλευραι του ζητούμενου ορθογωνίου.
-Λ m ' <- -  - -  ■ ■ < ■ - · <! I ■  I 4  ■ *^ » » · ·* · ’  1 * · *  <4

(Ο  To Opicv λοιπόν τιυ προβλτίμαης tivat £τ*ν η ττλιυ^ά τςυ τε
τραγώνου ιίναι ίαη μ» τδ τίμιου του <£ι£ομίνου αθροίσματος καί τοτ« 
το χαταο^υαζομινον ορβογώνιον τίν#ι ιί; τίν μιγίςΎ,ν τιυ χητά- 
ςασιν* ιίς τδ ί?ιον τούτο ή ^ιρομίνη παράλληλο; τη AU άτττιται.τη; 
ιτιριγιριία;. ΓΓίμαν τούτου τού ό̂ ίου τδ 7Γ£θ£>.ημα κχταςαίνιται ανύ
παρκτον* <Μτι £ΐν Οπά^ηιι πλίον κείνον οημυον μ« τ^ν (^ιμίντ,/ 
παράλληλον καί την πιρι^ιΐΛν» Ο» Μ*
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i t S  -
: Altai. ί.«;ί<ϊι*93βά fflv πλίκρΟν τουτων etvai ί<τη («.% -rAy διίμβτρον KZ fi ΛΒ. a.0» τδ ορθογώνιον Δ Ε Χ Δ Ζ*-JIιΐναι ίιχο,ν μδ ΛΔ (πρό. 3o)* λοιπόν to ορθογώνιον toffto ιτοίυναμ«Γ,μ{.τδ taiojx^vov τίτράγωνον Γ . 1II P O 13 Λ tt M A Ιθ\N f fjplvjAiv to Κοινδν μίτραν, έάν δπώρχη» μοταζυ τλς διαγώνιου Moil τής πλβυρας. τοίϊ.τίτραγώνου,Ετω ΛΙ)ΓΗ. ύττοιονΑνίποτβ τοτραγωνον,- Α Γ j5 ta«- γώνιίί το.ο. .αχ. i5<f.Επβιδή .Α Γ  ιί>ς πλαγίι* ιΙχαΓ μογαλητίρα τής ΓΒ ώς χαΟίτου,,πρίποι ν,ά.φίροψ,ον ΓΒ έπΙΓΑ τοαάκις δαα'κις βΐναι δυνατόν νά πίριίχοται (προβλ. I?.' βφλ. a), καί «ρός toff· ίο  ας γραφΟ̂ , ίκ toff κίντρουΓ μΐ την ακτίνα ΓΒ to ήμι- κύκλιο» ΑΒΙ3Γ; βλίτομον ότι ΓΒ, ποριίχβται μίαν φοράν etc Λ Γ .μ Ι to ,όπόλρι™» ΑΔ* τδ ίξαγο'μίνοί λοιπδν τής πρώτης.ίργαβίας eivoti τδ .πηλίκον ι μ ΐ τδ υπόλοιπον ΛΔ, τδ όποιον .«ρίποι νά αυγχρίνωμον μί ΒΓ ή μέ τήνίβην Ό Κ '.ΛΒ .,-jΗμπυροΟίμον νά λα'βωμιν ΑΖ“ =»ΑΔ, καί νά φίρωμον ΑΖ Ιπί Α Β ’ ήΟίλαμο» ιδρτρ οτι «οριίχοται δίς μέ υπόλοιπον: πλήν ίποιδή τδ δπόλοιπον τοΟτδ και τά ο&όλουΟα προβαίνουν αμιχρννοντ'α, καί διά τήν «μικρότητα ;των άμίοως ήΟιλον γίνη άνιπαίοΟητα, ή άνωτίριο πράξις δίν ήδιλον. οίναι παρά άτολίς μηχανικόν μίοον, δΟίν tiffOte δίν ^Οίλαμι» ήμπορίοοι νά τυμπιρανωμιν &ςβ νά άπο- φαοίαωμιν ίάν αί γραμμαί Α Γ , ΓΒ ίχουν ή δίν «χουν μίταξυ των χοινδν μίτρον: άλλ* ύπαρχοι μέσον άπλους·ατον νά άποφνγωμον τάς μοιουμίνας γραμμάς; και νά μή ϊ^ωμιν νά Ιργαζώμίθα παρά ίπί γραμμών αί όποΐαι μένουν πάνίοτ· .το5 iiiouj μογίόους.



Ttj* cvn, οΰστης της γωνίας ΑΒΓ όρΒής,; ΑΒ ilvat άιράπ* τομένη, και Α Ε  διατέμνουσα ήγμενη εκ τοΟ ίδιου ση- jit ίου, εις τρόπον ώςά βχομεν (προ. 3ο) ΑΔ : ΛΒ: :ΑΒ: Α Ε . Ούτως- είς τήν δευτίραν ίργασίαν, 'είς τήόόποίαν πρόκειται νά συγκρίνω μεν ΑΔ μί ΑΒ, έμπορου μεν αντί του λόγου της ΑΔ προς; ΑΒ, να λάβωμεν ;τόν της ΑΒ ττρος Α Ε : Τοίρα ΑΒ η ίση της ΓΔ περιόχεται δΐ; είς ΑΕ μΐ τό υπόλοιπον ΑΔ’ λοιμόν τό έξαγόμενον' της δεύτερος εργασίας είναι τό πηλίκον a μί το υπόλοιπον . ΑΔ τό -όποιον πρίπει να συγκρίνωμ'εν μ'β ΑΒ.Η τρίτη Εργασία, η τις συνϊς-αται είς την σύγκρισιν της ΑΔ μί ΑΒ, άγεται ωσαύτως είς την είύγκρίσιν' τής ΑΒ of της ίσης της ΓΔ μί ΑΕ, και άκόμη ϊχομεν πηλίκου a καί υπόλοιπον ΑΔ,Τώρα έπειίή είς ολας ταότας τας εργασίας καί τας ακολούθους ίργαζόμεΟα ίπί των αΰτΰν- ποσοτήτων, διά τούτο Οίλομεν 2χει τό αότα ίξαγόμενον δηλαδή πηλίκου 
2 καί Οπόλοιπον ΑΔ, και όσον καί αν προεκτείνωμεν την ίργασίαν πάντοτε το αυτό πηλΒιον'καί τό αύτό υπόλοιπον ΑΔ εύρίσκομεν* ίπειδή λοιπόν πάντοτε εΰρίσκομεν τό-αύτό υπόλοιπον του ίδιου μεγίΟους, ή ίργασί* δίν τε- λειόνει ποτό* διότι ποτί δίν εΰρίσκομεν υπόλοιπον μηδίν. Δικαίως λοιπόν ήμποροΰμεν να συμπεράνωμεν ότι δεν •ΰπάρχει κοινόν μίτρον μεταξύ τής διαγώνιου καί της πλ.ευράς του τετραγώνου: αλήθεια γνως·ή καί <κ της αριθμητική; (διότι αΐ γραμμαί αυτ«ι είναι μεταξύ των ϊ :  : ι ήγονιν είς λόγον «σύμμετρον ( πρ. ι x ) ), πλλν άποκαΟίς-αται σαφες-άτη διά της γ'εωμετρικης λύσεως.Σχόλιόν.  Αδύνατον λοιπόν είναι να ευρωμεν εις αριθμούς τον ακριβή λόγον τής διαγώνιου προς την πλευράν του τετραγώνου’ άλλ’ ήμοροΰμεν νά πλησιάαωρίεν τοσοδ* τον όσον ΟΛομέν διά τού συνεχούς κλάσματος τό όποιον
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t ' « 7ειν*ι νίσον Ιμΐ τοδτον τον λόγον. Η  πρώτη Ιργασία ίίωκείία  πηλίκον ε* ή ίευτίρ'ά καί ύλαι αί άλλαι ίπ’ άπειρονίίίουν a :  Ουίωςτό περίοδ ο λίγος κλάσμα είνάι............ι Η- 4- Μ Ή  4 ■·+* 4 *h < ■ +■  λ; τ . λ . Ιπ’, άπειρον. ΓΙαρα3'«ίγ(Α«ΊΓθς χάριν, έ«  ̂ λογαριάσωμεν τούτο τύ κλάσμα μίχρι τοΟ τετάρτου ίρου, εΰρίοκομεν ότι ή τιμ4 του. είναι ι~ ·· vj i i *  εις τρόπον ω78 ό ώς ίγγι^α λόγος τ4ς ίιαγωνίου προς τήν πλευράν του τετραγώνου είναι:: 
4 1 : 29. IIOaXotjACv εύρη πλίον ώς εγγιςν. λόγον λογα- ριάζοντες (Αίγαλότίρον αριθμόν ό’ροιν.

I  I 1 Α I 0  I  A .  
φ« ΚΛΝΟΚΙΚ.Α ΗΘΑΤΓΩΝΑΚ Λ Ι Τ Ο  Μ Κ Ί Ρ Ο Ν  Τ Ο Υ  Κ Υ Κ Λ Ο Υ .Ο Ρ Ι Σ Μ Ο Σ .
Τ  ..X  ο πολύγωνον τδ όποιον εντάυτω είναι ισογώνιον καί ισόπλευρον, καλείται κανονικόν,  πολύγωνον.ϊπάρχουν κανονικά πολύγωνα κάθε αριθμού πλευρών. Τδ ισόπλευρον τρίγωνον είναι τδ κανονικόν πολύγοινον τριών πλευρών* καί το τετράγωνον, το των τεσσάρων.



Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Π  P O T  Η .Ο E f t  Ρ Η Μ Α .Δυο κανονικά Πολύγωνα του ίδιου άρςθμου πλιυρών «ναι'δυο όμοια οχήματα, οχ. 1 55-Ες-ωσαν, παραδίίγμτος χα'ριν, τα δυο κανονικά. έξά- γωνα ΑΒΓΔΕΖ, αβγδίζ* τό άθροισμα τών,γωνιών «ίναι τΔ αυτό και «ΐς τα δυο σχόματα, ΐσοϋται δέ μ« οκτώ γωνίας, όρθάς /a8 ι ). Η γωνία Α. «ίναι τό ίίκτον μ«ρος τούτου τοΰ αθροίσματος ώς κ|ί ·<5 γωνία α’ λοιπόν αί δυο γωνίαι Α και α «ναι ίσαι* ίπομίνως τό αυτό ύπάρχα διά τάς γωνία; Β καί β, Γ καί γ κ.τ,λ.• Π«ριπλίον, ίπιιδή U  ,τ/ίς φΰσ«ω; των πολυγώνων τούτων αί πλ«υραί Α Β ,.Β Γ , ΓΔ κ,τ.λ, «ίναι Γσαι, καθώς καί αί αβ, βγ, γδ κ , τ . λ .  φαν«ρόν ίϊναι’ ό'τι «χημ«ν τάς αναλογίας Α Β ; αβ : :  ΒΓ : β γ : :  ΓΔ :γδ κ.τ,λ. λοιπόν τό« δυο σχήματα π«ρί των όποιων ό λο'γος «χουν τάς γωνίας ιβας καί τάς δμολόγους πλίυράς ανάλογους* «Ιναι λοιπόν ό'μοια (όρ α βιβ. 3),ΙΙο'ρισμα. Αί xepijmpoi δυο κανονικών πολυγώνων του αύτου άριθμοϋ πλίυρών «Ιναι πρδς άλλνίλας ώς ας όμόλογοι πλίυραί, αί δί ίπιφάνίΐαί των ώς τα τ«τρά» γωνα τών-ιδίων τούτων πλιυρών ( 37, 3 ),Χχόλιον.  Η  γωνία κανονικοί! πολυγώνου προσδιορίζεται από τον αριθμόν των πλ«υρί5ν του ώς Α του ίσογω· νίου πολυγώνου ( αο, ι ),Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Β'.© E f t  Ρ  Ι1 Μ Λ ,Κάίι κανονικόν πολυ'γωνον δυναται νά ίγγρα^Ο-ρ, καί νά πίριγραφΟνί «ίς τόν κύκλον.Ες·ω ΑΒΓΔΕ κ.τ ,λ ., τό π«ρί ου ό λόγος πολυ'γωνον' άς <ραντασθώμ«ν ό'τι δι«ρχ«ται πίριφιριια διά των τριών σνιμίίων A , Β, Γ ’ «Vw Ο τό κί'ντρον τνις, καί ΟΓΙ δ
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ρομένη κάθετος ιϊς τό μέσον τίΐς ττλίυρκς ΒΓ* ας ίπίζευ» y0ίο<ιιν πί ΛΟ, ΟΔ.Τά τετράπλευρα ΟΠΓΔ, ΟΠΒΛ ήμποροϊν voc ίπιτε* 0ί5σι;. ΐ(|ί (Τντν ή .πλέυράΟΓΙ tiv«v «ονν ,̂ ή̂ γωνίος Q llIV *»  ̂ΟΓΐη, διότι είγαι (JfOixi*;λοιπόν ή πλευρά ΠΓ Οέλει,ίφαρ- τήν ίσον της ΓΙΟ, καί τό τ/ιμεϊον Γ 0»λει πέσει εις τό 1)' περιπλέον ίκ  Τής φυσεως τού ινολυγώνου,· ή γω νινΠΓΔ'τ^ΙΙΒΛ, λοιπόν.ΓΔ (Ιέλιι λάβει τήν-διέυΟυν σιν.Βλ, καί Ιπεώ'ή ΓΔ<^*ΰΛ, ή φιγμό Δ.Οέλει πέσες εις 
Λ, καί τά δυο τετράπλευρε».', εντβλώς. Οελανν . εφαρμόσει, Τό απόδημα λοιττίιν ΟΔ είναι ίσον μό ΛΟ, καίέπομένως ή,$ιεργομ<ννι περιφέρεια: διά τών τριών «ταμείων Λ, Β, Γ  θέλει ο ιΛ ^ ι άσαυτο>ί/διά.τοδ Δ:, άλλα, δι’ όμοιου συλλο» γιβμσυ, δείξομεν ότι.ή διεργομένη περιφέρεια διά τών „τριων.κορυφών 13,1’, Δ| θέλει, διέλΟρ διά τής ακόλουθου κορυφές Ιί, και oyτους έφεξής' ή αυτή λοιπόν περιφέρεια ή διψ/ftμένη διά. των σημείων Λ ,Β ,Γ , διέρχεται δ ι’όλων των κορυφών των γωνιών του πολυγώνου, και το πολύγωνον ίγγράφεται εις ταυτην τήν περιφέρειαν.Διά νά άποδείξωμεν τό δεύτερον μέρος τής προτζ· σεως, άς παρατηρήσωμεν ότι ολαι αί πλευρα'ι ΑΒ,ΒΓ,ΓΔ, κ . τ . λ ,  ώς προς τήν είρημενη>ι περιφέρειαν είναι γορδαί εσαΓ ισάκις λοιπόν άπέγμόσι του κέντρου (8 , a}' ίαν , λοιπόν ίκ τής ςιγμής Ο , ώς έκ κέντρου, με άκτ?να την Ο Π , γραφθεί περιφέρεια, αΰτο Οιλει άπτεται τής πλευράς ΒΓ καί ίκάςτ,ς των άλ'λλων πλευρών του πολυγώνου, εις τήν ςιγμήν τής ήμισείας, καί θέλει είναι έγγίγραμμένη εις τό πολύγωνον, ή τούτο περιγεγραμμένον εις εκείνην.2 γ_όλ ι ον Λ '. Η  ςιγμή Ο , καινόν κέντρον του έγγε. γραμμένου καί περιγεγραμμένου κυκλου, ήμπορεί’ νά Οεω- ρηΟή όμοιως ώ; τό κέντρον του πολυγοίνόυ, καί διά τούτο καλείται γωνία εις τό κέντρον,  ή γωνία ΑΟΒ'σχο*
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la oματιζομέντ) «πδ ταζ δυο άκτινας ήγμίνας ιΐς.τ* άκρα 
7η$ ίδιας πλιυρϊς ΑΒ»E*rciSvi δλαι αί χορδαί ΑΒ, ΒΓ κ. τ· λ. ιίναι ισαι, •φαν* ρδν tm\ δτι δλαι αί γωνίαι «ίς τ4 κβντρον elvai ϊσαι, καί ούτως ή τιμή ίκα'ςΎ»; e&pfexetat διαιρούμενων Τίόσά- ρων ορθών γωνιΰν διά tfoff άριΟμοδ τΰν πλευρών toQ πολυγώνου.2χόλιον Β .  Δια τί,ν έγγραφον κανονικού πολυγώνου αριθμού τίνος πλίϋρων ίΐς δίδομέννίν πίριφέριιαν, άλλ̂ ν δ&ν άπαιτίΐται παρά Α διαίρίσις τνίς πΕριφβρΕί'ας «ΐς το'σα ίσα μέρν) ό'σας πλβυράς πρέπβι να ίχνι το πολύγωνον* διότι, όταν τά τόξα ίναι ίσα, αί χορδαί ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, κ, τ . λ. θέλουν tivai ϊσαι* τά τρίγωνα ΑΒΟ, ΒΟΓ, ΓΟΔ κ.τ.  λ,  ώοαιίτως θέλουν eivai ίσα, ώς ΐσόπλίυρα μβταζιί των* λοιπόν ολαι αί γωνίαι ΑΒ Γ, ΒΓΔ, ΓΔΕ, κ. τ. λ. θέλουν ίΤναι ίσαι* τό σχίμα άρα ΑΒΓΔΕ, κ. τ. λ. Οέλιι ίναι κανονικόν πολύγωνον, σχ. ι58,Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Γ'.Π Ρ Ο Β Λ II Μ Α. 'Νά έγγραψωμβν τβτραγωνον εις δίδομίνκν πίριφέρβιαν.Ας άξωμίν προς όρΟας δύο διαμέτρου; ΑΓ, ΒΔ' άς ένώσωμίν τά ακρα Α ,Β ,Γ ,Δ , καί τό οχίμα ΛΒΓΔ βίναι τό όγγβγραμμένον τίτράγωνον; διο'τι ίπιιδί αΐ γωνίαι ΑΟΒ, ΒΟΓ, κ, τ. λ, «ίναι ίσοι, αί χορδαί ΑΒ, ΒΓ, κ .τ .λ . είναι ΐσαι, σχ. i 5j>.2 χό λ ιο ν . Επιιδί τό τρίγωνον ΒΟΓ Είναι ορθογώνιον καί ΐσοίϊΧίλίς, βχομβν ( ι ι ,  3) Β Γ :Β Ο :: έ-'ά: ι ’ λοιπόν Α πλ ουράτου έγγ«γραμμένου τί τραγώνου t l -  vat  προς tvjv α κ τ ί ν α  ώς ί] τετραγωνική β ί ζ α  του 3 προς τν,ν μονάδα.



laxΠ Ρ , Ο  Τ , π  Ι  Σ - Δ '.ΓΙ n* 9  Β A  ; h  Μ A .Να ίγγρβίψω^ν - χ«νονΐΛ«ν δξάγωνον καί ισόπλευρον -τρίγωνον εις δε^ομενην περιφέρειαν. , ,Ας ΰποΟίσωμεν -το πρόβλημα λυμέναν, καί εςω ΑΒ μία πλευρά του έγγ*γρκ(Α|Αίνοα έξαγώνου* iαν άχΟωσιν αί ακτίνες A O , 01), λόγω tin τα τρίγωνον ΑΟΒ εΐνα ισόπλευρον.’ οχ. χ58.Διο'τι ή γωνία ΑΟΒ είναι το 2»τον {/.όρος τεσσάρων όρΟϋν* οδτω λάμβα’νοντες τήν ορθήν γωνίαν ώς μονάδα, ίχομεν Α Ο Β -13 V  αΐάλλαι δυο γωνίαί ΛΒΟ,ΒΑΟ,*03 ίδίόυ τριγώνοκ κα'μνουν ·μου a— f  * ,  καί έπει^ή είναι ϊσαι, ακολουθεί ότι ίκκςτη-?οότων είναι =«=>)' το τρίγωνον λοιπόν ΑΒΟ είναι ισόπλευρον* ή άκτίς άρα του ίγγεγραμμένου, ίξαγώνου είναι tin 'με την ακτίνα.Εκ 7°νταυ ϊηεται ό'τι διά να όγγράψωριεν κανονικόν ΐζάγωνον εις ' δεδομένην περιφέρειαν, Λρέπει. νά φέρω· μεν τήν ακτίνα ίξάκις έπί της περιφέρειας, καί ουτω Οελο- μεν έπις·ρεψίί*ιςτ^ν ςίγμήνέκ τής όποιας «νεχωριίσαμεν, Λφ* ου όγγράφΟ/ξ το ίζάγωνον ΑΒΓΔΕΖ, exy ίνώσω- [ACV Ιναλλαξ τας κορυ̂ ρ ας των γωνιων, Οίλομεν σχτι^α- τίσει τό ισόπλευρον τρίγωνον ΑΓΕ*Σ χό. λ ι ον ,  Το σχί|Λχ ΑΒΓΟ είναι παραλληλόγραμμον και ίντάυτφ (5θ|/.βοείίες, #ϊότι Α Β ^^Β Γ^^ΓΟ  =* Α 0 Φ t i  άθροισμά λοιπόν (ι4> 3.) των τετραγώνων των— 1(Ναγωνίων Α Γ -Η BO, είναι ίσον pti τσ άθροισμα των τετραγώνων των πλευρών, τό όποιον είναι 4Α*Η  4 β0 *
—% —α —2βφαιρεΟίντος καί άπ» τα &όο μ£ρη ΒΟ, μενιι ΑΓ ^  3Β0*—ι2 —a %λοιπόν Α Γ ; ΒΟ ; :  3: j , /{ Α Γ : ΒΟ : ;  ^ 3 :  χ* λοιπόν ή



πλευρά το 5 ίγγβ|ρα|χ(λίν(ίυ'ίίτοττλβυρου τ ρ ιγώνου είναι πρ.οςτήν ακτίνα ώς ή τετραγωνική £ιξ« του 3 προς τ ή ν μ ο ν ’ά'δά>Π Ρ Ο Τ  Λ Σ Ι  S  ν Ε\
Π Ρ Ο  ΰ ' Λ  I I Μ Α  ;.Να έγγράψώμεν εις κύκλον δεδομένον κανονικόν δε- κάγωνον, ά^λούΟως πεντάγωνον καί δεκαπεντάγωνον*Διαιρουμεν,τήν ά*τινα ΛΟ εις μέσον καί άχρον λογον ( προβ, 4 &β· 3) εις την 7*γμήν Μ, λ«μβάνομ$ν τήν /ορδήν ΑΒ ίσην μ& τδ μεΐζον τμήμα ΟΜ* λίγω οτι ΑΒ είναι ή πλευρά του κανονικού δεκαγώνου τήν οποίαν πρί- πει να φερωμεν δεκάκις ίπί τής περιφέρειας. a/j i iy .Διότι ίπιζευγνυοντες τήν MB, ε/ομεν έκ τής κατασκευής ΛΟ : Ο Λ Ι: : Ο Μ : Λ Μ* ή , Επειδή ΑΒ «  OMt AO : ΑΒ : : ΑΒ : AM* λοιπδν τά τρίγωνα Λ1ίΟ? ΛΜΒ έχουν μίαν,κοινήν γωνίαν Α περιεχομίνην μεταξύ πλευρών αναλογών" λοιπδν είναι δμοια ( 20, 3 λ  ΐό  τρίγωνον ΟΛΒ είναι ισοσκελή * λοιπδν. τδ τρίγωνον ΛΜΒ είναι παρομοίως, καί εχομεν ΛΒ «=Β Μ ! άλλως Λ Β « Ο Λ Γ  λοιπδν ωσαύτως Μ Β ^ Ο Λ Γά ρα  τδ τρίγωνον BMQ είναι ισοσκελές,Η ίκτος γωνία AMD είναι διπλασία τής ίντδς Ο ( χ9, ι )" άλλ* ή γωνία AjW B^MAB" λοιπδν τδ τρυ- γωνον Ο ΑΒ είναι τοιουτον (07ε ίκάσν) των, γωνιών πρδς τήν βάσιν, ΟΛΒ ή ΟΒΛ είναι διπλάσιά τής είς τήν κορυφήν Ο* άρα αί τρεις του τριγώνου γωνίαι κάμνουν όμου πεντάκις τήν γωνίαν Ο, καί ούτως ή Ο είναι τδ πίμπταν μέρος δύο ορθών, ή τδ δεκατον τεσσάρων* αρα τδ τύξον ΑΒ είναι τδ δεκατον μ̂ ρος τής ιίεριφερείας, καί ή /ορδή ΑΒ ci*a ή πλευρά του κανονικού δίκαγώνου.
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11 op 10 (Λ Λ ·AV Εάν άνά δυο δυο £vt$0to|Adv τάς κορυ- φας τού κανονικού δεκαγώνου,/0£λο|αν. 0χη(Α«τ(σ« το κανονικδν πενtaywov' ΑΓΕΗΓ. < ·lH piaj/ .a  D . Ουαης πάντοτε ΛΒ τις πλευρά; τού δεκαγώνου, cVco ΑΛ ή πλευρά του έξαγώνΟυ* * τοτβ το τοςον Β Λ  0£λει είναι, ώς προς τήν περιφίρααν, Α — λ  ηΛ· λοιπον ί  /ορδή ΒΛ είναι ή 7ν>ευρά του δεκαπεντα-γώνου ή κανονικού πολυγώνου ι5 πλευρών* Βλίπομεν εντάυτώ ,ou το τόξον Γ Λ  είναι τδ τρίτον του ΓΒ.2 χ ύ λ ιο ν . Εγγεγρα(Α|;,ένου κανονικού πολυγώνου, εάν τά ύποτανο|Λενα ύπδ των πλευρών του τόξα τμη- Οωσι δίχα, καν επιζευχΟώοιν at /ορδοα των ίμιτοξων, CTiXfli σχιψ.ατισΟη νεον κανονικόν πολύγωνον διπλάσιου αριθμού πλευρών; Ούτως βλ£πο|Λεν οτι τδ τετράγωνον tjj/.ποριϊ να χρησίμευαν) δια τήν εγγραφήν των κανονικών πολυγώγο>ν if, ι6 , 32, κ. τ. λ. πλευρών* Ωσαύτως τδ έξάγωνον δια τήν εγγραφήν των κανονικών πολυγώνων ia , i/f, .'4®ί *· τ> λ. πλευρών^τδ δεκαπεντάγωνον διά τήν των πολυγώνιυν 3ο, 6ο, ιαο κ. τ. λ. πλευρών (ι)· Π Ρ Ο Τ Λ Χ Ι Σ  ^Π Ρ  Ο Β Λ  Π Μ Α .Δεδομένου κανονικού£γγεγρα[λ[>.£νου.πολυγώνου ΑΒΓΑ* κ .τ .λ , νά περιγραφθ‘5 εις τήν αυτήν περιφέρειαν ομοιον πολύγωνον, αχ. ιβο,(ι) Ε*1 ίν&μίβΟη £τι τ£ ·πίλύ̂ ω*α χαΰτα i<j*V τά |mv« τά
ίηι\% μ̂πορ',3ν νά £ιά ίων £ιία*χ«λιωΥ της ?«ΐ£η<ό£ιν;Γι*ψιτρίχ;, τέυτ *̂ $ι% τη; λυσιω; τών πρώτοβοώρ&ινλλΙ ίωπρ;6Λ·μίων ίξωώσιων: Κ.· Gauss ούγγ?*.1'"μαπ im^pa^ivcv Disquisitioucs Aritbmcticac, Lipsinc, igot ίτι ii  γ̂ρ*φβ$ $C 4μι(ων μτοων τ$ χανίγίχ'ν. πολύγωνο• ν^txaiwri πλινρι·*# χ?.ί Ιν γι\ιι to. τώ# aH“ i πλιυ*Γ;ν> μ'-Γνον a-f-χ γά τ:*χι χριΟ|ώ; πρώτο;* Ο. X*
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Εις τήν ς-ιγμήν Τ , μέσον τοΰ τόξου ΑΒ, ας άχδΐί ή εφαπτομένη Η Θ  ήτις -θέλει. jtvat παράλληλος T*g ΑΒ(*ρό. ίο , '2)' ας γένη to auto εις τδ# μέσον ίκάςου των άλλων τόξων ΒΓ, ΓΔ, χ. τ, λ. αΐ έφαπτο'μεναι αύται θέλουν σχηματίσει διά των χωνων τομών των τό κανονικόν περι- γεγραμμίνον πολύγωνον ΗΘΙΚ/ κ. τ. λ , όμοιον μδ τδ έγγϊγραμμί'νον.Ευκόλως βλέπομεν κατά πρώτον ότι τα τρία σημεία Ο , Β, Θ  είναι Ιπ’ ευθείας* διότι τα ορθογώνια τρίγωνα Ο Τ Θ , Ό Θ Ν , έχουν κοινήν τήν υποτείνουσαν Ο Θ , καί τήν πλευράν Ο Τ^^Ο Ν * λοιπόν είναι ισα ( ι8 , ι) ' ίπομίνως ή γωνία ΤΟΘ =* Θ Ο Ν , χαΐ διά τούτο >5 γραμμή 0 3  διέρχεται διά της ςτγμης Β μέσου του τόξου ΤΝ  : διά τον αυτόν λόγον ή <Γΐγμδ I είναι ίπί τν,ς προεκβολής της Ο Γ ,χ .τ .λ ,  Αλλ’ έπειδή ΙΙΘ  είναι παράλληλος τνί ΑΒ χαί Θ Ι τρ ΒΓ, ‘h γωνία ΗΘΙ==»ΑΒΓ (s6, »)* ωσαύτως Θ ΙΚ / ^ Β Γ Δ , χ . τ , λ . λοιπόν at γωνίαι το5 περιγεγραμ· μενού πολυγώνου είναι ϊσαι μδ τάς του εγγεγραμμένου.ΙΙεριπλεον, έξ αιτίας των αυτών παραλλτ{λων, έχομε ν Η Θ  : Α Β : : ΟΘ : Ο Β , καί Θ Ι ; Β Γ ::  ΟΘ : OB' λο\πόν Η Θ  :Λ Β  : : Θ Ι : ΒΓ’ άλλα ΑΒ =>ΒΓ, αρα Η Θ = * Θ Ι . Διά τον αυτόν λόγον Θ Ι^ ^ ΙΚ ', χ. τ . λ , άρα αΐ πλευραί του περιγεγραμμενου πολυγώνου είναι ϊσαΓ δέδιικται δ» ότι χαί αί γωνίαι είναι ϊσαι* κανονικόν άρα τό πολύγωνον τούτο χαί ομοιον τώ έγγεγραμμένω’Π όρισμα Χ\ ' Αντις·ρόφως, Ιάν έδίδετο τό περιγε- γραμμενον πολύγωνον Η Θ ΙΚ .', χ. τ. λ , χαί έπρεπε διά ρ.έσαυ τούτου νά διαγράψωμεν τό κανονικόν εγγεγραμ- μένον ΛΒΓ, χ. τ . λ , βλέπομεν ό'τι άρκουσε νά άςωμεν εις τάς κορυφάς Η , Θ , I  χ. τ . λ . τοΟ δεδεδομένου πολυγώνου τάς γραμμάς Ο Η , ΟΘ χ» τ . λ , αΐ ύποΐαι ηΟελον συναπαντήσει τί,ν περιφέρειαν εις τάς φιγμάς Α }Β ,Γ , κ .τ ,λ .



νά 4vtfa<o[A«v ακολούθως ταότας.τας· ςτγμάς διά τβν ,χορν δων AJJ, 1)Γ, κ. τ . λ . αί όποϊαι ηΟϋλον <tyjf)[Acm<rci το έγγίγρκμμίνον πολύγωνον. Η{Λπορούαα[/,ίγ ώσαυτω;, «ς τήν ιδίαν πορίτασιν, νά ένώοω[/Λν απλώς τάί ίΐγίΛας,Ττ,ς «^5» Τ ,Ν ,Π , χ. τ . λ . δια τ6ν χορδβν Τ Ν , Ν1Ί, χ,τ.λ. καί ίπ(οπς.ήθΑ«|Λΐν ίγ α  £yγεγραpy- [λίvuν πολύγωνον δριοιον Ίφ πϊριγίγρ«[Α(Αίν<;).Π όρισ μα . ]\\ ΙΙμποροδρ.ον κρανά πίριγράψοψ.ίν ίίς ■ διδομίνον χόχλον όσα χανονιχά πολύγωνοί ήξβυρο|λ£ν νά ίγγροίψίο|Αίν οίς τούτον τον χόχλον, καί άντυτρόφωςιΠ Ρ Ο Τ Λ Σ 1  Σ  ZV Ο Ε ft Ρ II Μ Λ .:
Τύ ίμβαδαν παντός κανονικού πολυγώνου ΐσόδται μ» 

τήν πίρίμιτρόν του πολλαπλασιααΟίΓσαν έπί το 'ίίμκιυ 
Τ?ίς άχτϊνος τού ίγγίγραμμίνου χόχλου.Ε?ω, παροίδίίγματος χαριν, το κανονικόν πολύγωνον ΗΘΙΚ.',· χ .ΐ .λ . Το τρίγοΛον ΙΙΟ Θ  ίγ« διά μίτραν Η Θ  X  40Τ, τ 1> τρίγωνον Ο Θ Ι ίγιι μίτρον Θ Ι Χ  4 Ο Ν ’ άλλα ΟΝ “ * 0 1 ’* λοιπόν τά δύο τρίγωνα. ίμοδ· ίχουν μίτρον (ΗΘ Η» Θ ΐ ) Χ  ί ΟΤ' ίξαχολουΟοΰντίί ουτω διάτά άλλα τρίγωνα, βλίιίομίν οτιτό άθροισμα όλων των τριγώνων, ίΐ τό όλον πολύγωνον ίχη μίτρον το «Opoicrjxos των Gct- σιων Η Θ , Θ Ι, ΙΚ.', χ. τ, λ. τί τήν π ιρί μιτρον^του: πολλά·» πλασιαοΟιΐσαν ίπί jO T . σγ. iGo.Σ χό λ ιο ν , Η  άχτίς τού *ίγγ*γραρ*.{χένθν» χόχλου Ο Τ άλλό τι δέν tlvai παρά i  φιρςμίντ] χάΟί-ο; άπό τόκόν- τρον ίπϊ (Αΐίς των πλίυρΩν; ίνίοτί καλίΐτκι άπο'τηρ.α τοδ πολυγώνου.Π  Ρ  Ο  Τ -Λ  Σ  I  Σ  Η'.Θ £ ft Ρ  Η Μ Λ .Αΐ πίρίμίτροι των χανονιχων πολυγώνων τοδ ίδιου αριθμού πλίυρδν elvai πρός άλλιίλα? ώς αί άκτινίς των
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περιγεγραμμίνων κύκλων, καί ύμοίως ώς αί ακτίνες τών ας ίπυράνειαί των *ώ{ τά τετράγωνά 
τβ< ιδίων ακτινών.Ε<Γω AH- μία' των πλευρών του ένος των περί ών ό λόγος πολυγώνων/Ο · το κεντρον του, καί ίπομένω; ΟΑ κ άκτίς τοϊ περιγεγραμαίνον κύκλου, καί ΟΔ κάθετος επί την ΑΒ, *0 άκτίς του εγγεγραμμένου* ιςω παρομοίως αβ  ̂πλευρά. ένδς άλλου όμοιου πολυγώνου, Ο.το κίντρον του, ο!Γκαί οδ αΐ ακτίνες των κύκλων περιγεγραμμενου τε καί έγγεγραμμίνου.' Αί περίμετροι των δυο πολυγώνων είναι προς άλλν{λας ώς ας πλευραί ΑΒ καί αβ* άλλ* at γωνίας Α καί α ε1ν«ς ισαι; διότι ίκατ‘0 είναι το τίμιου τ7,ς γωνίας του πνλυγοίνου* τό αυτό υπάρχει δια τα; γώ* via; Β καί β’. λοιπίν τά τρίγωνα'ΛΒΟ, αβο είναι ομοια, καθώς καί τά ορθογώνια τρίγωνα ΛΔΟ, αδυ* άρα ΑΒ : αβ : :  Α Ο ; αο: : Δ Ο : δο* άρα αί περίμετροι των πολύ* γώνών είναι προς άλλν{λας ώς αί ακτίνες ΑΟ, αο, τών περίγεγραμμ ν̂ων κύκλουν, καί ύμοίως ώς αί ακτίνες ΔΟ, δο των έγγεγραμμίνων,/ Λί ίπιφάνειαι των ιδίων πολυγώνου είναι'προς άλλνίλάς ώς τα τετράγωνα των όμολογων πλευρών .ΑΒ, αβ*. ίπειδλ δέ τά τετράγωνα των πλευρών τούτων είναι ώ; τά τετράγωνά των ακτινών των περιγεγραμμίνων κύκλων ΛΟ, aor i, ώς τά τετράγωνα των άκτίνων των" ίγγεγραμμί- νων κιίκλωγ ΟΔ, οδ* επιται οτι αί ίπιφάνειαι των κανό· νικών πολυγώνων του ίδιου αριθμού πλευρών είναι πρ4{ άλλνίλα; ώς τά τετράγωνα των άκτίνων,τών περιγεγραμ- μίνων κύκλων ΑΟ, αο, νι ώ; τά τετράγωνα των ακτινών των. εγγεγραμμένων κύκλο>ν ΟΔ, οδ,Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Θ'. ·Λ  II Μ Μ Λ,Κάθε καμπόλτι τ> πολύγονο; γραμμή νίτις περικυκλοί άπό του ίνος άκρου εως του'άλλου τνίν κυρτν,ν γραμ*
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μήν AMD ; είναι μακρυτερα τής/π'ερικυκλουμενης γραμμής .AMD.ϋίτνα(Λβν ί'δη ότι διά κυρτήν γραμμήν εννοουμεν καμπύλην η πολύγωνον, γραμμήν, - η μ̂ ρος καμπύλην καί μί· ρ»ς πολύγωνον, τοιοεύτην ίκι ευθεία γραμμή νά μ.ή ήμπορή νά την τίμν;ρ είς περισσότερα άπο δύο σημεία, Ιίάν ή γραμμή AMD cT/e μέρη εΐσί/οντα ή εσόχάς, δενήΟελεν είναι πλίον κυρτή, δ φ ι  εύκολου είναι νά ϊδω* μεν ότι βύΟεΐα γραμμή ήμπο'ρει ν* τήν'τίμννι εις περισσότερα από δύο σημεία,' Ία  τόξα του κύκλου είνάί ου- σιωδως κυρτά' διότι ευθεία γραμμή δίν ήμπορεΐ νά τί- μνρ τόξον κύκλου εις περισσότερα άπύ δύο σημεία','«λ^ ή προκειμίνη πρύτασις εκτείνεται εις υποίανδήποτε γραμ.- μήν ήτις πληροί είς τήν άπαιτουμ^νην συνθήκην."Τούτου τεΟίντοί, ίάν ή γραμμή AlilB δίν ήναι ή μικρότερα άπο όλα; τάς. περικυκλούσας αυτήν, πρόπει μεταξύ τούτων νά ύπαρχέ γραμμή βραχύτερα όλων τ6ν άλλων, ή όποια νά ήναι μικροτόρα τής AM D, ή τό πολύ ΐση με τήν AMD. Εςω ΑΓΔΕΒ ή περικυκλούσα άυτη γραμμή' μεταξύ των δύο γραμμών οπού Οίλομιν ας άξωμεν τήν ευθείαν Π Κ , ήτις νά μή συναπαντά τήν AMD, ή τοϋλάχισον νά άπτεται αυτής’ ή ευθεία Π Κ  είναι βραχύτερα τής Π ΓΔ Ε Κ ' εάν λοιπόν αντί τής ϊίΓΔίίΚ. άντι* κα-,ας·ήσωμεν τήν ευθείαν γραμμήν Π Κ , (Ιί)ομβν εχει τήν περιχυκλοΰσαν Α Π Κ Β  βραχύτίραν τής ΑΠΔΚΒ. Αλλ' έξ ύποΟίσεως, αυτή ,ιρρίπει νά ήναι βραχύτερα άπό όλας’, λοιπόν ή υποΌεσις δέν ή μπορεί νά ύπαρξη' λοιπόν όλαι αί περικυχλοδσάι γραμμαί είναι μακρύτεράι. τής ■ ΑΜ Β. 
οχ. x6a. . 7 .Σ χό λιο ν . Με τον αυτόν τρόπο ν.ήΰελαμεν δείξει ότι ,μία κυρτή καί πανταχόΟεν κεκλεισμενη γραμμή ΑΜΒ, είναι βραχύτερα κάθε γραμμής ήτις ήθελε τήν περικυκλοΐ
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άπο ολα τά μέρη, ιϊτβ ή περικυκλοϊσα ΖΗΘ άπτεται της ΑΜΒ εις ίν ί  περισσότερα σημιΐα, iite δεν εχει κάνίν κοινδν σημεΐον μ£ αύτνίν, (ι) σχ, ι63.π ρ ο τ α ς γ ς  ΐ ;Λ  Η Μ Μ Α .Δεδομένων δύο συγκεντρικων περιφερειΟν, δυνατόν el· ναι πάντοτε νά ίγγραφΟ  ̂ εις την μεγάλη τ/ραν κανονικόν ποΧύγωνρν του οποίου αΐ πλευραί νά μη συναπαντωσι την μικροτεραν, και ωσαύτως να περιγραφή εις την μικρό- τέραν κανονικόν πολύγωνον του οποίου αί πλευραί να μλ συναπαντωσι την' μιγαλητέραν* είς τρο'πον ω7« καί είς τα; δυο πιριτασβις αί πλευραί του γιγραμαίνου πολυγώνου να πιρικλειωνται μεταζύ των δύο περιφερειών.Ι?7 ωσαν ΓΑ.ί :ΓΒ αί active; τών δύο διδόμενων πε· φαρδιών* εί; t /jV ĉ (x*nv Λ άς άχΟνί *η έφαπτομίνη ΔΕ περατουμίνη εις την μεγάλην περιφέρειαν εις Δ καί Κ: ας ίγγραφΟνί tk τλν μεγαλητίραν περιφέρειαν εν εκ των των κανονικών πολυγώνων οσα ,είναι δυνατόν να εγγρα- φΟωσι διά των προηγουμένων προβλημάτων* ακολούθως &; τμηΟώσι δίχα τά ύποτεινο'μενα'ύπο τών πλευρών τύ- ζα, καί ας ά^Οΰαιν αί χορδαί τών μ̂ιτο'ξων* οΰτω δίλει σχημ τ̂ισΟ·  ̂κανονικόν πολύγωνον διπλάσιου αριθμού ^λευ·
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(ϊ) ΐ ΐν  *ρίττϊι να τι*ά; {έν ιίς τΑνΓιυμιτρίχν άπαντάάηο^ιίξιΐς Uitvay των άλτ,Οιίων τά; ίττοία; οΓμένοί του kcivcO a i*  ρδϊίματο; ίςιρνιμίνοι νΐμπβ̂ ουν νά ώρννίδοΟν; Ο Ρ.ύκλιίίϊΐ; Αναγκάθι το vtl άπςίιίξιι; των τβιουτων άλυπων ^cl νά aara^iiOfl του;πιιαματώίιις ixihcvc σοςιςάς οΐ ίιτοιοι έναμιζον &;ξ*γ του; νά ίναν- τιι>γωνται καί. «ί; αντά; τά; άύτοφανιΤς άΧν,διίας* Τί;> τΐαρα^ιίγματος χ»ριν> <Ην ιΐνχι ίσωτιρικω; πίπιισμίνο; Ατι mpu'xcv ίΐν  Αμποριί νάίναι μικροτιρον του «ιριιχ«μίνίΐυ; και μ* ίλον τωτο ιίναι *ριί* άττο· ίιίξιω ; choc tcL; άρνουμίνω; τοιαυτνιν άλκδι.ιαν Αγων τοΟ; <;*pr,μένους τον κοινού αίσδνίματος* άγκχλάαΐ τοιούτου ιϊίου;'άληΟιυπ μάλλον' σκοτίζονται άηό τά; άπ ιίιίξιι; trap* ί,τι ίιαιαςΓζονται»—* Ο . Μ ,



p$W4 Ας' ουνεχισΟίί ίΐχοτομή των τόξων ϊώ; ού να προκύψη πολύγωνον τού όποιου ^ πλευρτ ναύποτιίνη το'ξον μικροτΐρσν*τού ΔΒΕ* Ε^ω Μ ΒΝ  το τύξον τούτο (τού οποίου ή ςτγμή της )!μισείας ύποτίθεται εις Β)' φανερόν είναι £τι V, χορίή Μ Ν’ θέλει απέχει περισσότερον τού κέντρου. παoi την Δ Ε , και ούτω τό κανονικόν πολύγωνον του οποίου’ Μ Ν  tlvat ή πλεμρα, ίέν ήμπορει να συναπαν* τ /ίτη τίν περιφέρειαν της οποίας Γ Λ  είναι ‘h άκτις* σχ. ι6/(* Των αυτών Χαμένων, ας έπ&υχδώσιν at ΓΛΙ, ΓΝ  αϊτινες* συναπαντούν την εφαπτόμένην ΔΕ  εις II καί Κ* l i l t  θέλει είναι vi πλευρά του περιγεγραμμένου πολυγώνου 
ι ί ;  την μιχραν περιφέρειαν, όμοιου μ1 το  έγγεγραμμένον it; τήν μεγάλην, τού οποίου rh πλευρά είναι Λ ίΝ . Τώρα φανερόν είναι o n t o  περιγεγραμμένον πολύγωνον τό όποι* ον έχει πλευράν την Π Κ , δέν 'όμπορεΐ να συναπαντήσω τόν μεγάλην περιφέρειαν, £ιο'τι Π Ιείναι μίκροτίρα της ΓΜ · Δια' της αυτής λοιπόν κατασκευής ήμπορουμεν να γρά- ψωμεν κανονικόν πολύγωνον έγγεγραμμένον εις την μι* γαλήν περιφέρειαν, και ομοιον περιγεγραμμίνον εις τί,ν μικραν πολύγωνον, τα όποΓα να έχουν τάς πλευράς των περιεχόμενα; μεταξύ των $ύθ περιφερειών*' ϊχ ο λ ιο ν . Εαν ίχωμεν £ύο συγκεντρικούς τομεΓς Ζ Γ Η , - ΙΓ Θ , ημπορουμεν παρομοίως να ίγγράψωμεν εις τόν μ ι4 γαλητερον μ ε ρ ίδ α  κα νονικού π ο λ υ γ ώ νο υ , H να π«· ριγράψωμεν εις τόν μικρύτεοον μερίδα όμοιου πολυγώνου, ιίς τρέπον &ςι αί περίμετροι τών δύο πολυγώνων να περιέχωνται μεταξύ των δύο περιφερειών: άρχει να διαι«. ρέσωμεν τό το'ξον ΖΒ Η  διαδοχικώς εις υ,4>8,ι6 κ,τ.λ* ίσα μέρη έως ρυ να φΟάσωμενεις μέρος μικροτερον τού ΔΒΕ* Ενταύθα καλούμεν μ ερ ίδ α  κ α νο νικο ί πολυγώνου τό περατούμενον σχήμα από σειράν ίσων χορίων έγγιγραμ* μένων ιίς τό τοξον Ζ Η  από τού ίνό; άκρου ?ως τού άλλου4
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Η  μερίς αδτ« όχει τα? αρχικά; ιδιότητας, τών κανονικών πολυγώνωνj ?χει τα; γωνίας ίσος καί τάς πλευράς ϊσας, είναι εις τον αΰτόν καιρόν εγγράψιμος καί περιγράψιμο; εις τον κύκλον' Μ ’ όλον τούτο δεν καμνει μέρος ένος κυρίως κανονικού πολυγώνου, παρά ό σάκις το ύποτεινόμενον άπό μίαν των πλευρών ττ,ς τόξου είναι πηλίκου μέρος τής περιφερείας.Π  Ρ  Ο  Τ Α  Σ  I  Σ  ΙΑ '.Θ Ε Ω Η Μ AΑί περιφέρειαι των κύκλων είναι προς άλλήλας ώς αΐ ακτίνες, καί αί έπκράνειαίτων ώς τα τετράγωνα τών άκτίνων.Ας σημειώσωμεν, χάριν συντομίας, διά περιφ. Γ Α  τήν περιφέρειαν νίτις έχει ακτίνα Γ Α ’ λέγωό'τι βέλο μεν εχει περιφ. ΓΑίπεριφ. Ο Β ::Γ Α :Ο Β . σχ. ι65.Διότι, έάν ή αναλογία αυτή δεν εχνι χώραν, ΓΑ  θέλει είναι προς .Ο Β  ώς περιφ. ΓΑ  προς- τέταρτον τινά όρον μεγαλύτερου 7) μικρότερου από περιφ. Ο Β : άς τόν ΰπο- Θέσωμεν μικρότερου ,  καί ,  εΐ δυνατόν, Γ Α :Ο Β : :  περιφ. ΓΑ : περιφ. ΟΔ,Ας έγγράψωμεν εις τήν περιφέρειαν τής οποίας ΟΒ είναι ή άκτίς κανονικόν πολύγωνον Γ ΖΗΚ,'ΛΕ, του όποιου αί πλευραί νά μή συναπαντούν τήν περιφέρειαν τής όποιας ΟΔ είναι ή άκτίς (προ. ίο ) ' άς έγγράψωμεν όμοιον Μ Ν Τ Σ Μ  εις τήν περιφέρειαν ΐ7,ς άκτίνος Γ Α ,Τούτου τεΟέντος, έπειδή τά πολύγωνα ,ταυτα ειν*ι όμοια, αί περίμετροί των Μ ΝΠ2Μ , ΕΖΗ Κ.Ε είναι πρός άλλήλας ώς αί ακτίνες ΓΑ, ΟΒ, τών περιγ*γρκμμΐϊν«ν κύκλων (πρό. 8), καί οίίτως Μ Ν ΠΣΜ  ιΕΖίΙΚ .'Ε ί ίΓ Α ; ΟΒ* άλλ’ εξ' υποΟέσεως,* Γ Α ; Ο Β : :  περιφ, Γ Α ε π ε - ριφ. Ο Δ . λοιπόν Μ Ν Π 2 Μ ; Ε Ζ ΙΙΚ 'Ε  : : περιφ, ΓΑ  ι περιφ. ΟΔ. Τώρα ή αναλογία αΰτκι είναι αδύνατος, διόΐΐ
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Vi πιρίρετρος ΜΝΠ2ΛΙ είναι μ,ικροτίρα άπδ πιριφ. ΓΑ' (πρύ. g), καί έξ ίναντιας ΕΖΗΚ/Ε ιίναι ρεγαλητίρ* άπδ πιριφ. ΟΔ* «δυνατόν λοιπδν Γ Α  νά ήναι προς QB ώς ττεριφ. Γ Α  προ; πιριφε'ρειαν ριικροτίραν άπδ περιφ. ΟΒ, ή, ρΑ λέξεις γενικωτίρας, αδύνατον' είναι άκτίς προς άκ- τΓνα ώ; ή γεγρα|Α.αένη περιφέρεια {/Α την πρώτην ακτίνα πρ<3; [λίαν περιφέρειαν μικροτέραν παρά τήν γεγραρ,μέντιν ρΑ τήν διυτέραν άκτΓνά.Εντεύθεν συνάγω δτι ουδέ είναι δυνατόν νά έχωμεν, Γ Α  προς ΟΒ ώ; ττερκρ. ΓΑ προς περιφέρειαν ρ,εγαλητέραν τής περιφ. ΟΒ* διότι τούτου ίαΟέντος, ήθέλαρ.εν έχει άντ»7ρ^φοντίς τους λαγούς: ΟΒ πρδςΓΑ ώ; περιφέρεια ρ,εγαλήτέρα τής περιφ. ΟΒ πρδς περιφ. Γ Α , ή, δπερ ταυ.· τδν, ώς περιφ. ΟΒ πρδς περιφέρειαν ρ,ικροτέραν άπιί πε. ριφ. ΓΛ* λοιπδν άκτίς ήθελεν είναι προς ακτίνα ώς ή γεγρ«ρ.ρ.έν>} περιφέρεια μέ τήν πρώτην ακτίνα προς περιφέρειαν μικροτέραν τής γεγραμμενης ττεριφερείας μέ τήν δίυτίραν ακτίνα,#τδ ύποίδν άπεδείχθη αδύνατον.Επειδή ο τέταρτος *δρος τής αναλογίας ΓΑ : ΟΒ i : πιριφ. , Γ Α : X  ούτε μικρότερος ουτι μεγαλύτερος άπδ π: ριφ. ΟΒ ήμπορεί νά ήναι, πρέπει να ισούται ρΑ πίριφ. ΟΒ' λοιπδν αΐ περιφέρειαι των κύκλων είναι προς άλλή- λας ώς αί. άκτΓνες.Δι* όμοιου. συλλογισμού και κατασκιυής ήθέλαμεν δείξει δτι αί έπιφάνειαι των κύκλων είναι ώς τα τιτραγωνα τών ακτινών.Δίν λέγομε ν τίποτί περισσότερόν έπάνω είς ταύτν,ν τήν πρότασιν, ήτις άλλους είναι πόρισμα τής άκολουθου.Π ό ρ ισ μ α . Τα όμοια το'ξα Α Β , ΔΕ, είναι ώς αί άκ· τΓνίς των Α Γ , Δ Ο, καί οί όμοιοι τομείς ΑΓΒ, ΔΟΕ, είναι ώς τα τετράγωνα των ιδίων τούτων άκτίνων. σχ. \ 66.
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Διότι, έπεtδ/j τά τόζα είναι όμοια, ή γωνία Γ  είναι ίση ,τ'Λ γωνία Ο ( όρ. 3. βιβλ. 3 )* άλλ’ ή γωνία Γ είναι πρός τίσσαρας όρδάς ώς τό τόζον A Β πρός τ*όν όλην περιφέρειαν ητις 1:/η αχτίνα Γ Α  ( 1 7 » a ) , * »  ή γωνία Ο  είναι πρός τέσσαρας όρθάς ώς τό το'ξονΑΕ πρός την περιφέρειαν της άχτΐνος ΟΔ* λοιπόν τά τόξα ΑΒ, ΔΕ είναι πρός άλληλα ώς αί περιφέρεια; των οποίων χαίνουν μέρος; αί περιφέρεια; aura; είναι ώς αί αχτίνες ΑΓ, ΔΟ, λοιπόν τόξον Α Β : τόςον Δ Ε : :  ΑΓ : ΔΟ.Δια τον αυτόν λο'γον οί τομείς ΑΓΒ] ΔΟΕ είναι ώς οί όλοι χόχλοι, ουτοι δε*ως τα τετράγωνα των αχτίνων---Λ ~r3λοιπόν τομ, λ Γ Β : τομ. ΔΟΕ : :  ΑΓ : ΔΟ.Π  Ρ Ο  Τ  Α Σ  I Σ  Ι Γ .Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α.Τό έμβαδόν του χόχλον ίσοΰται με τό γινόμενόν της περιφέρειας τον. έπί τό ημιαυ της άχτΐνος.Ας σημειώσωμεν Six επιφ. ΓΑ  την επιφάνειαν τοΰ χόχλου τοΰ όποιου Μ «χτις είναι, ΓΑ* λέγω ό'τι θέλομεν 
ϊ'/ιι ίπιφ. Γ Α = ^ £ Γ Α Χ  περιφ. Γ Α .Διότι έάν ί Γ Α Χ ' .  περιφ, Γ Α  δέν ηναι τό εμβαδόν του χόχλου τοΰ όποιου ΓΑ είναι *4 άχτι;, Ί ποοότης αυτή θέλει είναι τό μετρον - μεγαλητέρου νί μικρότερου χόχλου. Ας ΰποδεοωμεν κατά πρώτον ότι είναι το μέτρον χόχλου μεγαλητέρου, καί ίςω, εΐ δυνατόν, i  ΓΑ X  Γ.ίριφ, Γ Α “ => ίπιφ. ΓΒ. αχ, ιβ γ .Εις τον χόχλον του όποιου vj άχτίς είναι ΓΑ ά; πε- ριγραφΟ·̂  χάνον,κόν πολύγωνον ΔΕΖΕ χ. τ, λ, αί πλέυραί του όποιου νά μή συναπαντούν τ'όν περιφέρειαν νίτις έχει ακτίνα FB (προ', ί ο ) - Α ίπιφάνιια τούτου τοΰ πολυγώνου είναι ίση με τήν περίμιτρόν του ΔΕ 4- Ε Ζ 4 * ΖΗ 4- κ. τ , λ, ίπί $Α Γ (πρό, 7 ) : άλλ’ ή περίμετρος τόδ πο*
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λυγώνου είναι μεγάλητίρα της έγγίγρ*|Αΐ/.ίν7,ς πιριφίρείας, διότι τήν. περικυκλαΤ πανταχόΟιν* λοιπόν ή επιφάνεια το5 πολυγώνου Δ Ε Ζ Η , κ .τ .λ ,, είναι μεγαλητίρα ά π ό ίΑ Γ Χ  περ. ΑΓ, το ό rrofov-γινόρη εν ον, έξ ΰποδέσεως, είναι το μό* τοον του κύκλου της άκτίνος ΓΒ* λοιπόν το πολύγωνον ηΟελεν είναι μεγαλύτερου τού κύκλου* άλλ’ έξ έναντίας είναι μεκροτερον ώς περιεχόμενον4 αδύνατον λοιπόν ί Γ Λ Χ  περιφ. Γ Α  νά ίναι μεγαλύτερου άπό Ιπιφ. Γ Α , η, μέ άλλας λέξεις, αδύνατον i  περιφέρεια ένός κύκλου Ιιύ τό ημισυ της άκτϊνός του να μετρη κύκλον μεγαλύτερου.Λέγω δεύτερον ό'τι τό ίδιον γινο'μενον δΐν ημπορει νά ίναι τό μέτρον κύκλου μικροχίρου* καί, δ:ά νά'μή άλλα· ξω σχήμα, ΰποδίτω ό'τι ό λόγος είναι περί του κύκλου τοΟ οποίου. Μ άκτίς είναι ΓΒ . Πρέπει λοιπόν νά άποδειχδ^ δτι i  ΓΒ X  περιφ. ΓΒ δέν ήμπορεν νά μετρη κύκλον μ ι. κρότερον, παραδείγματος χα'ριν, τόν κύκλόν, του οποίου ή' άκτίς είναι Γ Α . Τω δντι, Ζς<α tl δυνατόν, 5 ΓΒ X  περιφ. Γ Β = »  έπιφ. Γ Λ .Γενομένης της χύτης κατασκευές ώς ανωτέρω, i  έπι· φάνεια του πολυγώνου ΔΕΖΗ , κ. τ. λ . δίλει εχει μίτραν ( ΔΕ - h Ε Ζ 4 - κ .τ .λ .) Χ «  ΓΛ* άλλ’ έ περίμετρος ΔΕ +  Ε Ζ -+ ·Ζ Η -4 -κ .τ  λ. είναι μικρβτίρα άπό περιφ. ΓΒ έτις τέν περικυκλόνει πανταχόΟεν* λοιπόν τό έμβαδόν του πολυγώνου είναι μιχρότερον άπό έ Γ Α  X  περιφ. ΓΒ, καί πολύ περισσότερον άπό ί Γ Β Χ  περιφ. ΓΒ. II τελευταία αυτή ποσότης, ίς ΰποδέσεως, μετρεϊ,τόν κύκλον της άκ· τίνος ΓΔ* λοιπόν τό πολύγωνον ηΟελεν είναι μ,ικρότερον του ίγγεγραμμίνου κύκλου, ό'περ άτοπον* αδύνατον λοι·» πόν έ περιφέρεια όνος κύκλου πολλαπλασιασΟεισα έπί τό έμισυ της άκτϊνός του, νά ίναι Υύ μέτρον κύκλου μικροτέρου.Λοιπόν τέλος ή περιφέρεια ένός· κύκλου επί το ημισυ τές μκτίνός του είναι τό μέτρον τούτου του ίδιου κύκλου.
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χ3 4Π όρισμα Α\ Η  επιφάνεια ίνός τομε'ως είναι ίση ρ  το τόζον τούτου του τομίως πολλαπλασιασ&ΐνίπί το νίμισυ της άκτΐνος. βχ. ι68 .Διότι ό τομευς ΑΓΒ είναι ττρος τόν δλον κύκλον ώς τό τόζον ΑΜΒ πρός τ^ν όλην περιφέρειαν ΑΒΔ ( ιγ, a) 
r, ώς AMBX i  Α Γ προς ΑΒΔ V  i  ΑΓ. Αλλ’ ό όλος κύκλος α  ΑΒΔ X  -£ ΑΓ* λοιπόν ό τορυς ΑΓΒ εχει μετρον ΑΜ Β X  i  Α Γ .Π ό ρ ισ μ ά  Β\ Ας καλέσωμεν π τήν περιφε'ρειαν της όποιας η διάμετρος είναι ή ρίνας’ ε’πειδ'ό αί περιφέρειαι είναι ώς αί άκτΐνες η ώς αί διάμετρος τίμπορούμεν" ν« σχηματίσωμεν ταυτην τήν αναλογίαν’ ή διάμετρος ι  είναι πρός τόν περιφέρειαν της π ώς ή διάμετρος 2Ϊ Ά  προς τήν περιφε'ρειαν νίτις εχει ακτίνα Γ Α . εις τρόπον ώφβ ι  :π::αΓΛ:περιφ , Γ Α ’ λοιπόν περιφ. Γ Α ^ ^ α π Χ Γ λ *  πολλαπλασιάζοντε, άμφότερα τα μέρη ίπί s Γ Α , εχομεν—3 —a* Γ Α Χ  περιφ. Γ Α ^ π Χ Γ Α ,  η ίπιφ. ΓΑ·=>π.ΓΑ. λοιπόν τ$ ίπ ιφ άνεια  ένός κύκλου είναι ίτη ,με  το γινόμενον τοΰ τετραγώνου της άκτϊνο'ς του επί τοΰ «ταΟεροϋ άριΘμοΰ π ,  όφις παριφάνει  την περιφε'ρειαν της όποιας ιί διάμετρος είναι ι ,  η τόν λο'γον της περιφέρειας πρός τήν δ ιά μ ε τρον.  σχ. ι65.Παρομοίως ή έπιφάνεια τοΰ κύκλου όςτς έχει ακτίνα

— 3 — 3 ----3ΟΒ Οελει είναι ίση μί π Χ Ο Β . Τώρα π Χ Γ Α  : π Χ Ο Β ::--2 —3Γ Α : 0 Β ’ λοιπόν αί έπιφάνβιαι των κύκλων είναι πρός  άλλνίλας ώς τα τετράγωνα των άκτίνων των, το' όποιον συμφωνεί μέ τό προλαβόν θεώρημα.Σχόλιον,  Είπορίεν ίδη ότι τό πρόβλημα του τετραγωνισμού του κύκλου συνίφαται εις τήν εύρεσιν τετραγω.



ιοο ίσου κατά τήν ϊπιφάνειαν μό κύκλον γνωςόίς ««τίνος. Τώρα έδίίξαμβν δτι ό κύκλος ισοδυναμεΐ με τό κατα-. άκευαζόμινον ορθογώνιον έπί -της παριφεοείας κάί του ήμίσεως τής άκτΐνος, καί το Ορθογώνιον τούτο μετατρέ- πεται εις τετράγωνον ίάν λτ,φθίί μέση ανάλογος, μετάξι» των δύο τοο διαςάσεων ( προβ. 6, βφλ. 3 ) . Οντως το πρόβλημα του τετραγωνισμού τον κύκλου άγεται εις τήν εδρεσιν της π*ριφίρει<?ς όταν ή άκτίς ήναι γνως-ή, και προς τοίχο αρκεί ή γνδσις του λόγου της περιφέρειας προς τήν διάμετρον. -Εως του' νυν δέν έςάθη δυνατόν νά προσδιορισθϊί ό* λόγο; ουτος παρά ώς έγγις-α’ πλήν ή προσέγγισις- τόσον μακράν προεκτάνΟη, ώςε ή γνώσις τοδ ακριβούς λόγου δέν ήΟελεν έχει τΐ πλέον από τήν του ώς έγγιςα- Ούτως το ζήτημα τούτο, το όποιον τοσουτον εν/,σχόλησε τους Γεωμέτρας όταν ολίγον ήσαν γνως-αί αΐ μέθοδοι τής προ» σεγγίσεως ,  ίξωρίσθη τώρα καί κατετάχθη μ,ετάξΰ του άριΟμ,ου των περιττών ζητημάτων εις τα όποια εις άλλους δϊν είναι συγχωρημ,ένον νά ένασχολώνται, παρά εις τους μόλις τάς πρώτας ιδέας της Γεωμετρίας έχοντας.Ο Α ρχιμ,η'δης ίδειξεν ότι ό λόγος τής περιφέρειας προς τήν διάμετρον περιέχεται μετξΰ 3 — καί 3 ούτως 3 — ή - -  είναι πολλά προσεγγίζουσα τιμή εις τον αριθμόντον όποιον έπαραςήσαμεν διά π , καί ή πρώτη αυτή ■ προσέγγισις είναι κατά πολλά έν. χρήσει διά τήν άπλό* τητάτης. Ο  Μ έ τ ιο ς  εύρε διά τον αυτόν αριθμόν πολύ πλέον προσεγγίζονταν τιμήν Τέλος-ή τιμή του π,άναπτυχθεϊσα μέχρι τάξεως τίνος δεκαδικών, εΰρέθη ύπό άλλων ΰπαλογιχών ( calculatcurs) 3,i4i% 26a35897y3a κ. τ. λ , καί έλαβον τήν. υπομονήν νά προεκτείνουν τά δε· καδικά ταϋτα. μ.έχρι του ίκατοχοί εΐκοχου έβδομου ή

χ3ί>



μέχρι -του Ικατος-οδ τεσσαρακοςτου, Φανερόν on τοιαυτη προσίγγ.ι<?ις ισοδύναμε? μι τήν άλ/θειαν, καί άλλως διν γνωρίζουν τάς £ίζας των ατελών δυνάμεων.Είς:τά «κυλουΟα προβλήματα όέλομεν . έξκγήσει δυο άπατας άπλους-ίρας ςοιχειώδεις μεθόδους διά τήν ευρεσίν τούτων των προσεγγίσεων.Π  Ρ Ο Τ Α  Σ  I  Σ  i n
Π Ρ Ο Β Λ  II Μ Α,  ·Δεδομένων των επιφανειών κανονικού εγγεγραμμένου πολυγώνου καί όμοιου περιγεγραμμένου, νά ευρεΟώσιν α[ ΐπιφάνιιαι των κανονικών πολυγώνων εγγεγραμμένου τε καί περιγεγραμμένου διπλάσιου αριθμού πλευρών.Ε?ω ΑΒ ή πλευρά του δεδομένου εγγεγραμμένου πολυγώνου,· Ε Ζ  παράλληλος τή ΑΒ, ή του όμοιου πιριγε- γραμμένου, Γ τό κέντρον του κύκλον! εάν έπι&υχΘ  ̂ ή χορδή AM , και άχδώσιν αί'έφαπτόμεναι Λ Π , Β Κ , ή χορδή AM Θέλει είναι ή πλευρά του εγγεγραμμένου πολυγώνου διπλάσιου αριθμού πλευρών, καί ΠΚ διπλασ-α τής Π Μ θέλει είναι ή του όμοίου παριγεγοαμμένου πολυγώνου (πρό. 6). Τουτου τεθέντος, επειδή ή £ντή κατασκευή Θέλει εχει χώραν.εις τά; διάφορους ίσας γωνίας με τήν Α ΓΜ , άρκει νά Οεωρήσωμεν μόνον τήν γωνίαν ΑΓΛΙ, καί τά εις αυτήν περιεχόμενα τρίγωνά Θέλουν είναι προς άλλν,λα ώς -τά όλα πολύγωνα. Ιίς-ω Α  ή επιφάνεια του εγγεγραμμένου πολυγώνου του οποίου ΑΒ είναι ή πλευρά, Β ή επιφάνεια του όμοίου περιγεγραμμένου, Α* ή έπιφάνεια τοδ πολυγώνου του οποίου A M  είνα ή πλευρά, Β* ή ίπιφά- νεια του όμοίου περιγεγραμμένου* Α καί Β είναι γνωτά, *αί ζητείται νά ιύρεΟώσι Α* καί Ji\ σχ. i6 g .x .cv Τά τρίγωνα Α ΓΔ, Α ΓΜ  των όποιων Α  είναι κοινή κορυφή, είναι προς άλλ^λα ώς αί βάσεις των ΓΔ , ΓΛί?

ι3  S



άλλως τά τρίγωνα ταυ τα civαι ως τα πολύγωνα Α καί 
Α \  $ιύτι είναι ομοια μέρη τούτων., καί τά ομοια μέρη 5μο ποσοτήτων civ αν ώς αύται αί ποσο'τηνις1 λοιπόν Α : Α * ::Γ Δ :Γ Μ . Τά τρίγωνα Γ Λ Μ , ΓΜ Ε, των οποίων Μ ιίναι κοινή κορυφή, m at ftpo; άλληλα ώς at βάσεις των Γ Α , ΓΕ* τα ϊ£ια τρίγωνα είναι ώ; τά πολύγωνα Α# *αι β  ίιά τον είρημίνον .λογον\ λοιπδν Α * : Β : : Γ Α ί Γ £ .  Λλλ* ίξ  αιτίας των παραλλήλων ΑΔ, M E, ί/ομεν Γ Δ : Γ Λ Ι : :  Γ Α\* Γ Ε :  λοιπδν A  : A ' : :  A ' : Β* λοιπόν τα πολύ* νον Λ! In του αριθμού των ζητουμΓίνων, etvat μέσον άνά- λογον μεταξύ των &ύο γνως*ων πολυγώνων A καί Β, και ίπομίνως ίγομεν Λ* *=» κ  ( A X Β  )*

2Λ1 Εξ αιτίας του κοινού ύψους ΓΜ , τδ τρίγωνον ΓΠ Μ  είναι προς το τρίγωνον ΓΠ Ε ώς ΠΜ προς ΠΕ' άλλ* ίρειδή ή ΓΠ  τέμνει δίχατήν γο>νίαν'ΜΓΕ, ίχομεν (ΐ7,  3) Π Μ :  Π Ε : : Γ Μ : Γ Ε : :  Γ Δ : Γ Α : :  A : Α'* λοιπδν Γ Ι Ι Μ : Γ Π Ε : : Α : Α \  καί ακολούθως, Γ Π Μ : Γ Π Μ 4- Γ Π Ε , ή Γ Μ Ε : :  A : A +  k*. Αλλά ΓΜ ΠΑ η 2ΓΠ Μ  καί ΓΜ Ε ώς όμοια μέρη των .πολυγώνων Β* καί Β είναι αναμεταξύ των ώς τά ιίια  πολύγωνα* λοιπδν Β ' : Β : : α Α :  A ri-A *. Ηδτ) επροσδιωρίσΟνν Λ'" δια τνίς νέας ταυτνιςαναλογίας προσδιορίζεται Β , καί έ'χομεν Β'°=· —■—®* λοι- • . ■  . Α*ί“ Απ Αν δια μέσου των πολυγώνων Λ καί Β ιυκολον είναινα εΰρεθώσι τα πολύγωνα Λ' καί Β* τα όποια έχουν δι-πλα'σιον αριθμών πλευρών..Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι 2  ΙΔ '.Η Ρ Θ Β A  II Μ Α.
tΝα ευρεδίί ό ώς εγγις-α λόγος τν;ς πιρι^εριίας προς TW διάμετρον,



x38Ε-τω ‘h άκτίς του κύκλου * *  ι ,  i  ίϊλίυρά του έγγ*· γ(̂ αρ.ρ.ένον> τίτραγώνου 8Αβι ίΐνα; ΐ/ ι  (προ. 3 ) ,' ι ί  του πίριγίγρα|Χ[λένου ΐοτι (χ.έ τ^ν διάρίτρον υ' λοιπού ή ίπιφάνιια του ίγγβγραριρκένου τίτραγώνου =* a ,  .Xjtt ή του πίριγίγραμράνου <== 4· Τώρα εάν κάρ,ωρίίν A. “  a και Β :̂ =4> θίλθ(Α«ν ίδρν) διά του προλαβόντος προ. βλνίρυκτος τδ ίγγίγραμράνον οκτάγωνον Α'
16

2, 8284*7 *> και το περιγεγραμμένον Β '= > ----- —r = *2 ν  83,31 3^085. Γνωρίζσντεςοΰτω τό έγγεγραμμένον καί π* ριγέ-' γραμμένον οκτάγωνον, εύρισκομεν δε* μέσου τούτων τάπο· λύγωνα διπλάσιου αριθμού πλευρών* πρέπει έκ νέου να ύποΟέ- σωμεν Α = * 2, 8284*7*5Β “ 3 , 3 ι37<>85, και Οελομεν ΙχαA 'cx^^/r(A X B )*= = t 3,0614674? Β = —A +  A
3 , 1825979* Ακολούθως δια των πολυγώνων τούτων προσ* διοριζομεν τα 3a πλευρών, καί εξακολουθουμεν οΰτω ?ως ου νά μή ύπάρχη πλέον διάφορά μεταξύ τού έγγεγραμ· μενού καί περιγεγραμμένου πολυγώνου, τούλάχις-ον εις την τάξιν των δεκαδικών εί; την όποιαν μένομεν, καΐήτις εις τούτο το παράδειγμα είναι ά* έβδομη» Φδάσαντες είς ταυ την * την ςτγμΐ,ν λε'γομεν ούτως: ό κύκλος πάντοτε περιεχεται μεταξύ του εγγεγραμμένου καί περιγεγραμ- μενού πολυγώνου* εάν λοιπον ταύτα δεν διαφέρουν απ’ άλληλων μέχρι· τάξεως τίνος δεκαδικών, ο κύκλος βέβαια δεν θέλει διαφέρει άπα ταύτα μέχρι της ιδίας τάξεως· Οΰτω οξμπορούμεν νά λάβωμ.εν το τελευταίον εξαγο'μενον διά τήν Επιφάνειαν τού κύκλου·

ιΙδού ο υπολογισμός τούτων των πολυγώνων προεκταν· θείς εως ού να μή διαφέρουν πλέον εις την Ιβδόμην δε· καδικήν τάξιν.



Αριθμός των πλίυρΰν.4 ·
8 . ιβ  .32 .64· ♦

128 .256 .‘ 5x2 .
1024 . 
2048 , .  
4036 . 
8 x92 . ι6384 . 

32768 .

Εγγίγρα[ψ<νονπολύγωνον., 2,0000000 . , 2, 828427* ♦ 
3,0614674 ·3 ,3ai445i · 3,1365485 . 3 ,ΐ4ο33χι .3 ,1412772 ♦3 ,χ4ι5ι38  . 3, γ4 16729 3,ι4ι5877 · 
3 , 14*6914  .3 ,ι 4*5923 ., 3 , 14 *69*5 .

Πίριγίγραμμένονπολύγωνον.. 4)0000000 . 3 ,3 ι 37ο85. 3,1895979. .3 ,ι  617249 . 3 , ι 44**34 . 3,1.(22236 .  3 , 14*7604 . 3,r4*63ar ^, 3 ,i4 i6 o a5  . 3,14 15961 . 3 ,ι 4 ι 5933 . 3 ,i4*5ga8. 3 ,*416927.  3 ,*4 15g26, 3,*415926  .ΕντίυΟίν συνάγω ότι ή έτηφκναα το? κύκλου = »  3, 
1416926 . Δυνατό» νά άμφιβάλλητινάς 8ιχ το τίλίυταίον δικαδικόν. έξ αίτιας τ£ν σφαλμάτων τα όποια- προέρχονται άπο ?ά παραβλίφΟέντα μέρ4* πλί,ν. ό υπολογισμός έ- γινβ μό £ν δικαδικόν περισσο'τίρον, διά νά ΐμιΘα βέβαιοι διά τί> έξαγο'μινον το όποιον ίυρ/καμιν μέχρι του τίλιο- ταίου δικαδικου ψηφίου.Επ«δή ’h έπιφάνιια του κύκλου ίΐναι ίση με τ/,ν π«ριφέρ:ιαν πολλασιασΟεϊσαν έπί τίς άκτΐνος, οΰσης της άκτΐνος ι ,  -h <μιπεριφέρεια «ναι 3,ι4ι59?-6 η τχς διαμέτρου οΰσης ι ,  ή περιφέρεια «ναι 3 , 1416926* λοιπόν ό λόγος της περιφερείαςπρός την διάμετρον ανωτέρω σημειωθείς διά π εΐναΐ“ =*3,14 *3926.Π Ρ Ο Τ Α Σ Η  ΙΕ '.Λ  Η Μ Μ Α.Το τρίγωνον Γ Α Β  ίσοδυναμιι με τυ ίσοσΧελΐς ΔΓΕ,



το όποιον ιχει την αυτην γωνίαν Γ , καί τον οποίον ^ πλευρά Γ Ε  ίση τη Γ Δ  είναι μίση ανάλογο; μεταξύ Γ Α  xftl Γ Β . Περιπλέον, εάν i  γωνία Γ Α β  ηναι όρδύ, 4 φεοο- μίν/ι κάθετος Γ Ζ  επί τη; βάσεως του ισοσκελούς' τρίγωνον, θέλει είναι μίση ανάλογος μεταξύ της αλευράς Γ Α  καί τον ημεαθροίσματος των πλευρών Γ Α , Γ Β .Διότι ι.°*  έξ αίτιας της κοινής γωνίας Γ , το τρίγωνονΑ Β Γ  είναι προς το ισοσκελές Δ ΓΕ  ώ; Α Γ Χ Γ Β  tjrpo;—aΑ Γ Χ Γ Ε  η Δ Γ  (a4 i 3)* λοιπόν τά τρίγωνα ταυτα £ιί-—*λουν είναι ισοδύναμα, έαν ΔΓ=^= Α Γ Χ Γ Β , η  εάν ΔΓ ηναι μίση ανάλογος μεταξίι Λ Γ , ΓΒ. σ/. 1 7 0 .a .tv Επειδή ^ κάθετος Γ Η Ζ  τέμνει εις δυο ίσα μέρη τ$ν γωνίαν Α Γ Β , εχομεν ( ι γ ,  3) A H  : Η Β : :  Λ Γ  : Γ Β  , οδεν £πεται, έν σ υ ν θ ί σ ε ι ,  Α Η : Α Η  +  ΜΒ η Λ Β : ;  Α Γ :Α Γ - Η Γ Β *  αλλά Α Η  είναι προς ΛΒ ώς τδ τρίγω* νον Α Γ Η  προς τδ τρίγωνον Α Γ Β  η αζΔΖ* άλλωξ, ιάν ήγωνία Α ηναι ορθή, τά ορθογώνια τρίγωνα Α Γ Η , Γ Α Ζ ,— %θέλουν είναι όμοια, καί θέλουν δώσει Α Γ Η  : Γ Δ Ζ  Α Γ  •—aΓΖ* λοιπδν, —a —3Λ Γ : α Γ Ζ : : Α Γ : ΑΓ*4- Γ ΰ .
9Εάν πολλαπλασιασθη δ δεύτερος λο'γο; έπί Α Γ , οί—3ηγούμενοι αποβαίνουν ίσοι, καί έπομενω; αΓΖ =  Α Γ Χ,  (Α Γ -μ Γ Β )(Α Γ  +  Γ Β ), η Γ Ζ - ^ Α Γ Χ  “ - .......... λοιπόν α*<ν ί« Ϋ42γωνία Α  ηναι όρθί;, ή κάθετο; Γ Ζ  θέλει είναι μέση ανάλογος μεταξύ της πλευράς' Α Γ καί του ήμιαθραίσματος των πλευρών Α Γ , καί ΓΒ .



η  Ρ Ο  Τ  Λ  2  1 Σ  Ι ς ' .Π Ρ Ο Β  Λ  Η Μ Λ*Να ευρωμεν κύκλον διαφίροντα δοο.ν θέλουν κανονικοί δεδομένου πολυγώνου*Ε ς ω , παραδείγματος γάριν, τδ τετράγωνον ,ΒΜΝΓΓ άπδ τδ κεντρον. Γ  άς κατεβάσωμεν τήν κάθετον ΓΑ Ιτά τϊίς πλευράς ΜΒ> καί ας ενώσωμεν Γ Β . σχ. 1 7  *·Ο μέ την ακτίνα Γ Α  γραφόμενο; κύκλος είναι ίγγε* γραμμένος εις τδ τετράγωνον, 6 δέ μέ την ακτίνα ΓΒ περιγεγραμμίνος εις τδ ίδιον* ό πρώτο; είναι μικρότερος τού τετραγώνου, δ δεύτερος μεγαλύτερος* άλλα πρόκειται να πλησιάσοιμεν ταΰτα τά όρια·Ας λάβωμεν Ικάστην των Γ Δ , Γ £  ίσην με τί,ν μεσην άνάλογον μεταξύ Γ Α  και ΓΒ, και άς ίνώσωμεν ΕΔ 4 τδ ισοσκελές τρίγωνον ΓΔ Ε  ισοδύναμε? με τδ τρίγωνον ΓΑ Β  (προ. ΐ5 )· ας κάμωμεν τδ αύτδ δι*έκάςην των δκτώ γωνιών του τετραγώνου, Οέλομεν σχηματίσει οΰτω κανονι- κδ* οκτάγωνον ισοδύναμον μέ τδ τετράγωνον ΒΜΝΙΙ» Ο  γραφόμενος κύκλος με την ακτίνα Γ Ζ , μίσην άνάλο-Γ Α + Γ Βγον μεταξύ ΓΑ καί------------ ,  είναι εγγεγραμμένος είς τδaοκτάγωνον, ο δέ με τ*δν ακτϊνά ΓΔ περιγεγραμμίνος* ο5* τως ό Πρώτος θέλει είναι μικρότερο; του δεδομένου τε· τραγώνου, ό δεύτερος μεγαλύτερος* άλλα τά δύο ταυτα όρια είναι πλησιίσερα μεταξύ των παρ’ δτΐ'ησαν τά δύο πρώτα* διότι ή διαγόρα μεταξύ των άκτίνων των ν5 τις είναι δ* όλα των τά σημεία ·}\ αυτί, είναι μικροτέρα της διαφοράς μεταξύ των άκτίνων των πρώτων.•Εάν τρέψωμεν κατά τδν αυτόν τρόπον τδ ορθογώνιον τρίγωνον ΓΔ Ζ εις ίσδύναμον ισοσκελές, δίλομεν σχηματίσει κανονικόν πολύγωνον δεκαεξ πλευρών, ισοδύναμον



ι 4ί•με τό δεδομένόν τετράγωνον, Ο έγγιγραμμ/νος' κύκλο; εις τούτο το πολύγωνον that, μικρότερος του τετραγώνου, ό δέ περιγεγραμμίνος μεγαλύτερος* άλλα τα δύο ταύτα Apia είναι πλησιές-ερα παρά τα πρώτα· Ημπορούμεν νά έξακολουθ/σωμεν ούτως εω; ου 6 λόγος μεταξύ τη; ακτίνας του εγγεγραμμένου καί της τού περιγεγραμμένου κύκλου να διαφέρω όσον θέλομεν άπο τον της ίσοτητος. Tote οί δύο κύκλοι ήμπόρούν να θεωρηθούν ώς ισοδύναμοι μ$ το δεδομε'νον τετράγωνον.Σ χ ό λ ιο  ν. Ιδού· εις τί άγεται ή ζη'τησι; τών διαδο·' χικών ακτινών* ες-ω α η άκτίς τού εγγεγραμμένου κύκλου εις εν των εύρεθέντων πολυγώνων, β ή τον περήε- γραμμένου εις το ίδιον πολύγωνον* ίςωσαν ct , και β* αί* όμοιαι ακτίνες διά τύ' ακόλουθον πολύγωνον τό όποιον εχει διπλάσιαν αριθμόν πλευρών· Κατά τά άποδειχθέντα, .β* είναι μέση άχάλογος μεταξύ α και β , καί α μεταξύ α καί α̂ 3 ’ είς τρόπον β,= » ί //(α X  β), καί' α «=»I <^ ( α X  g  +~β). χοιπδν «I άκτννβς κ χ«ι β ίνός πο-Iλυγώνου ηναι γνως·αί, ευκόλως προσδιορίζομεν τάς άκτΐ- νας τού ακολούθου: καί εξακολουθούμεν οΰτω 2ως ού ή διαφορά μεταξύ των δύο ακτινών νά γένν) άναιπαίσθητο;* Τότε 4 μία η ή άλλη τούτων των άκτίνων θέλει είναι ή άκτίς τού ισοδυνάμου κύκλου \ά το τετράγωνον η με τύ προτεΘεν πολύγωνον.Η  μέθοδος αύτη εύκολον είναι νά βαλθνί είς πραξιν διά γραμμών, διότι άγεται είς την ευρεσιν μέσων διαδοχικών άναλόγων μεταξύ γνως-ων γραμμών* άλλ* *4 έφαρ- μογη'της είς αριθμούς αποβαίνει έπιτυχε7 έρα, καί χορηγεί μίαν των έπιτηδειοτερων άπύ δσας 7 °ιχ^ώδ)ΐς Γεω·* μέτρια δύναται νά δώσνι μεθόδων προς εΰρισιν του ώς



φεγγις-α λίγου της περιφέρειας προς τήν διάμετρον: Έςω ή ttXtwpoc του τετραγώνου « * 2, ή πρώτη ίγγεγρα|Λ(/.ίνη άκτις Γ Λ  θέλει είναι ι ,  καί·ή πρώτη περιγεγραμμένη ΓΒ , / a  ί  t) 4 Ι 4 * 136. Κάμνοντες λοιπον ι ,  4*42 ί3 6 , εύρίσκομεν € *=*1 , ι 89207* , καί α = ^  i'j 098684*. Ο; αριθμοί ούτοι χρησιμεύουν δια τον ύπο- λογισμόν τών ακολούθων κατα τον τής συνεχείας νόμον. Ιδού τα εξαγόμενα τού υπολογισμού γινομένου μέχρι επτά ή οκτώ ψηφίων δια των κοινών λογαρίθμων.Ακτίνες των περιγεγοαμ- Ακτίνες τΛν εγγεγραμμένων κύκλων* " μένων κύκλων.t ,4 i4 a *36 ♦ ' \  * * ♦ ι,οοοοουο.
1 , 899^071 . · · . · ·  ι , 0986841.i t i43oi)oo * * 4* * » x ,taio863., 1 ,1320149  · . * 1 , 1265639.
1,1292862  .  ♦ ♦ .  · 1 , 1279^57·ι , ί 286ο63 . · · . . ; ·  1 , 1282657.Τώρα όπου ή πρώτη ήμίσεια των ψηφίων είναι ή αυτή καί εις τα δύο’ μέρη, ήμποροδμ,εν αντί των μέσων γεω· μετρικών νά λάβωμεν τούς μέσον; αριθμητικούς, οίτινες δέν διαφέρουν άπύ τούς γεωμετρικούς παρά εις τα υς*ερ« δεκαδικά. Κατ’ αύτ£ν τον τρόπον ή εργασία ίπιτέμνεται πολύ, καί τά έξαγο'μενα είναι,ι ,1 2 8 4 3 6 ο ..........................................* ι , ΐ 2835ο8.

1,1283934  1 , 1283721·
1,1283827  . * ♦ c 1 , 1283774*ι,ΐ2 8 3 8 ο ι ι , 1283787·
1,1283794  ♦ · · · · ' ♦  ι ,ΐ2 § 3 7 9 1·
1 , 128379* · . . . .  . 1 , 1283792.Λοιπον 1,1283792  είναι περίπου ή άκτίς τού ίσου κατα τήν ίι&φάνειαν μ& το δεδομένον τετράγωνον κύκλου τού



*44όποιου τετραγώνου ·ή πλευρά «ίναι 2. >Εντεδ9εν είκολον, ιίνα; νά εδρωμιν τον. λο'γον τ?(ς περιφιράας -προς τί>ν διάμετρον* διότι άπεδειχδη ί π ·4 έπιφάνεια τοδ κύκλου ίοουται pi το τετράγωνον τνίς αΥπνός του πολλαπλά* σιαοδέν έπί;>του αριθμού π* ίάν λοιπόν διαιρέσωμεν τλν έπΐφάνειαν 4 τον τετραγώνου του 1 , 1283792/ δέλο-. μεν ίχει τόν τιμήν του π, τίιν όποιαν ευρίσκομεν £ι& τούτου του ύπολ.αγισμου ίσν,ν με 3, *4* 5926 κ. τ. *> ώς τήν εδρομεν δι άλλης μεθόδου,
Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α .  Ε Ι Σ  Τ Ο  Δ'.

Β 1 Β  Α Ι  Ο Ν.Ο Ρ Ι Σ Μ Ο Ι ,Α ',ϊ^ α λ έίτ α ι μ έ γ ις ο ν  (maxinjujn) ή μίγαλητέρα ποσότης από όλα; τάς άλλας του ίδιου είδους* ίλάχις-όν (minimum) ή μικροτε'ρα.Ούτως  ̂ διάμετρος του κύκλου είναι μ ε γ ις ό ν τ ι μεταξύ όλων των γραμμών αϊτινες ένόνουν δύο σνιμεΐα τίς περιφέρειας, καί 4 κάθετος είναι £λάχις·όν τ ι μεταξύ όλων των από δεδομένον στιμεΐον εις δεδομένων ευθείαν φερομένων ευθειών.Β\ Καλούντα; αγήματα ίσοπερί μέτρα τα ΐτας περιμέτρους δέοντα., Π Ρ Ο Τ Α  J I X  Π Ρ Ω Τ  Η .
Θ £ Ω Ρ Η Μ Α;Μεταξύ όλίον των τριγώνων τίς αύτ/ίς βάσεως καί τίς αύτης περιμέτρου, το μέγις·ον είναι εκείνο, «ίς τδ όποιον αί δύο ώπροσδιόριςΌΐ πλευραί είναι ίοαι,



U oΕ?ω ΛΓ=*=*ΓΒ, καί AM 4* MB— Α Γ 4 -Γ Β ' λέγω 3ta το ισοσκελές τρίγωνον ΑΓΒ είναι μίγαλήτερον του τριγώνου ΑΜΒ τό όποιον l/ti τήν αυτήν βάσιν καί τήν αυτήν περίμετρον. οχ. ι_72.Εχ τής «Γίγμνίί Γ , ώςίκ κέντρου,,μέ τήν άκτιν* ΓΑ ΤΟ, άς γρα-ρθ̂  περιφέρεια συναπαντώσα τήν ΓΑ  προεκ- βαλλομίντ,ν εις Δ* «; επιξευχθ?ί ΔΒ* ή γωνία ΔΒΑ, έγγε· γραμμένη iv τζ> ήρίικυκλίω Οίλει είναι ορθή ( ι5 , a ). Ας, προεκβληθή ή κάθετος ΔΒ προς τό Ν , «ς γένη Μ Ν  *=» M B, και άς έπιζευχθ-φ Α Ν . Τέλος έκ τών «τιγμών Μ  καί Γ  «ς κατβασθώσιν αί κάθετοι Μ Π καί Γ Η  έπί τής Δ Ν . Επειδή ΓΒ— ΓΔ καί ΜΝ =?Μ Β , εχομεν Α Γ 4- Γ Β =  Λ Δ , καί AM  4- Μ Β = » Α Μ 4 - Μ Ν. Αλλά Α Γ 4 - ΓΒ—  ΑΜ-+-ΜΒ* λοιπόν ΑΔ => AM  4 - Μ Ν ’ λοιπόν- ΑΔ > Α Ν .' Τώρα έπει^ή ή πλαγία ΑΔ «Tvat μεγαλητέρα τής πλαγίας Α Ν , πρέπει νά απομακρύνεται τής κάθετου περισσότερόν* λοιπόν ΔΒ> ΒΝ' άρα ΒΗ, Άρ.ίαβια τ?ς ΒΔ ( ia , t) tivat μεγαλητέρα τής ΒΠ 4 μισείας τής ΒΝ. Αλλά τά τρίγωνα Α Β Γ, ΑΒΜ , τά όποια έχουν τήν αύτήν βάοάν ΑΒ, είναι πρός άλληλα ώ; τά όψη των ΒΗ , Β Π ’ λοιπόν, ίπειδή Β Η >  ΒΠ, το ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ είναι μβγαλήτερον του μή ισοσκελούς ΑΜΒ τής αυτής βάσεως καί τής αύ- τής περιμέτρου.Π  Ρ Ο Τ Α Σ  I 2  Β\Θ £  11 Ρ  Η Μ Α .Μεταξύ όλων των ίσοπεριμέτρων πολυγώνων καί του Λύτου ά̂ ιθμΟυ πλευρών, τό μέγιςον εχεί τάς πλευράς τον ισας.. Διότι ,?ςω ΑΒΓΔΕΖ τό μέγιςον πολύγωνον* εάν ή πλευρά. ΒΓ 5ΐν ί,ναι ιση t5j Γ Δ , άς κατατκευασθή έπί τής βάσεως ΒΔ τρίγωνον ισοσκελές τό ΒΟΔ ίτοπερίμετρονίο



μί τδ ΒΓΔ* το τρίγωνον ΒΟΔ δίλει «ναι μείξον τού ΒΓΔ ( προ. I ), και επομένως το πολύγωνον ΑΒΟΔΕΖ μεΐζον τοδ ΑΒΓΔΕΖ’ λοιπόν το τελευταΐον τούτο δένήβε* λίν είναι, τδ μέγις·ον άπδ όσα έχουν τήν αυτήν περίμετρον καί τδν αύτδν αριθμόν πλευρών, τδ όποιον είναι εναντίον τής ΰποδέσεω;. Πρέπει λοιπόν ΒΓ'=»ΓΔ’ $ιά τδν αύτδν λο'γον ΓΔ =» ΔΕ, ΔΕ *=> ΕΖ κ.τ.λ. λοιπδν ύλάι αί πλευραί του μεγίτου πολυγώνου είναι ισαι προ; άλ- λνίλας. σχ. 173 .Π  Ρ Ο Τ  Α  Σ  I  Σ  Γ .Θ Ε Π Ρ Ι Ι Μ Α .Απδ όλα τά σχνιμαηζο'μενα τρίγωνα με δύο δεδομένα; πλευρά; ποιούσα; μεταξύ των γωνίαν κατ’ αρέσκειαν, τδ μέγιςΌν είναι εις τδ όποιον αί δύο δεδομέναι πλευραί κάμνρυν ορδήν γωνίαν.Εδωσαν τα δύο.τρίγωνα Β Α Γ, ΒΑΔ, τά όποια έχουν τήν πλευράν ΑΒ κοινήν, καί τήν Λ Γ ^ Λ Δ *  Ιαν ή γωνία ΒΑΓ είναι όρΟή, λέγω ότι τό τρίγωνον ΒΑ Γ δέλει είναι μιγαλήτερον του ΒΑΔ εις τδ όποιον ή iv Α γωνία είναι οξεία- ή αμβλεία. σχ· 174·Aio'Tt επειδή ή βάσι; ΑΒ είναι ή αύτή, τα δύο τρίγωνα ΒΑΓ,ΒΑΔ, είναι ώς τά όψτ) Α Γ ,Δ Ε : άλλ’ ή κάδετο; ΔΕ είνα σιμοτινωτέρα τήί πλαγίας ΑΔ ή τής ίσνις με αυτήν ΑΓ* λοιπδν τδ τρίγωνον ΒΑΔ είναι μικρότερου του Β Λ Γ . Π  Ρ Ο Τ  Α  Σ  I Σ  Δ '.Θ Ε β  Ρ Η Αί Λ . .Απδ όλα τά οχ? ματιζο'μενα πολύγωνα μέ δεδομένα; πλευράς καί μίαν κατ’ αρέσκειαν, τδ μ έ γ ^ ο ν  πρέπει νά ήναι τοιουτον ώς-ε έλαιτου αί γωνιαι νά έγγρα'φωνται «ίς ήμιπεριφέρειαν τής οποία; ή άγνώςο; πλευρά είναι ή διάμετρο;,

146 .



Ες·ω ΑΒΓΔΚΖ τό μεγαλήτερον ίων «χτ,ματιζομίνων πολυγώνων μι τάς δεδομίνας πλιυράς Λ Β ,Β Γ ,Γ Δ ,Ε Ζ , χκΐ μίαν τελευταίαν ΔΖ κατ’ epiaxetav* ας ίπιζευχΟδσιν at itot« γ-ώνιοι · Α Δ , Δ Ζ. Εάν ή γωνία ΑΔΖ δέν ήτον όρδή, ήμ- πορουσαμεν, φυλα'ττοντες τα μίρη ΑΒΓΔ, ΔΕΖ ώς ύπάρ* γουν, νά αύξήσωμεν τό τρίγωνον Α Δ Ζ , και ίπομίνως τό ολον πολύγωνον, άποκαδιτδντες τήν γωνίαν Α Δ Ζ ορθήν, κατά τήν προλαβούταν πρότασίν* άλλα τό πολύγωνον τούτο δεν ήμπορεϊ πλέον νά αύζηνδ^', διότι υποτίθεται ότι εφδασιν εί; τήν μεγίςτ,ντου κατάς-ασιν* λοιπόν ή γωνία ΛΔΖ είναι · ςδη ορδή, ϊ ό  αυτό ύπάρχει διά τάς γωνίας Α13Ζ, Α Γ Ζ , ΑΕΖ* λοιπόν όλαι at γωνίαι Α ,Β ,Γ , Δ ,Ε ,Ζ  του μεγίτου πολυγώνου είναι ίγγεγραμμέναι εις ήμιπερίφίρϋαν τής όποιας ή άπροαδιόρις·ος πλιυρά Α Ζ  είναι ή διάμετρος. οχ. ιγ5 .2 χ ό λ ιο ν . II  πρότκβι; αΰτη διδςι χώραν εϊ; τι ζήτη* μα* αουτίςίν έάν ύπαρχουν πολλοί τρόποι του σχηματί- ζειν πολύγωνον μό δεδομίνας πλευράς, και μίαν τελιυ* ,ταίαν άγνωτον ήτι; νά ήναι ή διάμετρο; τής ήμνπερίφερείας. εις τήν όποιαν αί άλλαι πλευραΐ είναι έγγεγραμμίναυ δτί· λαδή έάν ίναι δυνατόν άφ’ ου εϋρεδή πολύγωνον τό όποιον νά ίχτι τήν ιδιότητα ώς-ε όλαι του αί γωνίαι νά έγγραφων* ται εί(; τήν ημιπεριφέρειαν τής όποιας ή άπροαδιόρις·ος πλευρά είναι ή διάμετρος, ίάν, λε'γώ, το πολύγωνον τούτο ί,ναι δυνατόν νά έγγραφδή εις άλλην ήμιπεριφίρειαν διαφορετικήν* διότι ΐάν τούτο ηναι δυνατόν τότε ήδελον ύπάρχει άπειρα πολύγωνα ίχοντα τήν άπαιτουμένην ιδιότητα τον μεγι^ου, καί επομίνω; πολλά μίγιςτα πολύγωνα, τό όποιον είναι αδύνατον. Πριν νά εϊπωμεν τί ίπάνω εις τούτο τ,ό ζήτημα, πρέπει νά π<*ρατηρήοωμεν ότι εάνStec και ή αυτή χορδή ύποτείντι τόξα γεγραμμίνα μέ ιαφόρούς ακτίνας Α Γ, ΑΔ, ή εις τό κε'ντρον γωνί$ έπι-



,im ταύττ,ς τ ι ;  χορδ?;? GAm itvca (λαροτ^α εις τον κύκλον τού όποιου 4 άκτϊς elvctt ή μεγαλητί'ρα.* όντως ΑΓΒ <ΑΔΒ. Τω όντι 'h γωνία Α Δ Ο »  ΑΓΔ +  Γ Α Α ( 27 , 2 )β λοιπόν ΑΓΑ <Α Δ Ο , καί διπλασιάζοντες άμφότερα τα μ/ρη θελομεν £χει ΑΓΒ < ΒΛΒ. οχ. i j6 .Π Ρ Ο Τ  A S I 2  Ε' .Ο Ε .β  Ρ Η Μ Α .Jit ;  μόνος τρόπος υπάρχει του σχηματίζεις τό πολύγωνον ΑΒΓΔΕΖ, μ ί δεδομίνας πλευράς και (λίαν τελευ* ταίαν άγνως-ον ητις νά 3 ναι ή διάμετρος τίς ^περιφέρειας εις τί,ν οποίαν αι άλλαι πλευρά* είναι ίγγεγραμμίναι.’ Διότί, άς υποθέσω μεν ότι ευρνίκαμιν κύκλον πληρούντα εις τό ζ>ίτνιμα’ εάν λάβωμεν κύκλον μεγαλητερον, αί χδρ- δαί ΛΒ, ΒΓ, ΓΛ, κ ,τ . λ, θέλουν άντις-ο^ γωνίας εις τό κίτρον μκκροτ/ρας, Τό άθροισμα λοιπον όλων των εις τό κίντρον τούτων γωνιών θΕλες είναι μικρότερον από δύο όρΟάς. Ούτως7 τά άκρα των δεδομένων πλευρών δέν φθάνουν εις τά άκρα μιας διαμέτρου’ £άν δε λάβωμεν κύκλον μικροτερον, τό άθροισμα των εις τό κίντρον γωνιών κΟελεν είναι μεΐζον δύο ορθών, και ούτε πλέον αί δεδομίναι πλευραί νί^λον τελειόνει έπί των άκρων τκς διαμέτρου* άρα τό περί ου ό λόγος πολύγωνον δεν ^μπορεί να ίγγραφΟν! παρά εις ϊνα μύνον κύκλον, αχ. ι χ ί .2 χόλιον. Ημποροδμεν νά άλλάξωμιν κατ* άρεοκειαν τνιν τάξιν των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, κ .τ . λ, και r, διάμετρος του περιγεγραμ^νου κύκλου πάντοτε (Νλει είναι η αυτή,, καθώς καί Α επιφάνεια τού πολυγώνου* διότι όποιαδτίποτε καί άν ί*αι Α τάξις των τόξων ΛΒ, ΒΓ, κ. τ, λ, αρκεί τό αθροισμάτων νά κάμννι τ/,ν ά,μιπερι- φίρειαν, καί τό πολύγωνον Οελει ?χει πάντοτε rny αυτνιν Επιφάνειαν, διότι Οελει ιοουται με τό -ημικύκλιον μεΐον



J4 9τά χανίματα ΑΒ, ΒΓ, κ* τ*λ· των όποιων το άθροισμα ιίναι πάντοτε τό αυτό*Π Ρ 0 Τ Α 2 Ι Σ  ς \
Θ Ε Λ Ρ Η Μ Λ.Από όλα τά σχηριατιζόμινα πολύγωνα ρέ δδδομίνας πλευράς , πό ρ.(γιςον δΐναι τό δυνήΑδνον. νά ίγγρα^θ^*ίς κύκλον·Ες-ω ΑΒΓΔΕΖΗ τό έγγιγρα^μίνον πολύγωνον, και αβγδίζη το [λή δυνδψ.βνον νά ίγγραφΟνί αχΥΐματισμίνον (Αέ ϊοας πλευράς, εις τρόπον <8ς* Λ Β ^ α β , ΒΓ «“ βγ, κ λ Χ  λίγω 'ότι τό ίγγβγρα^ίνον πολύγωνον είναι ρ.δγαλν(· τέραν τού άλλου* άς φβρΟίί ή διάμετρος ΕΜ ,. άς έπι- ζαιχΟδσι AM, MJ T ΙνΧ της αβ“ *ΑΒ„ άς καταοκευασί)?ί τό τρίγωνον αβγ ίσον [ύ τό ΛΒΜ, καί άς tfl&uyjjvi *V ·  Ι 77·* , / · . ’ ■Δυνάμει τΖς Α* προτάξω;, τό πολύγωνον EZHAMείναι μεγαλνίτερον τον εί/τ,αμ, ίκτος εάν το' πολύγωνον τούτο Λμπορ  ̂ νά ΙγγραφΟ  ̂ είς^μ-ιπεριφίρειαν, της οποίας 

•fi πλευρά εμ ηΟελεν είναι 7$ διάμετρος' πλ^ν ίπειδή, τούτον δοΟίντος, ή ^μιπιριφίρεια αυτή δεν ημπορει .ούτε ' έλάσσων otftc μείζων να ν,ναι της τίμιπεριφερείας τηςοποίας ΕΜ  είναι ή διάμετρος κατά τόν Ε* πρότατιν, μίνει νά ίίναι ϊαη· αλλά τότι τά δύο πολύγωνα ί(0ελον είναι ϊτβι Διά τον αυτόν λόγον τό πολύγωνον ΕΔΓΒΜ είναι μ,εγαλνίτδρον . του εδγβμ* εξαιρςυμίνης τ?ίς περιςτάτεω; κα6* ην ίδελον είναι ϊσα· Λοιπόν τό ολον πολύγωνον ΕΖΙΙΑΜ ΒΓΔΕ είναι μειζον του εζημβγδ, ίκτος div ί,ναι ίοα: άλλά δεν είναι* διότι τό εν έγγράφεται εις τόν κύκλον, καί τό άλλο ύπο* τίθεται μή έγγράψιίΑΟν* λοιπόν τό εγγεγρα^αίνον δίναι to μεγαλνίτερον. Εάν και από τά δύο μ̂ ρη άφαιρε̂ ώσι τά ϊσα τρίγωνα ΑΒΜ , αβμ, μίνει τό έγγεγρα [̂Αίνον πολύγωνον ΑΒΓΔΕΖΗ μ.εγαλητδρον του μη εγγραψίμου αβγδεζη,



, *5οΣχόλιο ν* Καθώς εις την Ε  πρόταοιν ήθίλαμεν άπο- διίξει ότι δέν ή μπορεί νά ύπάρχτι παρά εις μόνος κύκλος, και Ιπομι'νως εν jjlcJvqv μίγις-ον πολύγωνον τό όποιον νά πληροί είς το ζήτημα* και τό πολύγωνον τούτο θίλει εχει την αυτήν επιφάνειαν, καθ' όποιον τρόπον και αν μι- ταβληδγ ή τάξις των πλευρΰν·Π Ρ Ο Τ Α Σ 1 Σ  Ζ\Θ Ε ft P Η Μ Α.Τό κανονικόν πολύγωνον elvai μόγιςΌν μεταξύ όλων των ίσοπεριμότρων πολυγώνων του αύτου αριθμού πλευρών·Διότι, κατά τό δεύτερον θεώρημα, τό μεγις-ον πολύ· γωνον 2χει όλας του τάς πλευρά; ισας* και, κατά τό προ· λαβόν, είναι ίγγράψιμον εις τον κύκλον1 λοιπόν τό πο· λύγώνον τούτο είναι κανονικόν,Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Η '.Λ  Η Μ Μ Α.Δύο γωνίαι εις τό κε'ντρον, μετρούμεναι εις δύο δια· φορετικου; κύκλους, είναι προς άλλήλα; ώς τά περιεχόμενα τόξα διαιρούμενα διά των ακτινών·Ούτως ή γωνία Γ είναι πρός τήν γωνίαν Ο ώ; ό λόγος — προς τον λόγον αε , σχψ Χ^8,ΛθΜε ακτίνα ΟΖ ϊσην τνι ΑΓ άς γραφΟνί τό τοξον ζ Η  περιεχόμενον μεταξύ τδν πλευρών ΟΔ, ΟΕ προεκβαλλο· μίνων* εξ αίτιας των ίσων ακτινών Α Γ , ΟΖ, 0ελομεν ίχει κατά πρώτον Γ : 0 ; ; Α Β : ΖΗ  (πρ« 171 2) ή ; :  ΔΒ ; ΖΗ·αγ ζοίπειτα, εξ αιτίας των όμοιων τόξων ΖΗ , ΔΕ, Ζ Η :Δ Ε ::Ζ Ο :Δ Ο  (πρό· ι ι ) ’ λοιπόν ό λόγος Μ  Λναι ίΐτας μι τονζολόγον καί ίπομε'νως Γ : 0  : :  ΑΒ · αε.A© ΑΓ ΑΟ



ι£εΠ  P 0  T  A ϊ  I ϊ  Θ'.(·) Ε f t p  Η Μ Α.Κκ δύο κανονοιδν ΐαόπιριμίτρων πολυγώνων, το ίχον μεγαλνίτιρον .αριθμόν* πλευρών είναι το μεγάλιίτερον.Ε<ςω ΔΕ ή ^μιπλεΐιρά toC ένδς των πολυγώνων, Ο  τδ χίντρον του, ΟΕ τδ «πο'<τϊιμ« του* ες-ω ΑΒ i  ιίμιπλευρά τοΰ «λλου πολυγώνου, Γ τδ χοντρόν του, ΓΒ τδ απάτη? μα του. ΤπαΟίτομέν τά κίντρα Ο  χαΐ Γ άπ^χοντα άπ* «λλη'λων όπαιονδιίποτε διαςτιμα Ο Γ, καί τά άποτάματα ΟΕ, ΓΒ, κατά τήν διεύΟυνσιν Ο Γ: ούτως ΔΟΕ καΙΑΓΒ δΛουν είναι αί εις τδ κέντρον δμιγωνίαι των πολυγώνων, καί έρειδή αί γωνίαι Λυται δέν είναι ίται, αί γραμμαί ΓΛ,ΟΔ προεκβλη^εΐταιΟ&ουν τυναπαντηΟη εις ςτγμήν τινα Ζ* Ικ ταυ της ας κατιβαβΟ?! επί τηςΌΓ ή κάθετος ΖΗ* ικ των ςτγμων Ο καίΓ, ώς έχ κέντρων, ας γραφΟώοι τά το'£« ΙΊΙ,ΗΘ περατούμεναεις τάς πλευράς Ο Ζ,ΓΖ. αχ, tyg..Τούτου τεΟέντος, εγομεν κατά τδ προλαβδν λτμμα Ο : Γ : :  5}: άλλα ΔΕ είναι προ; τί,ν περίμετρον τουΟΗ ΓΗ  'πρώτου πολυγώνου ώς δ γοινία Ο ιίς τίσταρας όίΟάς, καί ΑΒ είναι προς τήν περίμετρον του δευτίρου ώς ή γω· νία Γ πρδς τίοσαρας ορθά;’ λοιπδν, έπειδή αί περίμετροι των πολυγώνων είναι ίόαι, ΔΕ: ΑΒ : :  Ο ; Γ , ί  Δ Ε : ΑΒ:: Ι Η ; Ηθ· πολλΛπλασιάζοντες τους >5γουμίνους Ιττί ΟΗ καί Oil ΓΗ 1 .τους έπομίνους Απί ΓΗ , ΟΛομεν 2χει ΔΕ X  ΟΗ : ΑΒ X  Γ Η : : Η Ι :Η Θ . Αλλά τά ομοια τρίγωνα ΟΔΕ, ΟΖΗ, δίδουν Ο Ε : Ο Η : :ΔΕ :ΖΗ , δθεν επεται ΔΕΧΟ Η «=» Ο Ε Χ Ζ Η "  6Λομεν εχει παρομοίως Α Β Χ Γ Η = ” Γ Β χ  ΖΗ· λοιπδν ΟΕ Χ Ζ Η .Γ Β Χ Ζ Η :: H I : HO, ϋ ΟΕ :ΓΒ:; H I : H O . Εάν λοιπδν διίξωμεν άτι τδ τδξον H I είναι



μεγαλνίτερΟν του τόξου Η Θ , θέλει ακολουθήσει ότι το απόδημα ΟΕ είναι μεγαλτίτερον του Γ ΰ .Από τό άλλο μέρος τίς Τ χ  ας γέννϊ τό* «χίμα ΓΚ/χ ίσον μέ τόσχίμα ΓΗ χ, εις τρόπον «δς-ε Γ Κ /ε=^ΓΗ, ή γωνία Θ ΓΚ' *=»ΘΓΗ, καί τό τόξον Κ χ ^ χ Ι Γ  η καμπύλή Κ*χΗ περικυκλοι τό τόξον Κ 'Θ ίΙ, καί είναι μεγαλύτερα από αυτό (προ'. 9)* άρα Ηχίμίσεια τ ί  ς καμπυλν};, είναι μεγαλύτερα του ΗΘ ίμίσεως του τόξου* λοιπόν, πολύ:περισσο'τ$ρον, H I είναι μεΐζον του ΗΘ,Εκ τούτου Ζπεται ότι τό άπότκμα ΟΕ είναι μεΐζον. του ΓΒ' άλλα τά δύο πολύγωνα ώς ίσοπερίμετρα είναι προς άλλν]λα ώς τά άποςτίματάτων (προ. γ)' λοιπόν τό πολύγωνον τό εχον -/,μιπλευράν ΔΕ είναι μεγαλνίτερον του εχοντος ίμιπλιυράν ΑΒ* τό πρώτον ίχεν περισσότερα* πλευράς, διότι ή εις τό κέντρον γωνία του είναι μικρό·* τέρα* άρα έκ δύο κανονικών ίσοπιριμέτρων πολυγώνων, τό εχον περισσότερες πλευρά; είναι τό μεγαλνίτερον*Π Ρ Ο Τ Α 2 Ι Σ  Ι\
ΘνΕ Λ  Ρ Η Μ Α. ;Ο κύκλος είναι μεγαλύτερος από κάθε ίσοπερίμετρον πολύγωνον,ΑπεδείχΟη τίδν) ότι άπό όλ,α τά ίσοπερίμετρα πολύγω- να καί του' αύτου αριθμού πλευρών τό κανονικόν πολύγωνον είναι τό μεγαλνίτερον* ούτως άλλο δεν πρόκειται παρά νά συγκρίνωμεν τον κύκλον με όποιονδνίποτε Κανονικόν ίσοπερίμετρον πολύγωνον* Εςω Α1 ν$ ίμιπλευρα τούτου του πολυγώνου, Γ τό κεντρον του. Ετω εις τον ίσοπερίμετρον κύκλον ί  γωνία AOE^=» Α ΤΙ, καί έπομένως τό τόξον ΔΕ ίσον μέ τ/*ν ίμιπλευραν Α Ι, Τό πολύγωνον Π είναι πρός τον κύκλον Κ  ώ; τό τρίγωνον ΑΤΙ πρός τον τομέα ΟΔΕ* ούτως εχομιν Π ; Κ ; : $  Α ΙΧ Γ Χ  ί Δ Ε Χ



O E i : Π : Ο Ε ,  Λς άχθη ίίς τήν ςτιγμήν Ε  ή ίφαπτομ^νη Ε Η  ητ»ί συναπαντά τήν προεκβολήν της ΟΔ «ΐς II. Τα o|/.ot* τρίγωνα Λ ΓΙ, ΙΙΟ Ε , δίίυυν τήν αναλογίαν, · I T : Ο Ε : :  ΛΙ ή ΔΕ : H E ' λοιπόν Π : Κ.'ςΔΚ : HE: ή ώ; Δ Ε Χ  ίΟ Ε  ρ τ̂ρον του τομεω; ΔΟΕ προς H E X  iO E  ρ,ίτρον τοϊ τριγώνου Η Ο Ε’ άλλ* ά τομ,ευς «ναι jAi>tp4- τερος το3 τριγώνου' λοιπόν ΓΙ είναι (λίχρότερον του Κ , κρα ό χόχλος ιΐναι ρ.εγαλτίτερος ά^ό κάδε πολύγωνόν ισοπερί|Λβτρον. σχ. ι8υ;
Β Ι Β Λ Ι Ο Ν  Ε ’.

ΤΑ* ΕΠΙΠΕΔΑ ΚΑΙ ΑΙ ΣΤΕΡΕΑ!Γ  Ω Ν I A I ,Ο Ρ Ι Σ Μ Ο  I.Α’ .Ε 'ύθεΐα  γραμμή είναι κάθετος έν ε πι πέδω δταν ήναι κάθετος εις δλας τας ευθείας τας διερ/ομένας δια του π ο δ δ ς τ η ς  εις το ίπίπεδον (προ. 4)· Αντί- ?ράφως τδ ίπίπεδον είναι κκβετον εις τήν γραμμήν.Ο πους τής καβέτου είναι ή ϊιγμή τής συναπαντήσεις της με τ$ ίπίπεδον.Β .  Ευθεία είνατ παράλληλος  ί π ι π  ε'δου δτάν δέ* ήμπορη να τδ συναπαντήσω οοον κάί άν προεκβληΟ .̂ Αν- τιςγο'φως τδ ίπίπεδον είναι παράλληλον της*γραμμής. .Γ .  Δύο επί πεδα είναι παράλληλα μεταξύ των, όταν δε^ήμπορουννχσυναπαντηίίωσιν δσον καί άνπροεκβληΟωσι.Δ\ -θελει άποδειχΟ  ̂ (πΡ°'· 3) οτι ή κοινή τομή δύο επιπέδων τά οποία συναπαντβνται; είναι ευθεία γραμμή: γούτου τεΟενιος^ή γωνία ή αμοιβαία κλίσις δύο έπι*
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π*ί ω ( ιίναι ή ττο σάχης μάλλον η ηττον μεγάληχατά την 
ίποίαν. άπέχουτιν άπ* άλλήλων’ ή ποσοτης αυτή μίτρίιται 
άπδ την γωνίαν* την. οποίαν λάμνουν μεταξύ των δύο κά
θετοι ηγμ*ναι εί;Ίκαρον τούτων των επιπέδων εις την 
αυτήν ςτγμήν της κοινής τομή;* (βλέ. προ'. 7)·

Η γωνία αυτή έμπορε? νά ήναι όξιΐα, όρδή, η αμβλεία,
Ε\ Εάν ν,ναι ορδή, τα δύο επίπεδα είναι κάθετα 

to. tv· εις τδ άλλο»θ '. Γω νία 7 Cpea civat τδ χωρίον τδ πεοιεχυ'μενον άπδ τα επίπεδα πολλών γωνιων αί όποιαι ένουνται it; τήν αυτήν cryf^'v.
Ούτως ή ςέρζα γωνία 2 σχηματίζεται άπδ την ενωσιν 

των έπιπέδων ΑΣΒ, ΒΣΓ, ΓΣΒ, ΛΣΑ. σχ. igy.
Τούλάχιτον χρειάζονται τρία Ιπίπεδα διά τον σχημα

τισμόν ζ-ερεα; γωνίας,Π Ρ Ο Τ Α  Σ Ι  Σ  Π Ρ Ω Τ Η .
0 Ε Λ Ρ II Μ Α,

154

Ευθείας γραμμής μέρος δεν ήμπορει νά ήναι «ίς τδ επίπεδον, και μέρος έκτος αυτοί?;Διύτι, κατά τον ορισμόν του επιπέδου, άμα ευθεία γραμμή εχει δύο κοινά σημεία με επίπεδον τι, εύρισκεται όλη εις τούτο, τδ ίπίπεδον,Σ χο λιο ν , Διάνα γνωρίσωμεν εάν ίτπφάνείά τις ηναι επίπεδος, πρέπα νά έφοφμοσωμεν ευθείαν γραμμήν ιίς διάφορα μέρη αυτής καί νά ίδωμεν εάν ίπτεται τής'Ιπι* φανιίας καθ’ ολην της τήν εκτασιν,Π Ρ Ο Τ Α  Σ  Ι Σ  Β\θ  Ε Λ Ρ  II  Μ Λ,Ayo ευθείαν αΐτινίς τέμνονται ευρίσκονται εις το αύτδ επίπεδον, χαί προβοδίζουν την Οεσιν του.



Εδωσαν ΑΒ, Α Γ , δυο εύθείαι αϊτινις τιμνονται ιίς A : ήμποροδμεν να φαντασθώμεν ίπίπεδον ιίς to όποΤον να ιύρισκεταιή ευθεία ΑΒ* ίάν ακολούθως ςγ̂ ψ<σμεν τούτο τδ ίπίπεδον όλόγυρα τής ΑΒ, εως ου να διίλθ  ̂ διά τής Γ ^ ? ς  Γ , τότε ή γραμμή ΑΓ, εχουσα δύο των σημείων της' Α και Γ  ιίς τούτο τό Επίπεδον, θέλει εύρίσκεται όλη ιίς αυτό* λοιπόν ή θεσις τούτου τού Επιπέδου προσδιορίζεται άπδ μόνην τήν συνθήκην τό νά πεβιίχη τα; δύο ιύθείας ΑΒ, Α Γ . σχ. ιδ ιΠ ό ρ ι σ μ α  Λ*. Τρίγωνον τδ ΑΒΓ, ή τρία σημεία Α, Β , Γ , μίΐ έπ’ ευθείας προσδιορίζουν την θίσιν επίπεδου.Π ό ρ ι σ μ α  Β .  Λοιπδν -ώσαύτως δύο παράλληλοι ΑΒ, ΓΔ προσδιορίζουν τήν Οέσιν ίπιπίδου* διότι εάν άχ0ή ή διατέμνουσα ΙίΖ, τδ Επίπεδον των δύο ευθειών ΑΚ, ΕΖ θίλει είναι τδ τών παραλλήλου Α Β , ΓΔ*.Π  Ρ Ο Τ Α Σ  1 2  r .θ  l i f t  Ρ 11 Μ λ .Η κοινή τομή δύοίπιπιδων τά όποια τίμνονται, ειν*ι ΐυθε?α γραμμή.ΔιόΥι iav μεταξύ τών κοινών σημείων εις τα δύο ίπί- πιδα ίτον δυνατόν να εόρεθώσι τρία μή ίπ’ ευθείας, τα δύο Ιπίπεδα διερχόμενα δίά τών τριών τούτων σημείων δίν ηθιλον σχηματίζει παρά εν μόνον και τδ αυτό επίπεδον (πρό. α), τδ όποΤον ίναντιοΰται είς τήν ύπόθεσιν.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Α .Θ < η  Ι Μ 1 Μ  Α.Εάν ευθεία γραμμή ΑΠ ηναι κάθετος είς δύο.αλλας Π Β , Π Γ , ,αιτινες διας-αυρουνται είς τδν πόδατης έν τω έπιπβδερ Μ Ν , Οε̂ ει είναι κάθετος είς όποιαν δήποτε εύθεΤαν JIK  ήγμ^νην ix του ποδός της ιίς τδ αυτό έπίπεδον, καί οδτω θελιι ίΓναι κάθετος εί^τδ Επίπεδον Μ Ν. σχ. ι83.



Ας ληφΟη in i της ΠΚ. σηιαΐδν τι κ«τ’ <£pt«tttow Κ , «ς κχΟη ή ΒΓ έντδς της γωνίας Β Π Γ , εί; τριίττον ώς-e Β Κ = »  Κ Γ  (προβ. 5. βφ λ. 3)* άς επιζευγδώσιν αί ΑΒ, Α Κ , Α Γ .Επίιδη ή βάσις Β,Γ διαιρείται εις διίο ίσα μέρη εις την ςτγρ*ν τ° ΤΡι7ωνον Β Π Γ δίδει ( ι4 , 3),—a —a —a —aΠ Γ ψ  Π Β = 2 Π Κ .- Η 2 Κ Γ .Το τρίγωνον Β Α Γ δίδει παρομοίως,—a —a —a —aΑ Γ  +  Α Β = 2 Α Κ  +  2Κ Γ .Εαν άπϊ> την δεύτερον ισότητα ά^αιρεσωριεν την ττρώ* την, και παρατηρη'σωμεν δ η  τα τρίγωνα Α Π Γ , Α Π Β ,— a — a — aκαι τα δύο ορθογώνια εί; Π , δίδουν Α Γ— Π Γ  «« Α Π , και —a *—% —aΑ Β — Π Π = * Α ΙΓ  Οέλομεν εχει,—a —a —a —aΑΠ +  ΑΠ— aAK- α Π Κ .Αοιπόν, διαιρουντε; καί τά δυο μέλη δια 2 ,  συνάγο· —a . —a —a —a —a —aF v Α Π = * Α Κ — Π Κ , V) A R =  Α Ι Ι 4 - Π Κ . Τώρα m w  δή ic; μονον το ορθογώνιον τρίγωνον το άθροισμα των τετραγώνων των δύο πλευρών ίσοδται με τό τετράγωνον τής τρίτες- δια τοδτο το .τρίγωνον Α Π Κ  είναι ορθογώνιον εί; Π" λοιπόν Α Π  είναι κάθετο; εί; τί*ν Π Κ »Σ χο 'λ ιο ν . Εντεύθεν, βλεπομεν, δτι οχι μονον είναι δυνατόν ευθεία γραμμή, νά τ,ναι κάθετο; εις όλα; τάς δι- ερχόμενα; .δια τοό ποδος τυ;; εν τφ επιπεδω, άλλ’ οτι τούτο συμβαίνει όσάκι; α3τν; ή γραμμή είναι κάθετο; «ί; δύο ευθεία; ήγμένα; εί; το επίπεδον, και τούτο βε· βαιόνει τον Α; όρισμον»Π ό ρ ι σ μ α  Α \ Η  κάθετο; Α Π  είναι σιμοτινωτερα άπό όποιανδήποτε π)αγίαν ΑΚ* λοι.τόν μετρεΐ τήν άλ/,θινήν ώπός-ασιν του σημείου Α από τό επίπεδον Π Κ .
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Πόρισμα Β*. Από δεδομίνον cr,p.stov Π m  επιπόνου; μί® μονή κάθετος είναι δονατόν να ύψωΘτ. ιις tgoto το ^πίπείαν* διότι, ει δυνατόν, ας ύποδίσωμεν ότι ήμ-ορεί να ΰψω.Οοϊν δύο* ας φαντασθωμεν ότι διά των δόο τούτων καθίτων διέρχεται επίπεδον, το όποιον τε'μνει το Μ Ν  κατά τήν Π Κ ' τότε αί δύο κάθετοι περί των οποίων ό λόγος iiOtXov είναι κάθετοι έπΐ τής γραμμές |ΙΙί εις τήν αυτήν ογμήν καί Ιν τω αυτοί Iπιπέρι?, οπεο αδύνατον.Αδύνατον είναι παρομοίως άπο δεδομίναν οτ,μειον 7κτος ίπιπόδου να κατεβασΟωσι δυο κάθετοι εις τούτο τό. επί* πεδον* διότι ές·ωσαν ΑΠ , Α Κ ,α ΐ δυο αυται κάθετοι' τότε το τρίγωνον ΑΠΚ. νίδελεν ίγη δύο όρθάς γωνίας ΑΠ Κ , Α £ Π , ίπερ αδύνατον·
Π Ρ Ο Τ Α Σ I  S Ε\Θ Ε Π Ρ Η Μ Λ ·Αί πλάγιαι αί ισάκις άπ/χουσαι τίς καθ/του είναι ισαί* καί ίκ δύο πλαγίων αιτινες άνισα'κις άττίχουσι τ^ς καθίτου, *4 περισσότερόν άπέ/ουσα είναι Ά π^ίον μακρυνή ν( ργαλτ,τέρα*Διο'τι έπειδή αί γωνίβΛ ΑΠΒ, ΑΠ Γ, Α1ΙΔ είναι ορθά!, 2αν τα διαςτίρτία ΠΒ, ΠΓ, ΠΔ ύποτεθωσιν ίσα προς άλληλα, τα τρίγωνα ΑΠΒ, ΑΠ Γ, ΑΠΔ, ΘΛουν εχει (Λίαν γωνίαν ϊσην περιεχομένων ρταξυ πλευρών ίσων* λοιπον Οίλουν είναι ισα* άρα αί υποτείνουσας η αί πλάγιαι ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, θιίλουν είναι ίσαι ρταξυ των* Παρομοίως, ίαν το διάς*»μα Π Ε , ίναι μεγαλνίτερον του ΠΔ ω του ίσου {Λε αύτδ Π Β , φανερόν οτι τί πλαγία Α Ε  θίλει είναι ρ -  γαλητερα της Α Β , ί  της ίσης ρ  αυτήν Α Δ . σχ. ι84*Π ό ρ ισ μ α . Ολαι αί ϊσαι πλάγιαι AΒ, Α Γ , ΑΔ, κτλ τελειώνουν εις την περιφέρειαν ΒΓΔ, γεγραμμένην έκ του ποδος τως καθέτου Π ώ; εκ κέντρου* λοιπον δεδομένου



ι §8σημείου Α έκτος ίπιίτέδου, εάν δελωμεν να ευρωμεν τά σημεΐον Π οπού ίδελε πέσει £ κατεβαζομένη κάθετος iiti το Α, πρέπει να σημειώσωμεν ίπί τούτου τού έπιπέδου τρία σημεία Β, Γ, Δ, τα δποία ισάκις να άπ/χουν άπδ την Α, καί να ζηττίσωμεν ακολούθως τδ κέντρον'του κύκλου του.διερχομένου .διά τούτων των σημείων* τδ κίντρον toCto θέλει είναι ή ζητούμενη Π*Σχύλιον* Η .γωνία ΑΒΠ καλείται κλίσις τ'ης πλαγία; ΑΒ ζπ\ τοδ έπιπέδου ΜΝ* βλίπαμεν 5τι ή κλί*. σις αυτή είναι’ιση όΥ ολας τά; πλαγίας ΑΒ,λΓ,ΑΔ, κ,τ,λ. «ί δποίαι ισάκις απομακρύνονται της καθέτου' διότι δλα τά τρίγωνα ΑΒΠ,ΑΓΠ,ΑΔΠ, κ,τλ* είναι ίσα άλλ̂ λοις.Π Ρ Ο Τ Α Σ I 2 ς\ Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Ες*ω ΑΠ κάθετος είς τδ έπίπεδον ΜΝ καί ΒΓ ευθεία κειμένη είς τοδτο το έπίπεδον* ίάν άπο τον παδα Π της καθέτου κατεβασθη 'h κάθετος ΠΔ ίπί τηςΒΓ,’ καί έπιζευχθνί ΑΔ, λέγω ό'τι ΑΔ θέλει είναι κάθετος είς την ΒΓ* σχ* ι 85.Ας ληφθνί ΔΒ=ΔΓ, καί άς έπιζευχθώσιν αι ΠΒ,ΠΓ, ΑΒ, ΑΓ: έπειδη ΔΒ^^ΛΓ, Ά πλαγία ΓΙΒ«^ΠΓ* καί ώς προς τ̂ ν κάθετον ΑΠ, έπειί̂  Ι1Β <=* ΠΓ, < πλαγία ΑΒ «°» ΑΓ (πρ* 5)* λοιπδν δύο σημεία της γραμμής ΑΔ ισάκις άπέχυυσι των άκρων Β καί Γ* λοιπδν ΑΔ είναι κάθετος είς τό ή'μισυ της ΒΓ*Πόρισμα* Βλεπομεν έντάυτφ δτι ΒΓ είναι κάθετος είς το έπίπεδον ΑΔΠ, ώς κάθετος είς τάς δύο ευθείας ΑΔ,ΪΙΔ* Σχολιον* Αί δύο γραμμαί ΑΕ, ΒΓ πλησιάζουν τδ παράδειγμα δύο γραμμών αί όποίαι δ£ν συναπαντώντας ώ; μή κείμεναι είς τδ αύτδ επίπεδον* Τδ σιμοτινώτερον διάβημα τούτων των γραμμών είναι *ί ευθεία ΠΔ, κάθετος ίντάυτφ εί; την ΑΠ καί την ΒΓ, Τδ' διάβημα ΠΔ



είναι to σιμοτινώηρον μεταξύ των δυ'ο τούτων γραμμών' διότι έάν Ινώαωμεν δυο άλλα σημεία , ώς Λ καί-β, Qe* λομεν Ιχΐι ΛΒ> Α Δ , Λ Δ  > ΠΔ* λοιπόν, πολύ περισαότε· ρον, ΑΒ> ΠΔ,Αί δυο γραμμαί ΛΕ, TBf «ν καί δέν χεΐντε;ΐ είς to αυτό ίπίπεδον, θεωρούνται όμως οτι κάμνουν μετκξό των γωνίοιν ορθήν' διότι ΑΕ καί ή ήγμίνη παράλληλος ίξ ίνός των σημείων της τίί ΒΓ, ήΟελον κάμει μεταξύ των γωνίαν ορθήν, Ωοαυτως αί γραμμαί ΛΒ χαι ΠΔ, αϊτινες παρι» ςτάνουν δυο όποιαςδήποτε ευθείας μή έν τω αυτή ίπιπίδφ κειμ&ας, θεωρούνται ώς ποΜίυσαι μεταξύ των τήν αυτήν γωνίαν τήν οποίαν ή')ελε κάμει μί τήν ΑΒ ή παράλληλος τ?ί ΠΔ ήγμίνη από tv σημεϊον τής ΑΒ.Π Ρ Ο Τ Λ 2 I 2 Ζ1.Θ £ il l* II ΛΙ Λ.Εάν ή γραμμή ΑΤΙ ήναι κάθετος ίΐς το όπίπεδον Μ Ν, κά&ε γραμμή ΔΕ παράλληλος τή ΑΠ θίλει «Γναι κάθετο; είς το αυτό ίπίπεδον. οχ. ι86.Διά'τΰν παραλλήλων ΑΓΙ, ΔΕ, ας διίλΟη Επίπεδον, του όποιου ή κοινή τομή μέ το έπίπεδον ΜΝ Οΐλϊί είναι* ΠΔ* είς τό ίπίπεδον ΜΝ ας άχΟ·ρ ΒΓ κάθετος ε’ς τήν Π Δ , καί άς ίπιζευχί^ ΑΔ.Κατά -τό πόοΐβμα του προλαβόντος θεωρήματος, ΒΓ είναι κάίετος είς τό επίπεδον ΑΠΔΕ' λοιπόν, ή γωνία ΒΔΕ είναι όρ6ή: άλλ’ ή γωνία ΔΕΠ είναι ωσαύτως ορθή, διότι ΑΠ είναι κάθετος εις τήν Π Δ ,.κ ΐί ΔΕ είναι παράλ* ληλος τή ΑΠ* λοιπόν ή ΔΕ είναι χα'Οετος είς τάς δυο ευθείας ΔΙΙ,ΔΒ* άρα είναι κάθετος εις τό ίΛίπεδόντων ΜΝ.Π ό ρ ι σ μ α  Α\ Εάν αί ΐόθειαι ΑΠ, ΔΕ ήναι κάθετοι είς τό αυτό ίπίπεδον Μ Ν, θέλουν είναι παράλληλοι' διότι άλλως, ήμπορουοαμεν νά άξωμεν διά του σημείου Δ πα*



ιβοράλληλον τή, Α.Π, ίίτ̂ ς ήθελεν είναι κάθετος είς To iitiici* δον Μ Ν ήθελεν είναι άρα δυνατόν άκό τ4 αυτό στ,μειον Δ, να ΰψωθώσι δύο κάθετοι είς τό αυτό επίπεδον, δπερ αδύνατον (πρά. 4 )·Π ύρισμα Β\ Δύο εύθεϊαι Α καί Β, παράλληλοι μιας τρίτης Γ  είναι και μεταξύτων παράλληλοι’ διότι άς φαν· τασθώμεν επίπεδον κάθετον είς τήν γραμμήν Γ ’ αί γραμ- μαί Α  καί Β, παράλληλοι ταύτης τής καθέτου, θείουν είναι κάθετοι είς το αυτό ίπίπεδον' λοιπόν, κατά το προ- λαβόν πόρισμα, θέλουν είναι καί μεταξύ των παράλληλοι..· Εννοείται ότι αί τρεις γραμμαί δεν είναι είς τό αυτό, έπίπιδον, άλλως ή πρύτασις ήθελεν είναι γνωςή (a5, ι%Π Ρ  Ο Τ  Λ  Σ  I  Σ  Η\Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .  *I ·Εάν ή γραμμή ΑΒ ηναι παράλληλος ευθείας τίνος ΓΔ ηγμένης είς το επίπεδον Μ Ν , θέλει είναι παράλληλος τούτου του έπιπίδοϋ. σχ. i 8y. ,Διότι έαν ή γραμμή ΛΒ, ήτις' εύρισκεται είς το επί- πεδον .ΑΒΓΔ ήτον δυνατόν νά συναπαντήσή τό έπίπεδον . ί\ΙΝ, ή συναπάντησις αύνη θά έγίνετο είς κάνέν σημείον της ΓΔ, κοινής, τόμης των δύο έπιπέδων; Τώρα, ΑΒ δεν; ή μπορεί νά συναπαντήσΥΐ ΓΔ, ώς παράλληλος αυτής* λοι-r πον ουδέ τό επίπεδον ΜΝ θέλει συναπαντήσει’ άρα είναι παράλληλος αύτου (όρ. a).Π Ρ  Ο  Τ  Α 2  I S  Θ'.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Δύο ε’πίπεδα Μ Ν , ΤΙΚ, κάθετα*εί? ευθείαν τίνά ΑΒ, είναι παράλληλα μεταξύ των. σχ. ϊ 88.Διότι άς ΰποθεσωμεν ότι συναπαντώνται’ ϊζ(α Ο έν των κοινών σημείων τών* άς έπιζευχθώσιν αί Ο Α , ΟΒ* νή γραμμή ΑΒ, κάθετος είς τό επίπεδόν Μ Ν , είναι κάθετος



“ ΙΟΙ*}ς τ'ήν ιΰΟιΐαν Ο Λ ήγμίνήν άπΑ"tf&v Λ<ίί«τη{ Ιις ToCt» t i  Ittiitl'W  itfc tiv «δτδν λόγον ΑΒ that ΧαΟίτΟς iff τήν ΪΚ>* λΟίΚΰν'ΌΛ, ΟΙ) ήΟίλον ιΐνά» &ίο χάΟιτοι χατι* ίαομίναι citti τό αΰΜ σ*ηi/.etov Ο ίτνί -tit ΐύΟιιας, ίττιρ eî vvWTOv* λοίΐϊόν' τα iftirtii* Μ Ν , UK. 5iv ήΑκο- poCv νά βυγ«κανττ,Οο(ϊν* λοιττύν elvat ίτοίράλλ-οΧΛ.
Π 1» O T A  Σ  1 2  V;ο  κ η  Ρ II Μ Λ .

Μ xoival 'tojAai ΕΖ, 1ΙΘ, &ίο παραλλήλων ΙτΝπί ίων Μ ΝίΠΚ,,ΰφ 1 Ινδ'ς τρίτου ΖΗ , »Τν«ι παράλληλοι. οχ. ι 8ρ< - Διότι έαν αί γραμμαί JEZ, Ι1Θ, «ΰριοχόμίΫκΐ ίΐί τ4 κΰτδ Itrimiov1, iev ιΐνά» παράλληλοι, Λροίχβλτ,διΐσαι δίλουν '7υν'Χττ«ντ7ΐθ91 * λοιπόν ·τ« irtirctia Μ Ν, Π Κ , et; τ* όποια, ιλρίοχοντκι, όμοίως όμιλον βι»ν«ΐϊ*ν*«δ$' λοιπόν'$ii' ήΟιλίν elvat παράλληλα.IT Ρ  Ο Τ  Λ Σ  I  Σ  ΙΑ '.Θ Ε Ο  Ρ Η Μ Α .Π γραμμή ΑΒ, χάΒβτος «Γς τι) Ιπίπιίον Μ Ν , ιίνκΐ χβΟιτοί ιίς to όπίπιίον ΠΚ παράλληλον too Μ Ν. ·χ . ι 88,ΑχδΗάης Αλτ’ άριίοχκαν αής ΒΓ ιίς τό ίπίπιίον Π Κ , ίια Tfoo Α Β ,Β Γ άςίιίλδι} Ιττίπίδον τό ΑΒΓ, τό Αττοΐον τ/μν*ί to ΜΝ χατ* τήν Αδ , ήτις βίλιι «Ιναι παράλλη- λο< t 1J 1 )Γ·(πρ.· ιο)' άλλ* ή ΑΒ χάΘιτα; etc tb ίπίπ,ΐίον Μ Ν ιΐναι κάδιτος«ίς τήν ίύΟιιαν ΑΔ* λοιπήν OAtt tlvat κάδιτος χΑι ιίς τήν παράλληλο ναΰΤτί; ΒΓ' καί ίπίΐίή ή ΑΒ Ίΐνανκάδιτος βίς κοίΟ* γραμμήν ΒΓ ήγμάνην άπδ tiv  πόία της <ις τό Ιπίπιδον Π Κ , Ιπ*ται δτι elvat κά* δ#τος 'etc τό· ίπίπιίον Π Κ ;Π  Ρ  Ο Τ  Α Σ  I Σ  ΙΒ \Θ Ε Π Ρ Η Μ Α .Αί παράλληλοι Ε Η ,Ζ Θ , πίριίχόμιναιμιταζΰ ίυο π«* ραλλήλων Ιπιπ/ίων Μ Ν , Π Κ  ιίναι ί*α«. Οχ. 189.
IX



i6a .v Διά των παραλλτίλων Β Η , Ζ Θ , ας; διίΧήη το cicitre- δβν Ε Η Θ Ζ , τό όποιον 6* σννμπαντ/ίσ« τά παράλληλα ίπίπιδχ· κατά τάί Ε Ζ , Η Θ , Α1*?>ν«ί τομαΐ RZ, | ίθ , ιϊναι παράλληλοι μιταξυ.των (πρά.; ίο  ), καδως-καί αί Ε Η , ΖΘ* αρα τό σχήμα Ε Η Θ Ζ ιϊναι παραλληλόγραμμον* άρα ΕΗ  »=» ΕΘ .
Πό ρισμα. Εντιΰΰίν ?π»ται δτι δυο παράλληλα 

επ ίπ ιδα  ισάκις άπ ίχουσ ί καΟ’ δληντων τλν ΐκ- 
τασιν*.διότι ίάν ΕΗ,καί ΖΘ ·?,ν«ι κάΟιτοι «ίς.τά δύο 
ΐπίπ«.δ« ΜΝ, ΠΚ, Gftouv βίναι παράλληλοι μοίαζυ. των 
(πρ, ?)* λοιπόν ίίναι ϊσαι.Π Ρ 0 Τ Α 2 Ι Σ  Ι Γ\ • Θ Ε 1Ϊ Ρ Η Μ Λ .

Εάν δυο γωνίαι ΓΑΕ,ΔΒΖ μ*ό ιΐς τό αΰτό ίπίπιδον xu* 
μίναι Ζχουν τάς πλίυράςτων παραλλτίλους, καί διβυΟυνο- 
μίνας κατά τήν αυτόν ίννοιαν, «ί γωνίαι jayrai Ο&ουν 
ιΐναι ίσαικαί τά ίπίπιδάτων παράλληλα, οχ, rijo,. < Λ; ληφΟίί Α Γ “ ΒΔ, Λ Ε «= Β Ζ , καί άς .άπι ι̂υχδώβιν αί ΓΕ,Δ Ζ,Α Β ,ΓΔ ,ΕΖ . Επιιδλ ΛΓ ιΙναι ίοη καίτςαράλλη* λος τν) ΒΔ, τό σχήμα ΛΒΓΔ ιίναι παραλληλόγραμμον .( ι ι ,  3.)' λοιπόν ΓΔ «ϊναί ϊοη καί παράλληλος τΐί ΑΒ* διά τον αυτόν λόγον Ε Ζ  ιίναι ϊοη καί πάράλληλος; τ·ίί ΑΒ' λοιπόν ώοαυτως ΓΔ five<i ϊοη καί παράλληλός τη ΚΖ’ τό σχήμα αρα ΓΕΖΔ «ίναι παραλληλόγραμμον, καί ούτως 
•h πλβυρά F E  ίϊναι ίση καί παράλληλος τνί ΔΖ' «ρα τά τρίγωνα Γ Λ Ε , ΔΒΖ, «ίναι ϊσόπλιυρα μιταξυτων* «ρχ ιί γωνία Γ Λ Ε  “ »ΔΒΖ.

Λίγω δίότίρονδτι τό ιπίπιδον ΑΓΕ ιίνάι παράλληλον 
του ίπιπίδου DAZ* διότι, ας όποΟίσωμιν δτι τό παράλ
ληλον οπίπτδον τοΟ ΒΔΖ, ήγμι'νον ϊκ της ςτγμνίς Λ συνα
παντά τάς γραμμάς ΓΔ, ΕΖ, ΐίς διακριτικά οημιία άπό 
τά Γ καίΕ, φιρ’ ιίπιΓν,ιΐς Η καί Θ, Τότ*, κατά την ΙΒ*



πριίτΛύιν, άΐ τρίίς γραμμα'ι AH, ΗΔ^ΖΘ ήΟίλον itvai m it  άλλ* «I τριΤς γραμμκί AD, ΓΔ, E Z .A m  fan' λονπδν.ήΟ/* λαμιν ί/ ίΐΓ Δ « * ΙΪΔ , ΗΛ» Ζ 0 λ * Ε Ζ ,  οπιρ ατοπον; λοιπόν τό ίπίπβδόν ΛΓΕ βΓναι παράλληλον τοΰ ΒΔΖ.• ί,Π όρισμα. , Εάν :δυα παράλληλα ̂ .ίπίπιδ* Μ Ν, Π Κ , βυνάπανΥώνται afti Juo άλλα ΓΑΒΔ, ΕΛΒΖ, κ! σχήμα* τιζόμίναιγωνίαι ΓΛΈ , ΔΒΖ από τάς χοινάς τομάς τΰν παραλλήλων ίπιπ^δων, Οίλουν ίΐναι Ισαι* διότι ή· κοινή τομή ΛΓ ιΐν«ν παράλληλό; τϊί ΒΔ ( πρ'ό. : ’ο ), ή Α Ε  τ$ DZ- λοιπυν ή γωνία Γ Λ Ε ^ Δ Β Ζ , ‘XI C1> b  Τ  A T I ' s  ί Δ !.0 Ιί R Ρ Η Μ ΑνΕάν τρίίς- ΙνΟίΤάί AU, ΓΔ, Ε Ζ ,μ ή  ίίς τόάΰτό Ικί- πίδον ι |ίί£μ»ΫΛΐ, ήνα^ίόάΐ χάι παράλληλοι,' τά σχήματι- ζόμίνα· -τρίγωνα Α Γ £ , ΒΔΖ άπό τήνίνωσΐν -των άκρων τούτων τών ίδΟίιών* ΟίλοννίΤναι ϊτα και τά Ιπίπίδά των παράλληλα, ηχ: jgo;ΔιύΥι', οίσης T?if ΑΒ ϊβης καί παραλλήλου τ?ί ΓΔ, το σχήμ# ΑΒΔΓ-ίΙναι παραλλόγραμμον'λοιπόν,ή πλίυρά Λ Γ ΐΤνάιϊση καί1 παράλληλος τ^ ΒΔ, Διά τόν αυτόν λόγον αί πλίόραί Α Ε , ΒΖ, ΐΐναΐ ίσαι xai παράλληλοι, καθώς κάΐ άι Γ Ε , ΔΖ· λοιπόν, τά δύο τρίγωνα Α Γ Ε , ΒΔΖ, ίΐ- νάι ϊσάί'άλλως ήΟίλάμιν ίπόδιίζιι, ώ; χ*ί :ΐς τήν προ· λαβοϋσαν πρότασιν, δη τα Ιπίπϊδά των «Ιναι παράλληλα,Π Ρ  Ο  Τ  A 2  ϊ  2  ΙΕ ',Θ Ί ί  Π Ρ Η Μ Λ .Δύο ιόΟηαι, πβρίίχόμίναι μίταξν τρι/όν παραλλήλων έπιπίδών, τόμνονται ίίς μίρη ανάλογα.- Ας ύποΟίσωμιν δτι ή γραμμή ΑΒ συναπαντά τα παράλληλα ίπίπίδα ΜΝ, Π Κ , 1% ίίς A, Ε , Β, και δτι ή, ΓΔ συναπαντά τά αύτά ίπίπβδα «ίς Γ , Ζ , Δ* λόγω δτι · Οιλίιτινάι ως' Α Ε ;Ε Β  ; :  Γ Ζ : ΖΔ, οχ. .igx, ,
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Ας ίπιζιυχΟ^ ΑΔ βνν.ίτφντδτο τ^έχιπιδον ΠΚ. « ;  Η , και ας ένωδδαιν αί Α Γ ,Ε Η ,Η Ζ ,Β Δ ’ αί κοιναί ταμοά EH, ΒΛ, των ιταραλλϊίλων ΪΛΐιτίίων Π Κ , ΓΣ, ur.h τοϊ m r^ o u  ΑΒΑ, ιϊναι παράλληλοι (ιτρό. ίο )* λοιπόν ΑΕ: Ε Β AH :11Δ*' παρομοίως έπίίδή «ΐ κοινοί τομα ΐΑ Γ, H Z , tivai παράλληλοι, £/ομ*ν Α Η  : ΗΔ’: :Γ Ζ  : ΖΔ': 'λοι» τον, ίξ  αιτίας τοΒ κοινοΟ λδγον, AH : ΗΔ,δΛομιν eyei Λ Ε  : Ε Β ;ίΓ Ζ ίΖ Δ .Π Ρ Ο  Τ  Α Σ  I X  ΐ ς  .Θ Ε Ω Ρ Ι Ι λ Ι  Α.Εςω ΑΒΓΑ δποιονδν{ποτί τιτρα'πλιυρον κάμινον Vi μη Τις το αυτό ίπίπ«$ον (ι)' 1«ν τμηδωοιν «ί βπίναντι πλ«·υ- ραί άναλόγω; Otto $ύο «νϋίΐδν Ε Ζ , Η Θ , ιΐς .τρότον-'ίδςι ΑΕ·: Ε Β ; :  Α Ζ :ίΖ Γ , x«i Β Ι1 :Η Γ ;;  Α Θ ; ΘΑ*«ί ιΰδιϊαιΕΖ, ΙΪΘ.δ&οον ιΤμνίοδαι ιίς την «ντν,ν. riy* μϋν Μ; ιΐ; τροπον «?« Οίλομιν Ιχιι Θ|\1: Μ Η ;: A E ; ΕΒ, καί Ε Μ :Μ Ζ :: Λ Θ ; ΘΑ, σχ.. ig a .Δια της ΑΔ ας διιλδη ΐπίπιίον.όηοιονίηΛοτ^Λβ.βγΑ το ΑττοΓον δμως να μη iti'p/erai $ώ τηςΤίΘ ’ ϊχτ δ ν  τιγμΰν Ε , Β, Γ , Ζ  άς άχδωαι παράλληλοι τ^ ΗΘ ,αί Et, Ββ, Γγ, Ζζ,.βϊτινις auvarcavro&y. τοδτ.ο το ίπί«?$<.ν *ίς ί, β» γ ,ζ .  Εξ «ιτιάς των ;π«ρ«λλν{λων 110, H Q , Γγ (ιδ , 3), Οίλομιν lyu β© ;0 y ; .;B U : Ι ΙΓ ;:  ΑΘ :.ΘΑ*
( ι)  Δ-.ά Yptfty ίϊΐ|Α|(ων ναντοτί ilyai tfwnriv ·ν4 ίι»λΟ|ΐ *π ίκι^»φ 

Ιαν το i*<«ιίον VcCro τ:^ι^*Χλψ4νον'‘πΐ^ογ xxl άτ;ο τίτ» το** 
τοτι τά τ/σο«,ρ& ανϊμιΓ* ι&ρίακοντΛΐ ιΙ; το trirA imirtiovj x*l ivoumc 

iv i  ίρο «ϊχκματίζομίν TiipiiwXiDpev τδ ί,ιτφν JUJ^icJciTai 
ιί$ το «δτο Ιπίτιίιν* ίξ ίναντίχι (αγ το ίτιίιπίςν Λτ χιτί
rh τίταρτον» τ· ^μ*ΐιζδμΐν|ν 'mptttfXiupW ι&ρίσΜίπιΐ* μοιρκ/μι- 
V6V lie ίύ ι  inirtiion Mii t iu  Xfyi.w.frt Jiv ktTf l̂ ιΐς fciti inl· 

To τιτρχπΧιυρον tgCto naXijm \ M  Ttl; Γ*ΧΧ<.υ; φΗ & ν latere gauche* ol χμίτίριι £ς ti ένιμοίο̂ ν «γχχούν· Iίί$ 
iWcUf τι?ρ£«λι^ον Xciitiv 'V ^*vriti6jr 4 ίνχγ^ ί^ ; iw* 

όνωτίρω ;<«T«*xi'j*y x«t ίττιίι'ιζινι β» Μ·
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ϊΰί»λοιπήν (20, Ζ) τα τρίγωγα .ΑΘ6, ΔΘγ, tlvict ίριοιαι Ακολούθως Οίλο^ιν fjfii Α» * *. «β:: Α Ε :Ε Β , χαί Δ ζ:ζγ  ; :Α Ζ : Ζ Γ  λοιπήν Λ ι: »β ; :  Δζ : ζγ , if, iv ουνΟίσμ, Α« > Δζ : :  A C : Δγ“ άλλ* ίξ αιτίας τΩυ ύ|/.οίωγ τριγώνων ΛΘ β,ΔΘ γ, tjrof*«v Αβ : Αγ ί ; Λ Θ  : ΘΔ* λοιπήν At ;Δζ': Ί  Α Θ : ΘΔ: άλλως τά τρίγωνα Λ Θ β, γΘΔ »π«ιδή elvftt.op.ow, ή γωνία ΘΛΕ**”*ΘΔζ* >>om«v τα Τρίγωνα. Α Θ ι,Δ Θ ζ , ιίναι ίρ.οια (αο, 3)’ λοιπήν ή γωνί* ΛΘί«®?>ΔΘζ. Εκ τούτον ϊπιιται χατά πρΩτον ΰτι-(Θζ.ιΐναι βύΟιϊα γραμμή, χα\ οντοις αΐ τριΤ; παράλληλοι Εβ, ΙΙΘ , Ζ ζ  ΧίΪΫται ίίς τή αύτο ίπίπιιδαΥ, τή όποιον πίριίχιι χαι τάς £ιίο «ίιΟίίας Ε Ζ , ΜΘ* λοιπήν αυται π ρ ίπ ιι  τά τίμνω ντ.α ι ιίς· [λίαν 
ς ιγ μ ή ν Μ . Επιιτα ίξ αιτίας τΩν παραλλτίλων E t, Μ Θ, Ζζ, Οίλ,αμιν e/ii EM : Μ Ζ : :  (Θ ; Θ ζ : : Λ Θ : ΘΔ.. ·. .Εάν τήν άνωτίρωΚάταοχιοήν άναφίρωμίν «ίς τήν πλίν- ράν-.Λβ,-Οίλομιν. άποίιίξβι δτι Θ Μ :Μ 1 Ι: ;  Α Ε : ED. (ι^.

CiVOt«v ti t̂itfsInXivpev ι(ι?ίσχιτ«ι itf τί avri ίττιπιίον, (ϊίιμί* 
i|AV'P»Via’ <t*'«I ij? |r4ifoi « f-πι; τί|Μΐ» tvl; k i»*m  *vto? 
4Mvp&: *»Λλιί·ρ«<, ίίμΐΊονται ι(ς μ{χι ςιγμιήν Μ» Τλ< Α»«λ»γί·ί ijiuj 
EM ί ΜΖ: : ΛΘ : ΘΑ »»1 ΘΜ: M il:: ΑΒ : ΕΒ, *Λ}ίιΐΜθί|*ιν«ί.Αχν*

‘Iwphvic ι ί ;  Kxtxokrjfl; ώ; ιίς τΛ* τν«ττίη πιρίςααιι,
lBrf£rtdTtyty*v* ΑΒβρι AEt Ot'Xout it-i™ ΑΠ *EB :: A4 :'ιβ* ττχ~ 
pO|A*iu; K%\ tfc SfAOlX t^wt* 6Γγ> ΔΖζ, &Z : ΖΓ :: Δζ ί ζ γ  ,*λλ' Ιξ 
ΟττβΜοΐ*;, ΑΕ ;ΕΙ) ·4: ΔΖ · ΖΓ* X«ucit Α ι: ι€: ί Δζ » ζγ* μ Χ ft  #ut*-
* ί · ι ι  ;Aft\ιβ S.t Λγ: ζγ (t ) ‘ ίλλ«ς ΒΙΙ: ΗΓ:: βθ :θχί /.*ί Αθ; 
ΘΑ'ίί ΒΙΓίΚΓ Xentit ΑΘ'ΘΑ :: βθ *·θγ, x*l> in μιτχΟι?ιι, ΛΘ ; 
^Θ.: : ΘΑ^θγ* W*v, It Α θr  ββ t  AC: βθ: :ΘΑ—θγ ί
1Γ\5Λχ· ;Ej?, til: νί** ταύτ^ς Ληχλογίχ< χχς τϋ; (ι ) 4W«X9y.«y t6 :
dfJ ·. · »t*· ^γ* WiV It βυιΒΙ^ιν ιβ“Ηθο  ̂ t0 ϊ Θ6 ί · ζγ-+-θγ ·ί '

μ ιτχ01 ·ιι ιθ :Θ ζ::θο :θγ* άχλά ιθ ίθ ζ : :
Τ Μ < {  ΜΖ’. λ Μ Μ  ?Μ : ΜΖ:: θβ : θγ* iitu^ Ji · βθ: θγ:: W :  
ΠΓ : : Αθ ί.Θν ίιλ τ«δτβ καί ΪΜ : ΜΖ:: ΑΘ ί 0Α4 Aio^ifetri; tit 
«ytTiV xxrxiixiu/iw i i ς ttsv πλιυ̂ χν A®> x*l V °ie>· β»λ>.̂ γ»ζΙμΠΤΟΐ in·* 
Λνύ̂ Αίγ' iiixOru»; S n  ΘΜ :ftH · ·  AEf EB.̂ :. Ο* M·



Π Ρ Ο  Τ Α Σ  I  S  1Ζ\· θ £ II P Η Μ Α,Η τίριβ^ομίννι. γωνία μίταζό των δύο ίπιπίδων MAN) ΜΑΗ, ^ηοριϊ,·. χαιβ τον δρισμον, νά μ«τρπ8ή από τήν γώνίαν ΝΑΠ τήν ύποίαν κάμνουν μίταζύ των αΐ δύο.κάτ fitroi Α Ν ,Α Π  ήγμίναι ιις ϊκαςον τούτων των ίπιπίδων έπί τής κόινίς τομής AM . σχ. ig3.Δια νά άποδίίξωμίν τό νόμιμον τούτου τοΰ (λίτρου, πρίπ« να άποδίίζωμιν, ι,*» ότι «Tvott ςα8epiv, ή ότι v58e- λίν «ναι τό αυτό eiY όποιαν δήποτί ^ιγμήν τής κοινής τομής άχδΰσιν αί δύο χάΟίτρι.Τψ όντι, ίάνΛηγΟή άλλη ςαγμ’σ Μ, και άχΟνί ή μ tv Μ Γ tie το όπίπίδον ΜΝ κάΟίτος έπί τής κοινή; τομής AM , ή δί MB ίίς το έπίπίδον ΜΠ κάΟίτος ίπίτ/ς ίδια; κοινής τομής’ al ίΰΟίΐαι MB καί ΛΠ  ώς κάΟίτοι Am τής αυτής: γραμμή; AM, Οίλουν ιίναι παράλληλοι μιταζύτων; Δια τόν αυτόν λόγον ή ΜΓ Όίλιι ίΐναι παράλληλο; τη Α Ν ’ λοιπόν ή γωνία Β Μ Γ ^ Π Λ Ν  (προ, ι3)| άδιάφορον λοιπόν ιίναι να άχίώσίν αί κάϋιτοι U  τής ςιγμής, j t  ή ίίκ τής ς-ιγμής Α ’ ή πιριιχομίνη γωνία παν tort Οίλιι ’ «Ιναι ή αΐτή,α.6ν Πρίπίΐ νά άτοδίίξωμιν ότι ίάν ή γωνία των δύο ίπιττίδων αύξάνη ή άλιγοςίύ-ρ κατάπινα λόγον, κατά τόν αυτόν Οβλίΐ αύξάνιι ή όλιγος-ίύίΐ ή γωνία ΠΑΝ.Εις τδ ,ίπίπίδον Π ΑΝ  ίκ τού κίντρου Α καί μι ακτίνα κατ’ άρίσκίΐανας γραΟη τό τόξου ΝΔΠ’ .ΐκ το&' κίν» ' τρου-Μ και μ£ ϊσην ακτίνα ας γραφΟρ τό τόξον ΓΙίΒ, «; άγΟίρ ή ΛΔ κατ’ άρίσκίΐαν’ Ιπίΐδν, τά δύο ίπίπιδα Π ΑΝ , DMF tivai κάΟίτα ίίς τήν αυτήν ίΰΟίΤαν ΜΑ, ιίναι διά τούτο' παράλληλα (προ’, f))' λοιπόν αί κοιναί τόμάί των ΑΔ, ΜΚ ύπό τρίτου τινός ΑΜΔ, ίΐναι παράλληλοι' λοιπόν ή γωνία DME ίϊναι ίση rp ΠΑΔ (προ, *3).
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iG jΛ ; καλέοωμίν π pi; ολίγον άγκωνήν>(ι). τήν όχημα· τιζομίνην· γωνίαν «πο τα δύο ίπίπβδα ΜΓΙ,ΜΝ* τούτον τίΟ^ντο;, ίάν ή γωνία ΔΑΠ f.vott ftnj j/.i τήν ΔΛΝ, <ρκ« vtpiv ύνι καί ή α’γκωνή ΔΛΜΠ 0έλβι ιϊναι ίση μι τήν αγκωνήν ΔΛΜΝ* διότι ή βάιις ΙΙΛ Δ «κριβδς ήμπορβϊ να τ»0ή ini τ'ίίς ϊοπς μ) αύτήν ΔΛΝ, τό δί.δψοςΛΜ «Τν«4 πάντατί τ6 αΰτύ' λοιπόν «ί δύο άγκωναί ίντβλδ; Οέλοον If'xpp.ioiU 1)λίπομβν ώοαύτως ότι d«v ή γωνία Δ All ττίρΐίί·/«το αριθμόν τινά φορδν ϊΐς τήν γωνίαν ΠΑΝ, ή άγκωνή ΔΛΜΙΙ ήΟβλβ πιριέχιται τόν «ύτόν αριθμόν φορδν ιί; τήν αγκωνήν ΙΙΛΜ Ν’ λοιπόν έαν 6 λο'γο; των δυο γωνίδν ΔΑΠ, ΠΑΝ ίκ φράζιται δι’ άκιραίων άριΟ- μδν, ή λόγο; τδν δύο «γκωνδν ΔΑΜ ΙΙ, ΠΑΜΝ Οίλβι ίκ φράζιται δια τδν ιδίων άριΟμδν* και ίπομίγω; γωόία ΔΑΠ: γωνίαν Π Α Ν :: αγκωνή ΔΛΜ Π : αγκωνήν ΠΑΛΙΝ, Αλλα καΟώί και *ί; άλλήν παραμοίαν πβρίτααιν (17» a), οΰτω καί ίνταΰΟα ήμποροδμίν να δίίζωμυν δτ» ύποιοςδ/ί4 πότι καί άν ήναι ύ λόγος τδν δύο γωνίδν ΔΑΠ, ΠΑΝ, α·ίται θέλουν ιϊναι ανάλογοι τδν άντικίΐρ.Ινων άγκωνδν' λοιπόν όποιοςδήποτι καί αν ήναι ΰ λίγος τής γωνία; ΔΑΠ «{Λ; τήν γωνίαν ΠΑΝ, ή αγκωνή ΔΑΜΠ’ Οέλβι ιίναι ei; τόκ αυτόν λόγον μΐ τήν αγκωνήν ΠΑΜΝ" λοιπόν ή γωνία ΝΑΠ·ήμπορ*ι νά λτ^Οή ώ; μίτρον τής αγκωνή; ΠΑΜ Ν, ή τής γωνίας τήν όποιαν κάμνουν μιταξύ των τα δύο έπΐπιδ* Μ ΑΓΙ,Μ ΛΝ. ·
2  χάλι ον. Ο , τι όπάρχει δια τάςσγ/,ριατιζοριίνα; γωνία; άπό'δόο «όθιίας, ΰπάρ/ιι κάι δια τα; οχνιματιζο- μένα; γωνία; από δύο έπίπιδα. Οΰτω; όταν δύο έπίπβδα άμοιδαίω; τό Ιν διαπβρα τό άλλο, αΐ απέναντι ei; τήν

(ι) OWfUf* «γ/.ω.ν̂ ν rrr* i ι«γγρ*φιν; λίγο coin* (itiiW 
|ii fWvitd In A λίξι; «Οτι) Itm %U Ιλωςμχ; iftwm ;·



κορυφήν γωνίαι *Ιναι ϊσαι, χοχάν προοχάμενια χάμνβυν όμου δύό 'ύρδάς* ίαν λοιπον Ιπύκδον ,ίνα» χάδίτον (ΐ{ άλλο, τούτο ιίνκι χάδβτον «;· ίχιίνο. ΪΙαρομοίω; μς τή* cuv απάντησινπαραλλΑλων Ιπιπίδων μΐ τρίτον ΐπίττιδον, ΰϊτοίρχουσι,ν αί αύταί ΐαόν/ιτίζ καί αί αύταί'ίδιάτ»™; όποδ καί <ΐς Ίήν συναπάντζβιν δυο παραλλήλων γραμμών μ} τρίτήν τΐν«. Π Ρ Ο Τ Α Σ 1 Σ  ΙΗ'.θ ε n r  h μ λ .Εαν ΑΠ ·7,ναι κάθετος « ;  το Ιπίπίδον ΜΝ, κοίΟ* ίπς% πίδον ΑΠΒ δι’ αύτνίς διβρχο'μίνον, δίλιι «Ιναι καδίΤΔν *ί; το Απίπίδον ΜΝ. οχ. ig/f.Ες·ω ΒΓ Μ xotvA το μ ι τών έπιπίδωνΛΒ,ΜΝ' <αν ίίς το ίπίπιδον ΜΝ «χΟ'Λ Α ΔΕ . κάΟβτο; βΐς τήν ΒΓΪ, ή ΑΠ, ούοα κχΟίτος ιίς το ίπίπιδον Μ Ν, 0Λ« ίΐναΐ'κά». fitro; *ί; κάβί μίαν τών δυο ιύΟίΐών ΒΓ, ΔΕ* · βΐλλ* A γωνία ΑΠΔ, οχτματι^ομ/ν/ι #πδ τα; δυο καθέτου; ΠΑ, ΙΙΔ, ΙπΙ τΑ; κοινΑ; τομί; ΒΠ, μιτρβϊ τΑν γωνίαν τών δύο ίπιπίδων ΑΒ, Μ Ν’ λοιπον ίπίΐδδ Α γωνία αδτ* tlvav ορθή, το? δύο Ιπίπιδα tivou καΟίτα μιταξύτων’ (ip. 5).Σχόλιον. Otav τροΓ; «ΰ(Ιι?αι, ώς ΑΠ, ΒΠ, ΔΠ, ίναι χάΟίτοι μίταζύτων, ix«Vfl νρύτων ιϊναι χαί^τος it; τα ,ίπιπίδον τβν δύο άλλων καί τά τρία Ιπίπιδα ιίναι κί». διτα.μιταξύ των,Π Ρ ο  Τ  Α Σ  I 1  ΙΟ*.0 E iU >  II Μ Λ.liiv το ίπίπιδον ΑΒ Αναι κάθετον ίτνί το3 ίπιπέδου ΜΝ, καί εις τδ ίπίπιδον ΑΒ ο’χΟνί A IIΑ κάθετος ίπί Τνίς xotvvj; τομίς ΠΒ, λίγοι ίτΙ'Α ΠΑ Οίλιι Λιαΐ χάδι·» το; *ίς τδ εττίπβδον Μ Ν. σχ, ig 4’Am t, t’oiy ίΐ; το ίιαπίδον ΜΝ άχΟίί Α ΠΔ κάΟιτο; iiti τϋ; ΠΒ, Α γωνία ΑΠΔ (jiXet ιΐν» ΐρδΑ, ΐΓύιδΑ. τη
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ιβ3
)νι ϊπίπιίβ ·Ιν*» χαΟιτβ μιτχξνΤΜν’ λοιπόν i  ALi ((· 
νκι χ*Ιΐτ«( ι(< ,*«( δν'ο ·νΟ«(ας I1D, ΠΔ* λοιπόν ιΐνιι 
χ«'διτο{ K«tl. ιΐς τό 4πιπιίό»τ««ν ΜΝ.II <j ρ %σ pc«. Κ*ν τό ίπίπιίον Α Β  ί,νχι χοίΟιτον ti; πό 4π(πιϊον Μ Ν, xai ix μιίς ^  ι ί ί  χ$ιν£ς το-ji5i{ 0ψ«8̂  χ«ΐ(Ι»τος *ΐς τ4 Ϊπίπιϊον Μ Ν , λίγω δτι ή κ ί- βιτος *vrn βίλιι (νρίσχιτρι iv τζ» Ιπιπίίι·» AD! διότι, Αλλίιος, ^πορονσβμίν νχ άξωμίν ιΐς. το Ιπίπιδον AR μίκν χχ'βίτον A ll 4nV τ?,ς κοινές *τθ{*9ίς DU, ήτι; *ίς ιόν * 4τ«ν χβιρόν ήδιλίν ιΐνχι χοίΟιτος ιΐς τ4 ίπίπιδον Μ Ν' λοιπόν ιΐς ?λν αντήν τιγμ+,ν Π  ίΟιλον (ιπάρχιι δ«ο χβ- Οιι'οι ιΐς τ& Ιπίπιδον ΜΝ* δπιρ άδιίνατον (πρό. 4)·Π  Ρ Ο  Τ Λ  Σ  I Σ  Κ\ β  F/ft P II Μ Λ.

Εαν δυο iriijlie  Ab, Α& r,v«i χάΟιοβ ιΐς άλλο τρί
τον ΜΝ,Ά χόινδ τομιΓτων 'ΑΪ1 Οίλιι ιΐναι χοίδιτος ιίς; ·.·■  ν Γ ν ι  , I '% , ’  'το τρίτον,τούτο'Ιπίπιδον ai. iy 4· Διότι t t V l*  ττς ςτιγ^?/ I* *“χαδιτος ιΓ( τό Ιπί-
πιδον ΜΝ, λ χχδ»το< *5τη πρίπιι Ιντβύτφ νκ lipitty 
ιΐς τ4 Ιπίπιδον'ΑΒ ιΐς V4 ΐ^ίπιίον ΑΔ (πορ. ιρ)# 
λοικδτ ιίναι Λ χοινή' τοματών ΑΠ.

Π Ρ Ο Τ Λ Σ I Σ ΚΛ'. 
Θ Ε η Ρ II Μ Λ.E*Y:pua\tip« γωγί« iv t i . αχτμχησ^νη άπο τριι; έπιπίδονς γωνίχς,.τ4 a9poic|x« δνο όττοιωνδητιοτι τούτων τίίΥ.γωνιδν, Οίλι* <ιυ* ι juftov τϋς τρίτης, ejr. ig5 - E iv  αί τριι; ίπίτπδοι γωνίαι ί*βι ϊατι ριίταζύτων, φ*γΐρ4ν δτι τ4.α9ροιτμ«ΐτΛγ δύο ιϊν«ι ρ,ίιζον τ?^ τρίτης. Εβν δέ ανισοι Χ(ύ ΙχΛςτ) Τδν ^ύο (ΐιίζων.ττς· τρίτης C*VlpOV «χύ(ΐη δτι τ4 ίβροισρι* τών δύο tlvert ρ ι̂ζον Τρίτές. Η jfAr* ΧοίηοΥ.ΥΠρίς-ατις. x*V $|ν ή Ιχρωνηίΐιίτα



170 ’πρότασι; i/ιι χριίαν άΐτοδηζιω;, tlvat ίκιιντ» ιίς τήν· όττοίαν ν, τταραβαλλομίνη ίπίιτιδος γωνία, μίτδ άδροιβμκ των δύο άλλων ίίναι μίίζων έκάρις τούτων, Ες-ω λοιπήν vj ς·ίριχ γωνία 2  σχομκτιζομίνν) άπο τριΐς γωνίας ίπιπι- δου; Α2Β, ΑΣΓ, ΒΣΓ, και ας ΰποΟί'σωμ«ν οτι ή γωνία Α2Β ίιναι μιίζων των άλλων δύο' λίγω οτι Οίλίΐ c!v«i Α2Β < ΑΣΓ -f- ΒΣΓ.■ Εις τί> emitiSov Α2Β άς yivvj ή γωνία Β Σ Δ ^ Β Σ Γ , άς άχΟ?ί κατ’ άρίσκιιαν Μ ιύδβΓα ΛΔΒ: καί, ληφΟίίσης της 2Γ ο  ΣΔ, έπιϊμυχΟιίτωσαν αί Α Γ, ΒΓ.Αί δυο ιτλβυραί Β2, ΣΔ, βίναι- 'ίσα; μί τάς δυο Β2, 2Γ, ή γωνία ΒΣΔ=ϊ» Β Σ Γ ’ λοιμόν τά δύο'τρίγωνα Β2Δ, ΒΣΓιίναιίσα’ λςιπον ΒΔ^^ΒΓ. Αλλ'ίχομιν ΑΒ < ΑΓΗ— ΒΓ' άφοίιριίιίσνις άπδ τδ ίίν μίρος τής ΒΔ, καί άπδ τδ άλλο τής ΐσν,ς μ» αυτήν BJ", . μ(νκ ΑΔ < Α Γ. Αί δύο ττλιυραί Α 2, ΣΔ, tlvat ίσαι μέ τάς δύο Α2, 2Γ, ή τρίτη ΑΔ ttvat μικρότερα τής τρίτης Α Γ' λοίπδν ( ίο , ι ) ή γωνία ΛΣΔ <ΑΣΓ. ΠροσΟισίι r?i; Β Σ Δ '^ Β Σ Γ , προκύ- 
ντν. Λ2Δ 4» Β2Δ νί Α2Β < ΑΣΓ 4 - ΒΣΓ. 'n P O T A S I S  ΚΒ'.Θ Β ft Β Μ Μ Λ,Τό άθροισμα των ίταταδων γωνιών άί <5ποϊαι σχηματίζουν γωνίαν ςιμω , tlvat ravYori μιχροτίρον τιββα- ρων ορθών γωνιών.Λ ; τμτ.Οή ή ςαριά γωνία 2 «ίττΔ 4ποΐονδν{κοτ£ ίντίττ*- δυν ΛΒΓΔΕ* ίΐς 'το ίπίτίδον τούτο άς λνιφύρ «ημίϊον τι Ο, καί ίξ αυτού άς άχΟώσιν ιίς όλας τάς γωνίας αί γραμ· ,μαί ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ, ΟΕ σχ. igO.Το άθροισμα τών γωνιών τών τριγώνων ΑΣΒ, ΒΣΓ, κ. τ . λ.· τά όποια σχηματίζονται ίλύγυρα τος κορυφής Σ, ισοδυναμώ μί τδ'άθροισμα' τών γωνιών τού αυτού αριθμού τριγώνων ΑΟΒ, ΒΟΓ, κ, τ .λ , τά δποϊα σχήμα·



τίζονταν ολόγυρα τλί χορυ̂ τίς Ο, Αλλ1 ιίς τήν ς-ιγμν,ν Β 0«ί γ<ανί«» ΛΒΟ ,.Ο ΒΓ, 0μθ0 ληγ(Ιίΐσαΐ, χα'μνουν τί,ν γωνίαν ΑΒΓ ■ μιχροτίραν ταυ «θροίσματος των ytovifflv Λ 02, ΙΒ Γ  (ΐτρό.· a t) ’ ώσαότονς ο’ί τλ,ν ?ιγμήνΐ βχομεν υ ΐΌ Ή Ο Γ Λ  < 1) Π Μ - 2 ΓΔ· καί οΰτω #ιά τοίς άλλας γωνίας τοΰ πολυγώνου ΛΟΓΔΙί. ΕντινΟιν Ζττβται ότι ιις τά τρίγωνα τών ύποίων δ κορυφή «Γναι £ΐς Ο, τδ άθροιζα τών προς τ?ί [Jciact γωνιών etna» μ.ιχρο'τίρον -τοΰ άΟροίσ- ματυς τfJv πρδς τ9ί (Ια'σιι γωνιών ιίς τα τρίγωνά τών όποίων ή κορυφή Ίιναι ίις 2. Τώρα to άθροισμά όλων των γωνιών τών τριγώνων τών όποίων ή κορυφή tlvai «ίς 2 μοιραζίται «ΐς «5υο: ιίς τδ «θρόισμα των γωνιών των όποιων «I χορυγαΐ that ίπίαής ιίς 2 , καί ίΐς τδ-άθροισμα τών γωνιών των όποίων «I κορυφαί ιΐναι αί *του πολυγώ*' νθο ΛΟΓΔΕ' χαλοδνΐίς Λ τδ πρώτον καί Β τδδίυτίρον, ίχομεν ίιά  τδ άθροισμα τούτων Λ *+*B‘ παρομοίως τδ άθροισμα τών γωνιών τών τριγώνων τών όποιων ή1 κορυφή ιίναι *ί{ Ο μ ο ιρ ά ζει ιίς δύο : et? τδ άθροισμα των γω? νιών τών. όποίων αί χορυίραί «Ιναι έπίσν,ς {ΐς Ο, χαί ιίς τδ άθροισμα τών γωνιών τών όποιων αί Χόρυ̂ αί ιίναι at το5 «όλυγώνου ΑΒΓΔΕ* χαλο&ντις τδ πρώτον άθροισμά Α1 καί τδ ίιύτιρον D*, f/ομιν Α '-Η Β ’ δια τδ άθροισμα όλων τον των τών γωνιών* ΙπιΙ&δ ik  ίύο άθροίσμά-ta' \~h Β, χαί Α '-Ι-Β ' πρ<π« νά άναιϊσα'· διάτοντο Λ-+-Β *=* 
Α' 4- Β*' άλλα iiilixtaV 0τΙ Β> Α * λοιπδν άναγχαίως Λ <Β'* λοιπόν τδ άθροισμα τών σγηματιζομινών γωνιών όλόγυρα tvj; ς-ιγμίίς Ο, «Ιναι μβγαλνίτίρον τον αθροίσματος των γωνιών,ολόγυρα »f,i ^ιγμ^ς 2 . Αλλά τδ άθροισμα τών ολο'γνρα τίς ^ιγμίς Ο γωνιών ισονται pie τίσσαρσς όρθας (5, ι)* λοιπδν τδ άθρόιαμά τών ίπιπίίων yamfiV αΐόποίαι σχηματίζουν την fipiav γωνίαν 2 tlvai μικρό* τιρον άπδ τίσσαρας όρθας,
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ιηι.Σχόλιον. Η άπ^ηξις-βντη προδποδ τ̂ιι it i  ·ή ς·ιρι« γωνία ιΐνσι χυρτίΐ, ί .δ τ ι τλ Ιπίτέέ&ονμίας Ιίρας· frpwx- ^αλλίμινον.Λίίν ιόμπορίι να. τιμνιρ τήν. ς-*ρΐ»Μ' γώνίβν Ί '  άλλως, το άΟροιαμα.χδν.ιπΗΓίίων yomfiv. iiv $ ιλιν  Ιχή ·ρ«^ >καί- άμποροδαι να ·ίναι όττοιουί/ίιτΟτ* μΙγίΟονς.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Κ Γ .Θ ΐ , Π Γ Η  Μ Λ.Εαν iuo ςιριμιί γωνίαν τυγχιινται ιίπό τρίϊς ϊπνπίδο·; γωνία? «ί. όπΟιαι νά ivat Uca: i . χάΟΐ μία μΙ.,τ),ν. χ*9» μίαν, τ« έπίπιδα .it? τά.όποια ιΰρίσχονται αί ϊσβι γων,ίαι ισάκις Οίλούν χλίνιι τδ (ν |m τοδ άλλοι».Ε ςω /λ γωνία ΛΣΓ=^ΔΎΖ, ή γωνία Α Σ Β ·“*ΔΤΕ, χςμ .$ γωνία Β Σ Γ .^ Ε Τ Ζ ’ 2ίγω οτι τά ,<ίυο ίπίπι$« Α2Γ, ΑΣίΰ, : θέλουν ίχιι μβΤ5?ξνί των χλίτνν Τσνιν μ» τν,ν τφν έπνπβδων. ΔΤΖ, ΔΤΕ. οχ, igy,AxfOuVos τ/;ς .20 κατ’ άρίσχιιαν, άς άχOfi τ, ΒΟ .κοτ" Οιτος it? -7Q ImTceS'oy - Λ2Γ*. ίκ τ^ς ογμνίς Ο, .όπου αδίτι» ή χαΟιτος σνναπαντα τ  ̂άπίπί^ον, ας άχ,Οωσιν «ί ΟΑ, ΟΓ κάΟιτοι, ή,|4ν έπί τΐ;ς 2A,.vi δ Ι.Μ  τος ΣΓ'άϊς fat· ' ζιυχΟωβιν a t . ΑΒ, ΒΓ" ας λνίφΟίί. ακολούθως ΤΕ  ·— 2Q' «; άχΟρ ή.-ΕΠ. χάΟιτο'ς; ikV.tou ίπ ιπ ίι^ . Ί,'ΔΖ', *χ τίς ς-ιγμίς II άς άχΟωσιν αν ΪΙΔ,,ΠΖ/αΟιτοι ίΐτί τΟν ΤΑ, ΤΖ' -τέλος ας ίνω.0ϊ3<ιινν«ί·Α.Ε, .ΕΖ,Το τρίγωνον ^AO.tlvafv όρΟογωνιαν. ιΐ; Α, χαί τό τρίγωνον ΤΑΕ ιίς Δ (προ, 6),-καί έηιιί-ΑΆ γωνία ΑΣΒ*=»* ΑΤΕ, ίχομιν ώσαιίτοις ΣΠΑ ^· TEA, Αλλως Σ Β .- Τ Ε ’ λοιπόν το .τρίγο)νον ΣΛΒ ιΐναι ίσον· μί τί τρίγωνον ΤΔΕ (5, ι)' λ*'.7;όν 2Λ -^Τ Α , ΡίΆ .Α Π ^ Α Ε . Ομοίως 04ομιν ί ι & ι  ί ; ι . 2Γ-τ-ΤΖ, κάι,ΪΙΓ Τουτρυ λγdOtvτοςf τ& τίτρίττλίυ^ον 2.\<®Γ’> ίίναν ϊ*ον μΐ το τιτρ«^).ιυ^ον ΤΛΠΖ- 5λο\η τιΟιίστί; τ ί; γωνίας Α^Γ h\ τνκ I n i  μ*



«ότήν ΛΤΖ, <π«Ή 2Λ—•’'ΤΛ υλ\ 2l>r»TZ, ή'.ς·ιγ(>.ή.Λ Οίλη πίοβι <ί( Λ :Η«ΐ ,ή Γ ιίς. Ζ» ,Κίς τόν.κύτόν.-καιρό* At), ««Οβτος »ίς τήν ΧΛ, Οίλιι ΐτίσι»' ΙτνΙ τής ΔΙΙ ««OSm «ίς τήν ΤΛ, και παρομοίως ΟΓ Ιπί-τής 11Z'λοιπόν ή ςιγμή Ο Οιλει πίσιι ΙπΙτής 7 ιϊμή{ Π , .χαΐ QiXojwfyit Λ Ο ^ Α Π *  Αλλά τά τρίγωνα ADD, Δ Π Ε  «ναι ΟρΟογώ· νιΧ ιίς Ο  χαΐ 11, ή ΟποτιίνόΟ·»* ΑΙ3 ·» Δ15, καί ή πλίνρχ 'AO·” ·  ΔΙΙ* λοιπόν τά'τρίγωνα τΛ&τα είναι ίσα ( ι8,<η)* λοιπόν ή γωνία Ο Λ Π -^ ΙΜ Ε , Η: γωνία ΟΛΗ είναι ή χλίσις tftv ίνο ίπιπί^ων Α5ϋ, ΑΣΓ' ή γεονίε^ΙΙΛΕ είναι ή των $00 ίπιπίδων ΔΤΚ, Δ Τ Ζ ’ λοιπόν αΐ $υο αΰται κλίοιιυ »Ιν«ι ίσαί «λληΐκις.· ■ ΤΙρίπιι όμως να παρατηρτίσωμεν ότι ή γωνία Λ  ταΒ ρρΟογίονί̂ ν τρ̂ γώνοο #ΛΠ δεν είναι κυρίως ή κλίσις τΟν δύο ίπιπίδων.ΛΪΙΙ, Λ2Γ, παρατάν ή κάθετος I ) ·  πίπτει, ώς np^t iVi* 2 Λ) «όεδ τό αύτδ:μ»ρος <>πο5 και ή 2Γ\ εάν ί 1 · ίτηπτίν άπό'.τό. άλλο μίρας,τό-ςιή γωνία των δύο Ιπτρεέδων,ήΟελίό iLai. άμ&ληα, καί μετά τής ρονιάς Λ 
rfttt.t χάμνενδνο 'όρΟάς, Λλλ’ «Υ4ήν:αΰττ,ν πιρί^αοιν ή γωνίά των $υ<> 1π»πίδων ·ΤΔΕ, ΤΔΖ ήΟβλίν είναι trap ο* {ΐοίως- *μ{ίλ«α-ν <καί ρετά τής- γωνίας Δ τον τριγείνόυ ΔΠΕ, ήθελα χάρε,νει δύο όρΟχς,' .λοιπόν ίπειδή ή γωνία. Λ παν tori-ΤΙΟίλεν, είναι Γαηο ττί Δ , ώσαντως ήΟΟ,αμεν συμ* περάνΐΐ'οτ» ή κλίσες των ίόο<ίπιπέ5ων Λ 2 Β, ΛΣΓ, ιΐνχι «οή μί την τών δύο έπιπεδων: ΓΔΕ, ?ΤάΖ.Σ χ ό λ ι ο ν ,  Εάν δύο «τ<ρ«αΐ γώνίαι σύγκεινται.άπότρείς ίπιπίδούςν γωνίας ίσος τήν κάθε μίαν μέ την κάθε μίαν, κ«ΐ εις τόν;«ΰτό»'καιρόν αΐασαι ή ομόλογοι γωνία» η να ι δι ατ»ναγμΖνά^ »άτά τον αότο ν  τρόπον «ς τάς δύο 7*Ρ**ϊ:γ«νί«ς,.το'τι αί γωνίαι αυται όίλουν «ναι to«t, και εάν τιόβσιν ή γίία Ιπί της άλλη; δΛουν έφαρμόυει. T«jS δντι «ϊίομεν δη το τετράπλ'ιυρον 2 Λ0"Γ ήμποσίΐ νά



Tt8$ t7ii το3 Γιον* μ ΐ «utJ  Τ Δ Π Ζ* ο’δτως xiOiior,; τ ϊ; . Σ λ έ ίτ ίτ ί;  'ΓΔ, Α’-ΣΓ 'ηί»τΜΐ ' I n  .‘tr f ,  T Z , καί κ ς-ιγμήΟ,ίκί. Tf* ςτγμί!; IK  Λ Χ Χ ί , Λ ' ί  afritt* .Tii{< ισάτητος •'rWvτριγώνων ΑΟΒ, ΛΙΙΕ,' ·$ κάΟίτρς ΟΒ «ίς το ίπίιτιδο» Α ΣΓ ιΐναι ί<τ/):μΙ_τήν κάΟιτον Π Ε  ιΐς τά ΐκίιτιδον ΤΑΖ' ττιριτνλίον αί κάΟΛοίΛδταιδμοΟυνονται κατά.τλν αύτνιν ίννοιαν’ >οιττον 'h ?ιγμ* B δέλ«ι ιτ/σ«ι <tri 'ττ,ς ς<ίγμίίς E , 
•h γράμμή ΣΒ ir i τίς.Τ Ε , και «ί δυο 7<ρ«αί γωνίαι κατά •κάντα βΓλουν ίφαρμοσιι >5 μία μί τ»ϊν άλλνιν.Η  ίφαρμοσις δμώς'αυ-ηι δίν ίχιι χώραν' παρ’ άσάκις ΰττοτίΟίται δτι ai ϊκίινίδοί ίσαι γωνίαι <Γναι δι^τί/ταγ* μ ί ν α ι κ α τ ά  τδν αύτδν tpo'rov ιίς τάς>δύο ·7<ρ!άί γωνίας* δι<ίτι i iv  αί ίττίπιδριίσαι γωνίαι yoav δια'.τ *· τ α γ μ ί ν α ι  cΐς τ ά ξ ι ν ί α ν τ ί τ poyov, ; νί,-όπίρ ταύτ^ <άν. αί κάΟίτοι OB, ΠΕ αντί νά διινΟιίνώντα* κατά <rw αύτί,ν ίννοιαν ώ; τρρςις τά ίιτίιτιδα ΑΣΓ» ΔΤΖ, ίδμυΜ» νοντο κατ’, ίναντίας, το'τ» αδύνατον νίίΐιλιν *fvai: νά γίν^ ν5 έφάρμοσις των δόο· 7*Ρ»ων γωνιών. Λλν. δχι^ϊλιγώτ τιρον *i!ile>ev «ναι άλτ/Οΐς, κατά το 0*ώβ/)μα̂  ίτι τά ί«ί* η δ α  it; τά διςοία- tiipiaiiovt'ai· αί ΪΜΙ .γωνί«αν)ϋιλβγ κλίνιι ισάκις το ίν ίπΐ τοδ άλίου*. ιίς τρώντον*. ώς-β αί,.διίο ?iptai γωνίαινίΟΛον.-Λναι ιμαικαφ’ ολα των τα συ^ατικά μίρη, χωρίς, μ ’ δλον τοντο νά ^μποροίϊν να ίιτιτιΟΰσι. Το τίδος τοΟτο τίς ίσδττιτος,. ίίτις δϊν'ίΐναι οίπολυτος ίι ίπιΟίσΐω; πρίπιι νά.διακριί^μέ .μιρικ^ν τίνά ονομασίαν: Οίλομεν ττ,ν όνομά^ι ι σ^τ ’οτα έκ σ υ μ μ ί τ ρ ί α ς / 1  ■ Οΰτως αί δυο 7*ρ*αί' γωνίατ π«ρί τών dnoiW ά λογος, αί ίιτοιαι-tlvai σχηματισμένοι aiti τριΓς.»’«ιπίδοος.γω*< νιας ϊοας τήν κβίΐί μιαν μέ τήν κάΟι μίαν, αλλά διατί* ταγμένος κατ' άντιςροφον τάξιν ΟΛουν. άνομάζιβΟαι γω · νίαι  ΐσαι  έ κ σ υ μ μ ι τ ρ ί α ς  άιΛώς· γωνίαι■ βομ- μιτοίκβί.



j  7$II αντή.σημείωσή ίγαρμύζ·τρ<Γΐίς t&e ςεριας -γωνιάς χί ύηοϊαι tty*v οχηματισμίναι arrd πιριοσύτιρας -παρα τρεις Ιτητϊίδονς γωνίας: οδτως 7*p<« . γωτί^ογηματι* ajxtVn «πδ τας Ιτηττίδους γωνίας A r B,  V, Λ, K r καί μία «λλη 7 ipeic γωνία σ^Π]Λ«τι^/Αίνη; από τας «ύν .̂ς γωνίας ιίς ντβίζιγ dvtijp'of'iV Λ , Ε , A‘, Γ , D, ήμπορο.νν; ν,ά ίγαι -τοιαΟται βς-· τα έπίπιδα εις ο:οι όποια. βρίσκονται αί ΐσαι γωνίαι vit κλίνουν ίσα'κκ τ6 ?ν έπΐ το&. άλλον. Λί δύο «5tav γωνίας αϊτινβς ήΟελον είναι ϊ?«ι χωρίςή ΙπίΟιας voc ίν«ι δννατή* fl&ovv όνομάζεσΟαι. γ ων ί α ι  
7 * ρ « α ι ϊ σ ά ι  Ικ σ υ μ μ ε τ ρ ί α ς ,  ί  γ ι ο ν ί α ι ? t p $ t i  
7U(/,J>.4Tf 4Καί.* Ε ί ς τ ά  ίπίπβδα σχνίματα &εν νπαρχει κυρίους ισύττ̂ ς 
Ια συμμετρίας, καί ύ'σας Μελε τΙς* όνομχσβι ούτως νίΟελον . είναι άηόλυτοι ισότητες *) <τη(ΐίσεως; ύ λ4γος\.ίΙναι ότι Ιπίπεδον σχήμα ήμπορίι νά οίναποδογυρισΟτί, καί νλ λ ^ / ί  εΐδιαγύρω; τδ άγω δι* τδ κάτω. Αλλα δίν είναι.?;) αυτό εις τα c*p*« 0*Ου ή τρίτη διο^σις ^μπορεί να ληφΟ/ί * κ«τα δύο διαφορετικά; ίννοίας.Π  Ρ  Ο  Τ  Α Σ  I 2  ΚΑ\Π V ί) »  Λ  II Μ Λ .Δεδψίνων „ τδν τριών Ιπιπίδων γωνιών αιτ.ινες σχη* ματίζουν ςερεαν τινα γωνιάν, να εόρωμεν δι’ επίπεδον κατασκευές τέν γωνίαν τήν οποίαν δύο τούτων των im* πίδων καμ.νουν μεταξύ των.Ες*ω 2  ή προτεϋείσα ςΐ(ΐχ γωνία, εις τ^ν όποιαν είναι 'γν.ω?*1 αί τρεις Ιπίπεδρι γωνίαι Λ2Ι3, Α 2 Γ , Β2Γ* ζητεί ται ή γωνία τήν όποιαν χαίνουν μεταξύ των δύο τούτων των 4πίπ(δων, παραδείγματος .χαριν, τα επίπεδα ΑΣ1), Α Σ Γ . 9 / ^ j g S .Ας favtaotojxev ότι Ικαμαμεν τ^ν θύτην κατασκευήν όπου και είς τό προλαβόν θεώρημα, *) γωνία ΟΑΒ ίΟελεν



tlvA/A ζτιτουμίν*, Π^κΰτάι Xotrriv vi ιυρωμον'-τίν «ύ< /riv γωνίαν ίν* ircιττβίοο χατ^σΗβυίς % ίκάνω ιίς ιτνίπβ- δον ίκτίλουμιντις,: Πρ4ς τοϊτοας γίνουν 4*1 ίι̂ ιττ/δου τιν4ς αίγωνί#ι Β Σ Λ * ΑΣΓ,Β 'ΣΓ, w a μι τα; yej>f«c ΒΣΑ,ΑΪΓ,ΒΣΓ, ,!ς τ6 ριον βχήμα* ά; λν,φΟί ίκαςη ^ων Β^Σ,Β^Ϊ ?ο>ι μίτήν Η2 το3 7ΐρ̂ δ*όχν{(λατόςβ ί*τών 7ιγμ®ν Β* χαί Β^ας χατιβα· cOtooiv αίΒ^Α, BfT  naOetoi ίτνν’τών 2Α χ*1 2Γ, α(<5ποΓ«ς ΟΛουν συνατ*ντνι()·?[ ιίς ς·ιγμν{ν τινα Ο. Ex τίίς ς·ιγμ>ί| A ώς U *ivtpov xal μέ αχτίνα ΑΒ' ας γραφΟ’Η Μμικιρίψίριικ Β^βΕ* ιίς- τί,ν ς γ̂μν,ν 0  ά;: υψω0ί| Μ  r/}; Β*Ε Ά χχβ*· τοςΟβ, ^υνακαντώσα r/jv πιριφίρικχν ιίς β, a?Λβ, xal ή. γωνία ΕΑβ ’ ΟΛι ϊ  clveei' VI ζΐΐτουμίννι χΧίοπς τΑν δύο■ •imifiSwv-' Α2Γ, ΑΣΒ, itc τήν ς·ιριάν .γωνίαν.Τ4 rav σννίς-αται ιίς ti>vi διίζωμβν ϊ «  τ4 τρίγωνον ΑΟβ τόδ' έπιπιδου οχήματος elvai ΐοον μι τ4 τρίγωνον ΑΟΒ τοΟ ίλρδου. Τώρα τα δυο τρίγωνα Β^ΣΑ, ΒΣΑ *ϊ* vca όρΟογώνια ίϊς A , αΐ ίν 2 γωνίαι ιΐναι 'way \otniv «ί ίν Β καί Β γωνίαι είναι παρομοίως ίοαι» ΑλΥ vi ΰπο* τείνουσα ΣΒ' είναι iVn μι τέν υποτείνουσαν ΣΙΒ λοιπών Ία τρίγωνα ταυτα βίναι ίσα’ λοιπόν 2 Λ. toO' ίπιπίδυυ σγνί· ματο; είναι ϊσν) με τέν 2 λ  toiT^pecG, και ίμοίως AO', 
υ, Ϊβ»ΐ'.μ1 αύτόν Af) εις τό έττίπιδον ογί,μα είναι \νη μΐ τον ΑΒ εις τό^ρευν. Ωσαύτως Οίλομιν Λείζει ίτι ΧΓ είναι '(m καί εις τα S'uo μ|ρΥ ό'Οεν ΐιΐιται διττό τετράπλευρου 2ΑΟΓ είναι ίσον καί εις να δυο, α/νίματα, οΰτως, ΑΟ τοϊ ίπιτιε'δου είναι ίσο j/e τΆν ΑΟ τοό c‘ pi'>G‘ λοιπόν καί ιίς τα ·δύο τα Ορθογώνιέτρίγωνα ΑΟΒ, ΛΩβ, έχουν τν,ν όποτείνουσαν καί μίαν πλευράν ίσα;’ λοιπόν είναι ίσα, καί vi γωνία ΕΑβ, ιΰρεΟεΤσκ διά τ/ίς Ιπιπίδου'κατασκευές, είναι ίσν) ' με την κλίσιν 'v£Jv διίο έπιπίδων ΣΑΒ, ΣΑΓ, εί; τν\ν τερεαν γωνίαν,



„ , t w .  .Ρταν^τό <n)|A«iov 0  (λίτκξυ A καί D ιίς t i  ίττί- ηΐδον αχίμα, A γωνία Ιι,Λβ κποβαίνιι άμβλίΐα, και μι» τριι παντοτ* τήν αληθινήν χλίσιν των ίπιπίδων: ΐδοί» διατί ίστ)|Αίΐώσαμ»ν. διά ΕΑβ, χαί  ζ χ ι  διά ΟΑβ τήν fo- τουμίνην κλίσιν, διά vet οίντίχτι ή Λυτί λνίσις ιΐς Αλας τοις πιριςοίσιις Λνίυ έξαιρίσιως.
•2 χ ά λ ι  ον; ΙΤ{Α7τορίΐ νά £λγ/;0?ι Utv μΐ τρίΐς επιπέδους γωνίας ίίλτιμμένας κατ’ οΐρίσχίΐαν, ίνοα δυνατόν νά τχτ,- ματιδθίί ftpti< γωνία.Κατά πρώτον το άθροισμα τών τριών δεδομένων γωνιών πρίπίΐ νά 7|ναι μικρύτίρον τίσοαρων ορθών* διο'τι γωρίς ταυτνις τής συνθήκης δίν ήμποριΐ νά σχηματισθί[ ή ς-ιριά γωνία (προ. aa).Πρίπβι ττ·ριτ»λίον α<ρ’ ου ληφθώσι δυο τών γωνιών κατ' αρέσκειαν Β’ΣΛ,' ΛΣΓ, ■fi τρίτη ΓΣΒ(' νά $ν«ι τοικιίτη, ώς·ί νΐ κα'Οίτος Β* Γ it»i τής πλευράς ΣΓ νά συναπαντά τήν διάμιτρον Β̂ Ε , μίταζίι τών άκρων Β' καί Ε, Ούτως τά δρια toC μεγέθους τής γωνία? ΓΣΒ* »ίναι ίχιΤνα είς τά όποια όταν φΟάση, ->5 κα'Οετος Β"Γ τελειώνει είς τάς ςτιγμάς D' και Ε . Εχ των ς·ιγμών τούτων άς χατεβασθώ· σιν ίπς τής ΣΓ «ί κάθετοι Β Ι , ΕΚ.', αυναπαντώσαι είς I  και Κ' τήν γεγρχμμίντιν περιφέρειαν μό τήν ακτίνα ΣΒ", καί τά δρια τής TiU*, θέλουν είναι αί γωνίαι ΓΣΙ, ΓΣΚΛΑλλ’ ίίς το ισοσκελές τρίγωνον Β’Σ Ι, ίπειδίί ή γραμμή ΣΓ προεκβληθεΤσα συναπαντά χατά κάθετον τήν βάσιν Β’Ι, εχομεν τήν γωνίαν r i l ^ r S B  ^ A S r - S - A S B ’.  Και ιΐς τ6 ίσοσκ,ελες τρίγωνον ΕΣΚ’, έπειδή ή ΣΓ είναι κάθετος ti? τήν Ε Κ ', ίχομεν τήν γωνίαν ΓΣ&’^ Γ Σ Ε .  Αλλως ίς αιτίας των ίσων τριγώνων ΑΣΕ, ΑΣΒ , ή γωνία. Α Σ Ε —  ΑΣΒ'· λοιπόν ΓΣΕ ή ΓΣΙί' <=- Α Σ Γ -Α Σ Β '.Εντεύθεν ϊπεται ίτιτο προ'βλημα «Ιναι δυνατόν όσάχις 

i  τρίτν» γωνία ΓΣΒ* ιΐναι μιχροτέρα του αθροίσματοςxa



. *7*T&v δύο άλλων Λ2Γ, A 2 B ,  αλλά μεγάλη tip* τ?[ς διαφοράς των: βυνΟ'όκη νίτι̂  συμφωνεί μ» το ΚΑ* θεώρημα' διότι, δυνάμει τούτον τοΟ δεωρη'ματος, πρίπη να ηναι ΓΣΒ " < Λ Σ Γ ΑΣΒ*’ πρέπει ωσαύτως ΑΣΓ <ΑΣΒ^ * Γ Σ Β " >  Α Σ Γ -Λ Σ Β '.Π Ρ Ο Τ Α Σ  I Σ ΚΕ\Π Ρ Ο  Β Λ  Η Μ Α.Δεδομένων δύο τδν τριών έττιττβ'ίων γωνιών αί όποίαι σχηματίζουν μίαν ςτερεάν γωνίαν, μετά τίς γωνίας τήν όποιαν τα έπίπεδάτών κάμνόυν μεταξύ των, νά εΰρεδί ν| τρίτη Ιιείπεδος γωνία,.· Εδωσαν ΑΣΓ, ΑΣΒ’ αί δύο δεδομίναι έπίπεδοι γωνία:, καί ας ΰποΟεσωμεν προς ολίγον δτι ΓΣΒ11 είναι ν| τρί* τ?. ζητουμένη γωνία’ τότε γενομίνη; της αυτής κατασκευές ώς εις τϊ προλαβόν προ'βλν,μα, ή περιεχομένη γωνία μεταξύ τών Επιπέδων τών δύο πρώτων έΟίλεν ecvat £Α&. Τώρα καθώς προσδιορίζεται ή γωνία ΕΑβ δια μίσου τής ΓΣΒ*' δεδομένων των δύο άλλων’ οΰτω δυνατόν είναι νά ; προσδιορισΟέ ή γωνία ΓΣΒ" διά μέσου τής ΕΑβ, καί μί τούτον τον τρόπον* θέλει λαΟή το προτεΟέν πρόβλημα, ΑηφΟείσης τής ΣΒ* κατ’ αρέσκειαν, άς κατεβασΟίί »πΐ τής ΣΑ ή απροσδιόριστός κάθετος Β’Ε, άς γε'ννι. vj γωνία ΕΑβ ίση με τήν των δύο διδόμενων έπιπέδων’ άπί τήν ςτγμίΐν β όπου i  πλευρά Αβ συναπαντά τήν γεγραμμι'- νην περιφέρειαν εκ τόδ κέντρου Α με την ακτίνα Α Β , άς' κατεβασΟή έπί τής Α Ε  ή κάθετος βΟ, καί άτ?ό την r-ιγ- μά,ν Ο άς κατεβασΟ·!} έπί τής ΣΓ ή απροσδιόριστος κάθετος ΟΓΒ ", έτις άς περατωΟη εις Β" ώς·* ΣΒ" “  2Β'· yi γωνία ΓΣΒ" θέλει είναι ή τρίτη Ιπίπεδος ζητουμίν/ι γωνία, Διο'τι έάν σχν,ματιοΟή ς-ιρεά γωνία μί τά; τρείς ίπι- πίδους γωνίας Β 'ΣΑ, Α ΣΓ, Γ^Β* , ή κλίσι; τών Ιπίπέδων



, *79 ■iitou ίδρίοκονται «I οιδομίναι γωνίαι Λ 2 Β ,  Λ2Γ Οίλ«ι •ίγοα Im μ I τήν διδομίνΐτ)ν: γωνίαν EAG. αχ. ig 8.Σχύλιον.  Εαν μία ,ς·αρβ« γωνία ί,ναι τιτραπλη, rf σχτ,μαπσμίντ; άπό τίσσαραςφπιπίδους γωνίας ΛΣΒ,ΒΖΓ, ΓΣΔ, Δ2Λ,  ij γνώαις τών γωνιών τούτων δ£ν άρχίΐ δια τήν προβδιύριαιν τΑν αμοιβαίων κλίοιων τών ίπιπίδων των* διύτι μ4 τας αΰτας ίπιπίδοος γωνίας δονατόν νΛ σχηματισ^ άπίιρία ς-βρίών γων.ών. Αλλ’ ίάν προς·β9$ μία •vvOifxii, ίαν, παρκδιίγματος ôcpiŷ ôO·̂  'Δ κ“λίσις τών δύο ίπιπίδων Λ ΣΒ , Β Σ Γ, τύτ» ή ς“«|ΐά γωνία efvat κατά πάντα πρόσδιωρισμίνη, καί δυνατήν ίΐναι vS προσδιορμτδτί 
■ft κλίαις δύα όποιων ίνίττοτβ τών Ιπιπίδων ττϊ?. Τφ oyti &ς φαντασϋώμίν ςβρίάν τ ρι πλ ήν γωνίαν σχνιματιομίνην άπΑ τας ίπιπίδους γωνίας A2D, ΒΣΓ, ΑΣΓ* αί δυο πρώ- ται γωνίαι ιΐναι δβδομέναι, καΰως και ή χλίσις τών ίπι- πίδωντω.ν’ δυνατόν λοιπόν να προ<τδιοριτΟ$, δια το3 λιι- Οίντος προβλήματος, ή τρίτν) γωνία ΑΣΓ. Ακολούθως, Ιαν θιωρνίσωμίν τήν τριπλήν t;«pcav γωνίαν σχηματισμένων άπό τάς Ιπιπίδους γωνίας ΑΣΓ,ΑΣΔ,ΔΣΓ, βλίπομίν ότι αί τρίΓς' άδται γωνίαι «Ιναι γνως·αΐ* όντως ιί ςιpt* γωνίαι ιϊναι κατα πάντα προσδιωρισμίντ). Αλλ' ή ς·*ριά τιτραπλη γωνία σχηματίζεται από τί»ν ϊνωσιν τών ιίρη· μίνων δύο ςίριών τριπλών γωνιων* λοιπόν ίποιδή αί μί- ρικαί αυται γωνίαι τίναι γνως-αΐ καί προσδιωρισμίναι, η ίλη γωνία ίίναι παρομοίως, γνω?·Ρ| καί προσδιορισμένη.Η  γωνία των δυο επιπέδων ΛΣΔ,  Δ2Γ, ίΰρίσκίται «μέσω; 8ι% ττίς δίυτέρας μιρίκης ς·®ρί«5 γιονίας, Οσον δια τλν γ<§άαν των δυο ίπιπέδων ΒΣΓ, ΓΣά, πρέπβι ιίς μίαν ς-eptxv μίρικήν γωνίαν να ζητηθ  ̂ νί πίριβχομένη μιταζΰ τών . δύο έπιπέδων ΑΣΓ, Δ 2 Γ , καί ιίς άλλην. 
i  πιριίχομίνη μιταξΰ των δύο, έπιπέδων ΑΣΓ, ΒΣΓ* τό «δροισμα των δύο τούτων, γωνιών OsXti ίΐναν ή



χδοπιριεχομιίνη μβταζΰ των επιπίδων Β2Γ, Δ 2 Γ . K cai τόν αυτόν τρόπον νϊθίλαμεν ιυρ» ότι δια τ*Αν προτδιό- ρισιν ς«ρια; π»ντ*πλ?ί5 γωνία;, πρέπει v i ζναι γνως-αι ίχ τός των πίντ* επιπέδων γωνιών «ϊτινες rAv συνθέτουν 5όο άμοιβαΐοα κλίσεις των έπιπεδων των* ηΟελον χριια- οθττ τρεΤς εις τν,ν ίξαπλΫν ςεριαν γωνίαν καϊ οίίτως έφι- Ι^ίς. σχ. »$<;.
F I  Β  Λ  1 Ο  Ν '  C f .

Τ Α  Π Ο Λ Υ Ε Δ Ρ ΑΟ Ρ Ι Σ Μ Ο Ι .
Α ^Ι^-αλείται ζερβόν πολύεδρον,  νι απλώς πολύεδρον,  κάδε ςι^Μ  περατούμενον άπο έπίπεδα Ήδρα; Ιπιπίδους^Τά έπίπεδα ταυτα άναγκαίως περκτουνται άπ4 ευθείας γραμμ&ς). Εν μέρ&ι καλείται τ ε τ ρ ά ε δ ρ ο ν  τ& ίχον τ̂ <τ̂ τ«ρας Εδρας 7ep ^ e ί ξ ά ε δ ρ ο ν  το ϊξ* ο κ τ ά ε δρόν το οχτώ’ δωδεκάεδρον τό δώδεκα’ β ι κοσάε ·  δ ρο ν το είκοσι κ. τ . λιT i  τετράεδρον είναι το ώπλούς^ρον τών πολυέδρων’ διότι τούλάχις*ον χρειάζονται τρία έπίπεδα δια τον σχ*/· ματισμον^ερεας .γωνίας, τα τρίαταυτα επίπεδα άφί* νουσι κενύν τι, το όποιον δια να κλεισβ'ξί, απαιτεί τούλά ;̂ χι^ον τέταρτον Επίπεδον,Β\ I I  καινή τομή δύο προσκειμένων ίδρών πολυέδρου τίνος καλείται πλευρά ή κοψι ς  (ι) τοδ πολυέδρου.*" " ■■»■ -——  ———..........—’ρ*~—. ■ ■■*1 *■ - —~τ—(Ο Κέψιν ώνέμίώα ^  4πι(αν ί βϋγγ^ψώ; λίγιι ( ^rit·}· Ju'n  ̂ Μξΐ| αίτ&μΐ καταΧηκιΑ x*.i tfjvvitou ιΐς ^  γΧ«ιιε«ν μ*;·



iflrΓ*. ΚβλίϊΤΛΙ κανονικόν πολύεδρον του 4πβίθΙ» «λ κι α{ ϊίραι etvai κανονικοί ίσα πολύγωνα, καί δλαι &ί $·ερεαί γιονίβι, είναι ισαι μεταξύ των« Τα πολύεδρα ταΰ* τα είναι πίντε τον α'ριΟμόν. Ο ρα το π α ρ ά ρ τ η μ α  εις τα β ι β λ ί α  C  καί Ζ\Δ\ Π ρ ί σ μ α  βίναι τδ περιεχόμενον cipiov ίιπδ πολλών παραλληλόγραμμων έπιπίδων, περατουμίνων άπδ τό Ιν καί τδ .άλλο μίρος άπδ δύο έ π ί π ε δ α  πολύγωνα ίσα καί παοάλληλα.«Ρδί κατασχετήν τούτον τοΰ ς-ερεοδ,· ίςω  ΑΒΓΔΕ όποιο νδ τίποτε πλύγωνον* ίάν εις έπίπεδον παράλληλον τοΰ Λ Β Γ , άχΟωσιν «ί γραμμαί ΖΗ , ΙΙΘ , 01, κ. τ .λ .  ίσαι καί παράλληλοι με τάς πλευράς ΛΒ, ΒΓ, Γ Δ ,κ .τ .λ . Οίλει σγηματισ&ή το πολύγωνον ΖΗΘΙΚ.' ίσον με το ΑΒΓΔΕ' ίάν ακολούθως dvcoQcoatv άπδ. του ίνος έπιπίδου έως τοΰ άλλου αί κορυφαί τδν ύμολόγων γωνιών διά των ε&Οειδν Α Ζ , Β Η ,Τ Θ , κ. τ . λ, αί εδραι ΛΒΗ Ζ, ΒΓΘΖ, κ. τ .λ ,  (Ιίλουν* είναι παραλληλόγραμμα, καί τό ούτως σχηματιζό- μίνον ς-ερεον ΑΒΓΔΕΖΗΘ1Κ/ (Ιελν είναι πρίσμα, σχ. αοο.• Ιο. Τα ίσα καί παράλληλα πολύγωνα ΑΒΓΔΕ, ΖΗ01Κ', καλοδνται β ά σ ε ις  του πρίσματος* τά άλλα παραλληλόγραμμα επίπεδά όμου λαμβανο'μενα συνις-οΰντήν π α ρ ά π λ ευ ρ ο ν (latcrale)·}) κυρτήν έπιράνειαν τοδ πρίσμ.ατος. At ισαι εύΟιιαι Α Ζ ,Β Η ,Γ Θ , X. τ . λ . ,  καλούνται πλευραί τοΰ πρίσματος.ζ / . Τ ο δ ψ ο ς  τοΰ π ρ ίσ μ .α τ ο ς  elvat το απόδημα των δύο του. βάσεων, ή ή ήγμενη κάθετο; ,άπδ ϊν ,σημειον τής άνω βάσεως επί του έπιπίδου τής κάτω.Ζ\ Το π ρ ί σ μ α  είναι ορθόν δταν αί πλευραί ΑΖ, ΒΗ , κ. τ .λ .  ήνα*. κάθετοι εις τά έπίπεδα των;βάσεων:, τότε ίχάςτη τούτων είναι ίση μί τδ ύψος του πρίσματος* εις κάθε άλλην περίτ#σιν το πρίσμα είναι πλάγιον,  καί



το νψος ilvat μικροτερον τής πλευράς* διότι ικεινο μιν είναι κάθετος, αυτή δε πλάγιά*'Η\ Τδ πρίσμα elvat τριγώνικόν,  τετραγωνικόν,  πενταγωνικόν,  εξαγωνικυν,  χ. τ. λ,  καδώ; ή βάσι; είναι τρίγωνον, τετράγωνον, πεντάγωνον, έζάγωνον, χ*τ*λ.θ \  Τό πρίσμα τό όποιον εχει βάσιν παραλληλόγραμμον, ίχει όλα; του τάς ίδρα; παραλληλόγραμμα*;' καλείται δί παραλληλεπίπεδον* σχ* ι ο 6*Τό παραλληλεπίπεδον ιίναι ορθογώνιον όταν σλαι του αί Ιδραι τ,ναι ορθογώνια.]\ Μεταξύ των, όρΟογωνιων παραλληλεπίπεδων δια- κρίνε ται ό κύβο;  ή τό κανονικόν έςάεδρον περιεχόμενό* νπύ ?ξ ίσων τετραγώνων,ΙΑ ', Π υ ρ α μ ι ς  είναι τό σχηματισμόν 7*Ρ*όν όταν πολλά τριγωνικά επίπεδα αναχωροίντα από τήν αυτήν ς-ιγμήν 2 , τελειόνουν εις τά; διαφόρου; πλευράς του αυτου πολυγωνικού ίπιπεδου ΑΒΓΑΕ. σχ. 196·Τό πολύγωνον ΑΒΓΛΕ καλείται β ά σ ι ;  τής πυραμι- δο;, ή τ^γμή Σ κορυφή, καί η ϊ'.ωσις τΑν τριγώνων Α Σ Β ,Β Σ Γ , κ· τ. λ, σχ/.ματιζει την κυρτήν η παρά· πλέυρον Επιφάνειαν τής πυραμίδα;.„ ΙΒ , Τό ύψος 'ζχς πυραμιδο* είναι ή κατεβαζομίνη κάθετο; από τήν κορυφήν επί τοδ Επίπεδου τής βάοιω;, προεκβαλλομίνου εάν ή ναι αναγκαίο ν.1Γ . Η  πυραμί; είναι τριγωνική, τετραγωνική, κ τ.λ, καΟω; ή βάσις είναι τρίγωνον , τετράγωνον ( εί; γενικήν σημασίαν), κ* τ. λ,' ΪΔ\ II πυραμις είναι κανονική,  όταν ή βάσϊς ήναι κανονικόν πολύγωνον, καί «ίς τον αυτόν κα·ρόν ή κατεβα· -ζομενη κάθετο; ά)ϊό τήν κορυφήν επί τού επίπεδου τής βάσεως διίρχεται διά του κέντρου ταιίτης τής βάσειο;: ή γραμμή αυτή καλείται τόπε άξων τής πυραμίδο;.
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Ι Ε .  Δι αγώνι ος  Ινος πολυί^ρο* ιΐναι ή ιύΟιία ίπ ς  3νον£ΐ τας χοροφας ίύο ^ ή \ (*0Χΐΐ{Α&ων ς^οιών γωνιών.
ΐς \  Καλώ συ {ajai τρίχα π ο λ ι ί ι ί ρ α  αιί-a πολύωρα 'r i  όποια, Ιγοντα ρΛιν κοινήν βάσιν, ιΐναι όρίως/κατα- «χΐϋασρΛνα, τό |Λέν άνω τόΟ ίπιπέ^ου ταύτης TfJi βάσιως, το 5έ υποκάτω, |/.έ t αυτήν τήν συνθήκην, ίτ ι αί χορυφαί των ο[Λολογων <r*peftv χρονιών να xeivtat βις ίσα ίιαςτί-ί >ατχ άπδ τδ ίπίπιίον ταυτης της βάσίως, y.«τρανήν χ π\ τής αυτής ιύΰΕίας χαΟάτου ιίς τούτο, τό έπίπιδον.. ν.£αν, παραδίίγίΑατος^άριν, ή cuSeia 2Τ  ήναι χάθιτος ιίς το έπίπιδυν ΛΒΓ, χχί «ίς τήν ς-Αγμςήν Ο , όπου συναπαντά τοΟτο τδ ίπίπιίον, ίιαιρΛτάι *ίς ίίύο ίσαριίρη, αί £ύο πυραριίίις 2Λ13Γ, Τ Α Β Γ , αν όποϊαι £χουν κοινήν τήν βάσιν ΛΒ Γ, Οίλουν ιΐναι ϊϋο συρ,ριιτριχα πολύωρα.

0/Λ 203.12*. Δύο τ ρ ι γ ώ ν ι χ χ ι  πυ ρ α μ ι &ί ς  'λίγον-ται δμ,οιαι £ταν ί/ουν 5ίο ϊίρας όμοιας τήν χά(Ιι (λίαν (λ* τήν xafa ρ.ίαν, ύ|Αθΐως κιι^ίνας και ισάκις κλινούσας.Ούτως, υπατιββ[Α*νου ότι αί γωνίαι ΑΒΓ“ *ΔίϊΖ, ΒΑΓ— £Δ Ζ, ΑΒ2— Δ Ε Τ , Β Α Ϊ— ΚΔΤ. «άν πιριπλίον ή κλίσις τών ϊπ.πίίων ΛΒ2, Α Β Γ, ήναι ίση pU τήν τ£γ ομολόγων των Δ ΐΈ , ΔΕ Ζ, αί πυροφ-ίίις 2ΑΒΓ, Ί'ΔΕΖ, Οίλοον ιΐναι όριοιαι. π/. οο3.I I I . Αφ'ου σχηματισΟ^ τρίγωνον μι τις  κορυ<ρας τριών γωνιών ιιλημμίνων έπί τής αυτής Ι^ρας ή βάσιως ίνδς •ιίολυιίρου, ήμποριι τι; να φαντασΟ  ̂ $t l  α* xopu^od τών διαφόρων 7«ριών γωνιώντοδ πολυίδρου, τών ίκτϊς του Ιπιπιδου ταυτηςτής βάσιως χιψίνων, ιΐναι κορυφαί τόσων ‘ τριγωνικών πυραμίδων αΐτινίς ί/ουν κοινήν βάσιν το ση̂  μιιωΟίν τρίγωνον* ίχάς·η δ* τούτων των πυραμίδων δ&ι'ι προσδιορίζιι τήν Οίσιν χαίιμιας ς-τρίας γωνίας του πολοί* ίοου ώ; προς ταύτην τήν βάσιν. Τούτου τιήίντος:
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Δυο πο λ ύ ε δ ρ α  είναι δμο*α Stay έν <ο ίχουν βάσης iu,oi«ij αί κορύφαί των όμολογων μεριών γωνιών, τούτων των βάσεων, προσδιορίζωνται ά^ό τριγωνικές πυραμίδας'- οποίας τίν ‘κάδε μίαν μ ϊ τ*όν κάθε μίαν.10*. Καλώ κορυφές ίνός πολυέδρου τάς ςτγμάς αί όποϊαι κεινται είς τάς κορυφές των διάφορων μεριών γωνιών του.
2 · Κ · Ολα τα  ™>ύι£ρα τά £π;Τα διωρονμι* ι!ναι η ιλύ ι^α  p i  

γω^χς ιξιχιύχχς J *ΐ)ρ τά  Καλδϋμίν ίντω ; t*ii*x  τών
ό*ι(ων 1& iaiM fiT νά ouvctwamfl? άπδ ιδΑιΐαν γ;χμμτ,ν
tic iripmacripx. από ίύο συμιΤχ. Εί;. roicum ιΜ“ους *&λύι£ρχ τ4 

μια; itfpa; 1>ν πρϋ^λγ;8^> ί ΐ ν  ιί;*π&ρι! να τίμ^Τ* τ ·  
λύιίρ&ν* άίύνχττν λοιπήν ιΐναι μ ι^ ς  τίν. π0.ν/ί;&ν νά lOpixxtrcu ffvw 
Τ&δ τίπίπί^ου μ<5;' {Jpa;, *αί μ{?&; imcKxrV τό π^λύιίρον ιΤνχι ί λη &«*£ rJ ttOid μίρ&ς tiutcv rev Ι τ ιπί£&υί

Π Ρ Ο Τ Α Σ Η  Π Ρ Ω Τ Η .Θ Ε η  V  ΤΙ Μ Λ;Δυο πολύεδρα δέν ημπορίυν να Ιχουν τον αυτόν άρι9· μον κορυφών καί τάς αύτάς κορυφές χωρίς να' εφαρμόζεται toj εν με το άλλο;Διότι άς ύττόΟέσωμεν εν τών πολυέδρων κατασκευή σμίνον* Εάν Οέλωμεν να κατασκευάσω μεν ϊν άλλο τό όποιον νά #χ*/ι τον αυτόν αριθμόν κορυφών καί τα; αυτάς κορυφές, πρέπει τα επίπεδα τούτου νά μή διίρχωνται από τα αυτά στ,μεΐα από τά όποια διέρχονται τά επίπεδα του πρώτου* διότι άλλως δεν ^Οελε διαφέρει τό εν από το άλλο; πλτ,ν τότε φανερόν είναι δτι μερικά των νέων έπιπέίων ίθελον τέμνει τό πρώτον πολύεδρόν' 'ί[δελον ύπάρχει κο- ρυφαί άνω τούτων των έπιπέδων, καί κορυ’φαί υποκάτω, το 'όποιον δίν ν,μπορη νά avrfaji εις κυρτόν πολύεδρον; λοιπόν ίάν δυ'ο πολύεδρα έχουν τον αύτόν αριθμόν κορυφών καί τάς αύτάς κορυφές, άναγκαίω; πρέπει να έφαρμύζιται 
70 Ιν μϊ το άλλο.
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Σ χ ό λ ιο * . Δεδομίνων κατά ΟΖσιν τών οπαίων A , Β, Γ ,Κ ', κ .τ .λ , τά οποία πρε'πβι νά χρησιμεύσουν ώς κορυφαί ί*5{ πολυέδρου, εύκολο* είναι νά δίαγράψωμεν τδ πολύωρο*.Εκλίγομεν τρία πλησίον σημεία Δ, Ε , Θ ,  τοιαυτα ώς-« τό έπίπεδον ΔΕ© να διίρχεται, Ζάν τούτο Ζχη χώραν, διά ν/ων σημείων Κ ', Γ , άλλ’ ολα τά άλλα νά άφίνη άπό τδ aito  μέρος, ή ό'λα άνω του επιπέδου ή' όλα ύποκάτω* τό Ζπίπεδον ΔΕΘ  νί ΔΕΘΚ/F, ουτω προσδιωρίσμίνον, ΟΛει είναι μία Ζδρα τού ςπρ*0̂ · Διά μιας των πλευρών του ΕΘ  TTcpvo£7pA6v Ζπίπεδον το οποίον ττερις·ρεφοριιν Ζως οδ νά συναπαντνίσ*ι νίαν κορυφήν Ζ , η πολλάς ένταύτφΖ, Γ  Οίλομ.εν εχει μίαν δευτΖραν έδραν τά(ν Ζ Ε Θ  νί ΖΕΘ Ι* ,έζακολουδούμ.εν νά περνούμ,ίν Επίπεδα διά των εδρΥ,μίνων ‘πλευρών, Ζως οδ τα ςπρεόν νά περατωΟη πανταχόΰεν: τδ ς·βρβόν τούτο είναι το ζητούρ.ενο'/ πολύεδρον, διότι δίν ύπάρχουν δυο τά όποίανά ^μπορούν νά'εχουν τάς αύτάς κορυφας. οχ. 2Γ>4·χΠ  Ρ  Ο  Τ  Α  Σ  ϊ  2  Β '.Θ  Ε  Π Ρ  Η  Μ Λ .Εις δυο συμ.μ.ετρικά πολύεδρα αί ομόλογοι Ζδραι .είναι ϊσαι ϊί κάθε μία μδ τδν κάδε μίαν, καί *ό κλίβις δυο προσκειμένων ίδρών εις το Ζν τούτων των ς·ερεών, είναι ίση μΐ τήν κλίσιν των ομολόγων εδρών εις τό άλλο.Ες-ω ΑΒΓΔΕτί κοινή βάσις εις τά δυο πολύεδρα, έδωσαν Μ  καί Ν . αί χορυφαί δυο όποιωνδοίποτε ςερίών γωνιών του ίνός πολυέδρου, ΒΙ* καί Ν # αΐ ομόλογοι κορυφαί τοΟ άλλου' πρίπει κατά τδν ορισμόν, αί εύδείαι Μ Μ ’,ΝΝ*, νά τ,ναι κα'θετοι εις τό Ζπίπιδον ΑΒΓ, καί νά διαιρώνται είς δύο ίσα μίρη εΐ; τάς τιγμάς μ καί ν οπού συναπαντούν τούτο τό επίπεδον. Τούτου τιθεντος, λέγω δτι τδ διά^μα ΜΝ είναι ίσον μΐ τό Μ'Ν, σχ. ao5.'
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Διο'τι Ιάν,ςγαφή το τραπέζιον jiMN^v ολόγυρα τής' μν εως ού τϋπίπεδόν τον να̂ τιΟ;?: επί του έπιπέίου μΜΝν* εξ αιτίας των ορθών γωνιών δίς (Λ καί ιίς ν, ή πλευρά μΜ* θέλει πέσει Ιπι τής ίσης μέ αύτήν μ Μ , καί ή νΝ* *7τί τής νΝ' λοιπόν τά ίύο τραπέζια θίλουν εφαρμόσει, καί 0Λ*ι είναι Μ Ν“ >Μ Ν#· .Ιίςω 11 μια τρίτη κορυφή του άνω πολυέδρου, καί II ή ύμο'λογος αυτή εις το κάτω, ωσαύτως ΘΛδΐ είναι Μ ΓΙ«^ M i l  καί Ν11«ϊ»ϊΓΐϊ· λοιπόν το  τρίγωνον ΛΙιΜΙ, το όποιον ίνο'νει τρεις άποιας^ήποτε κορυφάς τού άνω π ΰ λ υ ί  £ρου, είναι ίσον μ* to τ ρ ίγω -  ν ο ν Μ ' Ν Π  τό όποιον ίνόνε ι  τάς τρεις όμολό-' γους κορυφάς τού κάτω πολυ&ίρου.1£άν μεταξύ τούτων των τριγιυνων Οεωρήσωμεν μόνον τά σχηματιζόμενα εις τήν επιφάνειαν των πολύωρων, ήμ* πορούμεν νά συμπεράνωμεν ότι αί έπιφανειαι των δυο πολυέδρων σύγκεινται άπό τον αυτόν αριθμόν τριγώνων τά όποια είναι ίσα το κάθε ?ν με τό κάθε ϊν.Λόγω τώρα ίτι έάν τινά εκ τούτων τώ  ̂ τριγώνων ιύρίσ- κωνται εις τό αυτό έπίπιδον επί τής μιας επιφάνειας καί σχηματίζουν την αυτήν πολύγωνον ϊδραν, τά ομόλογα τρίγωνα θέλουν είναι εις τό α£τό επίπεδον επί τής άλλης επιφάνειας καί σχηματίζει μίαν ίστ,ν πολύγωνον έδραν.Τω όντι, έδωσαν Μ Π Ν , Ν ΙΙΚ, δύο προσκείμενα τρι* γωνα τά όποια υποτίθενται εις τό αύτο έπϊπίδον, καί, εςωσαν ΛΓίίΝ*, Ν ’ίΓ Κ ’ τά όμόλογά των, Εχομεν ?ήν γωνίαν M N llr a M#N #Il\ τήν γωνίαν Π Ν ΐν ~ ΙΪΝ 'Κ '’ καί έαν ιπιζευ·χ|)ώσιν αί Μ Κ , M#lC, τό τρίγωνον Μ Ν Κ  θελει είναι ίσον με τό M'N#K/, ούτως ή γων.α ΛΙΜ ν*3» Μ'Ν*ΚΛ Λλλ’ έπειδή Μ ίίΝ Κ  είναι ίν μόνον έπίπείον, ί/ομεν ?ήν γωνίαν Μ ΝΚ.»  M N U  +  ΜΝΚ* λοιπόν ωσαύτως Μ#Ν#Κ.,«*»εΜ,Ν/Πι +  I iV jv \  Τώρα, έάν τά τρία
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Ιπίπεδα M’t f l l ' ,  H’N 'k\ ^  ίταντίζοντο, ήΟε-λον σ/τιριατίζει cietM γωνίαν, και ήΟελεν είναι (αυ, 5) M ' r f  < M 'K ‘n ‘ H -n ’N' Κ** Πλοϊκόν, Ιπειδή αίχτι τι συνθήκη δεν ϊ/ιι χώραν, τα δύο τρίγωνα M N ’lV, ΙΙ^Ν'Κ*, ιόρίσχανται εις το αδτδ Ιπίπεδον.Εντεύθεν Ιπεται δτε καΟβ ίδρα, είτε τριγωνική ιΐτ· πολύγωνος· εις τδ Ιν πολύεδρον, «νπτοιχεΐ εί; ρ.ίαν ίσην Ιδοκν εις τδ άλλο, χ«ί ούτως τα δύο πολύεδρα περιίχονται Ιιπδ τ&ν αΰτδν άριΟμδν. Ιπιπέδων τα όποια «Ιναι ίσα τδ κάβε h  ,(ii τδ κάθε iv.Μένει να δείξω μεν δτι ήκλίσις δύο όποιωνδήποτε προσκειμένων Ιδρών εις το Ιν πολύεδρον είναι ίση μ* τή* χλί*ιν τ&ν δύο ομολόγων Ιδρώ  ̂ είς τδ άλλο.Εδωσαν Μ ΙΙΝ , ΝΙ1Κ., δύο τρίγωνα σχηματισμένα Ιπΐ τής κοινής κύψεως ΝΠ εις τά επίπεδα δύο προσκειμένου Ιδρών- (τωσαν Μ 'ΙΪΝ ', Κ 'ϊίΚ \  τά διάλογοί των* ήμπο- ρονμβν vie φαντασΟώμίν «ίς Ν γωνίαν 7«ρ*άν oyjrptατιζο· μίνν,ν άπο τάς τρε?ς έπιπί^ους γωνίας ΜΝΚ, MNU, UNK, Καί «ίς Ν ' γωνίαν 7*fe*v σχπματιζομί'νην άπο τάς rpu; « ' N X  Μ'Ν'Π', Π'Ν'Κ'. Τώρα, *&ίξαμ«ν ο >  αί Ιπίπ* £οι αυται γωνίαι «Ιναι ίααι •ή καΟι μία pi τήν κάΟβ μίαν* λοιπίν ή κλίσις των ίνο ίπιττί^ων Μ Κ Π , ΠΚ Κ ,  itvat Ιοη \χϊ τήν των ομολόγων των Μ Ν ' ΐ Ι ,Γ ΐ Ί Χ Κ  (au, δ)·Λοιπον «ίς τα συμμιτρικα πολύδωρα, αί Ιδραι «ιναι tan ή χάθα μία μ« τήν κάΟ« μίαν, καί τά «πίπ«<ϊα δυο οπονωνδήποτί προακιιμίνων έδρων tou ένος των 7^*&ν* «χουν μ«ταζυ των τήν αυτήν κλίαιν τήν όποίαν τά ίπί~ toS« των δυο δμολόγων ίδρών τον άλλου.Σχόλιον .  ΔυνάμιΟα νά σνιμηώσωμιν on at ^ioeat γωνίαι τ ο ί4 ν ό ς  πολύωρου «ιναι at σνμμβτρν* καί των ς·*Ρ<6ν γωνιάν το Of άλλου* διότι έαν ή 7«ρ*ά γωνία N ^χ»ματίζ«ται άπο τά «πιπιία Μ Μ Ι,



Π Ν Κ , ΚΝΡ κ. τ. λ. τ, ομόλογος ούτΐΐ Ν' σχηματίζεται «πό τ ά έ π ίπ ε δ α Μ 'Ν 'Π ',ΙΪΚ ν , Κ'ιΝ Ρ', χ. τ. λ . Ταδτα μαίνονται διατεταγμένα κατά tw  αΰτνν τάξιν ώς καί τά άλλα’ πλν,ν έπειδ^ αί δυο ς-ερεαί γωνίαι «Ιναι εις θέσιν άντίς-ροφον Ή μία ώ; ιτρδς" τν,ν άλλην, ϊπεται on >ί πραγματική διάταξις των Ιπιπέδων τά όποια σχν ματίζουν τνν ςιρεάν γωνίαν Ν'είναι άντίς·ροφο« της διχτάξεως *̂ τίς υπάρχει et; τήν ομόλογον γωνίαν Ν . Αλλο»; ή κλίσις τών προσεχών .ίπιπίδων είναι ίσν) εις τά,ν μίαν καί τήν άλλην φερεάν γωνίαν* λοιπόν αί ς·ερ«αί αυται γωνιαι είναι συμμετρικά! ν μία της άλλν,ς. Β λ έ π ε  το σχόλιον τ ν ς  ΚΓ* π ρ ο τ ά σ ε ω ς ,  βφλ. Ε\II τνμείωσις «υτν δεικνύει ότι ό π ο ιονδ νπ ο τβ  πο· λόεδρονέν μόνον σ υ μ μ ε τ ρ ικ ό ν  δυναται νάεχνι. Διότι έάν Ιπί «λλης βάσεως κατασκευασΟνί νε’ον πολύεδρον συμμετρικόν μέ τό δεδομένον, αί ς-ερεαί του γωνιαι πάντοτε θέλουν είναι συμμετρικά! των γωνιών του δεδομένου* λοιπόν θέλουν είναι ίσαι μέ τάς του συμμετρικού ίίολυε* δρου του επί της πρώτνς βάσεως κατασκευασμένου. Αλλως αί όμολογοι έ'δραι Οε'λουν είναι ίσαι’ λοιπόν τά δυ'ο ταϋτα συμμετρικά πολύεδρα έπί (Ιιας % άλλν,ς βάσεως κατασκευασμένα θέλουν έχει τάς έδρας καί τάς ςερεά; γωνίας ίσα;* λοιπόν θέλουν εφαρμόσει διά τνς «πιίέσεως, καί σχν- ματίσει έν μόνον καί τό αυτό πολύεδρον.. Π  Ρ Ο Τ  Λ  2  I  Σ  Γ .Θ  1·: Ω 1> Η Μ . Λ .
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Δυο πρίσματα είναι ίσα όταν έχουν μίαν ς-ερεάν γωνίαν πιριιχομέννν · μεταξύ τριών επιπέδων τά όποια είναι ίσα τό κάδε h  μί τό κάθε ϊν καί όμοίως κείμενα.Εςω i  βάσις ΑΒΙ’ΔΕ ϊσν μέ τνν βάσιν αβγδε, τό παραλληλόγραμμον ADIIZ ίσον μέ τό παραλλνλόγραμμον



αβηζ, καί τί» παραλληλόγραμμον ΒΓΘ ΙΙ ίσον μέ το πα
ραλληλόγραμμον βγΘη' λέγω ότι τό πρίσμα ΛΒΓΙ θέλε: 
είναι too» μ» t<j πρίσμα αβγι. οχ. aoo.• Διότι άς τί0-5 ή βάσις ΑΒΓΔΙ2 ε’πί τής "στις μέ αυτήν ηβγδε, αί δυο αδται βάσης θέλουν έφαρμόσει: «λλ* αί τρείς έπίπεδοι γωνίαι at όποΐάι σχηματίζουν τήν ς·βρ£«ν γωνίαν D είναι ϊσαι μέ τ«ς τρεις επιπε'δους γωνίας, αί ϊποίαι σχηματίζουν τήν.ς;ερεάν γωνίων β, ή κάθε μία μ4 τήν κάθε μίαν, τοΰτές-ι, ΛΒΓ**=»αβγ, ΑΒΐΙ«»κβη,  καί Η Β Γ “ τ,βγ* πεμπλέον at γωνίαι αύται κειντάι όμοίως* λοιπόν at ςερεαί γωνιαι Β. και β «ναι ισκι, καί έπομενως ή πλευρά ΒΙΙ θέλει πέσει επί της ίσης μέ αυτήν βη. Βλέπομε» ώσαότως ότι εξ αίτιας τΩν ίοών παραλληλογράμμων Α Β Η Ζ , αβηζ, ή πλευρά Η Ζ Οέλ« πέσει έπί τής ίσης μ 4 αυτήν ηζ, καί ομοίως ή ΗΘ, επί' τής ηΟ* λοιπόν ή άνω βάσις'ΖΗΘΙΚ.' θέλα έφαρμόσειέντελως μέ τήν ίση» μ4 αυτή* ζηθικ, καί τα δόο ^ερεά θέλουν ταυτίσθνΛ'διο'τι θέλουν έχει τάς αΰτ.άς κορυ^άς ( πρό. ι ).ΙΙόρισμ.α. Δόο ορθά π ρ ί σ μ α τ α  τά ό π ο ι α  έ χου ν  βάσ ε ις  ϊσας καί . ί ίψη ίσα είναι ίσα. Ato'ti ουσης τής ΑΒ ίσης μέ τήν αβ, καί τοδ βψους ΒΗ ίσου μέ τό βη, τό ορθογώνιον ΑΒΗΖ θέλει είναι ίσον, μέ τό ορθογώνιον αβήζ’ τό αύτό Οέλ« υπάρχει διά 'τά όρθογώ* via BH01’,  βηΟγ. Οίίτως τά τρία επίπεδα τά όποια σχηματίζουν'τήν τερεάν γωνίαν Β είναι ίσα μέ τά τρία τά όποΓα σχτ,ματίζουί· τήν yepiav γωνίαν β. Αοιπόν τά δυο πρίσματα είναι ίσα.Π Ρ Ο Τ A 2 I Σ Δ '.Θ Ε.'ίΙ Ρ II Μ Λ.Εις κάδε παραλληλεπίπεδον τά απέναντι επίπεδα είναι ί?α καί παράλληλα.
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K a x i τόν όρισμίν τούτου του ς·ερεου,άί βάσεις ΑΒΓ<4, Ε ΖΗ Θ , είναι παραλληλόγραμμα ίσα, καί αί πλιυραίτων είναι παράλλ^οι: μένει λοιπόν vie δείζωμεν δτι τό αυτό υπάρχει διά δυο άπίναντι παραπλεύρους έδρας, ώς ΑΕΘΔ, Β Ζ ΙΙΓ . Τώρα Α Δ  ilvat ίση και παράλληλος τί$ Β Γ ’ διότι τό σχήμα ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμον* διά τον αυτόν -λόγον ΑΕ «Ινα; ιση και παράλληλος τί} ΒΖ: λοιπόν η γωνία Δ Α Ε  rival ίση τ ί  γωνία Γ Β Ζ (ι3 , 5), και τό έπίπεδον ΛΑΕ παράλληλον του ΓΒΖ' λοιπήν ωσαύτως τό παραλληλόγραμ· μον ΔΑ Ε Θ  είναι ίσον μΐ τό παραλληλόγραμμον ΓΒ ΖΗ . Ομοίως Οέλομεν δείξει ότι τα* απέναντι παραλληλόγραμμα Α Β Ζ Ε , ΔΓΗ Θ , etvac ισα και παράλληλα, οχ. αο6.Πόρισμα.  Επειδή τό παραλληλεπίπεδον είναι ςιρεαν περιεχομενον υπό ίξ επιπέδων «κ των όποιων τά απέναντι είναι ϊσα και παράλληλα, Ιπεται ότι. μία όποιαδ>ίποτι Ιδρα καί ή απέναντι αυτής ήμπορουν νά ληφΟοδν ώς βάσεις τοΟ παραλληλεπιπέδου  ̂ 'Σ χ ό λ ι ο ν ,  Δεδομένων τριών «όΟιιών ΑΒ, Α Ε , ΑΔ αίτινες διέρχονται διά της αύτ^ς σιγμός Λ , καί κάμνυυν μεταξύ των .γωνίας, δεδομένα;, δυνατήν είναι έπί rffiv τριών τούτων ευθειών νά κατασκιυασΟί παραλληλεπίπΐ;· δον* πρός τούτο πρέπει άπό τό άκρον ίκάς-η? ευθείας νά άχΟή επίπεδον παράλληλον του ίπιπίδου τών δύο άλλων* τουτέ^ιν άπό. την <τιγμνιν β έπιπιδο» παράλληλον του , Λ Α Ε ,  άπό τήν ?ιγμήν Δ επίπεδον παράλληλον τοδ ΒΛΕ* καί άπό την ς-ιγμην Ε  έπίπεδον πράλληλον τοδ ΒΑΔ* αί άμοιβάιαι συναπαντήσεις τούτων τδν επιπέδων 0ί· λουν σχηματίσει τό ζητούμενον παραλληλεπίπεδον.,Π Ρ Ο Τ  Λ Σ  I Σ  Ε\1 Θ Ε «  Ρ Η Μ Λ,Εις κάίε παραλληλεπίπεδον, αί άπέ.αντι τερίιΛ γωνίαι είναι ευμμετρικαί ή μία τ?ίς άλλης*’ καί αί ήγμένα; διετ
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γώννοι ιίηο τi ;  κορυ̂ ας τ&ν γωννΑν τούτων τίμνονταν ιίμοιβαίως ιίς Αύο Ισα μίρη*Λς συγκρίγωμίν , πάρχΑιίγμ.ατος χαρνν , t ήν ς%ριαν γωνίαν Λ  μέ την άπίναντι αυτής Η* ή γωνία ΕΑΒ, ίση Ε Ζ Β , ίννα* ύρ.ο(ως ίση τη Θ Η Γ , ή γωνία Δ Α Ε « »  ΔΘΕ *=* ΓΜ Ζ, καί Α γωνία ΔΑΒ«ι=ΔΓβ*==“ΘΗΖ* λοιπυν •ί τριίς ΙπίπιΑοι γωνίαν αν οποίαν σχηματίζουν τλν ς ι*  ρΐαν γωνίαν Λ ιϊναν νσαι μι τάς' τριΓς αί ύποίαι σχηματίζουν τήν ς-ιριαν γωνίαν Η , Jl κά9* μία μέ την κάΟι μ,ίαν* άλλως ιύκολον etvav νά ίΑωμ,ιν at; ή Αιάταξις των Λιαφ̂ ρβι ιίς την μίαν καν τλν άλλην* λονπόν ι·*ν αί Αύο 
ς ι ftai γωνίαν’ Α καί Η ιννοα σ̂ μμιτρνκαν ν} μία της άλλης ( α3, 5 uΛς (ραντασΟωμιν τώρα Αύο Αναγωννους Ε Γ, AH, ι$γ- μίνας άπο Αύο άπίναντν κορυφας: ιπη'Αή ΑΕ ιϊναν Ιση καί παράλληλος TiJ ΓΗ , το σχήμα Α Ε Η Γ  ιϊναν παραλ·' ληλύγραμμον* λονπυν αν Εναγώνιοι ΕΓ, AH, τίμνονται άμοιβαίως ιίς Αύο ισα μ/ρη. Ομοίως Οίλ'.μιν Αΐνζιν δτν ή Αναγώνης ΕΓ ΛαΙ μία άλλη ΔΖ τιμνόνται ωσαύτως ιίς  Αύο ίσα μίρη* .λοιπδν a.w ca τίσσαρις Αναγώνιοι τίμνον- ταί άμονβχίωςινς Αύο ίσα μίρη, ιίς τήν αύτην ς-νγμδν ήτις Αύναται να ΟΐωρηΟ? ώς τ& κίντρον τοδ παραλληλιπνπίΑου,Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι 2  ς ; ,Θ E l l  Ρ Η Μ Α .Τό envneAov Π ΔΘ Ζ, το οποίον Ανίρχιταν Αιά Αύο άπίναντν παραλλήλων κύψιων ΒΖ, ΔΘ, Avavpei τό παραλ- ληλιπίπεΑον Α Η  ιίς Αύο πρίσματα τρνγωννκα ΑΒΔΘΕΖ, ΗΘΖΒΓΔ, συμμιτρικχ το ?ν του άλλου, σχ. 007·

1 · Kara πρώτον Τα "Αύο ταυτα ς·«ρια είναι. πρίσματα* Αιοτι τα τρίγωνα Α Β Δ, ΕΖΘ , ίχοντα .τάς πλευράς των ϊσας καί παραλλήλους, ιϊναν ίσα, καν ιίς τ4ν αυτόν καιρόν
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'  ΐ9 3««παράπλευροι ϊδράι Α Β ΖΕ , ΑΛΟΗ, ΒΔΘΖ, είναι παραλληλόγραμμα* λοιπόν τό ς-ιρεόν ΑΒΔΘΕΖ είναι πρίσμα: τό αυτό υπάρχει διά τό ς·*ρ·όν ΗΘΖΒΓΔ' λέγω τώρα ότι τα δύο ταΰτα πρίσματα είναι συμμετρικά τό εν του άλλον.Επί τλςβάσιω; ΑΒΔ άς γίνη τδπρίσμα ΑΒ ΔΕΖ'Θ ' τδ όποιον να ί,ναι τό συμμετρικόν τοΰ πρίσμ.ατος Α Β Δ ΕΖΘ , Κατά τά άποδειχθίντα (πρό« a) τό επίπεδον Α Β Ζ Χ  είναι ίσον μέ το επίπεδον ΑΒΖΕ, καί τό· επίπεδον Α Δ Θ ^  ίσον μέ τό έτείπεδον Α Δ Θ Ε' άλλ’ Ί\ σύγκρισις του πρίσματος ΗΘΖΒΓΔ με τό πρίσμα ΑΒΛΘ Ε’Ζ*, δεικνύει ότι 
■}, βάσις ΙΙΘ Ζ  είναι ίση μέ την ΑΒΑ' τό παραλληλόγραμμόν Η ΘΔΓ, ίσον μέ τό ΑΒΖΕ, ΐσοΰται ώσαυτως μέ τό ΑΒΖ, Ε>, καί τό παραλληλόγραμμόν ΙΙΖ Β Γ , ίσον μέ τό Α Δ Θ Ε , ίσουται ώσαυτως μέ τό ΑΔΘ Ε'' λοιπόν τα τρία επίπεδα τά όποια σχηματίζουν τήν 7*?<άν γωνίαν Η ιίς τό πρίσμα ΗΘ ΖΒΓΔ, είναι ίσα μέ τά' τρία ε’πίπεδα τά όποια σχηματίζουν τήν ς-epeocv γωνίαν Α  εις τό πρίσμα ΑΒΔΘ’ ΕΖ^: τό κάθε έν μέ το κάθε h '  άλλως είναι όμοίως διατεταγμένα' λοιπόν τάπρίσματαταυταείν αι ίσα(πρό. 3),. καιήμπορονν νά ίπιτεΟώσιν. Αλλα τό πρίσμα ΑΒΔΘ £'Ζ* είναι συμμετρικόν τοδ πρίσματος ΑΒΔΘΕΖ' λοιπόν καί το πρίσμα'ΗΘΖΒΓΔ» είναι ώσαυτως τό συμμετρικόν τοδ. ΑΒΔΘΕΖ. Π  Ρ  Ο ’ Τ  Α Σ  I  Σ  71.Λ  Η  Μ Μ Α.Εις κάθε πρίσμα ΛΒΓΧ, αί γινο'μεναι τομαί Ν Ο Π Κ Ρ  ΣΤΦΧ.Ψ ύπό παραλλήλων επιπίδων, ΐίναί πολύγωνα ίσα. σχ. aoi ,  .Διότι αΐ πλευραί N O ,ΣΤ, είναι παράλληλοι, ώ; κοινοί τομαί δυο παραλλνίλων έπιπίδοιν όπό τρίτου ΛΒΙΙΖ* αί ιδιαι πλευραί N O , ΣΤ περιίχονται μεταξύ των παραλ- λνίλων ΝΣ,'ΟΤ.αίτινες είναι πλευραί του πρίσμ«τος* λοι»



vt'iv NO ιίναι ίση XT. Λι& τον κύτδν λόγον «I πλίυραί: ο α ,  Π Κ, ΚΡ) χ . τ. λ . τΚς τορ.ίς ΓίΟΠΚΡ ιίναι «ροι- Caiwt Γσαι |α4 τά? ιτλινρας' ΤΦ ,Φ Χ,ΧΨ  χ.τ.λ, ττί? τορΛ!? ΖΤΦ ΧΨ . Αλλως έπίίδή αί form ττλινρχι βΓνοα καί παρολ» ληλοι, l m « i  $τι κί γιονίαι ΗΟΠ, Ο Π Κ , χ. τ, λ. τ?|ς αριίτης το|*ί5{, ιίναι ά|Λθΐβ«ίως·ΐ<τκι μι τκς γωνίας ΖΤΦ, Τ Φ Χ , χ.τ.λ, τίΐς διυτίρας. Λοιπόν at δύο τορ,κί ΝΟΓΙΚΡ, 2ΤΦ ΧΨ . itm  πολύγωνα ίσα.Π ύριβ ρ .*. Κα'Οι το «.ή γινο|Αίνη ιΐς ίν πρίσμα πβ*. ραλλτίλως τ fit Gctoaw? «ύτοΟ, «Γναι ion p.i αότήν τήν δβαιν.- Π Ρ 0 Τ Ά 2 Ι 2  Η '.Θ & Ο Ρ Η Μ Λ .Τ «  δύο αο(Αρ.ιτριχ« τριγωνιχ* πρίαρατα ΛΒΔΘΕΖ, Β ΓΔ ΖΗ Θ , ιίς τά ύποϊα. άποοοντίδιτκι τδ παραλλκλιπί*· ηιδον A H , ιίναι ίοοδύναρα μβταξύτων» σχ« ao8.,Λπδ τ«ς χορούς Ο χαΐ Ζ  ίς άχδΏσι τά έπίχιδκ Βαδγ, Ζ«5τ) χα'Οιτκ ίττί τΖς πλευράς ΒΖ, τχ ύποΐα <β^*πχντο3ν αχδ το Ιν pUpo( tic «, δ, γ, καί «πδ τδ άλλο™? ι , δ, rt, τάς τριϊς άλλα; πλίυρας Α Ε , ΔΘ, ΓΗ το3 ΐίίου παραλ- ληλιπιπίδου* αί τομαί Βαδγ, Ζιδν» ιινη παραλληλόγραρι- (Α* toe. Αί το;/.*} *δτ*ι ιίναι ίοαι, ώ; τορ,αί όπα Ιπικί- δων καδίτων it? τίν «ΰτήν ιΰΟιΐκν χάί ίττο|Αίν«ς παραλλήλων (πρύ. 7 ) ’ «Τνβιι παραλληλόγραμμα, διότι δύο ά πίναν τι πλιυραί τνίς αΟτί? τομίϊς αΒ, δγ, ιίναι αί κοινοί +ομαί δύο παραλλτίλων ίπιπίδων ΑΒΖΕ,ΔΓΗ Θ, ύπό το5 «ύτοδ ίπιπίδαυ.Δια λο'γον παρόμοιον, τδ,σχίίμα ΒαιΖ ιίναι παραλλη* λβγραμμον, χαβώς καί αί άλλαι παράπλίιιροι Ιδραι Β^ηγ, γδδχ, «δθι, τού ?ιριοΟ ΒαδγΖιδη’ λοιπδν. το ςιριόν τούτα livat πρίομα ( 6ρ. \ )* καί τδ πρίαμ* τβυτο ιίναι όρθδν, διότι ί  πλιυρχ ΒΖ ιίναι κόδιτός ιί? τό ίπίπιδον τ£ς.'βχβΐο>$»χ3



*94 t ■Τούτου τεθΥντος, έάνδιά τάυ ίπιπάδου ΒΖΘΔ μοιραβθίίτο δρδδν π^ίσρίά ΒΟ εις δύο τριγωνικά ορδά πρίσματα «ΒδεΖΟ, ΒδγΖθη’ λέγω 4τι τδ π ά γ ιο ν  τριγωνικόν πρίσμα Α Β Δ Ε Ζ Θ , θελτι ισοδύναμε? pie τδ τριγωνικόν ορθόν αΒδεΖθ.Τω δντι έπειδή τά δύο ταυτα πρίσματα έχουν κοινδν τδ ς-ερεον ΑΒΔΟεΖ, «px.su νά δείξωρίεν, δτι τα υπόλοιπα με'ρη, δηλαδδ,τάςτρίάΒάΑΔδ,ΖεΕΘθείνα ισοδύναμά μεταξύτων.Τώρα, έξ αιτίας των παραλληλογράμμων ΑΒΖΕ, αΒΖί, «I πλευραί ΑΕ, «e, ισαι pie την παράλληλον των DZ, είναι καί μεταξύ των ίσαι* οϋτω, μετάτήν άφαίρεσιν τον κοινού με'ρου; Ae, μίνει Α α '^ Ε ε . Ομοίως δείξομεν ό'τιΔδ <=* ΘΟ.IIδη, διά νά εκτελίσωμεν την ίπίθεσιν των δύο <-ι~ ρεών ΒαΑΔδ, ΖεΕΘΘ,. ας ίεσωμεν τί,ν βάσιν Zed επί τ·/(ς tr/ις μι αυτόν Βαδ’ τότβ Ιπειδή ή τιγμή- e πίπτει <ΐς ά, άαί ·<ίδ εις δ , αΐ πλιυραί «Ε, Θθ, . θέλουν πέσει επι των ίσων μί αΰτάς αΑ,Δδ, διότι είναι κάθετοι «ΐς τδ αυτδ όπίπεδον Βαδ* λοίπδν τά δύο ςερεά περί των οποίων 6 λόγος κΛτά πάντα θέλουν Ιφαρμόσιι τό ?ν με τδ άλλο’ λοιπόν τ“ πλάγιον πρίσμα ΒΑΔΖΕΘ ισοδύναμε? με τό ίρθδν ΒαδΖεΟ. ^■ Μέ tiv Λυτόν τρο'πον Οελομεν δείξΐι οτι τδ πλάγιον πείσμα ΒΔΓΖΘΗ ϊσοδυναμεΐ μ δ τδ ορθόν ΒδγΖθη. Αλλά τά δύο όρθά πρίσματα ΒαδΖεθ. ΒδγΖθη είναι'σα μεταξύ των, διότι έχουν τδ αύτδ ύψος ΒΖ καί αΐ βάσεις των Βαδ, Βδγ είναι ημί«ά του «ύτοϊ παραλληλογράμμου (πρ<ί, 3, πόρ.). Λοιπδν. τά δύο τριγωνικά πρίσματα ΒΛΔΖ^Θ, ΒΔΓΖΘΗ, ισοδύναμα ριε ισα πρίσματα, είναι καί μεταξύ των ισοδύναμα,Πόρισμώ. Κάθε τριγωνικόν πρίσμα ΑΒΔΘΕΖ είναι τό -ημίσυ του παραλληλεπιπέδου ΑΗ, επί της αυτής ς&· ρέας γωνίας Α , μέ τάς αυτά; κόψεις ΑΒ, ΑΔ, ΑΕ κά- ταίκευαζομενίόυ.



. ifl5Π P Ο T Α Σ I 2 θ'.
© Ε η Ρ Η Μ Λ.Εάν δυ'α παραλληλιπίπιδα Α Η , Α Λ , ίχουν μίαν, κοινήν βάσιν ΑΒΓΑ,, καί αί άνω βα'σιις των Ε ΖΗ Θ , ΙΚ/ΛΜ , πίριέχωνται ιίς το αύτδ ίπίπιδον καί μιταξί* των αυτών παραλλήλων ΈΚ/, Θ Α , τά δύο ταυτα παραλληλιπίπιδα θέλουν ιΐναι ισοδύναμα μιταξυ των. σχ. aog.Τριΐς πΐρις'άσιις δυνατδν νά ακολουθήσουν, καθώς ή Ε Ι  «ίναι μιίζων, μικροτέρα ή ?<ry; τ$ ΕΖ*>πλήν ή άπδ- διιξίς ιίναι ή'αυτή δι’ δλας: καί κατά πρώτον λέγω οτι τδ τριγωνικήν πρίσμα Α Ε ΙΔ Θ Μ  «Ιναι ίσον μ ι το τρινω·' νικδν Β Ζ Κ Ϊ Η Λ .Τφ δντι, έπιιδή Α Ε  ·Ιναι παράλληλος τ ΐ  ΒΖ καί ή Θ Ε  ι%  Η Ζ , ή γωνία Α Ε1-~ Β ΖΚ ', Θ Ε Ι— Η Ζ Κ ', καί Θ ΕΑ «*»Η ΖΒ . Απδ τάς ίξ  ταυτάς γωνίας αί τριίς πρω* ται σχηματίζουν τήν ς-βρβάν γωνίαν Ε , αί τριις άλλαι σχηματίζουν τήν ς-ΐρβάν γωνίαν Ζ ' λοιπήν, έπιιδή αί έπίπβ» δοι γωνίαί «Ιναι ίσαι ή κάθί μί* μ* τήν κα'θι ,μίαν, καί όμοίως διατβταγμίναι,ϊπιται ίτι αί ςτιρίαί γωνίαι Ε  καί Ζ itvai loot. Η5η, έάν τιθίί τδ πρίσμα Α Ε Λ ί έπί του πρίσματος Β Ζ Α , καί κατά πρώτον ή βασις Α Ε Ι ίπί τής βάσιως Β Ζ Κ , αί δυο aotat βάσιις ώς ίσαι θέλουν ίφαρ- μάσίι* καί έπιιδή ή 7*pi« γωνία Ε ιΓναι ίση τίί ςτρια γωνία Ζ , ή πλιυρά Ε Θ  θέλιι πέσιι έπί τής ίσης μι αυτήν Ζ Ι Ι :  αλλά δέν ιίναι χριία πιρισσύτιρον διά νά διίξωμον δτι τά δυο πρίσματα θέλουν έφαρμο'σιι καθ’ ίλην των τήν ίκτασιν" διδτι ή βα'σις Α Ε Ι καί ή κο'ψις Ε θ  προσδιορίζουν τδ πρίσμα Α Ε Μ , ώς ή βάσις ΒΖΚ,' καί ή κο'ψις Ζ Η  προσδιορίζουν τδ πρίσμα Β ΖΑ  (πρό. 3)* λοιπδν τά πρίσματα ταυτα «Ιναι ίσα.Αλλ’ έάν άπδ τδ ς-ιριδν ΑΑ ώραιριθτί τδ πρίσμα Α Ε Μ , μ*ν*ι τδ παραλληλέπίπιδον ΑΙΑ" καί ίάν άπδ τδ «ύτδ



ξ-ιρΰν ΑΑ «φαι̂ «θ9ί το πρίσμα ΒΖΑ, μίνιι τό παραλ- λχλιπίπχδον ΑΕΗ* λοιπόν τά δύο παραλληλιπίπίδα ΑΙΛ, ΑΕΗ, ιίναι ισοδύναμα μιταξύ των.Π Ρ Ο Τ Α Ϊ  Γ 2  1'.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Αύο παραλληλιπίπιδα τϋ; αΰτίς βάσκος καί τλΟ ίδίου δψου; elvac ισοδύναμα μιταζύ των.Ες·ω ΑΒΓΑ Ά κοιν̂ δ βάσι;. it; τά δύο παραλληλιχί- πιδα AH, ΑΑ* έπιιδή «χουν το αυτό ύψος, αί άνω βά- σιιςτων ΕΖΗΘ,ΙΚ'λΜ, (ίίλιι ιΰρίσχονται ιίςτό αύτό Ιπί· πιδον. Πιριπλίον αί πλευραί ΕΖ χαι ΛΒ elvac Γσαι χαι παράλληλοι, τδ αύτό ύπάρχιι δια τας IK.' xal ΑΒ* λοιπήν ΕΖ elvac Ιση χαί παράλληλος τ  ̂ lit': διά το ναύτην λόγον HZ είναι Ιση και παράλληλος τν> Alt'. Α; προεκβλη* Οωσίν at πλευραί ΕΖ, ΗΘ, χαθώ; xal αί Ak', ΙΜ, ίως οδ xal αί πρώται χαί αί διότιραι μί τά; συναπαντ>(σιιςτων νά σχηματίσουν τά παραλληλόγραμμον ΝΟΠΚ* φανιρόν ιίναι ·δ'τι το παραλληλόγραμμον τούτο θόλβι ίσούται μΐ κάθε μίαν τΰν βάσκον ΕΖΗΘ, ΙΚ/ΛΜ. Τώρα έάν φαν- τασΟΟμιν τρίτον παραλληλιπίπιδον ri i ποιον μΐ τήν αΰ- 
τάν κάτω βάσιν ΑΒΓΔ, νά ίχνι δι’ άνω βάσιν ΝΟΠΚ, τό τρίτον τούτο παραλληλιπίπιδον ηθιλιν ίσοδυναμιΐ μ! τ4 παραλληλιπίπιδον ΑΗ(πρό. g), διότι ίνψ ΐγουν τήν αΰτήχ χάτω βάσιν, αί άνω βάσιι; πιριεχονται ιί; το αύτό ίπί- . πιδον χαι μιταξύ των αΰτων παραλλνίλων. ΗΚ, ΖΝ. Δια τόν αυτόν λόγον τά τρίτον τούτο παραλληλιπίπιδον άΟι* λιν ίσοδυναμιΐ μΐ τό παραλληλιπίπιδον ΑΑ*. λοιπόν τ* δυο παραλληλιπίπιδα ΑΗ, ΑΑ, τά όποια ίχουν τήν αύτάν βάσιν χαί το αυτό δψος, ιίναι ισοδύναμα μιταξύ των. •χ. αιο.



Π Ρ Ο Τ λ  2 I Σ IV.Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α ,ΚάΟι παραλλτιλιπίπιδον δύναται ν ϊ  τριφδίΐ ιίς ισοδύναμον ορθογώνιον παραλλτ,λιπίπιδον τΑ όποιον να ίχη τΑ «ΰτΑ «ψος χαί βάσιν ιοοδύνμμον.Etfn A l l  τΑ προτβΟΙν παραλλτιλιπίπιδον* ίχ τών ςιγ| μων Λ ,Β , Γ , Δ, ας άχΟώσιν αί Α Ι, ΒΚ', Γ Λ ,Δ Μ  χάθιτοι ιίς τΑ ίπίπιδον τής βάσιως. Οδτω Οίλιι σχηματισθ?! τΑ παραλλολιπίπιδον Α Λ  ισοδύναμον μέ το παραλλτίλιπί- πιδον ΑΗ, χαί του όπόίου αί παρα'πλιυροι Ιδραι Α Κ ', Β Λ , χ. τ . λ , Οίλουν βίναι όρθογώνια. ( αχ. α ιο ). Εάν λοιπόν ή βάσις ΑΒΓΑ ίναι δρΟογώνιον, Α Α  Οίλιι ιίναι τό όρθογώνιον παραλλτιλιπίπιδον ισοδύναμον μό το προ- τιθόν Α Η  (σχ. a n ) .  Αλλ’ ίάν ΑΒΓΑ δένήναι όρθογών νιον, ας άχΟώσιν ΑΟ χα'ι ΒΝ χάθιτοι ίπί τής ΓΔ, ακολούθως Ο Κ  χαί Ν Π  χάθιτοι ini τής βα'σιως* θίλιι προ- - χύψιι τΑ ς·ιρ*ον ΑΒΝΟΙΚ'ΠΚ. τό όποιον θίλιι ιίναι όρθοτ γώνιον παραλλτιλιπίπιδον. Τφ δντι, ίχ χατασχίυής, ή βάσις ΑΒΝ Ο  χαί ή άπίναντι αύτής ΙΚ,ΊΐΚ. ιίναι όρθογώνια* αί παράπλίυροι Ιδραι ιΐναι ομοίως, διότι «ί χό- 4φιις Α Ι,' O R  χ . τ . λ, βίναι κάθετοι ιίς το ίπίπιδον τής βα'σιως* λοιπΑν τΑ ςιριον ΑΠ είναι όρθογώνιον παραλή ληλιπίπιδον. Αλλά τά δύο παραλλτιλιπίπιδα Α Π , Α Α  ήμποροΰν νά θιωρτιθουν ώς Ιχοντα τήν αυτήν βάσιν ΑΒΚ'Ι χαί το αυτό δψος ΑΟ;' λοιπόν itvxi ισοδύναμα* λοιπόν τΑ παραλλτιλιπίπιδον ΑΗ, τΑ όποιον χατά ποδτον ότρίφθη (σχ. a io  xal a i t )  ιίς ισοδύναμον παραλλτιλιπίπιδον Α Λ , ισοδύναμά τώρα μί ορθογώνιον παραλλτιλιπίπιδον ΑΠ, ίγος τόΟ οποίου είναι Α Ι χαί βάσις ΑΒΝΟ ισοδύναμος μΐ τήν βάσιν ΑΒΓΑ,
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Π Ρ 0 Τ Α Σ 1 Σ  I B ' . 'Θ Ε ft Ρ  II Μ Α.Δυο ορθογώνια παρϊλλτιλ«πίπίδα Α Η , ΑΛ της αυτί; ράσίως ΑΒΓΔ, ίΐναι μεταξί των ως τά δψη ■ '•ων ΑΕ,ΑΙ.  σχ. 12 .Ας ύποΟέσωμεν κατά Πρώτον ότι τα ΰψη ΑΕ; ΑΙ εί- vat μεταξύ των ώ; δυο ακέραιοι αριθμοί, παραδείγματος χάριν, ώ; ι5 ττρδς 8. Διαιρούμε τδ ύψος Α Ε  εις ι5 Vera μέρη, εκ τών οποίων A t θέλει περιέχει 8, καί εκ των ςιγμών της'διαιρέσεως χ, ψ,ω, κ. τ . λ. άγομεν επίπεδα παράλληλα της βάσεως. Τά επίπεδα ταΟτα θέλουν μοιράσει τδ 7cpe(i-v ΑΗ *ις ι5 μερικά παραλληλεπίπεδα τά όποια όλα θέλουν είναι ϊσα μεταξωτών, ως Ιχοντα βάσεις ϊσας καί ΰψη ϊσα* βάσεις ϊσας, διότι κάθε τομή ώς ΜΙΚ'Μ  γινομίνη εις 2ν πρίσμα παραλληλίας της βάσεως του ΑΒΓΔ, είναι ϊση μέ αυτήν την βάσιν (προ*?)· ΰψη ίσα, διότι ταΰτα-τά ΰψη είναι αί ίδι^ι διαιρέσει; Αχ, χψ$ χω, κ. Τ. λ· Τώρα, άπδ ταυτα τά ι5 ίσα παραλληλεπίπεδα, οκτώ περιίχο^αΓ εί; Αλ* λοιπδν τδ ς-epeov Α Η  είναι προ; τδ ζερεδν ΑΛ ώς χ5 προς 8, % iv γίνει ώς τδ ύψος Α Ε  πράς τδ ύψος Α Ι.Δεύτερον, έάν ό λόγο; του ΰψους Α Ε  προς Α Ι δεν η μ* πορ4ρ νά έκ φρασθ5; δε* αριθμών, λέγω ότι επίσης θέλομε* £χιι ςιρ. ΑΗ ίς*ερ· Α Α ::Λ Ε ;Α Ι . Διότι, εάν *4 αναλογία αΰτη δεν ύπάρχ-ρ, άς ύπσθέσωμεν ότι ςζο. ΑΗ : ^ρ*ΑΛ;; Α Ε : AQ. Ας διαιρεΟ̂  Α Ε  εις ϊσα μέρη έκας-ον τών οποίων νά ηναι μικρότεοον παρά Ο Γ  τούλάχΐ7ον θέλει υπάρχει 
h  σημεϊον διαιρέσεως μ μεταξύ Ο και I .  Ε^ώ.Π τδ παραλληλεπίπεδον τδ/όποιον έχει διά βάσιν ΑΒΓΔ καί ύψος· Α μ # επειδή τά ΰψη Α Ε , Αμ είναι μεταξύ των ώ; δό* ακέραιοι αριθμοί, Οέλομεν έχει 7*?· Α Η :Π : :Α Ε :Α μ .
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Αλλ* νποΟίσιως, <r*f· A H : ς-ιρ. Α Λ  : : A E  : AO* iv- τιίΟεν ·Ιπ»ται ς-ερ. Λ Λ : Π : : Α Ο : Α μ .  Αλλά A O > Α μ «πρεπι λοιπόν, διά νά ύπαρχοι ή αναλογία, το ςίριόν 
ΑΛ να ήναι > , Π . Αλλ’ ίξ.έναντίας «Ιναι μικρύτιρον; αδύνατον λοιπόν ό τέταρτος ορβς τής αναλογίας ς-ερ, Α Η : ςίρ. · Α Λ  : :  Α Ε : χ  νά ήναι γραμμή μείζων τής ΑΙ. Δι’ όμοιου ,συλλογισμοϋ ή8έλαμ«ν δείξιι ότι ύ τέταρτος όρος δέν ήμπορι? να ήνκι γραμμή έλασσων τής ΑΙ* λοιπόν «Ιναι ίση1 μέ Α Ι' λοιπόν τα όρίογώνια παραλληλεπίπεδα τής αυτής βάσεως «Ιναι μβταζύ των ώ; τα ύψη των.Π Ρ Ο  Τ Α Σ  I  Σ  Ι Γ \ ,

0  12 Ω Ρ Η Μ Α.,  Δύο ορθογώνια παραλληλεπίπεδα AH, ΑΚ.', τα όποια «γουν τό αύτύ ύψος ΑΕ, «Ιναι μεταξύτων ώς αί βάσεις · των ΑΒΓΔ, Α Μ Ν Ο . σ). m 3 . '
Αψ' ου τίδωσι τα δύο ςερεά τό δν πλησίον του άλλου, ώς τό σχήμα τά παριςάνΑ), α ς. προεχβληΟίί τό έπίπεδον ■ Ο Ν Κ 'Λ , ίίως ού νά συναπαντήσει τό'έπίπεδον Δ ΓΗ Θ  χατά τήν. ΠΚ* Οίλιι προκύψει τρίτον παραλληλεπίπεδον Α Κ , τό όποιον ήμπορεϊ νά συγχριδίί μέ «χαςον τών παραλληλεπιπέδων Α Η , ΑΚ.'. Τά δύο ςερεά Α Η , Α Κ , ί’χοντα ,τήν μύτην βάσιν ΑΕΘ Δ, «Ιναι μεταξύ των ώς τά υψη των Α Β , ΑΟ. παρομοίως τά· δύο ςερεά Α Κ , Α Κ ', «χοντα την αυτήν* βάσιν Α Ο Λ Ε , ιίναι μιταζύ των ώς τά ΰψη των Α Δ , A M . Οΰτω θέλομεν εχει τάς δύο αναλογία;, ςερ. ΑΗ  :ςερ . Α Κ : :  Α Β : ΑΟ, ςερ. Α Κ : ςερ, Α Κ ' : :  Α Δ : A M . Πολ^απλασίάζοντις τάς δύο τ.αύτας αναλογίας χατά τάξίν, χαί «ζαλείφοντες, «ΐς τό εξαγόμενόν, τόν κοινόν πολ· λαπλασιαςην ςερ. Α Κ , Οε'λομιν εχει,ς-ερ. Α Η ;ς ε ρ . Α Κ ’ : :  Α Ρ Χ Λ Δ :  A Q X A M ,



M OΑλλα A B  X  Α Δ  ιηφ ι ? ά · ι  την βάβιν ΑΒΓΔ, καί Α Ο Χ  'ΑΜτ^νβκαιν ΑΜ ΝΟ* λοιπόν δύο ορθογώνια παραλληλεπίπεδον τον αυτού υψους είναι μεταξύ των ώς <χί βάσεις των.Π Ρ Ο Τ Α  Σ Ι  Σ '  |Δ\Θ Ε  ft Ρ Η  Μ Α .Αύο όποιαδιίποτι ορθογώνια παραλληλεπίπεδα είναι μεταξύ των ώς τά. γινόμενα των βάσεών των επί τδν υψών των, >5 ώς τά γινόμενα των τριών διας-άσεώντων.Διότι άφ* ου τιΟώσι τά δύο ς·ερεά A H , Α Ω , ιίς τρόπον ώ?ι αΐ επιφάνειαί των νά έχουν κοινήν την γωνίαν Β Α Ε , «ς προεκβληθωσι τά αναγκαία επίπεδα διά τον σχηματισμόν του τρίτου παραλληλεπιπέδου ΛΚ ' του αύτου ύψους μ» τό παραλληλεπίπεδον Α Η . Κατά την προλαβουσαν πρότατιν, Οίλομεν έχει,ς-ερ. Α Η  : ς·*ρ· A  Κ ' : ;  ΑΒΓΑ : Α Μ Ν Ο .Αλλά τά δύο παραλληλεπίπεδα Α Κ , Α Ω , τά όποια έχουν τήν αΰτην βάσίν Α Μ Ν Ο , είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των Α Ε , ΑΧ* ούτως έχομεν,7fp· Α Κ ': ςάρ. Α Ω ::  Λ Ε : Α Χ .ΙΙολλαπλαοιάζοντες κατά τάξιν τάς δύο ταύτας άνα- λογίας, καί ίξαλείφοντες, εις τδ εξαγόμενον, τόν κοίνόν πολλαπλασιαςν,ν r*p. Α Κ ', Οελομεν έχει, *Γερ. A H ;c*p . Α Ω :: Α Β Γ Δ X  Α Ε : Α Μ Ν Ο X  Α Χ .Αντί των βάσεων Α Β ΓΔ καί Α Μ Ν Ο , δυνάμεθα νά Οίσωμεν Α Β Χ Α Δ  καί Α Ο Χ Α Μ , καί ούτως έχομεν, 
5-ερ. A H : <τ«ρ. Α Ω ; ; Α Β Χ Α Δ Χ Α Ε : Α Ο Χ Λ Μ Χ  Α Χ .Αοιπδν δύο όποιαδν{ποτε ορθογώνια παραλληλεπίπεδα είναι μεταξύ των, κ . τ . λ .  σχ. a i3 .Χ χ ό λ ι ο ν .  Εκ τούτου ϊπεταιοτι δυνάμεθα νά λα'βω- μεν διά μίτρον Ανος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου τδ γινόμενόν της βάσεώς του Ιπί τοδΌψους του, η τό γινόμενον



>tDIv τριΛν του δικςάαΐων; Καί ίπί.ταύτης τϋς αρχής ίίλομίν Ικτιμιίοιι ίλΛ τά ίλλχ  ςτιρίίί.ΙΙρΛς χαταλνιψιν τούτοι» το3 μέτρου πρίπιι νά ένΟιι- μ^Οώμεν δτ» διά γινύμ,εναν δύο νϊ περισοοτίρων γραμμών» ίννοοίμιν τά γινόμενον τών αριθμών· οΓτινες παρ^άνουν ταύτας τάς γραμμάς, και οί Αριθμοί οδτοι έξαρτώται άττδ τήν γραμμικήν μονάδα, τήν όποιαν ήμποροθμιν να λά- βωμιν χατ’ αρέσκειαν ; τούτου τεθέντος, τά γινο'μενον τών τριών διαςτέσίων ίνίις παραλληλεπιπέδου είναι αριθμός 671$ καθ’ έάυτάν δίν σημαίνει τίποτε, καί ξςις ήθελεν είναι διαροριτιχάς άάν ίλαμβάνετο μία αλλ-η γραμμική μονα'ς. Αλλ1 έάν όμοίως πολλαπλασιασωμεν τάς τρεις δια7«σ«ις «λλου παραλληλεπιπέδου, ίχτιμ/δντες αύτάς μ ΐ τήν αυτήν γραμμικήν μονάδά, τά δύο γινόμενα θέλουν είναι μεταξύ των ώς τά repeat, καί θέλουν δώσει τήν ιδίαν του σχετικοί μεγέθους των.Το μέγεθος ίνός ς̂ εροοΟ, ύ δγκος του ί| ή εκτασίς του ουνΐ7θδν τήν 7 #ρ*ότητάτου, χαί τήν λέζιν ταύτην μάλι· 
7αμιταχειριζόμεθα διάνα σημειόνωμεν τά μέτρον ένάς ς ί-  ριοΟ; οΰτω λέγομεν δτι ή ςερεότης ίνος παραλληλεπιπέδου Ορθογωνίου ίϊναι ίση μέ τά γινόμενον τής βάσεώςτου επί το3 ύψους τού ή με το γινόμενον των τριών τον δράσεω ν.Επειδή αί τρεΓς διαβάσεις του κύβου είναι ίραι μεταξύ των , έάν ή πλευρά ήναι ι ,  ή 7*ρ*ύτης θ:λει είναι ι Χ ι Χ ι  "ίί ι* ίάν ή πλευρά 7,ναι a, ή 7ερεότης θέλει είναι a X a X a , f l  8* έάν δί 3, ή 7 ίρ*οτη$ Οελει’εΐναι 3 X 3 X 3 ,  ή 37 , καί ούτως ίφεξής’ οθεν έάν αί πλευραί τών κύβων ήναι ώς οί αριθμοί ι ,  a, 3, χ. τ . λ , οί κθβοι ή αί τ*ρ*ύτχτίς των είναι ώς οί αριθμοί ι ,  8, 37 , κ .τ.λ. Εκ τούτου προήλθε νά ονομάζεται εις τήν Αριθμητικήν χύβος ίνος άριθμοδ τά πρυκύπτον γινο'μενον άπο τρεις ίσους παράγοντας μί αυτόν τον αριθμόν*
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203Εάν ίπροτείν.ετο να κατασκευαστή κύβος διπλάσιος δεδομένου, επρεπεν ή πλευρά τού ζη'τουμένου'νά ήναι προς τήν πλευράν του δεδομένου ώς ή κυβική £ίζα τού a προς τήν μονάδα. Τώρα ευκόλως εΰρίσκεται, διά γεωμετρικής κατασκευής, ή τετραγωνική - £ίζα του » ' πλήν δεν είναι δυνατόν ωσαύτως νά εύρεδή ή κυβική του, τούλάχις-ον διά των απλών εργασιών τής ςηιχειώδους γεωμετρίας, αί ό« ποιαν συνίς-ανται εις τήν χρήσιν ευθειών γραμμών των όποιων είναι γνως-ά δυο σημεία, καί κύκλων των όποιων τά κόντρα καί αί ακτίνες jivai προσδιωρισμε'να.Διά τήν δυσκολίαν raVpiv τό πρόβλημα του, δ ι π λ α σ ι α σ μ ο ύ  του κύβου ες-άδη περίφημου παρά τοις άρ- χαίοις γεωμέτραις/ώς τό. της τ ρ ί τ ο μ η ς  τής· γ ω νία ς ,  τό όποιον είναι σχεδόν τής αυτής κατηγορίας. Αλλά πρό πολλοΰ είναι γνωςταί αΐ λύσεις των οποίων τά τοιαΰτα προβλη'ματα είναι δεκτικά, αΐ όπο'ΐαι έάν καί δεν φε'ρουσι τήν απλότητα των κατασκευών τής ς·οιχειώδου;\ γεωμετρίας, δίν είναι όμως όλιγώτερον ακριβείς,Π  Ρ  Ο  Τ  Α  Σ  I  Σ  ΙΕ '.Θ Ε i l  Ρ  Η Μ Α .Η  ζ·ερεότης ένός παραλληλεπιπέδου, καί ίν γε'νει ή ςε- ρεότης όποιουδήποτε πρίσματος, είναι ίση μέ τό γινόμε- νον τής βάσίώςτου έπί του ύψους του.Διότι j . «  όποιονδήποτε παραλληλεπίπεδον ισοδύναμα μί ορθογώνιον παραλληλεπίπεδου του αυτού ύψους καί ισοδυνάμου βάσεως (προ, ι ι ) ’  αλλ’ ή ς-ερεότης τούτου εσούται με τό γινόμενον τής βάσεώςτου επί τού υψους του’ λοιπόν .καί ή «ςερεότης εκείνου ίσούται παρομοίως μό τό γινόμενον τής βάσεώς του έπί τού ύψους του.α.ον Κάθε τριγωνικόν πρίσμα είναι τό ή'μιβυ τού κατασκευασμένου παραλληλεπίπεδου'εις τρόπον ώς-» νά έχη



τδ αντδβψος καί βάσιν διπλάσιάν (,πρψ 8 )*, Λλλ’ ή ςε- ρΐυτης τονίτ*ϊ« είναι ιση μδ τδ γίνόμΜν της βάσεώς του? επί του ίψους του* λυιπδν ή τοί τριγωνικοί πρίσματος ιίνβι ϊοτ) μδ τδ γινόμενον τ?ίς βάσεώς του, ήμισείας της του παραλληλεπιπέδου, επί του ίίψουςτου.3,0’ · Οποιονδήποτε -πρίσμα ήμπορεϊ να μοιοασθ  ̂ εις τόσα τριγωνικά πρίσματα του αύτοί ύψους ό'σα τρίγωνα είναι δυνατόν να σχηματισΟοίν εΐ; τδ ,πολυ'γωνον τδ όποιον χρησιμεύει οίς ,αυτδ ώς βάσις. A\V  ή ςεριότης έκάςου τριγωνικοί πρίσματος είναι ίση μδ τήν βάσιν του πολλά* πλασιασ.Οεΐσαν Ιπι του ίίψουςτου* επειδή δδ τδ ύψος είναι τδ αδτό δι’ όλα, ίπεται οτι το άθροισμά όλων των .μερικών πρισμάτων Οέλειΐσοίται μ δ τδ άθροισμα όλων τών τριγώνων τά όποια χρησιμεύουν εις αΰτά ώς βάσεις, πολ- λαπλασιασΟδν δπι τοί κοινοί ύψους* καί έπειδή τδ άθροισμά όλων των μερικών πρισμάτων συγκροτίΐ το ολον πρίσμα* άρα ή ςερεότης όποιουδήποτε πολυγωνικοί πρίσματος ΐσοί* ται^μδ τδ γινόμενον της βάσεώς του επί τοί ύψους του.Π ό ρ ισ μ α .  Εάν παρσβληθώσι δυ'ο πρίσματα τοί αύτοϊ ύψους, τά γινόμενα τών βάσεων ε*πί των ΰψών θέλουν είναι ώς αί βάσεις’ λοιπδν διίο π ρ ί σ μ α τ α  τ ο ί  α ύ τ ο ί  ύψους είναι μ ε τ α ζ υ τ ω *  ώς αί βάσεις  των* διά λόγον παρο'μοιον, δυο πρίσματα τ η ς  αυτής βάσεώς είναι μ ε τ α ξ ύ  των ώς τά ΰψητων.Π Ρ 0 Τ Α Σ Ι 2  Ι ς \Λ Η Μ Λ1 Λ .Εάν μία πυραμίς 2ΑΒΓΔΕ τμηΒίρ ύπδ έπιπόδου αβδ παραλλήλου της βάσεώς της. σχ. αι4·ι.«* άί πλευραί 2 Α ,2 Β ,  2Γ, . . . .  καί το ύψος 20, δελβυν 5ιαιρεΟ·ρ άναλόγως εΐς α, β , γ , .  .  . καί ο.
2 .ι* ή τομή αβγδε θέλει είναι πολύγωνον ομοιον μέ την βάσιν ΑΒΓΔΕ,

4θ3·



Αιοτι Ιπ η ϊή  τα «πίπιδα Α Β Γ, «βγ3 «ίναι παράλ* Ιηΐλα, αί κοιναί τομαι των A B t αβ, ύπδ του τρίτον Ιπν πίίου ΣΑΒ, ιΐναι τταροΓλ’λ ^ ο ι (ίο, 5)* λοιπόν ιά  τρίγωνα ΣΑΒ> Σαβ ιΐναι όμοια, καί 5ί5ουν την αναλογίαν 2 A j 2 α : : Σ Β : Σβ* ώοαύτω; ΣΒ : Σ β : :  2Γ :2γ* καί οϊτως Ιφιζής* Λοιπόν ολαι αι πλΕυραί 2 Α , ΣΒ, Σ Γ , κ, τ . λ .  τ<- μνονται άν*λύγως ιίς α , β , γ ,  X* τ· λ.  Τδ ύψος 2 0  τ<- μνίται κατα τήν αύτήν αναλογίαν «ις τήν ςτγ ^ ν  ο* διότι ΒΟ καί βο ιΐναι παράλληλοι, και ουτω; 2 0 ;  2ο: :  Σ Β : Σβ, Επιιδή αβ ιΐναι παράλληλος τίί Α Β , ή βγ τχ$ Β Γ , ή γδ τ^ Γ Δ , κ, τ . λ ., 4 γωνία « β γ « * Λ Β Γ , ή γωνία β γ ί« = Β Γ Δ , καί ούτως ίφβξη;· ΠβριπλΙον, <ξ αιτίας τδν όμοίων τριγώνων ΣΑΒ, Σαβ, ίχομβν ΑΒ : «β : :  2Β ; Σβ' καί ιζ αιτία; των όμοιων τριγώνων ΣΒ Γ, Σβγ, ΣΒ: Σβ : 9 Γ  : βγ* λοιπόν ΑΒ : αβ : :  ΒΓ : βγ* Ωσαύτως Β Γ : β γ ::  Γ Δ : γ δ ,  καί ομτως ίφιζης- Λοιπόν τα πολύγωνα Λ Β ΓΔ Ε, αβγδβ. Εχουν τ«ς γωνία; ισας τήν κάΟβμίανμό t /jvx*6e μίαν, καί τάς όμολύγους πλΕυρα; ανάλογους* λοιπόν Είναι όμοια,Πο'ρισμα,  Ες-ωσαν ΣΑΒΓΔΙΪ, 2 Χ Ψ Ω , δύο πυραμ ίίις 'τών όποίων ή κορυφή *ϊναι κοινή, καί τδ δψος τδ αυτό, ί  τίον όποιων αι βά<τ«ις ΧΕΪνται ιίς τδ αύτό έπίπΕδον* ίάν αι πυραμίϊτ; αυται τμη(ίώσιν ύπδ toC αύτου επίπλου παραλλήλου τοΟ έπιπέδου των βάθρων, καί προκύψωοιν αί τομαι αβγ^,χψω' λέγω ό τ ι αί το μ α; :α β γ ίί3 χψω, θέλουν e l v a i  μ Ε τ α ξ ύ  των ώς αι βάσΕίς A Β Γ  Δ Ε,Χ .Ψ Ω .ΔιότιΙπΕίίή τα πολύγωνα ΑΒΓΔΕ,αβγδί, Είναι όμοια, αί έπιφάνΕΐαί των ίίναι ώ; τά τίτράγωνα των όμολο'γων πλΕυρΰν ΑΒ, αβ* άλλα Α Β : αβ::  Σ Α : Σχ* λοιπόν ΑΒΓΔΙι*
—%; —3 —1 — 3αβγ&: :ΣΑ.: 2α. Δια τον αύτον λόγον Χ Ψ ϋ ; χψω:. ΣΧ:Ϊ·/. Λ λ λ ' tmtiij αβγ/ψω ιΐνβί Ιν μόνον imirttiον, ίπιτκι

3θ4



δτί Α Χ  καί αχ ιίνάι παράλληλοι ώς τομαί παραλλήλων έπιπίδων όπό τοΰ Σ Λ Χ '  λοιπόν τά δύο τρίγωνα2  Α Χ , 2%/ »ΐν«ι όμοια και δίδουν 2Α : 2α : ;τ— a —*ιΣ Χ ι-Σ χ ’ έπομίνως Χ Ψ Π : χψω:: ΣΑ : Σ«' καί ΑπβιδΑ-.-a  — aωσαύτως Λ Β ΓΔ Ε:α βγδ *::ΣΑ ;  Σα" άρα ΑΒΓΔΕ ιαβγδί:: ΧΨ Ω:χφ ω * λοιπόν αί τομαί αβγδβ, χψω, ttvat μίταξύ των ώς αί ,βάσϋς Α Β Γ Δ Ε , Χ Ψ Ω . Εαν λοιπόν'αί βάσης Α Β ΓΔ Ε , Χ Ψ Ω  ‘b</A ισοδύναμοι, αί γινο'μίναι τομαί ίΐς ίσον δψος «ΐναι παρομοίως ισοδύναμοι.Π  Ρ  Ο Τ  Α  2  I  Σ  ΙΖ\Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Δύο τριγώνικαί πυραμίδίς βάσης fyouoai ισοδυνάμου; καί δψνι ίσα, elvai ισοδύναμοι.Εδωσαν ΣΑ Β Γ, σαβγ αί δύο πυραμίδβς των όποίων «ί βάσης ΑΒΓ, αβγ, τάς Αποίας ΰποΟίτομιν ιΐς τό αυτό έπίπίδον, βΐναι ισοδύναμοι καί βχουν τό αύτό δψος ΤΑ* ίάν αί πυραμ,ίδις αόται δίν $ναι ισοδύναμοι, tVto σαβγ ά, μικροτίρα καί Α Χ  τό ύψος Ινός πρίσματος, τό όποιον κατασκίυασΟίν Ιπί τ^ς βάσιως ΑΒ Γ, ηΟιλίν ιίναι ίσον μό τ^ν διαφοράν των (ι) . σχ. » ι5 .  * **
( ι )  ToOto τοίντ^ΐΊ λ^πβρινμιν νλ {ιποίίο«·μιν' Atott i t  η*μς&ιψ 

4 τ4*,ά?ν0μ.£* τά ν  Jfftu ι\ς ιτρ$σ<ίιωΔΐβμτ;¥ας «ιραχίταιtU vk't υρώτΛ* ιτυρ«μί<)ν β ν4*. αριθμό* τ£»ν tpcpwv,  ̂ «Οτ̂ ς 
Ιγχος icipifyrrcu ιίς τΑν ^ιυτίοαν τχ* ίξ Οποίίσιως μιχρςτ^ραν:  4— β 
ivapifjbit τ » ι  f^xw* t«* itupotpi’j'uv* τδ* άριδμίν
τύΰτο* iutotfuQ* νά θΜ*ρία»μιν «ς  -μνομίκο* <$υβ παρατά·* τ*» τοΒ 
4ριβμ«5 ί$\ς wotf«C4Vit τχ* βάσι* xxt ivb* άλλον $ς·<; ίτροσ^9ρ(ζιτΛΐ* tip* ifcv ί«α«μ*¥ »1( &\α βχαι» τχν βααιν rft* πυραμίδων,
**ί & \ ά  βψο( tdv jiJtifM  4αραγθ¥Γ«, b ίγχ*< τ«υτιν τοΰ πρίσματος 
tfa i itoCtai μί τ&-γι»4μδγον τούτων τϊ>¥ £ϋ» άριθμϋν < μΐ τχτ tftv Ιγχ*ν<τ6ν *νρ«μί#«¥α 0· Μ·



ao6Ας JtatpiBij το κοινον υψβς A T  ίίς μίρνι ιβκ μικρύτϊρ* τοδ Α χ, καί «?ω κ Σν τούτων των μιρων’ h  τ&ν ςτγ- μών τ ίς  ίιαιρίσιως του δψους,. ας ίιΛθωβιν Σπίπιία 
7:αράλλ·/ι^α του ΣπιπΣ&ου των 6άβ«ων* «ί γινόμινα; τομαί άπο καΟέν τούτων των Σπιπίίων, Θέλουν ιίνβι ισοίύναμοι (προ. ι6 . πορ.), ώς, παρ ασίγματος χάριν, Δ Ε Ζ  και δί'£, Η Θ Ι  και ηί; κ , τ . λ . Τούτου τιΟίντος, 4ττΙ των τριγώνων Α Β Γ, Δ Ε Ζ , Η Θ Ι , κ . τ . λ . λαμβανομίνων ώ; βασίων, ας κατβσκίυαοΟώσιν ιζωτβρικα πρισμκτα τά όποια νά Σχουν ίικ  κοψιις τα μέρη Α Δ , Δ Η , HK.J , κ ^ τ . λ . τ ίς  πλευράς Σ Α · ωσαύτως έπί των τριγώνων δε£, ηθι, κλμ, κ. τ .’ λ . ώς βάσεων λαμβανομίνων, άς κατασκευασΟώσιν εις τήν δευτεραν πυραμίδα πρίσματα εσωτερικά τά δποΓα νά έχουν διά κύψει; τα άντιςτοιχοΟντ* μίρνι τ ίς  πλευράς 2α’ δλα ταντα τά μερικά πρίσματα θέλουν εχει διά κοινον ύψος κ.Το άθροισμα τών U τος-τνίς πυραμίδας 2ΑΒΓ πρίσμα· των, είναι μεΐζον ταύττις τϋς πυραμίδος* το άθροισμα ^ών ίντος τ ίς  πυραμίδος σαβγ πρισμάτων είναι μικρο- τερον ταύτϊΐς τ ίς  πυραμίδος* λοιπον διά τούς δύο τού· τους λογους ή διαφορά μεταξύ .των δύο αθροισμάτων των πρισμάτων πρέπει νά ηναι μεγαλύτερα τ ις  μεταξύ των δύο πυραμίδων.Τώρα έάν άναχωρν(σωμεν άπδ τάς βάσεις Α Β Γ , αβγ άπαντώμεν τύ δεύτερον εξωτερικόν πρίσμα Δ Ε Ζ Η ίσοδύ· ναμον μδ το πρώτον εσωτερικήν δεζα, διότι αί βάσεις των Δ Ε Ζ , δεξ, είναι ισοδύναμοι και e/ουν τδ αυτό1 υψός κ’ διά τον αυτόν λογον είναι ισοδύναμα το τρίτύν έξωτερικον πρίσμα Η Θ Ι Κ.' και'το δεύτερον ίσωτβρικδν ηΟιδ, το τέταρτον εξωτερικόν καί το τρίτον έσωνερικον, καί ούτως ίφεξης μ^χρι του τελευταίου* τών πρώτων, καί του τελευταίου των δευτε'ρων. Λοιπδν δλα τά έκτος τ ? ;' πυραμίδας Σ Α Β Γ  πρίσματα, έξαιρονμένου το3 πρώτου Α Β Γ Δ ,



έχουν τά ισοδύναμά των ιίς τά εντός τής πυραμίδος «ταβγ πρίσματα. Λοιπόν το πρίσμκ ΛΒΓΔ elvftc ή διαφορκ μεταξύ του αθροίσματος τών ίκτός της ττυραρ.ίίος ΣΑΒΓ πρισμάτων καί τοΰ αθροίσματος των ε’ντός τίς πυραμίδος σαβγ* άλλ' ή διαφορά των ίο ο τούτων αθροισμάτων είναο μιγαλητόρα τής διαφοράς τ«ν δύο πυραμίδων* ίπρεπε λοιπόν τό πρίσμα ΛΒΓΔ νά ήναι μ.ιγκλότερύν το3 πρίσματος ΛΒΓΧ.' άλλ’ ίξ Ιν«ντί«ς είναι μικρότιρον' διότι τ« δυο τα&τα πρίσματα ώς ίχοντα τήν αυτήν βάσιν'είναι μεταξύ τιοϋ ώς τά ίίψη των κ καί Αχ* άλλα κ είναι ίλασσον του ΑΧ,' άρα τό πρίσμα ΛΒΓΔ είναι Ιλασσον too πρίσμ,ατος ΛΒ ΓΧ' λοιπόν ή υπόδεσις άπό τήν οποίαν άνιχυιριίσαμ,εν είναι αδύνατον νά ΰπάρξτι* λοιπόν at' δύο πυραμίδες 2ΛΒ Γ, #*6γ των οποίων at βάσεις είναι ισοδύναμοι καί τά ίίψη ΐσα, δεν διαφίροοσιν άπ’ άλλήλων* άρα'ίσοδυναμοϊσι.
ΓΙ 1» Ο Τ A S I  2 If f .

e c u  1» Η Μ Α.Κάδε τριγωνική πυραμίς είναι τό τριτημόριον του τρι- γιονικου πρίσματος τής αυτής βάσιως.καίτοΰ ίδίου ύψους.Ες-ω 2ABF τριγωνικό πυραμάς, ΑΒΓΔΕΣ τριγωνικόν πρίσμα- τής αυτής βάσεως καί τοΟ ίδίου ΰψους* λίγοι ότι ή πυραμίς είναι τό τριτημόριον τοΟ πρίσματος.Αφαιρεθείσης άπό τό πρίσμ.ατής πυραμίδος 2ΑΒΓ, μί- ,νιι τό ς·ερεόν ΣΑΓΔΕ τό όποιον ήμπορεΐ νά θεωρηδίί ώς τετραγωνική πυραμίς τής οποίας it κορυφή είναι 2 καί it βάσις τό παραλληλόγραμμον ΑΓΔΕ" άς ΙπιζευχΟίί ή διαγώνιος ΓΕ,' καί άς άχΟίί τό·επίπεδον ΣΓΕ  τό όποιον μοιράζει την τετραγωνικήν πυραμίδα εις δυο τριγωνικάς Σ Α ΓΕ ,  ΣάΓΕ. Αί δυο αυταί πυραμίδες-έχουν κοινόν .ύψος τήν κατεβαζομίνην κάθετον άπό την κορυφήν Σ έπί τοΰ



ao3ίπιπίδου ΑΓΔΕ* ίχουν βάσιις ίσας, διο'π τά τρίγωνα Α Γ Ε , Δ Γ Ε , είναι τά ίύο ήμίσια τοΰ αΰτοΰ παραλληλογράμμου’ λοιπόν αί δυο πυραμίδες 2 Α Γ Ε , Σ Δ Γ Ε , «ϊναι ισοδύναμοι μεταξύ των’ . αλλ' ή πυραμίς Σ Δ Γ Ε  καί ή πυ- ραμις 2 ΑΒΓ ίγουν βάσεις ισας Α Β Γ , Δ Ε 2 ’ ίχουν ομοίως τό αυτό ύψος, διότι τό ύψος τούτο είναι ή άπόςασις τΰν παραλλήλων ίπιπίδων Α Β Γ , Δ Ε 2. λοιπών αί δυο πυραμίδες 2 Α Β Γ , ΣΔ ΓΕ  είναι ισοδύναμοι* άλλ' άπεδιίχθη ότι ή πυραμίς 2 δΓ Ε  ισοδύναμες μ ΐ τήν πυραμίδα .2 Α Γ Ε ’ λοιπόν αί τρεις πυραμίδες 2 Α Β Γ, Σ Δ Γ Ε , 2 Α ΓΕ  αί όποια* συγκροτούν τό πρίσμα ΑΒΔ είναι ισοδύναμοι μεταξύ τριν. Λοιπόν ή πυραμίς 2 Λ Β Γ  είναι τό τριτημόριον του πρίσμα· τος ΑΒΔ τό όποιον ίχει τήν αυτήν βάσιν καί τό αΰτό υψςς.Π ό ρ ι σ μ α .  H  ςιρεοΥ/;; μια; τριγωνικές πυραμίδος ίσοΰται μ ί τό τριτημόριον το5 γινομίνου τής βοίσαώς tyic ίπί τοΒ ύψους της.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι  2  Ι θ\Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Κάθε πυραμίς 2 Α Β Γ Δ Ε  ίχει μίτραν τό τριτημόριον του γινομίνου τής βασεώςτης ΑΒΓΔΕ ίπί τού δψους της Δ Ο . σχ. α*4·Διότι έάν διά των διαγώνιων ΕΒ, Ε Γ  διίλΟωσι τα έπί- πιδα 2 Ε Β , 2 Ε Γ , ή πολυγωνική πυραμίς Σ Α Β Γ Δ Ε , Οίλιι μοιρασΟίί είς τριγωνικά; πυραμίδα; αί όπίϊαι δλαι ΟΛουν ίχει τό αυτό ύψος 2 0 , Αλλά, κατά τό πο'ρισμα τοΟ προ- λαβόντος θεωρήματος, ίκάτν) τουτών μιτριιται από τό γινόμενον κάθε μια; τΰν βάσεων Λ Β Ε , Β Γ Ε , Γ Δ Ε , ίπί το3 τριτ/,μορίου του ύψους της 20* λόιπδν τό άθροισμα τΰν τριγωνικών πυραμίδων, ή ή πολυγωνική πυραμίς 2 Α Β Γ Δ Ε  Οίλιι εχει διά μίτρον τό άθροισμα των τριγώνων Α Β Ε , Β Γ Ε , Γ Δ Ε  ή τό πολύγωνον ΑΒΓΔΕ, πολλαπλασίασαν



tog'St*'̂  \ 20* λοιίϊΐίν nt»0* κυρΜ(Α\ς fyu δια μβτρον τύ·τριτημόριον Touf γινομίνου τ?;ς 0̂ <7·ώς της Μ  τοί δψονς τη;.Π  6 ρ ΐ ϊ  μ « Λ'. ΚάΟι πυραμις ιίνοιι τδ τριτημο'ριον τού πρίσματος τ ? ,ς  «ύτηί βά«6ως ««I τοΟ ΐδίαυ ύψους* ΙΙ(ίρι<τμα Π '. Δυο πυραμίδι; τού βύτοΒ €ψους t lm  μιταζύ τ<ον. ώ; «I (νώτιις των, χχΐ δύ ο πυραμίδι; lift αύτης βάσιως ίΐναι μιταζυ -twv ώ; τα βψν) των.ί χ ύ λ ι ο ν ,  Ημπορούμίνναίχτιμνίσωμίντήνςιριύτητα κοίΟβ πολυέδρου οώματος «νκλύοντίςτο «Γς π υ ρ α μ ίδ α ς , χαΐ 1 4 «ναλυσις αυτή ήμπορίϊ νά γίνη Χ*τ4 πολλούς τρϊτίους. Ο  άπλούςιρος <ίυνίς·κΐαι ιίς τύ vie διίλΟωίι i k ‘ ίπίπιδ* Τής διαιρίσιως άπδ τήν κορυφήν -rf)« αύτής ςιρίίς γωνίας, ή, to όποιον ιίναΐ Η  άύίδ, v« ivwQrj 4 κορυφή [Ala; χαί 'Τί’ίς άΰτη{ ςιριας γωνίας μί τας χορυφκς φίον άλλων ςιρι&ν γωνίίίν τού πολυίδροί/ τύτι Οίλουν Λροχύψιΐ τιίσκι μιριχαΐ.πυραμίδ*; ίσας.ίδρας ίχ«ι τδ πο)ί»δρογ, Ιχτδς ϊχ#ίνων ai ίκοΓαι σχηματίζουν την ς«ρί«ν γωνίαν άπύ τήν όποιαν άναγωρούσι τα έπίπβδα της δικιρίσιως.Π Ρ Ο  Γ Α Σ Π  Κ',θ  Ε ft Ρ  Η Μ Λ .Δυο Ουμμβτριχα πολυιδρχ etvai ίσοδυ'ν&μκ μ*ταζύτων ή ίσα χατά τήν ςιρβότητα.Διότι ι,·» δυο τριγωνικοί συμμίτριχαί Λνραμίδις* ώ; 2ADF, Τ Λ Β Γ  ίχονν χοινδν μίνρον τδ γινόμβνον τής βά- «ιως ΑΒΓ ίπί Τού τριτημόριον τού.ύψους 20 ή ΤΟ* λοιπόν «ί ττυραμίδκς αύται βίναι ισοδύναμοι μιταξιί των. α χ .  202.β.!* Εαν χ*&’ όπωονδήποτ» τρόπον μοιραβΟ? ϊν τί»ν βυμμιτριχΰν πολυίδρων »ίς τριγωνιχκς πυραμίδας, το άλλο πολόίδρον ήμποριΐ άίαυτως να μοιραβδ  ̂ βΐς συμ· μίτριχας τριγωνιχκς πυραμίδας. Τώρα αί συμμ«τριχαί τριγωνιχκί πυραμίδις ιΐναι ισοδύναμοι 4 χάί» μία μί τήνΜ



διό . . .
καϋι μCotv* λοιπήν τά  ίλ«  πολύεδρα θιλου^Όΐναι ίσοδό-' 
ναμα μεταξύ των η ίσα κατά τήν 7'ερεοτκτα.

Σ χ ό λ ιό ν . Η  πρότασίς αυτή φαίνεται ό τι προκύάτεί 
«μϊοως «πο τήν D* πρότασιν, όπου δεικνύεται ότι ΐις δυο 
συμμετρικά πολύεδρα, όλά τά  συς·ατικά μίρπ του ίνής 
»ϊναι ίσα με τά  συ7ατΙ*ά  μίρΜ τοδ άλλου' πλήν δέν ήτον 
όλιγώτερον άναγκαΐον να άποδειχΟίί μ* τρο'πον ακριβή.'' Π  Ρ  Ο  Τ A 2  I  is Κ Λ \

Θ  E f t  Ρ  Η  Μ  Λ.
Εάν μια πυραμίς τμηΟί! ΰπή ίπιπ/δου παραλλήλου τής 

βάσεώ; τνις, ό ίναπομένων κορμής άφαιρεΟείσν,ς τής μικρά; 
πυραμίδος, είναι ϊίος μή τύ άθροισμα τριών πυραμίδων 
των όποιων κοινήν μήν δψος ήόιλεν είναι το δψος -τοδ 
κορμού, (φοάι; Si, ή κάτω βάσις τοδ χαρμου,ή άνω βάσι; 
τοϋ ίδιου, και μία μίσ» ανάλογο; μίταξΰ τών δυο τουρ
τών βάσεων; ·* '

Ε?ω ΣΑΒΓΑΕ μία πυραμίς ή όπ<μ« ά ; ύποΟ.ίσωμεν ότι 
τίμνετα ι ΰπή τοδ ίπιπέδου αβδ παραλλήλου τής βάσεως* 
»7ω Τ Ζ Η Θ  μία τριγωνική πυραμίς τής όποιας ή βάσις 
καί το ύψος έδωσαν ίσα ή ισοδύναμα μ ί τά τής πυραμίδος 
ΣΑΒΓΔΕ. Ημπορουμιν νά ύποΟίσωμιν τάς δύο βάσεις 
κειμένας ίπί.Τοδ αυτοί επίπεδου* καί τότε τό Επίπεδον 
αβδ^προεκβαλλο'μενον δίλει προσδιορίσει εις τήν τριγω
νικήν πυραμίδα μίαν τΟμήν ζ/ιΟ άπίχουσαν τό αυτό διά·. 
Τκμα άπο το  κοινήν επίπεδον τών βάσεων: ίΟεν ϊπεταε 
ότι ή τομή ξ/,Ο είναι πρής τήν τομήν αβδ, ώς ή βάσις 
ΖΗ Θ  προς τήν βάσιν ΑΒΔ(πρδ. ι6 ) *  καί Ιπιιδή αί βάσει; 
είναι ισοδύναμοι, Ζπεται ότι καί αί πομαί είναι παρομοίως 
ισοδύναμοί; Α ί πυραμίδι; λοιπήν Σαβγδε, TftiQ είναι ίσο» 
δυναμοι, ώς έχουσαι τή αδτ^ ύψος καί βάσεις ισοδυνά
μους, Αί ίλαι πυραμίδες ΣΑΒΓΔΕ, ΤΖΗ Θ , είναι ίσοδυ-, 
ναμοι διά τήν αυτήν λογον* λοιπήν οί κορμοί ΑΒΓδαβ,



2tt!ΖΠΘΟζή, itvat ίσαδυ'ναμοι, καί έπομίνως άρκβι γά ά π £  διίξωμαν τήν ίκφωντ,Οίίσαν πρότααιν διά τόν κορμόν τρι* γωνιΧή; πυραμίδος. σχ. 2 ΐ?«Ε?ω ΖΙΙΘ&ζη κορμός τρίγω νοί πΰραμίϊος pi παραλ- λήλους βασοις: διά τβν τριδν αΐϊμ,ιίων Ζ , r , Θ , άς άχΟ  ̂τό όπίπβδον ΖηΘ, τό όποΐονάφαιριΐ ά,ήα τόν κορμόν τήν Τριγωνικήν πυραμίδα ηΖΗΘ. Η  πυραμις αυτή ίχβι διά βάσιν τήν κάτω βάσιν ΖΗ Θ  του κορμοί, διά ίίψος τό ίίψος το3 κορμοί, διότι ή κορυφή η ίδρισχβται βις τό ίπίπβδον τής άνω βάσβως ζήΟ. οχ. ax8.Λφ’ ου άφαιρίΟή αυτί ή πυραμις,μένίΐ ή τβτραγωνική πυραμις τ^ΘΘΖ, τής οποίας ή κορυφή αϊναι η καί ή βάσις ζΟΘΖ. Δια των τριδν σημβίων η, Θ ας άχΘή το ίπί- πβδον ζτιΘ, τί> όποιον μοιράζβι τήν τβτραγωνικήν πυρά* μίδα βις δυο τριγωνικάς ηΖζΘ, νιζΟΘ. Η  τβλίυταία αδττ, ίχβι δια 6άσιν τήν άνω'βάσιν η'(Θ του κορμοί, καί δια ύψος τό ύψος τοΟ ίδιου, έππιδή ή κορυφή της Θ  άνήκβι ,ιίς τήν κάτω βάσιν : ούτως ίχομβν δυο τδν τριδν πυραμίδων αΐτινβς πρίπβτ-νά συγκροτήσουν τόν κορμόν.Μίνχι νά Οίώρήσωμβν τήν τρίτην η Ζ ζΘ : τώρα, |«ν άξωμίν ηΚ/ παράλληλον τή ζΖ , καί φαντασΟδμβν νίαν πυραμίδα ζ Ζ Θ Κ , τής όποίας ή. κορυφή βίναι Κ '  καί ή βάσις Ζ ζθ , αΐ δυο αυταιπυραμ.ίδβς ΟΛουν ίχβι τήν αυτήν βάσιν Ζ ζΘ ’ Θέλουν ίχβι ωσαύτως το ίδιον ίίψος, διότι αί κορυφαίηκαί Κ.' βΰρίσκονται βπί μιας γραμμής κΚ' παραλ-. λήλου τίρ Ζζ, καί έπομίνοις παραλλήλου τοΕ ίπιπέδου τής βάσβως, καί τα «τημβια βύΟβίας παραλλήλου'ίν ο ς ίπιπέδου ισάκις άπίχουσιν άπ’ αυτό* λοιπόν αί δυο αυται πυραμίδίς ίΐναι ισοδύναμοι. Λλλ’ ή πυραμις ζΖΚ,’Θ ήμπορβϊ νά Οβω- ρίΘή ώς βχουσα τήν κορυφήν τίς,βϊς ζ , καί οδτως Θέλβι ίχβι τό ύψος τοί κορμοΰ* ίσον διά τήν βάσιν της ΖΚ^Θ,λέγω ί η  ιΐναί μίσή ανάλογος μ«ταξύ των βάσιων ΖΗ Θ , ζίΟ.



Τφ Λ »  τα -rfiywva ΖΘΚ.\ £r,6, eyouv (May γωνίαν ιστνν 1«Ν>νζ, και μίαν πλιυραν ΐσην ΖΚ.’«·"·ζη' έχομιν δ ι ττόν (α4ι 3) ΖΘΚ.' :ζχΟ; : Ζ Θ : ζ(Γ £χομ«ν Ωσαύτως Ζ θ Η : Ζ Θ Κ ': :  Ζ ϋ  ; 2ΪΚ' ·* ζ* . Αλλα τα ίμ ο ι*  τρίγωνα Ζ Η Θ , ζν,δ, δίδουν Ζ Η ιζ η : : Ζ Θ : ζ0* λοιπον Z H Q  ; Ζ Θ ί £ ' ; :  Ζ0Κ ':ζνι9 ' καί σ&τως ή Catfi* ΖΘΚ/ ιίναι μέση «νάλ,ογος μιταξϋ» των δώ> {ιάσβων Ζ Η Θ , ζηΟ, Aqmiv «ορμή; τριγωνική «υραμίδο*, μ* παραλλήλους βασβις, ΐσοδυναμίι jxi tpeT; πυραμίδας, τϊ3ν όποιων κοινον μίν ΰψας thm  το ίίψος τοδ κορμού, βα'σίΐς δ ί, ή κάτω βάσις του κορμού, ή άνω βάσις too ίδιου, χ#1 μία μίση Ανάλογος μβτ«ξ'> τδν δύο τοντων βά*(ων. ·Π Ρ 0 Τ - Α 2 1 Σ  Κ Β '.Θ 5  fl  Ρ 1\ Μ Α ,Ε«ν τριγωνικόν πρίσμα τον οποίου Α Β Γ  alvai 4 βχσις τμν,Ο? ύΑό ιπιπίδου Δ Ε 2 κλίναντος (») πρίς ταύτηντήν βάσιν, τό «ffoxuittov fipa^u άπα ταυ'την. τήν τομήν Λ Β ΓΔ Ε 2, (Ιιλίι ΐσο&ται μ} το άθροισμα τριψν πυραμίδων τδν όποιων αί κορυφ« ιΐναι Δ , Ε , 5jp βάαις κοινή τό τρίγωνον Α Β Γ σχ. α ιδ .Δια των τριών σημιίων- 2 , Α , Γ , άς JtrXQ'p τδ ΐπίπο* δον ΧΛΓ,  τό όποιον «ΐφιαριΐ a w  τό· κολοβήν πρίσμα (Pris·» me tronqu.it) Α Β ΓΔ Ε 2  τήν τριγωνικήν πυραμίδα ΣΑΒΓ; ή πυραμίς αυτή ?χ« δια βάσιν ΑΒΓ καί κορυφήν, τήν ςτγμήν 2 .ΛφαιριΟίίσης τάυτης τής πυραμίδας, μίιωι i  τίτρ αθωνική πυραμτς· Σ Δ Γ Δ Ε , της οποία* 2  ιίναιή κορφή καί( ι)τ ί t/jwiv <w!mi«y Ovuitim «\ίχ<ι *(ΐίί *4» ΙΛιν·- Jiori Ιά>ι Aiv. Λ&ινίν, \fywv <jy iuv nppiiUv.Xiy, t* t^yui»m ςι- μ>Λ ίίιλ ιν  |Tvai i n m i  itfiojj,* x*t rci σώματω tcvtcj ^{i Cj i ju v  vi tvw Ο. M. 1



j u 3Ά ΓΔΈ  ή βάσις. Διά τΑν τριβν Αορυγων 2> Ε, Γ  ας α̂ δτί προσέτι τ6Ιπ ίπ ι δον 2 Ε Γ , τδ όποιον διαιρώ την τετραγωνικήν πυραμίδα ίίς δυ'οτριγωνικάς 24ΓΕ, 2ΓΔΕ·• II πυραμις 2 Α Ε Γ, ήτις iyti δια έάσιν τό τρίγωνον Α1£Γ και διά τήν ίιγμήν 2 , elvtu ΐ&οδύνααος (/Λμίαν, πυραμίδα E A lit1, ν}τίς #ϋΟβλβν fyj\ διά βασιν ΑΕΓ. και ^ορυ^ν τήν ς·ιγμην β* Διύτι «ι δύο αυτκι πυραμίδβς t/ουν τήν* έϊάσιν4 fyouv ώσαύτως τΗ ίδιον ΐψος, ίπκδή ή γραμμή Β2, υδσα~παράλλν}λσς ίκάςτις τών γραμ« . μων ΑΚ,ΓΔιίναιπαράλληλοί τοΒ ΙπιπίδουτΛν Α Γ Ε 4λοιπυν vj πυροτμίς Σ Λ Ε Γ too δύναμη, μ i τήν πυραμίδα Ε Α Β Γ, Λ οποία ήμπορβ? να GeupiiQ̂  ώς fyoua* διά (ίασιν ΑΒΓ καί κορυφήν τήν ?ιγμήν Ε* ,Η  τρίτη πυραμίς 2ΓΔΕ ήμπίριΐ-νά Tpê Ofi κατά πρώτον ·ίς Λ2ΓΔ4 διύη at δύο «5ται··πυραμ{δίς ίχουν τήν αυτήν βάσίν 2ΓΔ4 ί/ουν ώσαύπος το ίδιον δψος, διότι ΛΙ5 elvai παράλληλος τοΰ Ιτ ι̂πιδου 2ΓΔ4 λ^πόν ή πυ- ραμί* 2ΓΔ Ε  ίσοδυν*ρ.ιΐ μΙ τήν Λ ΪΓ Δ 4 ακολούθως ή πυ· ραμί; Α2ΓΔ ήμποριϊ νά τρίφθίΐ etc ΑΒΓΔ, διύη at δυο αυται πυραμίδες ϊ^οον κοινή* τήν βάσιν ΑΓΑ4 ίχουν ώσ«ύ·- τω; t i  ίδιον ύψος, διύτι at κορυφαί των 2 καί Β κιίνται έττί μια; παράλληλον τοΒ Ιπιπίδο* t i j  βά««ς, Λοιπόν ή ττνρΛ(/Λς 2ΓΔ Ε , ισοδύναμος, μ ί τήν Α2ΓΔ, είναι ωσαύτως Ισοδύναμος μι τήν ΑΒΓΔ\«λλ* άυτη ήμπορϊΓνά θεωρηθώ ώς?χο%σ« διά βασιν ABF καί κορυφήν τήνογμήν Δ» Λοιπόν τίλος τό-κολοβόν πρίσμα ΑΒΓΔΕ2 ίσουται μΐ τδ άθροισμα τριβν' πυραμίδων αΐτινις ί/ονν διά κοινήν βάσιν ΑΒΓ* καί at* κορυφαί toft «Ιναι διαδοχικές Δ,Ε,2* Π ύ ρ ι σ μ * /  Εάν Οι κοψιάς ΑΕ> Β 2 ,Γ Δ , ήναι κάθετοι εις τό intne^ov. τή; βάαιωί* Οίλοον elvai ίντα ^^ τά δψ/) τδν tpiiov πυραμίδων ou όποϊαι συγκροτοδν to κολοβά/ .πρίσμα1 ιίς τροπον &ς%\ ή. τοδ κολοβοδ



a i 47τρίσ{Λατος, θίλει έκφράίΓβται διά 4 Α Β Γ X A E - f -  έ Α Β Γ Χ  B2-f- 4 Α Β Γ Χ Γ Δ ,  ποσο'τ»ς ϋτης άγεται, εις ABF X  ( Α Ε 4 - Β 2  +  Γ Δ ) . .
Π Ρ Ο Τ  Α Σ Ι  2  ΚΓ,Θ Ε Ω Ρ  11 Μ Α .Δυο δμβιαι τριγωνικά! πυραμίδες ίχουν τάς όμολυγους Σδρας όμοιας, χ«ί τάς όμολόγους ςτερεάς γω·.ίας ΐσας.'Κατά τον όρισμόν, αί δυο τριγωνικοί πυραμίδες 2ΛΒΓ, 

TAEZj είναι όμοιοι, εάν τα δύο τρίγωνα 2ΛΒ, ΑΒΓ, ήναι όμοια μέ τα δυο Τ Δ Ε , ΔΈΖ, καί όμοίως κείμενα, τούτέ- 7ιν ίάνή γωνία ΑΒ2=> Δ ΕΤ, ή ΒΑ2*= ΕΔ'Γ, ή ΑΒΓ«=> Δ Ε Ζ ,,ή  ΒΑΓ ==» Ε Δ Ζ, καί προσέτι ή κλίσι; των έπιπέδων 
2ΑΒ, ΑΒΓ, Υ,ναι ϊσνι μέ τήν των έπιπίδων Τ Δ Ε , ΔΕΖ: τούτον τεϋίντος, λέγω ότι αΐ πυραμίδες αυται έχουν όλος τάς έδρας όμοιος τήν κάθε μίαν μέ τήν καΌε μίαν, καί τάς όμολο'γους ς-ερεας γωνίας ΐτας, σχ. ao3.Ας λνιφΟώσι ΒΗ -» Ε Δ , ΒΘ «= Ε Ζ , Β1 *» Ε Γ , καί ας ίπιζευχΟωσιν μί Η Θ , ΗΓ, Ί Θ .  Η  πυραμίς Τ Δ Ε Ζ  είναι t<r/j μέ τήν πυραμίδα ΙΗ Β Θ ’ διο'τι, έπειδή οΐ πλευραί ΗΒ, ΒΘ , ΑνίφΟησαν ί'σαι μέ τάς πλευράς Δ Ε , ΕΖ, καί ή γωνία ΗΒΘ «ιναι, έξ ΰποδέσεως; ίσνι μέ τήν ΔΕΖ, τό τρίγωνον ΗΒΘ είναι ίσον μέ τό ΔΕΖ* λοιπόν, διά νά έκτελεσωμβν τήν ίπίΟεσιν τ&ν δύο πυραμίδων, ήμποροΰμεν κατά πρΩ« τον νά Οεσωμεν τήν βάβιν ΔΕΖ ίπί τής ίσκς με αυτήν Η Β Θ ’ ακολούθως, επειδή τό επίπεδον ΔΤΕ κλίνει έπί του Δ Ε Ζ όσον τό ίπίηεδον^ΑΒ όπί τοό ΑΒΓ, φανερόν είναι ότι τό έπίπεδον ΔΕ'ΓΟίλει πέσει άπροσδιορίςκυς ϊπί του έπιπε'δου ΑΒ2, Αλλά, 1\ ύποΟίσεως, ή γωνία Δ Ε Τ  ^  Η Β Ι, λοιπόν Ε Τ  Οε"λει πε'σει έπί τής ίσ/,ς μέ αυτήν ΒΙ* καί επειδή.τα τε'σσαρα σνιμεΓα Δ, Ε , Ζ , Τ , έφαρμο'̂ ουσι μέ τά τίσσαρά H , Β, Θ , ί ,  καί δύο πολύεδρα, τά οποία



.τον ctuTcirv αριθμόν κορυφ&ν καί τάς r . i t Χορυφ̂ ς έφχρμί^υσιν4 Ζπ.ΰται δτι κ α ί ί  πυρκμίς ΤΔΕΖ ίφαρμόζπ j/Λ τ*4ν πυροιμίδ,α ΙΗΒΘ*Τώρα, ίξ αίτιας τ.Λν^σων .τριγώνων ΔΕ Ζ, ΙΠ Ιβ, ?/ομ*ν τί,ν -γωνίαν Β Η Θ '^ Ε Δ Ζ '^ Β Λ Γ ’ λοιπ?ν Η Θ  ilvou παράλληλος 7$ ΛΓ* Διά λογον παρόμοιον H I civai παράλ- λ/.λος τ^ ΛΣ* ΧοιττΔν τ6 ίπίπιδον Ι[ΙΘ  ilyat παράλληλον τοΰ Σ Λ Γ  (i3t 5),* Εκ τούτου Ζπιται̂  5tji τ4 τρίγωνον ΙΗ Θ , vj το ς<τον του Τ Δ Ζ , filvaio(AOiov \t\ τ4 ΣΑΓ(πρό· ι5), κα] τ4 τρίγωνον ΪΒΘ , vj το ίσον του Τ Ε Ζ , elvai όμοιον pi τίι jSBE*. λοιπόν αί δύο βμοι«/τριγ.ώνικαΙ· πυραμίδάς ΣΑΒΓ, ^ Δ Κ Ζ ,, Ζχουν „τάς τίσσαρας ϊδρας όμοιας τήν κά8ο μίαν jac τήν κάΟβ μίαν; πβρ'ιπλέον - igwy καί τάς ομολόγους ftp ιάς‘γωνίας ϊσας.Διότι^ή c*p*a γωνία Ε  ίτΖΟη ήδη ίπι τής όμολόγου της I), και τ4 auto ήμπ'ορο&σβ να γ&νι διά δύο άλλα; ομολόγους êpeit̂  γωνίας4 πλήν ξίλίπομίν άμόσως ότι δύο ομόλογοι ςι$ΜΛ γωνίαι etvat ισαι, παραδβίγματος χάριν, αί γωνίαν Τ  καί 2, διότι elvai σχτματιομίναι από τριΐς έπιπίδους γωνία; ίσα; τήν κάΟι (λίαν μέ τήν κάθε μίαν καί όμοίως κιιμένας»Λοιπήν, δύο δ[Αοιαι τριγωνικά! πυραμίδις ?χονν τάς όμο* λίγους Ζδρας όμοιας καί τάς όμολόγους ς-̂ ρ·ςίς γωνίας ΐσας*Π ό ρ ι σ μ α  Α .  Τά ομοια.τρίγωνα ei; τάς δύο πυρατ μίδας δίδουν τάς αναλογίας Α Β : Δ Ε : : Β Γ : Ε Ζ : :  Λ Γ : Δ Ζ ; : Λ 2 : Δ Τ ; : ? Β : Τ Ε : : Σ Γ : Τ Ζ ·  λοιπόν etc τάς όμοιας τ ρ ι γ ω ν ι κ ά ;  ττυραμίδας > αί ομόλογα* πλβυραί βίναι ανάλογοι»Β\ Και έπβιδή αί όμόλογοι c*p*aV γωνίαι elvai ίσαι, *π*ται οτι ή κ λ ί σ ι ς  δυο όποιωνδήποτδ έδρβν της μιας πυ ραμίδος elvat ίση μ ί  τήν κλίσιν  των δύα όμολόγων έδρΰν τ ί ς  όμοιας πυραμίδας·



2 i 6Γ\ £av τμήδίί ή τριγωνική πυραμίς Σ Α Β Γ  ύπύ ίπι-. πίδου Η Ι 0  παραλλήλου μιας τΛν Ιδρών Σ \ Γ , ή μιρική πυραμ'.ς Β Η ΙΘ  O&ei «ϊναι όμοια μ ΐ τήν ίλ τ ^  πυρσμίία Β Α Σ Γ : διότι τα τρίγωνα-Β Η Ϊ, Β Η Θ  ιίναι ομοια'μί τα τρίγωνα Β Α 2 , Β Α Γ , το κάΟ* ϊν μ ί τδ καί* ?ν, καί όμοίω; κιίμινα* ή κλίσις τό^ <πιπ*δωντων βίναι ή αύτ>τ και *ίς τά δόο μίρπ* λόι*δν at δυο πυραμίδάς ιίν«ι ίμ^ιάί.Δ\ Εν γίν^ν, έ&ν r a * 0 ^ 0 i r o r a 5  ν {π οτ ί  π υ ρ α μ ΐ ς  2 Α Β Γ Δ Ε  ύπο Ι π ι π ό σ ο υ ' αβγδί π α ό α λ λ ν ί λ ο ν  τ Η  β ά σ ι ω ς ,  ή μ ι ρ ι κ ή  π υ ρ α μ ΐ ς  Σαβγδ* Θ Ι λ ' ι ι ' * [γ ά ι  ό μ ο ία  μ*  τ ή ν  ί λ ή ν Σ Α Β Γ Δ Κ *  Διότι «I βάσής Α Β Γ Δ Ε , αβγδ*, ιΐναι δμοίαί, καί, ^ ιζιυχβίΐσΰν των Α Γ , α γ ,  ή τριγωνική πυραμΐς 2 Α Β Γ  βίλη ιϊναι όμοια μ ί τήν πυραμίδα Σαβγ ( πόρι. Γ \  )β λοιπόν ή ς-ιγμή S  προσδιόρίζιται ώς π pi; τήν βάσιν Α Β Γ  ώ; ># ^γμ^'Σ^ώς προς τήν βάσιν αβγ (0ρ. i8)U oiitov «1 δόο πυραμίδις Σ Α Β Γ Δ Ε , Σαβγδδ, ιΤναι ίμ οιαι ϊσ γ ,  2 «4·Σ χ ό λ ι ο ν *  Αντί των πίντ* διδόμενων r i  όποια απαιτούνται άπ* τδν όρισμον δια να ήναί δόο τριγωνικά* πυΤ ραμίδις όμοιαι, ένατόν να άντικκ?*?αΟάσϊ π*ντ* άλλα, κατα διαφόριυς συνδυασμούς, και ήίΛ ον πρόκυψη τόσα (/ΐωρ^ματα, μ*ταξύ των όποιων ήμποριΓ να ίιαχριΟή το άκόλουίον: Δ ύ ο -τ ρ ι γ ω ν ι κ α Ι  π υ ρ α μ ί δ ι ς  ι ϊ ν α ι  όμ οια  ι δ τ α ν  ?χουν tore ί μ ο λ ά γ ο υ  ς' π λ ι υ ρ α ς  ά ν α λ ό γ ο υ ς *Διότι, έ5ν ίχωμιν τας αναλογίας ΑΙί: Δ Ε : :  Β Γ  .· Ε Ζ :: Λ Γ  :Δ Ζ  ; :  Α Σ  : Δ Τ ; ; S B : Τ Ε :  : Χ Γ  :T Z f «ίόποΓαι πιριί- χουσι ττόντβ συνίήκάς, τα τρίγωνα Λ 2 Β , ΑΒΓ Oftouv ιίνια όμοια μ* τα τρίγωνα Δ Ε Τ , Δ Ε Ζ  καί ίμοίως κιίμινκ* Ωσαύτως τδ τρίγωνον Σ Β Γ  Οίλιι ιΐναι ίμοιον μ ί  τδ Τ11Ζ* λοιπονας τρβϊς ϊπίπδδσι γωνίας α\ όποιαι σχηματίζουν τήν ?*ρ*κν γωνίαν 1ί, ύίλουν ιΐναι ίσαι μ ι τας ίπιπό'δους γο* νίας αί όποΐαι σχηματίζουν τήν 7| j*iv  γωνίαν Κ) $ κάί*



a r y .μία ia!  τήν χλΟ* μίαν* Ih T60 j6tcoCo;j  gAlta i i f i  ‘if κΧίσις tfiW imiviiioV 2>\D, ΛΒΓ tfoai ϊ&η μέ t ?,v τών δ μ ολίγων των TAEj Δ Ε £ , xal oflttos άί:&ίο πυραμίδίς ιΐνάίδμοιαι. 
%y. at>& Π Ρ Ο  T  A  ϊ  I  Σ  K A Vo  E f t  p  a  u  a ,Δία fi|AOior πολΐιίρα fyouv τάς δμολόγοο; ίδρας <5μοίας*, Μ ι τάς ομολογεί Οίρεάζ γωνίας ί<ία;>Κ^ω ΛΒΡΔΕ ί  6ίάις το& {νος ιτολυ/ίροϋ* £̂ W(i«v Μ  καν Κ κί χορυφαί ίυο ςβρίωνγύΜάν, into;' τΛοΤης'Της ίάοιως, ϊϊροοίΙίορίζίμινΛΙ άιΐδ τ£ς ήμγωνυώς πυραμίδας Μ Λ Β Γ , Ν Α Β Γ , τΛν <ίποίο>ν Α κοινή βάώς eivcti’ Α'ΪΙΓ* ifwtctv ίίς'τδ αλλΟ ttoWefyoV, αβγίβ ή ύμίλογδς* βάοις ί  όμοία μδ τήν ΑΒΓΔΒ, μ καί ν'αί  ο μολογό c κορυφαί τΛν Ρί καί Ν)' ττρούδιοριζίμβνα! ά£δ'τάς £ορ«μίδας μαβγ, ναβγ, όμοίας μ  ̂ τδ; πυραμίδας ΛίΑΙΗΥ ΝΑΒΓ\ £<γω κατά πρδτον βτι τλ διαί/ματα Μ Ν , μν, βίναι ανάλογα μ! τάς δμολίγόος πλιυρας ΛΒ, αβ; lie).Tiji £ ν η ,; έπηδή at πυραμίδάς Α1ΛΒΓ, μαβγ,. ilvai. ομοιαι, ή χλίαις tfiv Ιπιΐϊίδων Μ Α Γ / Β Α Γ , ιίναι ΐοη μο τήν των ίπιπίίων μαγ, βαγ4 παρομοίως έπιιδή αί πυραμίδάς Ν Α Β Γ , να|5γ, ιΐναι δμοιαι, ή κλίσις των ίτνιπήϊων N A F , ΒΛΡ» ιΐναι Uy μί Τήν των ίπιπέδων ναγ, βαγ: λοιπδν, ίαν αί πρδται κλίσιις ctyatpeOioaiv άπδ τάς διι>- τίρας, μίνιι ή kXiaif Των j.friff/αων Ν Α Γ , Μ ΑΓ ton μ$ τήν τών toitt&uv ναγ, μαγ, Αλλα, ίζ αίτιας της ίμοιί- τητος τών αύτΰν πυραμίδων, τδ τρίγωνον Μ Α Γ «Ινάι δμοιον μέ τδ μαγ, καί τδ τρίγωνον Ν Α Γ  ίμοιον μ« τ · ναγ: λοιπον αί δυο τρςγωνικαί πυραμίδάς Μ ΝΑΓ, μναγ, ϊχουν iuo ϊίρας. ίμοίας τήν ΧαΟβ μίαν μ& Τ^ν χά6δ μίαν, ομοίως χπμίνας καί ίσάκις κλίνοντας μ£ταζί τών" λοιπδν



«ά πυραμίδες αυταν είναν όμοιαι (πρό, 2 i ) t καί αί όρό- λογοι πλευράν των δίδουν τήν αναλογίαν Μ Ν .:μ ν  : :Λ Μ  ; αμ. Αλλως Λ Μ  :α μ :\ ; Α Β : αβ' λονπδν.ΜΝτμν:: Α Β : «5,Εδωσαν H  χαΐ π δυο άλλαν. όμόλογοι κορυφαν των αύτων πολυέδρων., χκι όμοιως δίλομεν, Π Ν  : 7τν: :  Α Β  : αβ, Π Μ  : π μ : ; Α 0 : αβ. Λοιπον Μ Ν  : μν : :  Ι Ι Ν : πν ::Ι1 Μ :π μ . Λοιπόν τό τρίγω νον Π Ν Μ  το όπ οιον έ νο 'ν ιι. τ ρ ε ις  όπ οια ςδνίπ οτε κορυφάς τ ο ΰ έ ν ό ς  π ο λ υ έδ ρ ο υ  ε ίν α ι  ό μ ·ιο ν  μ έ  τό  τ ρ ίγ ω ν ο ν π ν μ τ ό  όποιον ίν ό ν β ι τ ά ς  τ ρ ε ις  ό μ ο λ ό γ ό υ ς · κ ο ρ υ φ ά ς  τ ο δ άλ λο υ π ο λ υ ε'δ ρ ο υ .Εδωσαν προσέτι Κ  καν κ δύο όμόλογον κορυγαί,καί τό τρίγωνον Π Κ Ν  6 0 .»  είναι δμονον μέ τό πκν’ λ ίγ »  περιπλίον ότν ή κλίσνς των ίπνπίδων Π Ι ίΝ ,.Π Μ Ν , είναν ιστ, μέ-τέ.ν των ίπνττεδων,πκν» πμν.Διότι ίάν ίνώσωμεν Κ Μ  καν κμ, πάντοτε 0ελομεν ίχει τό τρίγωνον Κ Ν Μ  όμοιον με το. κνμ, καί ίπομενως τήν γωνίαν Κ-ΝΜ ίσην μέ τάν κνμ. Ας φα,νταβΟωμεν εις ·Ν <7<ρεαν γωνίαν σχνιματιζομενην άπό τάς τρεΤς επίπεδους γωνίας Κ Ν Μ , Κ Ν Π , ΙΙΝ Μ , καί εις ν ς-ερεάν γωνίαν «χη- ματιζομένήν άπό, τάς τρεΤς έπιπίδους γωνίας κνμ, κνπ, πνμ: ίπειδή «ί ίπίπεδοι αυταν γωνίαν είναν νέταν κάθε μία μέ τήν κάθε μίαν, επίται ότν αν ςτερβαί γωνίαν είναι ίσαν. Λοιπόν'ιό κλιαπς των ’δυο: επίπεδων Π Ν Κ , Π Ν Μ  είναι ίση μέ την των όμολο'γων των πνκ, πνμ’ λοιπόν, εάν τά δυο .τρίγωνα 1ΙΝ Κ, Π Ν Μ , ίεταν εις τό άύτό .ίπί· τη δον, εις την όκοίαν περίςασιν νίΟελεν είναι ά γωνία Κ Ν Μ  =» Κ Ν Π  Η- Π Ν Μ ,· νίΟελεν είναι ωσαύτως ή γωνία κνμ«= κνπ -μ  πνμ, καν τα δ,ύο τρίγωνα κνπ, πνμ ηΟελον •χωματίζει ίν μόνον ίπίπεδον.Χά άποδειχΟεντα έχουν χώραν, οποιανκαν άνλνεα «ίγ’ωνί· αν Μ,Ν,Π,Κ,παραβαλλόμενχνμέτάς όμολόγουςτω.νμ,ν,π,κ.

ui8



arpΑς ύποΟήτωμίν τώρα 5τι ή ln\y6moi τοΒ ίνός πολυ- ίϊρου. cΙναι μοιρασμίνη βίς ΛΒΓ, Α ΓΔ, Μ Ν Π ,Ν Π Κ , κ*τ*λ,  βλίπομίν οτι ή ίττςφοίνεια τοί7 άλλοιτπο- λυίίρου Οίλ*ι iripifyu τον αύταν άριΟμδν τριγώνων 'άβγ, α γ ί, [AV7?, yflxt-x vT,. λ) ίμόίων και Ομοίως χ̂ ήχ.ΐνών̂  καί i iv  πολλά τρίγωνα, ώς'ΜΠΝ, Ν Π Κ , κ* r. λ* ανήκουν βΐς μίαν χαΐ την.αύτήν ίίρ α ν κ ά ΐ βύρίοχωνται «ίς τδ οώτό Ιπίπιδον, τά όμόλογά των μπν, νπκ, χ ;τ . 0c7.ei eipi· crxovyai παρομοίως* βίς-τδ αύτδέπιπίίον*Λοιπόν χάΟβ πολύγωνος ϊ£ρα ιίς τδ £ν πολυ£$ρθν Οίλιι άντιςοιχιι *ις μίαν άμοίαν πολύγωνον ϊδρ«ν ιίς τδ άλλο πολύωρονί λοιπήν τά £ύο πολύοδρα Ο&ΙΙ ΐϊ*ριί)(οντάι ύπδ τον αΟτον αριθμόν; ίπιπί ίων όμοιων καί όμοίως χβίμένων. Λίγω π$- ριπλϊον ‘fffi'al όμολογοι-'cepeaV γωνίαι βίνοί*: t<m/■ Διότι,' ίαν, φιρ* ttfteiV) ή ccpla γωνία Ν <7/?, ματίζεται ιίπδ τας έπιπίίους γωνίας Κ Ν Π , 11ΝΜ, ΜΝΙ>, Κ Ν Λ  ή όμόλογος^ιρβά γωνία ν Οίλιι.τχνιματίζααν από' τας έπι- πίίοος γωνίας κνπ, πνμ, μνρ, κνρ* Τώρα, ai inimSot αδτχι γωνίαι *Ιναι ϊσαη} x«0t μία μί τή* καΟί' μίαν, και ή κλίτις ίοο προσκβιμίνω.νimitiSojv «ϊναιΓση μί τήν τών όμολόγωντων' λοιπδν αί $ύο Γψ α ί γωνίαι ιΐναι ϊααι, ώς ίννάμίναι νά ίπιτίΟωοι·Λοιπδν τίλος ίυο όμοια πολύεδρα ?χοον τας όμολο- γοο; έδρας όμοίας και τας ομολόγου; ςζφώς γο>νίας ιοας* Π opts μα , Από τί,ν προλαβοΐϊοαν άπόδΐ'.ζιν 2π*ται οτι ίάν, μ£ τεσσαρας κορυφάς ίνδς πολυέδρου, όχνιματι* $0?1 τριγωνική πυραμϊς, καί μδ τας τέσσαρας δμολόγους κορυφάς ένός όμοιου πολύωρου μία δευτίρα πυραμις, αι δύο a i m . πυραμίδες ΟΛουν είναι ομοιαι* διότι Οίλουν Ιχιι τας Ομολόγους πλευράς ανάλογους (πρό· αι* σχολ·)· Βλόπομεν ίνταΰτφ $τι δύο ομόλογοι διαγιίνιοι, παρά· . Μίγματος'χ*ριν;* Α Ν , αν, είναι μεταξύ των ώς δυο Ομόλογοι πλευραι ΛΒ, αβ*



Q20 Π  Ρ Ο  Τ Α  Σ  I Σ  K E VΟ  Ε η  V  U Μ Λ .
-Δύο ομοι* πολύεδρα τ{μπορουν να μοιρχοίουν. εΐ$ τον 

«ύτόν «ριθμον τριγωνικών πυραμίδων α.ί :όπδϊ«ί ν« ·?(ναά 
όμοια; /> κάθε puV μ» την κα'δι μίαν, καί όμνιως. κείμ&νικ.Διότι εΐδομεν ότι ?<ΐ. ίπΐφάνίικι των δυο πιίλνίδρων •^μπορούν να μοιρασΟουν εις τον αύτον αριθμόν τριγώνων ομοίων τό, κάθε ίν μ ί  το κάβε ϊν> καί όμοίώ; xe (μόνων. Λ ; θεωρνίσωμεν ολ«·Τα τρίγίυνα .του Ινβς πολυέδρου  ̂ ίκτ^ς εκείνων νά οποία σχηματίζουν Τί,ν ςερεάν γωνίαν Α , ώς βάσεις τόσων τριγωνικών πυραμίδων τβν όποιων κο- ρυφλ είναι εις A ’ αί .πυραμίδες «υται ώμου. λαμβαντμεναι συγκροτούν το πολύεδρον’ at} μΛίράσώμεν παρομοίως το άλλο πολύεδρον t-ς πυραμίδας «ί όποια* να- iyo'uv· κοινήν κορυφήν τήν κορυφήν τής γωνίας α όμΛογοΜ rip Λ ’ φανερόν είναι ότι ή ίνόνουβτόί 'πυραμί} τίσσαρα; κόρυφάς του ένα; πολυέδρου Οόλει είναι όμοια μ ΐ τήν πυραμίδα ιήν ίνόνοϋβάν τας.Τίβσαρας ομολόγους του άλλου-πολυέδρου,· Λοιπόν δύο όιΑΟΐα πολύεδρα, π. t .  λ,

π ρ ο  Τ α  s  i  S κς'.Θ Ε ί Ι Ι Μ Ϊ Μ Λ .  '
Δυο ο(Λ0ί«ι πυραμίδες είναι μεταξύ των ώς οί κύβοι 

των ομολόγων πλευρών* .
Διο'τι ίπέιδή αΐ δύο πυραμίδες εΐναο όμοιαι, ή μικρό

τερα έμπορε" να τεΟ·ρ ίντός της μβγαλητίρας, ωφε νά 
οχουν τήν ς·ερείιν γωνίαν 2 κοιύνίν. Το'τ» αϊ βάσεις ΛΒΓΔΕ, 
αβγδε, βελουν είναι παράλληλοι’ διότι, ίπειδή αΐ όμο'- 
λογον ϊδραι είναι- ομοιαι (πρό* ίια·), ή γωνία 2«β είναι 
ϊστι τή 2ΑΒ,: καίω} καί ή 2βγ τ·ρ 2BF', ^οιπόυ το έπι- 
ποόον αβγ «ίνείι παράλληλον του έπιπίδου ABF ( ι3, λ). 
Τούτου τεΟεντος, ί?ω 20  ή κατιβοίζομίννι κάθετος άτ»



νλν κορυφήν 2 tiri rttf ίπιπείου Λ15Γ, καί ο ή ςιγμή οπού αυτή ή κάθετος συναπαντά χό έπ{πο4ον αβγ* κατά τα οίποίειχΜντα (πρ, Οιλομ̂ ν ί'χει, 2Q;2o: :2Α;2τ*:Λϋ:αβ) και ίπ,μί'νως, '~ 2i) j ~2V: : λ ϊ * ; α β ,Λ λ νίπ ει4 ή  αί βάσεις Λ Β Γ Δ It, αβγ4β? είναι .ομοι* αγήματα, Sia TQ.Oxoj —a —aΛ Β Γ Δ Ε : otJJyit: : A I ) :  αβ.Ο πολλαπλασιασμός τών ίνο τούτων οινολογιών όρον IΜ δρου, 4(4*1 ΐήν αναλογίαν;: —3 t*-«3Λ 1 1 Γ Δ Ι ί Χ ΐ 2 0 : α β γ 4 ε Χ  1 2 θ ί : Α Β : α β .Τώρα, Λ Ι3ΓΔ Ε Χ  y 2 0  ιίναι ή ς-ιρ«ύτν)ς τν(ς πυραμι- Λος 2ΑΒίΜΚ·(ι:ρ(>» itf), nod αβγδ* X  j-XQ ι(ναι ή τ^ς πυρ«μι4ο$ Χαβγί·* λοιπόν 4ύ& * fy&otai πυρ#μί4ίς *Γν<Η μεταξύ των ώ( οι κϋ6οιτων δμολύγων·πλευρώντων: νγ;. % \4·Π  F  Ο Τ  Α X  1 2  K V .Θ Ε a  P  f l  Μ Λ .Δύο ίμοι* πολύεδρα είναι μεταξύ των ώς ον χδβοι τών όμ>λογων πλευρών*ΔιίτΙ 4ι&ο ομοια Πολύεδρα ήμπορο5ν νά μοιρασΟονν ιίς τον αυτόν αριθμόν τριγωνικών πυραμίδων αί <>ποΚη νά ήναι δμοιαι ή’κάδε μία μέ τή* κάθε (λίαν ( προ* 25 ).· Τώρα αί δύο ίμ*οιαι πυραμίδες'ΑΠΝΜ, απνμ, είναι με* ταξύτων ώς οί κυβοε τών ύμολύγων πλευρών ΑΜ, αμ, ή ώς «οΐ κύβοι τών δμολύγων πλευρών ΑΒ, αβ. Ο αυτός λίγος 2χει χώραν μεταξύ duo άλλων δποιώνδτίποτε <5μο- λόγων-πυραμίδων’ λοιπόν τό.άθροισμα δλων τών πυραμί- 4ων fti όποιαι συγκροτούν το ϊν πολύεδρον, f, αυτό το πολύεδρον, είναι προς τό άλλο πολύεδρον,* ώς υ%κύβος
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ρχς ύτοιαςδνίποτε πλευράς πρώτου-είναι-προς. riyκύβον τ ί ;  υμολύγου πλευρά; του δευτέρου*
Γ ε ν ι ά ν  Σ χό λ ΐο ν .Ημπορουμιν να π$φα<ρίσωμεν δι'αλγεβρικών ορών, τούτε'ς-ι, με τον πλέον σύντομον τρο'πον, τήνανακεφαλαίωσή των αρχικών προτάσεων τούτου του βιβλίου οσαι άναφίρονται εις τάς ς’εριύττ,τας των πολυέδρων.Ε?ω Β *ί βάσις.ίνος πρίσματος, Υ τδ ύψος του'  ̂ριχτής του πρίσματος δελει είναι Β Χ Υ  ί) BY.Ες-ω Β ή βάσις μιας πυραμίδας, Υ το υψος τνις* >1 ς·«- ρεοτ/,ς τϋς. πυραμίδος θέλει είναι Β Χ - Υ ,  η Y X - j B ,B Y .E 7C0 Υ τδ ύψος κορμού πυραμίδας u,i παραλλήλους βάσεις, ές·ωσαν Α καί Β αί βάσειςτου* κ  (ΑΒ) θέλει είναι μία μέση ανάλογος μεταξύ τούτων, καί ^-.ςερείτη; του κορμού Οίλει είναι - Υ  ( Α -μ  ΒΗ~/Χ(ΑΒ))Ε^ω Β νί βάσις κορμού τριγωνικού πρίσματος, Υ ,Υ 9f t \  τά υψη των τριών άνω κορυφών του, ν( ς-ίρεοτνις του κολοβου πρίσματος θέλει είναι ~ Β ( Υ  +  Y r +  Y w)Εδωσαν τέλος Π'καί π αί^ερεύτητες δύο δμο'ων πολυέδρων, Α  καί α δύο πλευραί yj δύο ύμολογοι διαγώνιοι3 3τούτων των πολνίδρων, ΟΛίΐ «ίναι Π : π : : Α : α .
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B I β Λ I O N 7/.
aa3

Η  Σ Φ Α Ι Ρ Α .
ΟΡΙ ΣΜΟ I.

a M X  tip Λίρα ιΐναι cepeiv πίρΛΤούμίνον κττ-» καμπύλην ίπιφάνβιαν, τής οποίας δλα Ία σημίΓα ισάκις άτ.ί- χουσιν άπο ίν'έντδς οημίίον καλούμινον κίντρον.,Γίνναταΐ’ δδ ή σφαίρα άίίδ.τήν πΓρις-ροφήν Ημικυκλίου ώς τοΟ Δ Λ Ε  ολόγυρα τής διαμίτρου ΔΕ: διότι τά σημιία τής ίίς ταύτην τήν κίνησιν άπδ τήν καμπύλην ΔΛ,Εγρα· φομίνης έπιφανβίας ισάκις Οίλοιίν άπίχιι άπδ τδ κίντρον Γ . σχ. 2 :1ο.I)'. Ακτ ί ς  τής  σφαίρας «ίναι cOOcia γραμμή άγα- μίνη άπ· τδ κίντρον εϊς μίαν ςπγμ.ήν χ5*ς έπιφανίίας' διά· μί τρος  δέ ή αξίαν ή διά 'too κίντρου ίκρχομίνη γραμμή, καί άπδ τά δύο μίρη ιίς Τήν Ιπιφάνιιαν πίρατοομίνη,Ολαι «ί οίκτΐνίς τής σφαίρας tivai i t a f  ολαιαί διάμι- 
TpOt «Ιναι ίσαι καί διπλάσιο» τής «κ-?νος.Γ\ Θ ίλιι άποδιιχΟή (πρό, ι) ότι καδί τομή τής σφαίρας, ίιπδ ίπιπίδου γινομίνη, (ίναι κύκλος: τούτου «Οίντος, καλίΐται μίγΐ£·ος κόκλσς ή διίρχομίνη διά τοί κίντρου τομή* μικρδς δί κύκλος ή μή διίρχομίνη.Δ*. Ε π ί π ί δ ο ν  άπτβται  τής σφαίρας·όταν £ν μόνον κοινόν σημιιον ιχνι μΐ τήν έπιφάνίίάν Της.Ε'. Πό λο ς  ίνός κύκλου τής σφαίρας βίναι h  <τη« μιιον τής- ίπιφανϊίας αυτής ισάκις άπίχον άπδ όλα τά βημβι* τής πίριφιρίίας τούτου το3 κύκλου; θίλομβν ιδιι (πρό.'6 ) ότι κάθβ κύκλος, μίγιςος ή* μικρδς, ίχ ιί  πάν- τοτι δύο πόλους.



C ' . T p  ί γ ω ν ο ν  σφαι ρι κόν είναι μίρος· τής σφαιρική; επιφάνειας περιεχο'μενον ϋπό τριών τόξων μεγίς-ων κύκλων.Τα τόξα ταΰτα, τα όποί* καλούνται.πλιυραι του τριγώνου, -πάντοτε* υποτίθεται μικρότερα τις ήμιπεριφεριίας. Λ ί  γωνία; τας όποιας τα επίπεδά των κάμνουν μεταξύ των είναι αί γωνιαι του τριγώνου.Ζ\ Εν σφαιρικόν τρίγωνον ονομάζεται ο ρθο γώνι ο ν ,  ι σ ο σ κ ε λ έ ς ,  ι σό π λ ε υ ρ ο ν · ,  εϊς τας αύτάς ιρερι-άσει; όπου καί 2ν εΰθύγρα'μμον. 'Η.'. Σ φ α ι ρ ι κ ό ν  π ο λ ύ γ ω ν ο ν  είναι μίρος τής ίπι- φανείας τής σφαίρας περιεχομενον Οπό πολλών τόξων με·· γίξρων κύκλων.·
Θ '. Α τ ρ α κ τ ο ς  (t’u$eau).«lv«i τό μέρος τής σφαιρικές ίπιφανείας τό περιεχύμενον μεταξύ δύο ήμιμεγίφων κύκλων οί όποιοι τελιιύνουν εις μίάν κοινήν διάμετρον,
ΐ .  .Καλώ σ φή ν α  ή ό ν υ χ α  σ φ α ι ρ ι κ ό ν  (co in , οπ- gict ftphcrique) τό μίρος του φεριοΰ τνίς σφαίρας τό ,πε- ριιχόμενον μεταξύ των αυτών ήμψεγίφων κύκλων, καί εις τό όποιον ί  άτρακτος χρησιμεύει ώς βα'ρις/1V · . ]Ι μ ρ « μ ί ς σφ α ί ρ ι κ ή  είναι τό μίρος το3 ς-ερε* οΰ τής σφαίρας το πιρίεχόμενον μεταξύ τών επίπεδων μιας ςτερια; γωνίας τής οποίας i  κορυφή είναι είς· τό κίν* τρον. II βάοις τής. πυραμίδος-είναι τό σφαιρικόν, πολύ* γωνον τό. άποχωρι.ζο'μενον «πό τά «ύτά Ιπίπεδα,ID ’. Καλείται Ζ ώ ν η  τό μέρος, της ίπιφανείας τής σφαίρας τό όποιον περιίχεται μεταξύ δύο παραλλήλων έπιπίδων τά όποια είναι αί βα'σιις τής ζώνης, Τό ϊν άπο «ύτα δυνατόν νά άπτιται τής σφαίρας, καί το'τί ή ζώνη 

Ζχη μίαν μόνην βάσιν.ί Γ ,  Τ μ ή μ α  σφαιρι κόν είναι ιό  μίρος του ς*ίριο5 τής σφαίρα; τόπεριεχόμενον μ.ιταξό δύο παραλλήλων επι- πίδων τα όποια είναι αί β ά σ ε ι ς τ ο υ .



aaj>ΐ ό  Iv από αυτ* δυνατόν v i Λπτίται τής σφαίρας, καί τότι τό σφαιρικήν τμήμα ίχι» μίαν μόνην βάσιν.ΙΔ*. Τό δψός μιας.  ζώνης  ή ίνός τ μ ή μ α τ ο ς  ιΤναι τό κπόςημα των δύο παραλλήλων ίπιπίδων τά όποιοι ίίναι αί ββίσίΐς τής ζώνης ή το5 τρίπατος, οχ. aao.ΙΕ '. Εν’ οί το ήμιχύχλιον Δ Λ Ε  cptpqpsvov ολόγυρο» τής διαμέτρου ΔΕ γροίφιι τήν σφαΤραν, κα'Οβ κυκλικός το- μιός, ώς Δ ΓΖ ή Ζ Γ Θ  γράφβι ςβρίόν τό όποιον καλιΐται σφ αίριχδς τ ο μ ί ύ ς .Π  Ρ  Ο  Τ  Α  Γ· Ι  ϊ  Π Ρ Ω Τ Η .Θ Ε Ω Ρ  Η Μ Α ;ΚαΌο τομή τής σφαίρας» ύπό ίπιπίδου γεμένη, «Ιναι Χόχλος,Εςω ΑΜ Β ή γινομίνη ύπό ίπιπέδου »{ς τήν σφαίραν τομή, τ«Ι Κεντρον τής όΛόίας σφαίρας «Ιναι Γ . Από τήν ςιγμήν Γ  «ς άχΟ$ ή κάίιτος ΓΟ  ΐπΐ το3 Ιπιπίδου A AID, xttl διάφοροι γραμμαί ΓΜ , Γ Μ , ιΐς δια'φορ* σημίΐα τής καμπύλης ΛΜ Β ήτις πιρατόνιι τήν τομήν, οχ, a a i ..' At πλάγιαι Γ Μ , ΓΜ , ΓΒ, «Ιναι ϊσαι, ώ; άκτΐνις τ?,ς σφαίρας1 ίσα'χις λοιπόν άπίχουσι τής καθέτου ΓΟ (5, 5)* ίλαι λοιπόν αί γραμμαί Ο Μ ,Ο Μ , ΟΒ «Ιναι ϊοαι* όλα λοιπόν τά βημιΤα τής καμπύλης ή τις πίρατόνίΐ την τομήν, Ισάκις άπίχουσι από ϊν έντός αυτής οημιΐον Ο* ή· καμπύλη λοιπόν αυτή «Ιναι κύκλου πιριφέρβια τοδ οποίου το κίντρον ίίναι 0 ‘ ή τομή λοιπόν ΑΜΒ ίίναι κύκλος.Πό ρι σμα A ', Εαν ή τομή διίρχβται δια του κέντρου τής. σφαίρας, ή'άκτίς της Οέλϊΐ «Ιναι ή τής σφαίρας* όλοι, λοιπόν οΐ μέγις·οι κύκλοι «Ιναι ίσοι μβταξύ των,Β . Δύο ^'όγιςοι κύχλοι πάντοτί τέμνονται *ίς δύο ίσα μέρη* διότι τό χίντρον τής σφαίρας ίπίιδή πρέπίΐ να «ΰ- ρίβΜται καί ΙπΙ το5 ίπιπέδου τού πρώτου, χαί ίπί τόΰ
ι ί



έπιπεδου τοδ δευτέροΟι είναγκαίω; «Tv«c από Tx «ημιΐκ τη; κοινή; Toμή; tor»' ή κοινή των λοιπον Τομή διέρχεται διά τού κέντρου* είναι λοιπόν διάμετρο;* αλλά κάθε διάμετρο; iiatplv τόν χόχλον εί; δύο ίσα μέρΐ)* λοιπόν κ .τ .λ 'Γ .  Κάθε μ έγ ις·; κύκλο; διαιρεί τήν σφαΓραν καί την ίπιφάνειάν τη; εις δύο ίσα μέρη* διότι έαν, άφ’ ού χωρί- σωμεν τά δύο ημισφαίρια, Οέσωμεν αύτά ίπί τή; κοινής βάσεω; ςρέφοντε; την κυρτότητά των κατά τύ αυτό μέρος, αί δύο έπιφάνειαι θέλουν εφαρμόσει ή μία μί τήν άλλην* διο'τι άλλως ήθελον ύπάρχει σημεία άνισάκι; άπέχοντα τοΰ κέντρου.Δ\ Τ έ κένTiOv ίνό; μικρού κύκλου καί τό τή; σφαί- ,ρας'εΰρίσκονται ίπί ριά; ευθείας καθέτου it ; τό ίπίπεδον· του μικρού κύκλου, σχ. a n .Ε ’.  Οί μικροί κύκλοι τόσον ilvou μικρύτιροι, οίον περισσότερόν άπέχουσι τοδ κέντρου τή; σφαίρας* διότι δοον περισσότερον τό άπόςημα Γ Ο  είναι μεγαλη'τερον, τόσον περισβο'τερον ή χορδή Α Β  είναι μικροτέρα, διάμετρο; τοδ μικρου^κύκλου Α Η Β .d '. Δύο δεδομένων σημείων έπί rfi; Ιπιψανεία; μία; σφαίρα; * είναι δόνα t ον νά διελθρ τόξον μεγίςου κύκλου* διότι τά δύο δεδομένα σημεία καί τό κέντρον τής σφαίρα; είναι τρία σημεΤα προσδιορίζοντα την Οεσιν έπιπεδου’ έάν όμως τά δύο δεδομένα σημείατύχη να ήναι τα άκρα μια; διαμέτρου, τ ό ϊί τα δύο τάυτα σημεία καί τό κέντρον τή; σφαίρα; θέλουν είναι επ’ ευθεία;, καί άπειροι μεγιςοι κύκλοι δυνατόν .νά διίλθωσΓ διότι άπειρα ίπίπεδϊε διά δυο σημείων δυνατόν νά διόλθωσι.
Π Ρ Ο Τ Α Χ Ι ί . Β ' .  

θ  F. Ω Ρ  Π Μ Α .Ε ί;  κάΟεσφαιρικόν τρίγωνον ΑΒΓ,όΐίοιαδήποτ* πλευρά είναι μικροτέρα τόό αθροίσματος τ&ν δύο άλλων, σχ. μ ι .
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o  'll κίντοον l i t  σφ*ίβ*ί, καί άχΟτίτωσαν αί άχτΐνις Ο Α ,Ο Β ,Ο Γ . Εάν φανταόΟώμιν τά Ιπϊπιδα AOB, Α Ο Γ , ΓΟΒ, ταδτα σχηματίζουν ιίς τήν ςίγμ^ν Ο γωνίαν ςτρίάν, καί αί γωνίαι ΛΟΒ, Α Ο Γ, ΓΟΒ, μιτροδνται άπό τ*ς πλιοράς Α Β ,Α Γ ,Β Γ , τοδ σφαιρικυδ -τριγτάνου ΑΒΓ. Τώρα, Ικάρ) τών Tptfiv έπιπίδων γοανιών αί όποΤαι συγκροτούν.τόνςιριάν γωνίαν ιΐναι μικρατέρα του αθροίσματος τβν δυο άλλων (a ι ,  5}* λοιπόν όποιαδνίποτι πλιυοk τοΰί τρι· γώνου ΑΒΓ ιΐναι μιαρότερα τοδ αθροίσματος τών δύο άλλων,Π Ρ 0 Τ Α Σ 1 2  Γ ,Ο Ε  Π Ι* Η Μ Λ .Ο  πλέον οιμοτινός δρόμος από ϊν οήμιΓον ιίς άλλο έτη τ55ς έπίφανίίας rfo οφαίρας, ijvai τό τόξον τοδ μιγίςου κύκλου τό όποιον Ινόνοι τα δύο διδομένα σημίΐα.- •· :Ες·ώ ΑΝ Β τό τόξον τοδ μίγίτου κύκλου τδ όποιον Ινο'νιι τά ση/.ιΓα A καί Β, καί ίςω ίκτό; τούτου τοδ τόξου, ιί δυνατόν, Μ  ϊν στ, μέϊον τίίς πλέον σιμοτινής γραμμές μιταζΰ Α καί Β. Δια τής ς·ιγμ5·ς Μ  &; άχΟωσι τα τόξα μιγίςων κύκλων Μ Α , MB, καί ά; λτ,φβίί Β Ν ·» Μ Β .Κατά τό προλαβόν Οιώρημα τό τόξον ΑΝΒ tlvaV σι- μοτινώτίρον τοδ AM *4* MB’ άφαιρέσιι κ*ί από τά δύο μέρη τοδ Β Ν '^ Β Μ , μένω ΑΝ  < AM . Τώρα τό διάς-η- μα από Β «ίς Μ , βΓτ« ταυτίζίται μι τό τόξον ΒΜ , $ ιΐναι όποιαδ/ποτί άλλη γραμμή, ιιναι ίσον μέ. τό διάβημα από' Β ιίς Ν* διότι ςρέφοντις ,τό ίπίπβδον Totf μιγίτου κύκλου ΒΜ όλόγυρα τϋ; διαμέτρου της διιρχο- μένης διά Β , δυνάμιΟα νά μοταφίρωμιν τήν ί:ιγμ·δν Μ τις τήν ςιγμήν Ν , καί τότ« ά πλέον σιμοτινή γραμμά από Μ ιίς Β, δποιακαί αν ίναι, βέλίΐ ταοτισβίί μΐ τήν πλέον σιμοτινήν γρα /̂μ ν̂ -άπό Ν  ιίς Β'λοιπόν οί δύο δρόμοι από Α «ς Β, ίκ τβν όποιων ί  μίν διέρχιται διά Μ,

%2J



. i δί διά N, fyουν ίν μέρος ίσον άπό M elf Β κώ Μ  
N  εις B. Ο  πρώτος δρόμος «ίναι, 'έζ ύποθέσεως, ό σιμό, τινώτερος’ λοιπόν τό διάςημα άπό Α βΐς Μ είναι οίάο- τινώτερον του διαςήματος άπό Α  βίς Ν , το όποιον ήθελεν είναι άτοπον,διότι το τόξον A M  ,ί!ν «  |ί*ΐζον του ΛΝΐ λοιπόν κάνίν σημεϊον τ?ς πλέον σιμοτινή; γραμμήςμι- ταξύ Α και Β δεν ήμπορεΐ νά ήναι έκτο; τοΰ τόξου ΑΝΒ* λοιπόν αυτό τό τόξον ι ίναιή σιμοτινωτέρα γραμμή μ*, ταξί) των. άκρων του. οχ. aa3..ίημείωσις του Με.ταφρας-ου. Δια νά ευκολύνω την κ«* τάληψιν είς τον άναγνώςην ταύτης τής προτάσεως, έκρινα •υλογον,, χωρίς ν» απομακρυνθώ άπό τόν συγγοα9εα, νά τήν έκθέσω ιός ακολούθως, νΠ Ρ Ο Τ  Α Σ  I  Σ .ΙίιταζΟ δυο ςιγμών ίπί τής ιδίας σφαίρας, τό πλέον οιμοτινόν δια'τπμα είναι τό τόξον του μεγίςου κύκλου,· δς-ις διέρχεται δια των ιδίων ςιγμών, ώς τό ΑΒ τόξον.Επειδή «ς ΰίτοΟέσωμιν.δτι ν) πλέον οιμοτινόν διάτημ* μεταξύ Λ καί Β είναι μία «λλ,ν» καμπύλη γραμμή ώς ή ΑΜ Β : δηλαδή ΑΜ Β < Α Β , καί κάθε άλλης καμπύλης διερχομένης διά Α  καί Β. Τώρα έάν εκ τής Β καί Μ  φι- ρωμεν τό τόξον μεγί^ου κύκλου M B , καί παρομοίως 4κ τής Α καί Μ  τό τόξον μιγίς-ου κύκλου AM , καί λαβωμεν τό τόξον ΒΝ ϊβον μί τό τόξον M B ’ τότε τό πλέον σι- μοτινόν δια'τημα μεταξύ Β καί Ν  θέλει είναι τό αΰτό μεταξύ Β καί Μ* επειδή δβ δυνάμεθά νά ΰπα'γωμεν άπό Β  εις Α  ή διατρίχοντες τήν καμπύλην AM D, ή τό διά- ςν,μα μεταξύ Β καί Ν , καί τό διάβημα μεταξύ Ν  καί Α , καί ό πρώτος δρόμος, έξ ΰποθίοεως, είναι οιμοτινώ· τερος τού δευτέρου, ϊπιται, ίξ αιτίας όπου το πλέον σι» μοτινόν διάςημα άπό Β εις Μ  είναι ίσον μέ τό πλέον



νψ,οτινδν διάβημα «πδ Β ίις N , δη  τδ διάςημβ μίταξ',ι A καί M  ίκημοόρ.ίνον έπί τΕς καρΛολ/ίς A  JIB  άπο A  J o jj.M j alv«i t̂ -iHpnirepov άπδ τδ ίια'<7ν·ρ·α ρ.βταξό A ηαί R * Τώρα Ιπ ιώ η  to τδξον A M  πλέον τδ Μ Βιίναι ρ,ίνζον τον τόζνό Α Β , καί έλνίφΟϊΐ Μ Β = » Β Ν ' ίιά  τοοτο το τοξον Λ  Μ  ίίναι ρ.ιΐ£ον too ΑΝ·4 λοιπόν λαρ,βαγοντ«; |jti too τοξον ΑΒ Ιν τοξον ΐτον p i τδ' A M , «όκο'λω; βλέπομιν δ η  ^ ςιγμίι Μ πρέπη υ«- 4ΰρ»0?ί·όπί τ ίς  Ν  μ«ταξδ Ν καί 13, Η ςτγμή λοιπόν αΟ'τη.άπέχιι' ίκ  της <Γΐγρ· ;̂ Α , πβριτ· οδηραν άπο δ,τι άπέ/tt i  ?ιγρ.ή Ν 4 άλλ'οσον απίχοι ή «ςιγρ.ή τί ρ.ίταζό τ^ς Ν  καί Β'από την Α , το'σον άπέχη καί ή Μ  από τήν'Α* λοιπόν Το πλέον οιρ.οηνόν διας-η,ρ.α ρ.ίταξν τ?ίς Α  καί Μ , ίΐναι ίσον p i το πλέον σιρ-οτίνόν ίιά ?«μ α  ρ.βταξο τ^ς Α και τ^ς ς-ιγρ/η; της μοταξό τί,ς Ν  και Β ’ δταν λοιπδν τδ τόξον Λ Μ  πέση ίπί τον Α Β , τδτί ι$ ς ι γμ  δ Μ  πίπτβι in i τδίς ς-ιγμτί; της μ·«ταξό τί,ς Ν  καί Β* και τδ πλίον σιμοηνόν £ια'ς·ηρ.α ρ.ίτκξΰ τ/,ς Α  και Μ , ταδτίζίται p i  τδ πλέον σιμοηνόν ίιας-ημκ ρ.5· ταζΰ τ·?,ί Α και' της ςτιγρ-ίς της ρ.«τ.αξό τ·?,ς Γί Χαί Β. Τώρα έπιιί'δ ‘δ Ν  ίΓναι πλν,σΐίς·έρ« ίΐς τί,ν Α  παρά δ p,e- ταςδ f? i; Ν  και Β ς-ιγρ/δ, ifnetat ότι τδ πλίον βιμοηνδν διαςπψ-κ ρ.·τξύ Α  καί Ν , ίΐναι ρ.ικρότίρον τον πλέον σι- ρ.οτίνοο jta<rvip.ato; μ.ίταξίϊ Α και της Γίγμΐς της ρ.&- ταξυ Ν  και Β, δ ρ.ικρδτίρον τον πλέον σιρ.οηνοο διαςτί- ■ ρ.ατος ρ.ίταξδ τδ; Λ καί Μ ,Εκ τΰν ttfnpivwv βλέπομιν ότι τδ πλέον σιμοηνόν διάβημα ρ.ίταζδ τδς Α καί Ν  πλέον τδ σιμοτινώτίρον διάβημα ρ·βταξυ Ν καί Β , ίϊναι ρίκροτίρον το2 σιμοη-' νωτέρον διαςτίρ-ατος μ.&τ«ξό Α καί Μ  πλέον το σιμοτι- ν^ότίρον Πάτημα ρ-ίταξό' Μ  καί Β , δηλαδή τη; καμπύλη- ΑΜ Β* ψίοδΐς λοιπόν ότι τδ σιρ,οτινώτίοον iiaVnp-a μίς ταςυ Α καί Β , tlvai i  καμπόλη ΔΜΒ, Κατά τδν αύτδν



a3 ο♦ ·.·« .τρόπον $ιικνόομιν, ότι χαθε άλλη χεψιπόλη, .ήτις ίνόνει τήν ςιγμήν Α καί Β, καί διν ϊχει άλας τάς ςτιγμίς ττ|ς ίπι τον τόξου Α Β , δεν είναι ΐκεινη ήτις παρις-άνιι τά πλίον σιμοτινόν δ;α'ς·τμ« μεταξύ A καί Β ’ άλλα μεταξύ τής Λ  καν Β εύρίσχεται τό ζητουμεύον σιμοτινώτίρον διάτκ- μα’ λοιπόν ή καμπύλη ήτις ϊχφράζει αυτό, είναι τό τόξον τοΰ (λίγίς-ου χόχλου δηλαδή τό ΑΒ' επειδή εις τα; 7»y- μας τοότου,δεν δυνα'μιθα νά ίκτελισωμιν τήν άνωτ/ρω κατασκευήν* καί λοιπόν δίν δυνάριθκ vac διίξωμιν ότι νπα'ρχει μία καμπύλη ήτις ίνόνει τήν Α  καί Β μιχροτίρβ τον τόξου A Β. Ο π ι ρ  ε δ ε ι  ά π ο δ ε ϊ ξ α ι .Π Ϊ Ο Τ Α Σ  I Σ  Δ ' .Ό Κ, η  Τ  Η Μ Α.,  Τό άθροισμα τΛν τριών πλευρών ίνός σφαιρικού τριγώνου είναι ρκρότερον τής περιφερεία; μεγίς-ου χόχλου.·Εζ·ω ΛΒΓ όποιονδήπότε σφαιρικόν τρίγωνον* άς πρ·- ίκβλνιΟΰσιν αΐ πλευραί Α Β , Α Γ ,  ?ως ου νά συναπαντν,Οώσιν ex νόου ιΐς Δ , Τά τόξα Α Β Δ , Α Γ Δ ,  θέλουν είναι ήμ;πε· ριφίρειαί, διότι δυο μίγι^οι κύκλοι πάντοτβ τόμνοντάι εις δυο ίσα μόρη (πρό. »)' άλλ’ «ΐς τό τρίγωνον ΒΓΔ ίχομεν τήν πλευράν Β Γ < Β Δ -μ Γ Δ  (προ’, a)* προσθίσει καί «ΐς τά δόο μέρη τοΰ ΑΒ -μ  Α Γ , προκύπτει Α Β  *+> ΑΓ 4- Β Γ < Α Β Δ -+-Α ΓΔ , τούτοι μικρότερον περιφερείς. σχ. aa<,Ι 1 Ρ Ο Τ Α  Σ Ι Σ  Ε .Θ Ε ft Ρ  Η Μ Α .Τό άθροισμα των πλευρών κάθε σφαιρικοί πολυγώνου είναι μικρότερον τός περιφερείας μεγίς·ου χόχλου.Εςω , παραδείγματος χάριν, τό πεντάγωνον ΑΒΓΔΕ ας προεχβλν,Οωσιν αί πλέυραί Α Β , Δ Γ, «ως ού νά συνα- παντηθώσιν εις Ζ ’ έπειδή Β Γ είναι μικρότερου τοϋ ΒΖ*Ή Γ Ζ , Α περίμετρος το3 πενταγώνου Α Β Γ Δ Ε  είναι μικρέ-



a ltτ/ρχ τϊΐς tod τιτραπλβύρου Α Ε ΔΖ. Ας προ«Λ&7,0*?>* έ* νίο* «ί πλβυραί Α Ε , ΖΔ, ίως ου νά συνατ?*γτγ$ώ«ι* <ίς Μ* OfXci ilvcu ΕΔ <ΕΗ Η -Η Δ* λοιπον ή πιρίμιτρ.ος τοϋ τίτρβ,τιλδυρου ΛΕΔΖ «ίναι [Αίκροτίρχ τίς to5 τριγώνου Α ΖΙΓ  {̂/ττϊ.ίϊναι μικροτίρκ ττ{ς πίριφιράίας μ6γί?0ν κύκλου* λοιπον πολίι πίριοτύτίρον ή πβρίμβτρος του πολυγώνου ΑΒΓΔΚ ίίναι [Λίκρατίρχ τίς πιριφβρίίας μιγίτου 'κύκλου/ οχ* υ»5.Σχόλι ο ν. II πρύτκοις αδτν> ιίναι τφ ίντι ή αύ,τή μέ τήν Κΰ τοδ e βιβλίου* ίιο'τι ίάν Ο ίναι τ4 κίντρον τίς cj/αίρας, δυνάμεΟχ νά φ«ντ*οδώμ*ν cl; τί,ν τίγρην Ο, γωνίαν ς^ριάν αχηματιζομίνην άπο τάς ίπιπίίους γωνίας ΑΟβ* βΟΓ, ΓΟΔ, χ . τ> λ. τοίρχ Μ.ςτ\ τούτων των γω· .vtwv fylt μίτοον (λίαν τών πλωρών rod πενταγώνου* λοιπόν νχ άπο$«ίξωμιν δτι τ6 «Ορο it μ* των πλωρών το3 πολυγώνου ιϊνχι μικρύτίρον π^ριφιρείας μιγι^ου κύκλου, «λλο ίέν βίναι παρά νά άπο^ιίξωμιν ίπ  το «Οροιομχ ίλών των Ιπιπίίών γωνιών πρίπει νά ίναι μικρίτβρον τίοσαρων ορθών- II άπύδειξις try ύποίαν Ιίώκαμιν , είναι ίιαφορι- τική τί$ς το& t βιβλίου* «λλά κ«ι αί ίύο,προδποΟίτουσιν 
(π  τό πολύγωνον ΑΒΡΔΙί* ιίναι κυρτόν, tS οτι ούίιμία πλευρά προεκβάλλομίντι τίμνει τδ σ/ίμ*.Π Ρ  Ο Τ  Α  Σ  Ι Σ  ς \

0 Ε Λ Ρ Η Μ  Λ,- 'Εαν.ίίς -ri ίττίττιδον τοδ {nyfcou κύκλου ΑΜΒ α/Θν| κ«0;»ος ή διάμετρος ΔΕ, τα «χρκ Δ καί Ε τ«ύτ/ις τ ίί διαμέτρου θέλουν tlvat οί πόλοι του κύκλου ΑΜΒ, καί όλων ιών μικρδν κύκλων, ώς ΖΝ Η , τών παραλλτίλων μέ αυτόν, <r/. aao.Διο'τι αυσ* ή Δ Γ  κάΟίτος'ΐίς τδ ίπίπιδον ΑΜΒ, tivat κάίίτος ιΐς ίλας τας ΐΰίιίας ΓΑ,ΓχΜ, ΓΒ, κ. τ. λ ήγ- μένας «πδ τον π ό ^  της vs τοϋτο το im r.thv' λοιπον



δλ* τά τόξα Δ Α , Δ Μ , ΔΒ, κ. τ . λ . είναι τεταρτημόρια περιφερείαςί -το αυτό ΰτναρχβϊ. δια τα τόξα Ε Α , E M , ΕΒ, κ. τ. λ , λοιπόν Σκαςτον των «/μείων Δ χαι Ε  ισάκις απέχει άπό όλα τά στιμιία της περιφερείας ΑΜΒ* λοιπόν εϊι/αι οί πόλοι ταύττις τ?,; περιφερείας, (όρ, 5 ).Δεύτερον, i  «κτίς ΔΓ, κάβετος «Ίς τό έπίπεδον Α Μ Β , είναι καί κάθετος εις τό παράλληλον αύτου Z N H ' λοιπόν διέρχεται δια τού κέντρου Ο τοΟ κύκλου 2 Ν Η  (πρό, ι) ' λοιπόν έάν βπίζευχδωσιν αί πλάγιαι ΔΖ, Δ Ν , Δ Η , αΐ πλά. γι«ι αυται ισάκις δέλουν απέχει τ^ς κάθετου ΔΟ καί (Ιέ· λονν είναι ϊσαι» Αλλ’ όταν αί χορδαί ίναι ϊσαι, τα τόξα είναι ίσα" λοιπόν ολα τά τόξα Δ Ζ , Δ Ν , Δ Η , κ. τ , λ ,  είναι ίσα μεταξύ των* όθέν ή ς·ιγμ,  ̂ Δ είναι ά πόλο; τοΟ μικροί» κύκλου Ζ Ν Η , καί διά τον αυ*όν λόγον ιό ς-ιγμ'ό Ε είναι ΰ άλλο; πόλο;.Π ό ρ ι σ μ α  Α\ Κάθε, τόξον ΔΜ 'όγμίνον από μίαν ςιγμίν τόξου μεγίφου κύκλου ΑΛίΒ βίς τον πόλον του είναι Σν τέταρτον περιφερείας, τό όποιον διά συντομίαν βελομεν ονομάζει τ ε τ α ρ τ ν ι μ ύ ρ ι ο ν  ( quadrant), καί τό Τεταρτνιμόριον τούτο κάμ,νει εις τόν αύτόν καιρόν ορθήν γωνίαν με τό τόξον‘A M , Διότι, ούσν,ς τνίς γραμμκς ΔΓ κάθετου «ίς τό έπίπεδον Α Μ Γ, κάθε ίπίπεδον ΔΜ Γ δι’ αν τνί; διερχόμενον είναι κάθετον εί; τό έπίπεδον Α Μ Γ ( ι8,  δ }'. λοιπόν ‘ό γωνία τούτων των επιπέδων, vj, κατά τον ς  όρισμόν, ή γωνία Α Μ Δ  είναι όρΟνί.Β\ Διά να εΰρωμεν τόν πόλον δεδομένου τόξου A M , αγομεν τό άπροσδιορις-αν τόξον ΜΔ κάθετον εί; AM , λαμβάν'ομεν ΜΔ ίσον με τιτάρτν,μοριον, καί ιό τιγμκ Δ θέλει είναι εί; των πόλων τοΟ τόξου ΆΜ* νί αγομεν εις τάς δύο Α  καί Μ  τά τόξα ΑΑ καί Μ Δ κάίίεταεις Α Μ , ή ς·ιγμίι τ·?,ς συνδρομές Δ των δύο τούτον τόξων δέλει είναι ό ζητούμενος πόλος.
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f*· λγτιςγόφως, ίλν·τό άπόςτιμα τής ίΐγμής Δ άπ4 KaOiv τών mjAl(o)v A καί.Μίναιΐσον μί τεταρτημόριον, λίγω ί π  ή ?ΐγμή Δ θέλει είναι ό πόλος τοΟ τόξου Λ Μ , καί Ινταύτφ αί γωνίαι ΔΛΛ1, ΑΜΔ θέλουν ιίναι ορΟ*ι\Διό^ΐ ί?ω Γ  το κίντροντής βφαίρας, καί άς ά/Οώσιν αί ακτίνες ΓΑ , Γ4> ΓΛΙί ίπ*ιδή αί γωγί«ι ΛΓΔ, ΜΓΔ $Ιναι όρΟαί, ή γραμμή ΓΔ είναι κάθετος είς τάς δυο εύ* θείας ΓΛ , ΓΛΙ* λοιπόν Τ̂ναι κάθετο; καί ιί; το επίπεδός των* λοιπόν ή ςιγμή Δ είναι ό πόλος του τόξ<*υ ΑΜ> καί ίπομίνως «ί γωνίαι ΔΛΜ,  ΑΜΔ, είναι όρΟαί.• ΐ χόλι ον*  Δι* των ιδιοτήτων των πόλων δυνάμεΟα >* γράψωμεν τόξα κυκλου ίπί τής έπιφανιίας τίς σφαίρας μί τήν αυτήν ιύκολίαν μί τήν οποίαν γράφομεν αυτά ίπί ίπιπίδου ίπιφρνείας, Βλ^πομεν  ̂ παραδείγματος χάριν* δτι*ίάν ^ρίψωμεν τό τόξον ΔΖ'ή κχ8* αλλν,ν γραμμήν τοΟ αύτοό διαςτίμ*το$ /όλογυ̂ α τής ς^γμ^Δ* τό άκρον 
% Οίλα' γράψει τόν μικρόν κύκλον ZN fT  καί ίάν ς*ρίψω̂  μεν το τεταρτκμόριον ΔΖΑ όλόγυρα τής ςιγμής Δ, τδ ακρον Λ Οίλιι γράψει τόξον μιγίτου κυκλου τ· ΑΛΙ·Καν λάβωμεν χρβΧαν νά προεκ&άλλωμεν τό τόξον ΑΛΙ, ή έάν δίν βχωρ.βν δεδομίνας παρά μόνον τάς ςιγμάς A *αί Λ1 δια τΟν όποίων τό τόξον το&το πρίπει να διέλΟτ), κατά πρώτον προσδιορίζομεν τον πόλον Δ διά τής κοινής τομής δυο τόξων γιγραμμίνων Ικ τΟν ςπγμων Α καί Μ ώς Ικ κόντοων μί διάς^μα Ισον μΐ τεταρτκμόριον* είιρε-* δίντος τοΰ πόλου Δ , γράφομεν ίκ τής ςτγμής Δ ώς Ικ κίντρου καί pi τό αΔτο διάςημα τό τόξον ΑΛΙ καί τήν προεκβολήν του·.Τίλος, εάν λάβωμεν χρεί*ν από δεδομίνκν ς*ιγμήν Π  νά κχτεράτωμιν τόξον κάθετον ίπί του δεδομένου AM, προεκβαλλομεν τούτο εις 21 ϊως ού τό διάςκμα Π 2 νά $γαι looy μ} τιταρτκμόριον* ακολούθως ίκ τοΟ πόλου 2
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και. μΐ τ4 αύτο διάςτιμ* γραφομεν τb τοζον Π Μ , t i  οποίον ίΜλιι είναι το ζ/,τούμενον κάθετον τόξον;Π  Ρ  Ο  Τ  Α Σ  I  Σ  Ζ .Θ Ε i l  Ρ 1} Μ  Λ .Κάθε έπίπεδον κάθετον etc .τ4 ακρον τ ις  άκτινος elvai ίφαπτομινσν είς tV#v σφαίραν, σχ. aa6*Κς·ω Ζ Α ί ί  ίττίττεδον κάθετον είς'*τ& ακρον τ ίς  άκτίνος ΟΑ.* ίάν λν.φβ-Τί όποιονδ/ποτε'σνιμίΓον Μ  ίπ\ τούτου το5 επίπεδου, και ίιίιζευχθφ Ο  Μ  και A M , τ$ γωνία Ό Α Μ  Ο&ει είναι όρΟο, και ουτο)ς το διώριμα Ό Μ  θέλει είναι μ«ΐ>ον του Ο Α · Η  φϊγμιι.ΑΙ *ίνβά λοιπόν έκτος τ?,ς σφαίρας* καί/ επειδή το αύτο υπάρχει διά κάθε αλλε Λιμιΐον τον ίπιττεδου Ζ Λ Η , επεται ότ  ̂ τύ έπίπεδον τούτο άλλο κοινόν σνψιΐον με τήν σφαίραν δέν εχει παρά μύνον τό Α ’ λοιπόν άπτεται τ?,; έπιφα*ε(ας τνι; σφαίρας ( όρ> 4)·2/<5XVoai; ΔυνάμιΟα ωσαύτως να δεϊξωμεν ότι δυο οφαιραι μονον κοινόν σήμειον fyouv, και Ιπομίνως £· πτονταν άλλνίλων : όταν το άπος^μα τών κίντρων των ίναι ίσον με το άθροισμά ή τήν διαφοράν τΟν αχτίνων των* τότε τα κέντρα καί ή «τιγμή τ?,{ άφ?ί; είναι ίπ'ιύθείας»Π  Ρ  Ο  Τ  Λ  Σ  I  Σ  Η \Q 1ί Ω Ρ  Η  Μ  Α .Η γωνία Β Α Γ τήν όποιαν κοίμνουν μεταξύ των δύο τόξα μεγίς·ων κύκλων Α Β , Α Γ , είναι ίσν) μ ι τήν γωνίαν Ζ Λ Η , τον σ^ματιζομίννιν' είπα τας εφαπτομίνας τούτων των τόξων εις τήν <7ΐγμήν Α :  βχιι όμοίω; δια μ ίτοον τό τόξον Δ ίί, γραφύμβνον ίκ τ ίς  ς·ιγμής Α  ώς £κ τ;ολου μεταξύ τών πλευρών A JJ, Α Γ , προικβάλλομόνων έαν vjvai άναγκαΐον, σχ» aa6 .Διότι ή «φαπτομιννι Α Ζ , ήγμίνη ιίς τό ίπίπεδον τοδ' τόίου Α Β , είναι κά(|ΐτα; 4ΐς τήν ακτίνα Α Ο β ή Ιφαπτα-
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2.35μίνη Λ Η , ίΐγμίνη «U iiwceiov το5 τόξου Λ Γ , είναι χ«0ιτο;·«ς τήν «ΰτΐΐν αχτίνα Αθ'λοιμόν ί$ γωνία ΖΑ Η ιΐναι ϊ<η μ&τ^ν γωνίαν ίων ίπιπίδων Ο Α Β ,Ο Α Γ ( i f ,  5), ήτι» rlvcti ή τΩν τόξων ΛΒ,ΛΓ,  καί ίνιμειουται. δια ΒΑΓ,.. Παρομοίως, Ιάν το τοςΟν ΑΔ ίναι ία ον "(Π «τάρτο·■ μόριον, καθώς καί ΑΕ, αί γραμμαί ΟΔ, ΟΕ, ΟΛουν «ίναι κάθετοι εις Α Ο , καί ή γωνία ΔΟ Ε ΟΛει είναι «χόμνι ίοη |/Λ τήν γωνίαν τών ίιΛπίδιον. AOAj ΛΟΕ* λοιπόν τά τό- ξον ΔΕ είναι τδ μίτρον τίίς γωνίας τούτων των ΐπιπίδων, •if τδ μίτρον τής γωνίας ΓΛΒ.Πάρ ιτ μ  α* Αΐ γωνίαι τωτ> ΟφαιριχΩν Τριγώνων * μ̂· ττοροδν νά παραβάλλωνται μεταξύ των διά των τόξων μιγίς·ων χόχλων γιγριμμίνων ίχ τΩν χορυφων των,.ώ; Λχ πίλων καί μιτάξδ των πλωρών των περιε/μμίνων : δΟΐν ιδχολδν είναι να χάμωμεν γωνίαν ϊβϊ,νμι δεδομίν/,ν,2γόλιαν.  Αΐ  κατά κορυφήν γωνία»; ώς ΑΓΟ χ«1 ΒΓΝ είναι ίοαΓ διότι vf ή μία if »1 άλλη παντοτί δ’ναι τ$ τχτμ ματιζομίνίΐ γωνία από τά δυο ίπίπεδα ΑΓΒ, Ο ΓΝ,.Βλίπομεν ώααότως 5η · εις τήν ευνάπάνττ,σιν δυο τόξων Α Γ Β ,Ο Γ Ν , «ν διίο προβκείμιναι γωνίαι Α ΓΟ ,Ο ΓΒ ■ ομοΰ λαμβανόμίνιιι, ιαβδυναμοΰν πα'ντοτι μί δυο όρ()κς. ο/.. a38.
Π Ρ  Ο  Τ  A 2  I 2  Θ '.0  & η Ρ Η Μ Α .Δεδομίνου τοΰ τριγώνου ΑΒΓ, «αν Ικ τΩν ?ιγμ8ν Α-, Β , Γ·, ώς ί κ  πόλων, γραφΟΩβι τά τόξα Ε Ζ ,Ζ Δ , Δ Ε , τά όποία αχνίματίίξουν τδ τρίγωνον ΔΕΖ* κντίς-ρόφως αί τριίς ςτγμαί Δ, Ε , Ζ , Οιλόυν είναι οι πόλοι των πλευρών ΒΓ, Λ Γ, ΑΒ. σχ. aa?.Διόη Ιπειδή ή ςκγμή Α  είναι ό πόλος του τόξου Ε Ζ , τδ ,ίι«ςτ}μα Α Ε  είναι τεταρτχμόριον ίπιιυχ νί ο υ Μ



Γ είναι d πόλος νου τόξου Δ Ε , το διάτ»μ* Γ Ε  είναι παρομοίως τεταρτημοριον* λοιπόν-τί ςιγμίί Ε άπίχεί τέταρτη* μο'ριον άπό καΟέν τών σημείων A  καί Γ # είναι λοιπόν ά πόλος %του τόξου Α Γ  (6‘, πόρ, 3}* Ομοίως δείξομεν θτ*Λ είναι 6 πόλος του τόξου Β Γ, κ«ι Ζ 4 του τόξου ΑΒ.Π ο ρ ι ο μ α ; ,  Αοιπον τό τρίγωνον ΑΒΓ. δυνατοί να γρα^θ£ διά του ΔΕΖ, ώ; το Δ Ε Ζ διά του ΑΒ1\
Π Ρ Ο Τ Λ 2  I Σ V .Θ  Ε SI Ρ II Μ Λ .Των'αυτών κ ε ίν ω ν , ίκam  γωνία ένδς των τριγώνων Λ Β Γ ,Δ Ε Ζ , θέλες ,εχει διά μίτραν την ήμιπεριφίρειαν μιΐον τήν άπίναντι πλευράν εί; το άλλο τρίγωνον. σχ. 307·Ας προεκβλη&ωσιν, ίάν γ,νάι άναγκαΐον, αι πλευρά Α Β , Α Γ , ίως ου v i συναπαντ'οσωσι τλν Ε Ζ  εις* II και Θ ’ επειδή ή τιγμνϊ A elva; d πόλο; του τόξου Η Θ , *}k. γωνία Λ e/€i μετρον το τόξον Η Θ , Αλλα το τόξον ΚΘ , ως,καί τό ΙΙΖ , είναι τίταρτ/,μόριον, ίπειδή Ε είνςιι ο πόλος του Α Θ , καί Ζ ο πόλος του A H ’ λοιπόν Ε Θ  +  ΙΙΖ  ίτουται 

• γΑ ημιπεριφίρειαν, Τώρα Ε Θ γΜ Ι Ζ  $ϊν«ι τό αυτό με Ε Ζ -+ Η Θ *  λοιπόν τό τόξον ΙΙΘ  μίτρον της γωνίας A είναι ίσον με Ημιπεριφέρειαν μ*ιον την πλευράν Ε Ζ ’ ωσαύτως ή γωνία II ν/ i ι μίτρον £π «ρ.-"Δ Ζ, και η γωνία Γ , £ π ΐρ .-τ ;Δ Ε ,Η  ίδιότη; αυτή πρίπει νά $ν«ι άντίς·ροφο; μεταξύ τών δυο τριγώνων, διότι γράφονται κατά τον αύτόν τρόπον τό εν διά μίσου του ά'λλου.Όΰτω Οόλομεν ιίίρη ίτ ι «ί γωνίαι Δ, Ε , Ζ , του τριγώνου ΔΕΖ μετρουνται διαδοχικές υπό έ περ.-τΒΓ,^περ.— Α Γ , ίπ ε ρ ^ Α Β . Τφ  $ντι ή γωνία Δ, παραδείγματος χα'ριν, ?χιι μότρον τό τόξον ΒΗ. Τώρα Μ Ι ·+- Β Γ ^ ^ ίΙΓ  -4~Β]ε==3ίπερ. * λοιπόν τό Τ'*;ον Μ Ι, μετρον της γωνίας Δ ,^ ^ π ε ρ . Β Γ, καί οίί· τω διά τάς άλλας,
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■ Δ*Χχόλιον.  Up»«n νά· ffr,{Aiu5Tta{J.ev 5η Ικτδς τοΟ τρι  ̂γών·υ ΔΕΖ ίυνατόν νά ο^τ,ματισδώοι tpia άλλα άπό τήν κοινόν τομήν των τριών τόέων ΔΕ, Ε Ζ , ΔΖ,Λλλ'  ή παρούσα πριίτασις ίίν  ίχει χώραν παρά 5ιά το κεντρικόν τρίγωνον', το ότνοϊον ό'ιακρίνεται άπό τά τρία άλλα ίκ τουτου 5fi. «ΐ δυο γοινίαι Λ καί Δ κιίνται άπό'τυ αυτό μέρος τής ,ΒΓ, αί δυο γώνίαι Βκα; Κ άπό τό αύτό'|Αίρο; τής Λ Γ , και αί δυο γωνίαι Γ καί Ζ από τό αυτό μέρος τής Λ ft .. ( σχ· aa8 καί a27 )*Διάφορα όνο’ματα δίδονται εις τα δυ'ο τρίγωνα ΛΒΓ, ΔΕΖ*. */,[Αβίς Οάλο{Αβν τα ονομάζει τρίγιυνα πολικά.Π Ρ Ό Τ Α Σ Η  ΙΛ \Λ  II Μ Μ Λ .Δεδομένου τοΟ τριγώνου ΛΒΓ, έάν ίκ τοΟ «όλοι/ Λ καί μέ το διάςπιμα ΑΓ γρίκφϋ?5 τό τυξον του μικρού κύκλο υ ΔΕΓ* έάν ίκ του «'όλου Β καί με το διάςκμα ΒΓ γραφδή παρομοίως τό το'ξον ΔΖΓ, καί ίκ τής ςιγμής Δ, όπου τα τόξα Δ Ε Γ, ΔΖΓ τέμνονται, άχδωίίτά τόξα μεγιςιον κύκλων Λ Δ, λΒ' λόγω ότι τό οδτω σχτ,ματι* ζόμενον τρίγωνον ΑΔΒ Οέλβι έχει ίλάτου τα (/.όρη ίσα μό τα τοΟ τριγώνου ΑΓΒ. ,σχ. sag,. Διότι, ίκ τής κατασκευής, ή πλευρά ΛΔ·=ΑΓ,ΔΒ*=*=» Β Γ, ΛΒ είναι κοινό* λοιπόν τά δυο ταυτα τρίγωνα έχουν τα; πλευράς των ί*ας τήν κάδε μίαν μέ τήν κάθε μίαν. Λόγω τώρα ότι «I απέναντι *ίς τάς ίσα; πλευράς γωνίαι είναι Γσαι.. Tiji όντι, έάν ΰποδέσωμεν το κόντρον τής σφαίρας'εις Ο, ήμπορΟΰμεν νά φαντασδώμεν γωνίαν ceptotv σχτ,ματιζοαόνν,ν εις τήν ςιγυ.ήν Ο από τά; τρεις ίπιπέδους γωνίας ΛΟΒ, ΑΟΓ, ΒΟΓ* ήυ.πορουμ.εν ώσαότως νά φαντασδώμεν μίαν δευτέραν γωνίαν ςερεάν σχν,ματιζομένκν από τάς τρεις



Ιπιπίδου; γωνί*ς ΑΟΒ, ΛΟΛ, 1ίθΔ. Και ίπ£ι$ή «ίπλ»¥· ραί του τριγώνου ΑΒΓ Είναι Τσάι pi τας τοδ τριγώνου* ΑΔΒ, ϊπΕταιίτι αί έπίπίίοι· γωνίαι αί ίποιαι σχηρατίζου* την ρίαν τούτων τ&ν ς·*Ριων γωνιών «ίναι i<m pi τ«^ πέδου;.γωνίας αί όποΐαι σ£/,ρατιί/ΐυν τήν άλλην ς·|^ ^eiv γωνίαν, η κάΰβ ρία pi την κάΟΕ ρίαν* άλλ* ci; ταύ^ την την πΕρίς-^ν απΕ^χΟη (ίΐ3, 5) οτι τα έπιπίδαι^Ι τα όποια «υρίσκονται αί ΐσαι γωνίαι ισάκις κλίνουν ρΕτοΗ ξυτων* λοιπόν «ί γωνίαι του σφαιρικά τριγώνου είναι νσαι μ» τας του τρίγωνου ΓΑΒ, τούτοι Δ Λ Β - « ! ΒΛΓ) ΔΒΑ«»«ΑΒΓ, καί Α Δ Β ^Α ΓΒ 'λοιπ όν αί πλευραί καί «ί γωνίαι του τριγώνου. ΑΔΒ είναι ίσαι με τάς πλευράς καί τάς γωνία; του τριγώνου ΑΓβ.Σχόλι ον.  Η  ϊοο'τυ,; των τριγώνων τούδων -δεν ιίνκι όμως-απόλυτος η ΐπιΟεσιως ιτόη ς,' διότι' αδύνατον Μι-· λον είναι ,νά έφαρμόσωσιν ακριβώς τά δυο τρίγωνα, εκτό βεις ττ,ν περί^αβιν .καθ'ί|ν>/ίΟελον «ίναι ίσοσκελνί; Ή  περί. 
$ζ ό λόγος ΐσο'τνις .ίΐναι «Ktivvi τ·>,ν όποιαν ώνομώχαμενί ίσότ«τα εκ συμμε τρί ας ,  καί δι* αύτον τον λόγον καί τα τρίγωνα ΑΓΒ, ΑΔΒ Οίλομιν ονομάζει τρίγωνα,  συμμε τρι κά.Π Ρ Ο  Τ  Λ Σ  Ι 2  ΪΒ\Θ Ε ϋ  Γ ί-J Μ Λ.

a 33

Δυο τρίγωνα επί τν;; «υ.τνίς σφαίρας, π ■ ί»ί ίσων σ<ρ*ι« ρών κείμενα, είναι ίσα καθ’ .Φ,«των. τά: μίρν>, όταν ίχουν μίαν γωνίαν ϊσν,ν πέριεγομόνην μεταξύ πλευρών -αί όποίαϊ vqt-ν,ναι ίσαι γ, καΌε μία -με τ'όν. κάθε μίαν.Ι'ίς-ω νί πλευρά Α Β ^ Ε Ζ ,  .ιί «λευρα .ΑΓΰ=»ΕΗ> κ«| ·/, γωνία ΒΑΓ«=**ΖΕΙί’ το. τρίγωνον Ε ΖΗ  ιι μπορεί ν<< τεδί Η ί του τρ'ιγ'ώνου-ΑΒΓ, ,νΗπί του συμμετρικοί? του ΑΒΔ, καθ’ ον τρόπον ίπιγίΟινται δυο εΰΟόγραμμα τρίγωνα



• a3y
tyortir; μίαν γωνίαν ' ίσήν πιριίγομίνην μπαςΰ πλινρών ίσων. Λοιπόν Λ *  τα μίρή του τριγώνου Ε Ζ Η . Ο/λουν ίΐναι ίσα μ.Ι τα το*ϊ τριγώνου ΛΒ Γ, τούτίς-ιν Ικτΰ; τών τριών |/.ίρών τών ΰποτιΟίμί'νων ίσων, Οίλίι ίΐναι ή πλίυρά 1)Γ«“ Ζ Η , 'h γωνία Λ ΰ Γ = Ε Ζ Η , καί ή γωνία ΛΓβ^^=* Β Η Ζ. σχ. a3o.Π Ρ  Ο Τ Α  2  t 2  1Γ\Θ Ιύ Π Ρ Π Μ Λ .Δυο τρίγωνα έπι τ?,ς αΰτίϊ; σφαίρα;, Ά ίπί ίσων σφαιρών κιίμβνα, ίΐναι ίσα καθ’ δλά των τά μ/ρη, όταν έχυυν μίαν πλίυράν ίσην προσκβιμίνην «ΐ; δυο γωνία; ίσα; τ^ν χάΟί μίαν μ! τήν κάΟο μίαν.Διότι δυναμ,ίΟα νά ίπΜσωμίν ·τ4 ίν τούτων των τριγώνων ini τοΟ άλλου ri ίπί το3 συμμιτρικοΟ του,.ώ; txa- μαμιν ίΐ; παρομοίαν πβρίς-ασιν διά τά ίυύυγραμμα τρίγωνα. Β λ ί π *  προτ.  Ζ .  β ι β λ .  Λ ’.Π  Ρ  Ο  Τ  A 2  1 2  ΙΔ \0  Ε η  Ρ II Μ Λ.Εάν. δυο τρίγωνα ini τ£; αύτί5;ι σφαίρα;, η ίπί ίσων σφαιρών χίίμβνα, ίναι ίσο'πλίυρα μβταξυτων, Οσλουν Ίΐνα ι ώσαότως κάι ισογώνια, και αί ϊσχι γωνίαι Οίλουν ίΐναι· άπίναντι τών ίσων πλ»υρών.Τοδτο ίΐναι φανιρόν ίχ τ ί;  ΙΑ' προτα'σίω;, όπου ttio- μβν δτι μί τριΐ; δίδομίνα; πλιυρα; ΑΒ, Α Γ, ΒΓ δυο’μό-· νον τρίγωνα Λ ΓΒ , ΑΒΔ δυνάμβΟα να σ/^ματίσωαίν, δια* φορίτικά μίν ώ; προ; τίν θόσιν +ών μίρών, άλλ’ ίσα «;· προ; τ& μίγιΟο; τβν ιδίων τούτων μιρών- Λοιπόν δύο τρίγωνα ισύπλίυρά μβταξυ τών *Tvai vj· άπολυτω; ίσα, $  τούλάγις-ον ίσα Ϊλ  συμμίτρία;” κ«ΐ τί; τά; δύο πβρ»7α- βκ; ιίναι ισογώνια, καί αί.ίβχι γωνίαι ίΐναι άπίναντι τών isoty χλιυρών. σχ. αοι}·



η ρ ο ϊ  a 2 ! 1  ιε'.Ο Γ , ί Ι Ρ  Η Μ AΤΕις κάΟ* σφαιρικόν ισοτκΛό; τρίγωνον al απέναντ; των ίσων πλωρών γωνίαι aivat ισαι4 καί αντιφρο'φω;, ίαν δυο γωνίαν ίνό; αφαιριχοδ τριγώνου ίνκι ια*ι ,  τό τρίγωνον 0έλ« eivai ισοσκ*λίς>ι , ς* Ες-ω'Α πλιυρ* Α Β ^ ^ Λ Ι1* Vfyo δη Oftei ·Τναι4 γωνία Γ  “  Β ; διότι, έάν από νόν χορυφ̂ ν Α  αχΟνί «ίς τίιν ς-ιγ^ν Δ, μίτον r / j f  βοίαβως, τό το'ζον Α Δ , τα δυο Τρίγωνα Α Β Δ, ΑΔΓ, θέλουν *χιι τά$ Τρίϊς ι&ΐυράς ΐσας Τ/,ν κ;ίΟβ μίαν μέ rjv  κά$* μίαν' τ ο ύ τ ο ι ΑΔ κοινήν, ΒΛ »» ΔΓ, καί Α Β " · Α Γ :  λοιπήν, κατά τό προλαβόν 0*ώ·
ρ4μα, τά τρίγωνα τα3τα θέλουν ?χ*ι τα$ γωνίώς ϊσας,καί βίλ« e lm  Β==*Ι\ ο/* α3ι**.** Ε?ω ή γωνία Β“ »Γ* λέγω ότι όίλη ιϊναι ΑΓ«±=· Α Β : διότι έάν 4 πλβυρa AB δέν ίναι ΙΓστι τνί Α Γ , ί?<0 ΑΒ 4 μεγαλ/,τέρά τών δυο, ας λκφβφ Bt) *=■  Α Γ , καί £ζ 
Ιπ&υ’/Ρ'ή Ο Γ . Λί δυο πλιυραί ΒΟ, Β Γ, «ίναι ισαι μ ΐ'τα ; δυο Α Γ , ΒΓ' >5 π*ριιχομένν) γωνία ΟΙ1Γ ιίπό τά; πρώτας eivai iovj. μ)* τήν ffspuyopem από τάς διυτίρας ΑΓΒ* Λοιπόν τά δυο τρίγωνα ΒΟΓ, ΑΓΒ , ί/ουν καί τά αλλα των μέρη-ίσα (πρδ« α ι ), Ιπομίνω; 4 γωνία ΟΓΒ— *Α 8 Γ : άλ)ά, έ$ υποΟέσ^ω:* 4 γωνία ΑΒΓ«=*ΑΓΒ’ λοιπόν νίΟβλιν «ϊνβι ΟΓΒ=*™ΑΓΒ, δπ*ρ αδύνατον1 άδιίναϊον λοιπόν να ύποτ*9·$4 Α Β  διαφοριταί τ7>; ΑΒ4 «I πλιυραί άρα Α Β , Α Γ, απέναντι των ίσων γωνιών Β και Γ , «Ιναι ΐσαι, Χχόλιον.  II αότό «ποδιιζι; διικνίιι δ η  4 γωνία Β Α Δ ^ Δ Α Γ , κοΛ 4 γωνία Β Δ Α ^^ Α Δ Ι1' λοιπόν αίδυο αύται τιλιυϊαΤαΙ ιίναι <3ρ0αί* άρα τό ιίγδμβνον τδζον  από τ4ν κο ρ υ φή ν  \  νό<; ίσο σκέλους σφαιρι κό 3 τ ρ ι γ ώ ν ο υ  ι ί ς  τ ό  μ έ σ ο ν  τνίς β ά σ ι ώς  του ·Ιν « ι

ί φ



a4tft a Ο»τον «ίς τ α ύ π ι ν  την β α α ΐ ν ,  Κ κι τ ί  [Λ ν « ς & ί χ «  τήν γ ω ν ί β ν  τής κορυφής.Π Ρ Ό Τ Α Σ Η  Κ \0 Ε Ω Ρ 11 Μ Α,Εις αφαιριχον τρίγωνον το Λ Β Γ , idi ή γωνία Α  ίναι μείζων τίς γωνίας Β, ή πλευρά ΒΓ άπίναντι τής γονίκς Λ  Οίλει είναι μίιζων τής πλίθρας Α Γ  άπίναντι της γωνίας Β* άντιτρο'φως, ίάν ή πλευρά ΒΓ εΤααι μεί^ων της Γ Α , ή γωνία Α  θέλει clvr.i μείζων τής γωνίας Β . αχ, ^32.ί  ,βν Εςω. ή γωνία Α > Β, άς γιν/j ή γωνία ΒΑΔ·=^ Β , θέλει είναι Α Α - »  ΔΒ (πρ4. t5 ): άλλα ΑΔ +  ΔΓ εί* ναι μεΐζον άπ5 Α Γ ' αντί τής ΑΔ τεΟείαης της ΔΒ, θέλει klveti ΔΒ 4· ΔΓ ή Β Γ >  Α Γ ,
2 . ”  Υποτεθείτης τής Β Γ >  Α Γ , λίγω οτι θέλει είναι ή γωνία Β Α Γ  μείζων της ΑΒΓ: ίιοτι, ίάν Β Α Γ  ίτον Γσνι (Λ Α Β Γ , νίΟελίν είναι ΒΓ— Α Γ' ίάν i i  ΒΑΓ < Α Β Γ , κατά τά άποίιιχΟεντκ, ίδδλεν είναι ΒΓ <ΑΓ* οπιρ ίναν- τιουται είς τήν ίιποδεσικ ^Λοιπόν 5) γωνία Β Α Γ είναι μείζων της Λ Β Γ .Π Ρ 0 Τ Α Σ Ι 2  Ι Ζ\Ο Ε Β  Ρ  Η Μ Α.Εαν αί 5υο πλευράν ΑΒ, ΛΓ, το5· σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ ?,ναι ϊσαι μ& τας δυο πλευράς Δ Ε , Δ Ζ , του τριγώνου ΔΕΖ ιπ\ μιας ίσης σφαίρας χαραγμίνου, έχν εις τον αύτ&ν καιρόν ή γωνία Α  ίναι μειζωγ της γωνίας Δ , λέγω δτι ή τρίτη άλευρα ΒΓ του πρώτου τριγώνου θίλει είναι μείζων της τρίτη* Ε Ζ του δευτε'ρου. σχ. a33.Η  αποδε^ς είναι κατα πάντα όμοια μδ τήν r f t  προ-· τάσεως I ' , βιβλ. A r. ζ6



ϊ4* Π Ρ  Ο  ϊ  A 2  1 2  I f f .Θ Ε Α Ρ Η Μ  Α.Εάν δύο τρίγωνα επί χχς αντϋς σφαίρας ή Ιπ\ ίσ<.>Λ σφαιρών χαραγμένα ίναι ισογώνια μεταξύ των, . δε'λουνΙ elv*i καί ισόπλευρα,Ες*ω«αν A καί Β τά £ιίο $ε$ομίνα τρίγωνα, Π . καί Κ. τά πολικατων’ έπ«>$ή * ί γωνίκι των τριγώνων Α καί Β 4we; ϊσαι, αί πλιυραί των πολικών Ι ί  καί Κ  &A<m ιΐναι ϊσαι (προ ί ο ) ;  άλλ’ Ικ τοΟ $τι τά τρίγωνα Π καί Κ  clvat ισόπλβυρα μοταξυ των, ίποται ίτ ι  ιίναι καί ισογώνια (πρά. ι 4 ) '  τίλο;, έκ το5 ο η  *ι γωνίαι τών τριγώνων Π  καί Κ ιίναι ισαι, Ζπιτα; (προ', ίο) δ η  «ί πλευρά των πολικών Α. καί Β είναι ϊσαι. Λοιπόν τα ΐσογώνιχ τρίγωνα Α καί Β είναι εϊς τον αυτόν καιρόν καί ισόπλευρα μεταξύ των.Ημποροϊμεν άκόμνι να άποδείξωμεν τίν  αυτόν ττς'ί— τασιν χωρίς νά συνδράμωμεν είς τά ποδικά τρίγωνα κατά τον ακόλουθον τρόπον.Εςωσαν Α Β Γ ,Δ Ε Ζ , δύο τρίγωνα ίσεγώνια μεταξύ των, εις τρόπον ώς*ε Α “ = ·Δ , Β ^ ^ Ε , Γ ^ ^ Ζ* λέγω ότι 0O.it είναι ή πλευρά ΑΒ <=«* ΔΕ, Α Γ “ *·Δ Ζ , ΒΓ ■ » Ε Ζ . σχ. »34·Επί τ'Λς προεκβολής των πλευρών Α Β , Α Γ , άς λνιφΟτί Α Η ·=>ΔΕ, καί Α Θ = “ Δ Ζ ’ ας έπιζευχδίί Η Θ  καίας προ- εκβλτ,ίώσι τα τόξα Β Γ , Η Θ , ?ως ου να συναπαντνιΟώσιυ εις I  καί K.f.Α( δυο πλευραί A H , Α 0 , είναι, έκ τις κατασκευές ιβαι μό τάς δυο Δ Ζ , Δ Ε ' 'h περιεχόμενά γωνία Η Α Θ = — Β Α Γ  «*»ΕΔΖ* λοιπόν ( πρό. ia )  τά τρίγωνα Λ Ι ϊΘ , Δ Ε Ζ , είναι ίσα καθ’ όλα των τα μέρνι, λοιπόν ij γωνία Λ 110*=» ΔΕΖ«*=»ΑΒΓ, καί ή γωνία Α Θ Η ^ Α Ζ Ε  ■ = Λ Γ Β .• Ε ί; τά τρίγωνα 1ΒΗ, Κ.'ΒΗ,·ό πλευρά ΒΗ  είναι κοίν$, VI γωνία IHBp— HBK'· καί l im h  IH B -f· ΒΗΚ.’ ΐσουταε



μΛ δυο όρθάς, καθώς καί 11ΒΚ’-+-ΙΒ Η  , έπιται ότι Β Η & '^ ίΒ Η . Λοητον τά τρίγωνα ΙΒ Η , Η Β Κ', είναι ισα ( πρό. 1 3 )· V  Μ  -  ΒΚ/, καί 1Β -  Η Κ \Παρομοίως, iir βιδή ή γωνία Α Θ Η = » Α Γ Β , ου μπαρ αίνο (/.tv ότι τά τρίγωνα 1Γ®, Θ Γ Κ ,  έχουν μίαν πλευράν ισην προσκειμένων εις δυο γωνίας ίσας* λοιπόν είναι ίσα* άρα ΙΘ<— Γ Κ ', καί © Κ '~ »ίΓ .- Τώρα, έαν εκ των ίσων ΒΚ.’, IH , άφαιρεθώοι τα ίσα Γ Κ ,  1Θ, τα υπόλοιπα Β Γ , Η Θ , θέλουν είναι ίσα. Αλλως ή γωνία ΒΓΑ  ™  A 0 H , κα ί'ί γωνία Α Β Γ*^ Α 0 Θ . Λοιπόν τα τρίγωνα Λ Β Γ , Α Θ ΙΙ , έχουν μίαν πλευράν ίσην προσκειμένων εις δυο γωνίας ίσας* λοιπόν είναι ίσα: άλλα τό τρίγωνον Δ Ε Ζ  «ίναι ίσον καθ’ όλα του τά μέρνι μ» τό τρίγωνον ΑΘΗ* λοιπόν «ίναι ίσον καί μέ τό τρίγωνον Λ Β Γ , καί θέλει είναι Α Β =>Δ Ε , Α Γ ΔΖ, ΒΓ =* ΕΖ* κρα, έςν δυο σφαιρικά τρίγωνα ίναι ισογώνια μεταξύτων, αΐ απέναντι πλευραί εΐς τάς ίσας γωνίας θέλουν είναι ίσαι. Σ χ ό λ η ν .  Η  πρότασις αυτή δέν υπάρχει εις τά *ύ· ίίγραμμα τρίγωνα, οπού άπό την ισότητα τών γωνιών ίλλότι δέν συνάγεται παρά ii αναλογία των πλευρών. Λλλ’ ιδκολον είναι να δώσωμεν λόγον της τοιαότης διαφοράς ϊ(τι; κατά τοΰτο υπάρχει μεταξίι τών εύΟυγράμμων Hal σφαιρικών τριγώνων. Εις τήν παρούσαν πρότασιν, καίω; καί ιίς τας προτάσεις IB ', ΙΓ*, ΙΑ* καί ΙΖ ', εις τάς έποίας γίνεται λόγος περί της συγ/,ρίσεως τών τριγώνων, λίγομεν έκφραςτκώς ( exprdiemcnt) ότι τά τρίγωνα ταυ- τα είναι χαραγμένα ίπί τίς  αυτής' σφαίρας νί έπί ίσων σφαιρών. Τώρα τά όμοια τόξα «ίναι ανάλογα τών ακτινών* λοιπόν έπί ίσων σφαιρών, δυο τρίγωνα δέν ^μπορούν να ivat όμοια χωρίς νά ίναι ίσα. Δέν είναι λοιπόν θαυ- μαςόν ότι h ΐσότης τών γωνιών συνεπιφέρει τίν ισότητα τών πλευρών.

243



Δΐν τίδίλίν «ναι το αύτο ίαν τα τρίγωνα ήσαν χαραγήI  να «πI άνισων σφαιρών. 'Γότί δια τ/)» ισότητα των γωνιων τά τρίγωνα άίθβλον tlvai «{iota, και αί ομόλογοι πλίυριί ίδ&ον ίίναι [Λίταξιίτων ώς «ί άκτιν« τών «φοδρών. (ι|Π  Ρ  Ο Τ  A 2  I 2  Ιθ \Θ  Ε Ω Ρ  Η Μ Α .Τα aQpotape τών γωνιών κάβί σφαιρικού τριγώνου ίϊναι (χιχρότβρον άπο ϊζ και μεγαλνίτιρον άπδ τίσβαρας cpOafi Διότι ι .«  κάθδ· γωνία ένδς σφαιρικού τριγώνου δίν  ̂μικρότερα άπο ίυο όρθάς ( βλί πβ τό 2ζη ς σχόλ ι ο  ν)ΐ λοιπόν το άθροισμα τών τριών γωνιών δίναι μικρότβροί «πδ ίζ  δρθάς·
---------------------------- —------------------------------------- ----------------- 4

( ι )  EJ; τΐν ΚΓ* προτασιν του /piJUtou Αιτιίιίχδη ίτι ίαν ίό  
Τ«ριαΙ γωνίαι σύγκηνται ά*ο τριί; ί* ι* ίί ·υ ; γωνίας Γσα; τκν χά$ 
μίαν μΐ ττιν χάΟι μίαν* αί χλίσιις των <πι*έίων ιίς τά ϊποία ιύρίΐ 
σκίνται αί Γσαι γωνίαι ιίναι ισαι μιταξυ των· Τώρα ιΓναι άλκδιτ, 
και ή άντίτροφος: *άν τα ^πίπι^α £υο τριάρων ς·*?*ών γω<
νιών Ισάκις κλίνουν μιταξ6 των» αί Ιπίκι^οι γωνίαι αί όκοΓαι *6ρί« 
σκονται ιίς τάς I πίπιζα ιών ίποίων ιδ κλίσις ίΤναι tan ιίς τάς £ύι 
ςίριάς γωνίας» Ο/λουν ιίναι παρομοίως ισαι ( βλέπι £ιά τίν άποίιιξι; 
tvil άντισρά?^ ταύτν,ς προτάτοως les reciproquea Jo 1κ Gen; 
TOC trie par Μ» Gamier) ’ τούτου τ ι0*ντος, ίταν Ajo τρίγωνα iif 
τίς αύτΥΪί σφαίρας V) έπί ίσων σφαιρών ίναι ισογώνια, £ταν ίν,ι 
λαΜ αί χλίσιις των έπιπέΐων νί των lfy&v των πυραμίδων των ύπο| 
ων βάσιις ιίναι τα παραβαλλομινα τρίγωνα ίναι Γσαι $ κάΟι μί* 
μί ττ*ν κάβο μίαν» το το « ί ίπίπς^α γωνίαι αί Ιποιχι σχκματίζοίη 
ττιν πρώτην ς·*Ρ*άν γωνίαν ιΓναι Γ<Λι μι τά; ΙσιπΙ^ους γωνίας <* 
δποιαι σχηματίζουν τίν ^ιυτίραν ς·ιρι*ν γωνίαν* καί ίπιιΜ αί ttrf< 
ττιίοι γωνίαι ίναι ίσαΐι ακόλουθη ίτι τά τοςα τά όποια μιτροΐή 
ταιΤτας τάς γωνίας τί αί *τ>ιυραί των σφαιρικών τριγώνων ιΓναι Γσβ 
το κάθι U μί το κάΟι ίν, βταν ίναι χαραγμίνα ίάί τκ; αυτί; βφαίι 
ρα;  ̂ Ιπί Γσων σφαιρών* ανάλογα ίέ  τών άκτίνων ίταν ίναι χαρα̂  
γμίνα i%\ άνίσων σφαιρών* ^ιοτι tori μιτρουντα γωνίας «ίς τσ κιν* 
τιον ίσας ιίναι ζρψ.*, καί ιά  ίμοικ τόξα δίναι στμσς άλλκλα ώς αί 
άκτίνις Ο , Μ ,



a45a.** Τό μίτραν κάθε .γωνίας ίνός σφαιρικού τριγώνου είναι Ισον μό τήν ήμιπεριφέρειίιν μεΐον ή' άντις·οιχο5σα πλευρά-τοδ πολικοϊ τριγώνου (πρό. to)* λοιπόν τό άθροισμα των -τριών γωνιών ϊχει μότρον τρεις ήμιπεριφερείας μείον'τό άθροισμα τών πλευρών του πολικοί τριγώνου. Τώρα τό τελευταιον τοΟτο άθροισμα είναι μίκρότερον περιφέρειας (προ'. 4)* λοιπήν, ίάν άφαιρίσωμεν το τοιοΰ* τον άθροισμα άπό τρεις ήμιπεριφερείας, έπ.ειδή αφαιροδ* μεν ποσότητα μιχροτίραν περιφέρειας, τό υπόλοιπον θέλει είναι μεϊζον ήμιπεριφερείας, ήτις είναι τό μίτρον δυο ορθών γωνιών* λοιπόν a .4» τό άθροισμα των τριών γωνιών ίνός σφαιρικοί τριγώνου είναι μείξον δόο όρθών.Π ό ρ ι σ μ α  Α \ Τό άθροισμα τών γωνιών ίνός σφαιρι- κοδ τριγώνου δέν είναι ςαθερόν ώς τέ τών εύθυγράμμων τριγώνων* αλλ* μεταβάλλεται από δυοαρθας γωνίας έως 2ξ, χωρίς ούτε μό τό !ν ούτε μέ τό άλλο όριον να ήμ- πορ| νά γένη ίσον. Ουτω δυο γωνίαι δεδομέναε δεν Λάμνουν γνως-όν τήν τρίτην.Π ό ρ ι σ μ α  Β .̂ Τρίγωνον σφαιρικόν ήμορεΓ να ίχη δόο ή τρεΤς όρθάς γωνίας, δυο ή τρεις αμβλείας.Εαν τό τρίγωνον ήναι δισσορθογώνεον,  τούτές-ιν 
1/Ά δυοτών γωνιών του Β καί Γ  όρθάς, ή κορυφή Α  Θέλει είναι ο πόλος τής βάσεως ΒΓ (πρό. 6)' καί αί πλευραί ΑΒ, Α Γ , θέλουν είναι τεταρτημόρια, σχ. α35.Εαν Si κάι ή γωνία Α ήναι όρθή, τό τρίγωνον ΑΒΓ θέλει είναι τ ρ ι σ α  ορθογώνιον,  ολαι του αί γωνίαι θέλουν είναι ίρθαί καί αί πλευραί του τεταρτημόρια. Τό τρισσορ- Οογώνιον τρίγωνον περιέχεται οκτώ φοραΤς εις τήν έπιο,ά* νειαν τής σφαίρας* τούτο γίνεται φανερόν άπό τό αχν̂ /.α 236, υποτιθεμένου που τόξου Μ Ν  ίσου μό τεταρτημόριου.Σ χ ό λ ι ο ν .  Εις τα προηγούμενα, συμφώνως με τόν ?. ορισμόν, «ποθέσαμεν ότι τά σφαιρικά τρίγωνα έχουν πάντ



τοτετάς πλευράς των μικροτέρας.τίςΗμιπβριφερείας· το επεται ότι αί γωνίαι είναι'πάντοτε μικρότεραι δύο ίρθώ* διότι, £αν ή πλευρά ΑΒ τ,ναι μικροτέοα τίίς Ήμιπεριφι ρείας, καδώς καί ή Α Γ , τα τόξα ταυτα πρέπει* να προ εχ βληθούν καί τα δύο δια να συναπαντη0οδ\Γ ff{ Δ . Τώρ αί δύο γωνίαι Α Β Γ, ΓΒΔ, όμοδ ληφδεΐσαι, χαίνουν δ\3 4ρ0άς* λοιπόν Αγωνία Α Β Γ  μονωτής elvpec μικροτέ^ δύο ορθών· οχ* aa4·Παρατηρουμεν όμως o n  υπάρχουν σφαιρικά τρίγωνι των όποιων μερικαί πλευραί είναι μεγαλνίτ&οαι της Ημι περιφέρειας, καί μερικαί γωνίαι μεγαλΗτεραι δύο ορθών! διό*ι έάν προεκβλνιδίί Η πλευρά Α Γ  άκεραίαν περιφέρεια Α Γ Ε , ο,τι μίνει ,  άφ* ου άπο τδ Ημισφαίριων άφαιριδ} τδ τρίγωνον Α Β Γ , είναι -νέον τρίγωνον, το οποίον Ημπορεί να σημειωθεί ωσαύτως δια ΑΒΓ, καί του οποίου αίπλευρα( είναι Α Β , Β Γ , Α Ε Δ Γ · Βλέπομεν λοιπόν ότι Η πλευρά Α Ε Δ Γ  είναι μείζων τ ίς  Ημιπεριφερείας ΑΕΔ* άλλ’ εις τομ αυτόν καιρόν Η εις Β απέναντι γωνία ύπερέχει δύο δρΟάή κατα τΗν ποαότητ* ΓΒ Δ .Ο  λόγος δό δια τον όποιον «πικλείσαμεν άπα τόνι ορισμόν τά τρίγο)νιε :ών όποιων αί πλευραί καί αί γω-ι νίαι είναι τοιούτου μεγέθους, είναι ότι Η λύσιςτων Η Η προσδιόρισις των μερών των ανάγεται πάντοτε εις τήν λύσιν των τριγώνων τα όποια περικλείονται εις τον ορισμόν* Τω ό'νη βλέπομεν ευκόλως ότι ίάν αί γωνίαι καί αί πλ;υραί του τριγώνου ΑΒΓ Ηναι γνως-άι, αμέσως γίνονται γνωταί αί γωνίαι καί αί πλευραί του τριγώνου του ίδιου ονόματος το όποιον είναι τό ύπολοίπον του Ημισφαιρίου*
Π Ρ Ό Τ Α Σ Η  Κ\ Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Ο  άτρακτος A M B N  A  είναι πρός τόν επιφάνειαν τνίς σφαίρας ώς Η γωνία M A N  τούτου του ατράκτου είναι



πρνς τίσσαρ'ας όρΟας, ή ώς τό τόξον Μ Ν μέτρον ταύτης τής γωνίας πρός τήν περιφέρειαν. αχ. a36.Ας δποθέσωμεν κατά πρώτον ότι τό τόξον ΜΝ είναι προς τήν περιφέρειαν ΜΝΓΙΚ εις λόγον συμμετρικόν, φερ’ είπεΐν, ώ; 5 προς 48· Διαιρούμε* τήν περιφέρειαν ΜΝΠΚ. είς 48 ϊσ« μέρη, έ* τών όποιων Μ Ν  ΘΑει περιέχει 5* ένόνοντες ίπιιτα τόν πόλον Λ καί τα σημεΓα τ/5 διαι- ρέσεως διά τεταρτημόριων περιφέρειας, θέλαμεν έχει 48 τρίγωνα 4ΐς τό ήμισφαίριον Α Μ Ν Π Κ , τά όπαίά Θέλουν •είναι ίσα μεταξύ των, ώς ίχοντα όλα των τά μέρη ίσα. Η όλη σφαίρα θέλει περιέχει λοιπόν g6 τοιαΰτα μερικά τρίγω*' να, ό δό άτρακτος ΑΜΒΝΑ ίο* λοιπόν ό άτρακτος είναι προς τήν σφαίραν ώς to προς g6, η ώς 5 προς 48, τουτέςΊν ώς τό τόξον Μ Ν  προς τήν περιφέρειαν.Εάν τό τόξον Μ Ν  δέν ήναι συμμετρικόν μέ τήν περιφέρειαν, διά το3 αΰτοΟ συλλογισμοί; του όποιου ήδη εςδομεν πολλά παραδείγματα, ήθέλαμιν αποδείξει οτι ό άτρακτος είναι πάντοτε προς τήν σφαίραν ώς τό τόξον JIN  προς τήν περιφέρειαν.Π ό ρ ι σ μ α  Α*. Δυο άτρακτοι είναι μεταξύ των ώς αί ίδια; των γωνίαι.Πό ρι σμα Β\ Ειδομεν ήδη ότι όλη ή επιφάνεια της σφαίρας ισοΰται μέ όκτώ τρισσορθογώνια τρίγωνα (πρό. iy)* ίάν λοιπόν τό έμβαδόν ίνός τοότών των τριγώνων ληφθη ώς μονάς, ή έπιφάνεια της σφαίρας θέλει πα^ησιασθϊί διά 8, Τούτου τεθίντος, ή έπιφάνεια τού ατράκτου του όποιου ή γωνία είναι Α  θέλει έκφρασθίί δια 2Α(εννο·υμενου όμως οτι ή γωνία Α  «κτιμάται επί της όρδής λαμβανομένης ώς μονάδος)' διότι έχομεν 2 Α : 8 : : Λ : 4 ·  Εδώ λοιπόν είναι δύο διαφορετικαί μονάδες' ή μία δια τάς γωνίας, καί είναι η ορθή* ή άλλη διά τάς έπιφανείας, καί είναι τό τρισ*
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*48σι^ογώνιον τρίγωνον, ή τό σφαιρικόν τρίγωνον του οποίου όλκι αί,γώνίαι eivat όρΟαί, καί αί πλευραι τεταρττ,μο'ρια περυρερείας,2 χ ύ λ ι ο ν .  t)  σφαιρικός δνυξ 4 περιεχύμενος ύπο των επιπέδων Α Μ Β ,Α Ν Β , είναι προς τόολον fepeov τής σφαίρας ώς ή γωνία Α  προς τ/σσαρας ορΟάς; διότι δταν οί άτρακτοι ίναι loot, οι σφαιρικοί όνυχες είναι παρομοίως ίσοι; λοιπήν δύο σφαιρικοί όνυχες είναι μεταξωτών ώς αί σχτ,ματίζομε· ναι γωνίαι από τα ίπίπεδα όπου τους περιέχουν, ( ι)  
Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  ΚΑ\. Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Δυο σφαιρικά συμμετρικά τρίγωνα είναι ισα κατά τήχ ίπΐφάνειαν* . ,Ες-ωσαν Α Β Γ , Δ Ε Ζ  δύο συμμετρικά τρίγωνα, το ύ το ι δύο τρίγωνα τά όποια δχουν τάς πλευράς ίσας, Α Β  Δ Ε ,

(Ο  Η αυτή άναλογία ^τις δπαρχιι μιταξύ του arpa'xm καί τάς 
#πιφανιίας ττ; σφαίρα; Οπάρχιι μιταξυ του σφαιρικού σνυχος καί του 
ς-ιριοΰ τ ίς  σφαίρας* <Μτι tv ω* φπςτιΟιμινου του λογου του το'ξου 
MR προς τν.ν ί \ην πιριφίριιαν ώς $ πρίς 48* άτκίιικνύομιν ίτ ι 
ύ ίλπ σφαίρα περιέχω g6 τρίγωνα» έν μ I άτρακτος ίο» βλίπομίν 
Ινταυτώ ίτι το ολσν · ς*«θν rfi; σφαίρα; πιριέχ^ gO ίσας σφαι^κας 
πυραμίδα;» ί νώδ σφαιρικές$νυξ τοΒ ίποίου βάσις ιίναι 6 παραβαλ
λόμενος μέ τήν Ιπιφάνιιαν τής σφαίρα; άτρακτος πιριιχιι ίο* λοιπδν 6 σφαιρικές ίνυξ ος·ις ίχ*ι ίιά  βάσιν τούτον τ£ι άτρακτον iTvat προς 
το £λον τιριίν τν ; σφαίρα; ώς ία πρδ; 96 i  ώς 5  πρός 48» του-» 
τές-fj ώς ή γωνία Α  προς τίσσαρας όρ9ά;* καί * αύτΑ ή αναλο- 
γία &τ*άρχιι έάν ή γωνία A iiv  ήναι ιίς λογον συμμίτρικον μι τάς 
τισσαρας όρΟάς* απ^ άλλο μέρος tl^oy.iv ίτι το τρισσορΟογωνιον τρί
γωνον π*ρ»χΓται όκτώ φοραϊς ιίς τΑν ίπιφάνι’αν τίς σφαίρας* Λχ£. 
ιυχολω; βλέπομιν άκομ* στε Λ πνραμίς άης ίχιι ίιά £άσιν το τρισ- 
σορΟογώνιον τρίγωνον πιρωχιται ιίς το ολον ?ιριίν τπς σφαίρας οχτώ 
φοραΤ;’ i » t  λαπν τ. νπραμις atfm λν,φΟρ ώ$ μονάς,^το ς-ιριίν της 
σφαίρας ftftci ίκφρασΟν; £;α 8· Λρα ο σφαιρικές ονυξ του τ̂τοέαα κ 
γωνία είναι Α ικφράζιται <5“ικ αΑ· Καί ιί;. άλλος τοΰ 6ποιου yj γω
νία ιϊναι Β Οιλιι ixvpaoOf ίεά αΒ’ λςιχόν ί  πρώτος προς τον Μυτε
ρόν * * Α  · Β# Ο. Μ*



'Α Γ « *Δ Ζ , Γ Β ~ -Ε Ζ , καί τών οποίων ίριως είναι αδύνατος· ί  ίπίΟεαις* λίγω δη ή Επιφάνεια ΑΒΓ είναι ίση (Ai την Επιφάνειαν ΔΕΖ. σχ. a3;r.Ες-ω Π 6 πο'λος του μικροί) κύκλου ίς*ις διέρχεται διά τών τριών σημείων A , Β, Γ  (ι)4 απδ τήν ςιγ^ήν ταύτην άς άχδώσι τα ίσα τόξα (πρύ. 6) ΜΑ, ΠΒ, ΠΓ* εις τήν ςιγμήν Ζ  ας γένψ $  γωνία ΔΖΚ =·«ΛΓΠ , τ& τόξον Ζ Κ “  ΓΠ> καί άς ίνωΟώσι ΔΚ, Ε Κ .Α ί πλευραΓ ΔΖ, Ζ Κ , είναι ισαι μ& τάς πλευράς Α Γ , Γ Π , ή γωνία ΔΖΚ.«*»ΑΓΙΓ λοιπόν τά δυο τρίγωνα ΔΖΚ, Α Γ Π  ctvou ίσα καΟ* δλατων τά μ<ρη (πρύ: ia ) ‘ λοιπδν 
ή πλευρά Δ Κ « " Α Π , καί ν5 γωνία ΔΚΖ*=*ΑΠΙ\Εις τά πρότεδέντα τρίγωνα ΔΖΕ, ΑΒΓ επειδή αί γω- νίαι Δ Ζ Ε , ΑΓΒ, άπίναντι τών ίσων πλευρών. ΔΕ, ΑΒ είναι ίσαι, (πρύ. ι ι ) ,  Εάν άφαιρεΟώσιν απ' αύτάς αί γωνία; ΔΖΚ, Α Π Τ  ίσα; Εκ της κατασκευής, μένει ή γωνίε* ΚΖΕ ίση μέ τήν ΗΓΒ. Αλλως αί πλευρά; Κ Ζ , Ζ Ε , είναι ίσα;(t) Ο χόχλος $<;ις ίιίρχίται ί ι ά  τών τριών σημί'ων A, Bi Γ, f\ Ις*ις «ιρηριίφοτχι ιίς τ& Tpfyxw ΑΒΓ# £έν έμποροί νά ίναι παρά μικρό; Χόχλος τ3; βφχΐρ*;· £idti, ίάν irov μίγισος, <χ\ τριΐς πλευρά; ΑΒ, ΒΓ, Α Γ , MtXot κιίνται ι(ς t i  αύτδ ίτίπ ιίον, xxt to τρίγωνον ΑΒΓ Μιλίν άχΟ  ̂ ιίς μία* fAv η)ουρών των- (Σημιίωσις το* Συγγραφίως).Ο λ γ̂ος ίιά  τ£ν όποιον Ιταν όποτοΟ-ρ Ζτι'6 ό'ιιρ^όμονος χόχλος Jid  τών τριών #ημιί«ν Α> Β> Γ cTvjcl μιγις·ος| αί τριΤ; οτλιοραί Α&, ΒΓ, ΑΓ, ιόοίβκονται οίς τ& αύτ$ ίπίπι^ον, οΓναι i  χκΛουίος·θταν ΟποτιΟΑ I n  ό ίιιρ^ομινος χόχλος £ιά Α, Β ,Γ  ιΓναι μίγι?ος> το χίντρον Γοότουτου χόχλον ιΓναι τό χίντρον τϋ; σφαίρας* κχΐ τό'χίντρ&ν τοΰτο ;6ρί*κΐτχι ιίς κχόΐν των Ιπιπιό'ων τά όκοΤ* πιρι- i /,ιον τάς ττλουράς ΑΒ, ΒΓ, Α Γ ’ /πιΓαι 0U κχΟΐν τούτων τών έπιπί- ίων άθιλιν {χΐι τρία κοινά σημιΐα μ·?1 ίπΐυΟιίας μο rd οπίπι^ον τοΰ^ίορ- •χομίν·* χόχλου £ιά Α,Β,Γ* xxidituiSi όταν ίν iwint^ov ίχΐΐ τρ;χ κοινά oflfula ρ.έ I t  άλλο ταυτίζίται μέ α ό τ ο π ι τ χ ι  in  τά τρία οπίττι^α τά ίποια ιτοριίχουν τά* τροίς «λουράς Λ Β ,Β Γ , ΑΓ ίΟίλον σχν;μα- τίζιι (ν μονον ditixt^iv μι τό ittirti^ov tcO ίιΐρχομίνου χόχλου £ιά Αι Β, Γ ’ αί τροίς λοιτνόν «λιυραί ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ άΟιλον τω ίντι οόρίσκο- οβχι ιί ;  το αότο ίπίχι/ον* πλ^ν το'τι ^ίν σχίιμχ fo ’JV τρίγω,ςν Ο . ΛΧ«



23 Ομε τάς πλευράς Π Γ , ΓΙΕ λοιπόν τά δυο τρίγωνα Ζ Κ Ε , Π Γ Β , είναl ίσα καθ’ ολατων τά μίρήΤ λοιπυν ii πλίυρά Κ Ε  — Π Β / x a U  γωνία ΖΙνΕ *= Γ ΙΙΒ .Εαν τώρα παρατηρνίσωμεν οτι τα τρίγωνα Δ Ζ Κ ,Α Γ Π , τά όποια έχουν τάς πλευριτώ ν ίσα; τήν κάδε μίαν μέ τ/,ν κάδ = μίαν, είναι ενταυτφ ίσοσκελγί, βλίπομεν ori ήμ- πορουν να ιπιτεΟώσι και εντελώς να εφαρμόσωσι' διότι, άφτού τεθ/i 4 Α Γ  επί τνίς ίσης μό αυτήν Κ Ζ , ή πλευρά Π Α  θέλει πέσει έπι τής χτης μό αυτήν Κ Δ , καί οΰτω τα δύο τρίγωνα θέλουν ταυτισ.θη εις h  μόνον* λοιπόν είναι s ίσα, καί δια τούτο ή Επιφάνεια Δ Κ Ζ = · Α Π ϊ \  Διά λόγον παρόμοιον ή επιφάνεια Ζ Κ Ε  =  Γ Π Β , καί ή έπιφάνεια Δ ^ Ε ^ Α Π Β 4 λοιπόν εχομεν Δ Κ Ζ 4 -Ζ Κ Ε ~ -Δ Κ Ε * = »  Α Π Γ -+ -Γ Π Β — Α Π Β ’ η Δ Ζ Ε ^ Λ β ΐ ;*  λοιπόν τ« δυο συμμετρικά τρίγωνα Α Β Γ , Δ Ε Ζ , είναι ίσα χατά τήν επι* φάνειαν.. ( ΐ)  . .2 χ ό λ ιο ν . Δυνατόν είναι οί πόλοι Π  καί Κ να ευοε- Οουν εντός των τριγώνων Α Β Γ , ΔΕΖ* τότε ποεπει να προωθούν τά τρία τρίγωνα Δ Κ Ζ , Ζ Κ Ε , Δ Κ Ε , διά νά πρόκυψή τό τρίγωνον Δ Ε Ζ , καί παρομίως τά τρία, τρί» γωνα Α ΙΙΓ ,Γ Π Β , Α Π Β , διά νά προκυψ^τό τρίγωνον Α Β Γ ' άλλως 4 άπόδειξις καί ή συνόπεια ήδελον είναι αίαύταί.Π  Ρ  Ο Τ  Α  Σ  I  Σ  ΚΒ'*Θ Ε Ω Ρ II Μ Α .Εάν δυο (Λεγιτοι κύκλοι Α Ο Β ,Τ Ο Δ  τέμνωνται όπως- δήποτε εις το ήμισφαίριον Α Ο ΓΒ Δ , τδ άθροισμα των κατά κο'ρυφήν τριγώνων Λ Ο Γ , ΒΟ Δ, θέλει είναι ίσον μ ι τδν άτρακτον του όποίου ή γωνία είναι ΒΟ Δ. σχ· a38>.
( Ο  Η a m  άσβίιιξι^ δειχνύιι ότι ή πυρχρίς ίτις  ί* ιι  βίσιν τ4 

u f y w *  ΛΒΓ avat u*i κατά την « β ιίτ η τ *  jxi τήν «υρσμΐδα r i ;  Ιαάαί δάαις tivut ri τρίγωνον ΛΕΖ· ϋ· Μ*



*ί>ιΔιότι, πραεκβλτιΟίντων τών τόξων Ο Β,Ο Δ, εις το άλλο ήμισφαίρνον 2ως ου να συναπαντηΟώσιν εις IV, Ο Β Ν , κα· Οώ; καί ΑΟΒ, Οίλιι είναι ήμιπεριφερεια* μετά τήν άφαί- ρίσινκαί από τά 5υο μέρη της 011, θέλει προκόψει Β Ν  «  ΑΟ * Δια λόγον παρόμοιον ΔΝ  =**Γ Ο , καί Β Δ *» Α Γ * λοιμόν τα ίύο τρίγωνα Α Ο Γ , Β Δ Ν , έχουν τάς τρεις πλευράς των ΐσας' άλλως >5 δέσιςτων είναι τοιαυτη ώτ* είναι συμμβτρί/Α τό Sv τοΰ άλλου* λοιπόν είναι ϊσ* κατα. ρήν έπιφάνειαν (πρό. 2 1 ), καί το aOpotajlot τών τριγώ- νων Α Ο Γ, ΒΟΔ, ισοδύναμε? με τόν άτρακτον ΟΒΝΔΟ του όποιου ν$ γωνία είναι ΒΟΔ.Σ χ ό λ ιο  ν. Φανερόν είναι ότι αί δυ'ο σφαιρικού πυραμίδες βάσεις τών όποιων είναι τά τρίγωνα ΑΟ Γ, ΒΟΔ, όμοδ ληιρΟείσαι ισοδυναμόΰν μ4 τόν σφαιρικόν όνυχα του οποίου ό γωνία είναι ΒΟΔ* (ι) -Π  Ρ  Ο  Τ  A 2  1 2  Κ Γ Υ© Ε Ω P U M A .Η  επιφάνεια όποιουδϊίποτε σφαιρικού τριγώνου εχει μίτραν την υπεροχήν ,του αθροίσματος τών τριών γωνιών του ίπάνω εί; δυο όρδάς*Ες*ω Α13Γ τό προτεΑεν τρίγωνον* ας προικβληδώσιν αί πλευραί του ?ως ου να συναπαντ^σωσι τόν έκτος του τριγώνου ·ό'π<ος δ*ίποτε~ήγμένον μέγΐ7θν κύκλον ΔΕΖΙ1* Δυνάμει του προλαβόντος θεωρήματος, τα δυο τρίγωνα
(ι)  Ο αφαιριιώς ίνυξ toy faster 4 γωνία ilvat ΙΚΜ μοιράζιτκι ιίς ίύο ocp&tptxic πνρ^μίίας βάοιι* των Απβίων uvsu τά. τρΓγ«νχ ΒΟΔ, ΒΔΝ* τ ώ ρ χ  Α ικιραμΐς τ.τις  ί γ ΐ χ  βοςοιν τ& τρίγωνον ΒΔΝ ί*ο- ^υναμιι μέ τχν ■ πυριιμίί'α τ ί ;  factaf pafft? ιίνΛί τ4 τρίγωνον ΑΟΓ { βλάτι τήν άνωτίςω σημιίωσιν)* λοιπήν tfc ΛΟρ&ισμα τών ίό* πυρ*- μ··«ν αΐ ίποι*ι συγχροτουν τον βφαιρυ&Ιν Cwy& ίβι^ναμι? μ* τΐ έΟρεισμ* τ«ν ττυραμί^ω* poisit; τών faciwv iTvat τά τρίγωνα Α ϋ Γ , ΒΟΔ. Ο* W»



a5aΛ Δ Ε , Λ Η Θ , άμου λ^φδ^ντα, ίσοδυναμουν μ* τόν άτρ'α* κτον του οποίου ή γωνία δίναι Α , και όςις ίχδΐ μίτρον αΑ (προ'· αο): ουτω Οίλδΐ δΐναι Α Δ Ε + Ά Η Θ ^ -^ α Α *  διά· λο'γον παρόμοιον Β Η Ζ ^ Β Ι Δ « ™ α Β , Γ ΙΘ  - Η Γ Ζ Κ π »  ^Γ. Αλλά το άίροισμα τούτων των τριγώνων ύπβρίχΰ το ήμισφαίριον τό διπλάτιον τοίί τριγώνου ΑΒΓ* άλλως τό ήμισφαίριον παριςάν*;?#; διά 4 ’ λοιπόν τό διπλάσιου του τριγώνου ΑΒΓ χίναιίσον μ& 2Α +  αΒ*+ ι Γ — 4» έπομίνω; Α Β Γ «=* Α - Η Β - + Γ - " ·* '  λοιπόν κάΟδ σφαιρικόν τρίγωνον e/ει (λίτρον τό άθροισμα των γωνιών του μίΐον δυο όρΟάς γο;νίας, σχ, a3<)«Π ό ρ ι σ μ α  Α\ Οσαι όρθα'ι γωνίαι ιΐς τούτο τό μ ίτραν πιριίχοντα', άλλα τόσα τρισσορβογόίνια τρίγωνα η όγδοα μίρη τής σφαίρας τα όποια ιΐναι ή μονάς τις  im - φανβίας (πρό. οο ), τό προτδΰέν τρίγωνον περιέχδΐ, Εαν, φίρ' ίίπιιν, ίγ*άς-{\ των γωνιών «ίναι I τίς ορ^τίς, τατδ αί τρίΤς γωνία; ίσο δυναμουν μ£ 4 όρΟάς, και τό προτδΟόν τρίγωνον παριτάνχται διά 4β ,2 δ *' λοιπόν δίλδΐ eiva; ;σογ με δυο τρισσοοδογώνια τρίγωνα*Π ό ρ ισ μ α  β/. Το σφαιρικόν τρίγωνον Λ Β Γ  ισοδύναμοι με τον άτρακτον του όποιου vi γωνία civai α -Η * 4 - γ — τ
3όμοΓω; ή σφαιρική πυραμις , τής οποίας ή βάσις elvai Α Β Γ, ισοδυναμώ μό τον σφαιρικόν όνυχα του όποιου ή γωνία ίίναι A -H *-f*r— ι· (j)3

( ι)  Ε ί; r i  σχολίον τϋί προλαβςύιης πριτά^ιω; ίατ,μ«ώδνι $τι το 
άΟν.ισαχ των πυραμίδων αί ίττιϊαι fy.ouv £tk βαβίΐς τά *%τά 
xopyy.v τρίγωνα τά δτ;ςΤχ α/,ϊΐματίζςνται irxv £νβ μίγις<ί κύιιλιι 
τ^μνΊ»νττι ιί; ήμωφαίρκν, ισιδυναμιι μέ τόν (jya^txcv £νυχα το3 
ίπό'·,ν η γωη* ιΓναι ή χατά χορυφν,ν γωνία Των τριγώνων’ i ην$χ\ <£ι 
*h ςίμίτχις χ$5 ίιύχβς ίχφράζιται Αά τ*0 διπλάσιου τϊ,ς γωνία; TWt 
άχΆον-Οιΐ ίτΐ το αξίωμα των ιίρ/μίνων «νρ «μίδαν fyu μίτ^ιν τ»



*53ϊχολιον*  Χίνς τον αυτόν καιρόν όπου παραβάλλεται to σφαιρικόν τρίγωνον ΑΒΓ μό τό τρισσορΟογώνιον, 75 σφαιρική πυραμ,ίς ήτις εχει βάσιν ΑΒΓ παραβάλλιιται με τήν τρισσορΟογώνιον πυραμίδα, καί προκύπτει ή αυτή αναλογίά* γωνία οίς τήν κορυφήν τής πυραμίδοςπαραβάλλεταιώσαύτω; με τήν τερεαν γωνίαν της τρισ- σορΟογωνίου "πυραμίδος: τφ δντι ή συγκρισις ς-ερίο'νεται δια τής i<p αρμογής τ&ν μερών. Τώρα έαν αί βάσης των πυραμίδων ίφαρμόζωσι, φανερόν ότι καί αυταί αί πυραμίδες ίφαρμοζουσι, καθώς καί αι εις τήν κορυφήν των ς-iptai γωνιαι* £ντι&0εν προκυπτουσι πολλά; συν/πειαι.χ·** Δυο σφαιρικαί τριγωνικά; πυραμίδά εΐναι μεταξύ των ώς αί βάσιις των* καί επειδή πολυγωνική πυραμίς ήμπορει νά μοιρασΟίί είς πολλάς τριγωνικάς πυραμίδας, ί’πεται ό'τι δυο. οποιαιδήποτε σφαιρικαί πυραμίδες είναι μεταξύ των ώς τα πολύγωνα τά όποια χρησιμεύουν εις αύτάς ώς βάσεις*a .cv Αι εις τήν κορυφήν των ίδιων πυραμίδων ς·ερείά γωνίαι είναι επίσης εις τήν αναλογίαν των βάσεων* λοιπόν διά να συγκρίνωμεν δυο#όποιαςδήτ:οτβ 7*ρε*ί γωνίας, πρέπει νά Οέσωμεν τάς κορυφάςτων εις το κίτρον δυο ίσων σφαιρών, καί αί ςερεαί αυται γωνίαι θέλουν είναι με-
ι̂πΑάσι&ν τή; ίίί* ί ^ωνία;» Τούτον τιΟίντος δ\ά τίί; χνττ,' άπο£ιίξι«;μ ΐ τή/ όίΤίίαν ArroiitXvuiTOu $ :ιή  ί*ί; τρίγωνά i / t \  μ ί-τή* υιτί̂ Ο/.ή* τ#δ £0ps'$|ixr&{ τώ* τριών γονιών Τίι>ν ίπχνί* e*j Wo 4ρ9χ;> ijnWuvmrat ωταΟτώ 6t\. ή ctjmn; τί; «ϋρχμιίο; ί : ις  fyit βχσιν τ& τρ^ιονς* ABL1 ίνΐι μίτρον τήν iWstv ποσότητα· Η  μον7ΐ διάφορά ΐίναΐ $τι 6 αντί; α?ι0μ$ς εχ^ρχζιι tf; ττ,ν τ̂ ρώτην «ιρίςταοιν μηναία; τρισσορΟογ -̂ίςυ τριγώνων» καί <t; tr,v ievrfp*v μονάδας ςιριον· Xfltcv'iTt; τώρα μΐ ιτΰιν ίννχα « πορχμΐ; ΑΒ Γ ιβ*ί\ιναμιϊ* πρίπιι να κ«μ*>μΐν τήν αναλογίαν A - f-B -f- Γ — a * 8 ‘ - X i^ *  Μίν +  — β “ Α Π -Β -Η Γ — χ* Ο. Μ·
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a54ταξύ των ώς τά πολύγωνα τά άποχωρίζο^ινα μεταξύτων επίπεδων η έδρών των.Η  είς τήν κορυφήν τνίς τρισσορίϊογωνίου πυραμίδας γωνία σχηματίζεται άτί& τρία έπιπλα κάθετα μεταξύτων* ή γωνία αυτή ητις ήμπορεϊ να όνομασΟίί ορθή ς ζ ρ ιζ  γωνία,  είναι πολλά άρμοδία δια νά χρησίμευα^ ώς μονάς μέτρου εις τάς 7*ρε«ί γωνίας. Τούτου τεΟίντος, ά αυτός αριθμός δςτί δίδει τδ έμβαδόν ένός σφαιρικού πολυγώνου ίελει δώσει τδ μίτραν τ*ίς. άντικίιμένης ςιριοίς γωνίας. Εάν, φερ’ είπεΐν, τδ «μβα&όν του σφαιρικού πολυγώνου, ν,ναι ί ,  τούτδ7ΐ τά ίτού τρισσορΟογωνίου τριγώνου, ^ άντικειμενη ςίξίχ γωνία θέλει ιΐναι ωσαύτως τά i  τής ορθής γωνίας.Π Ρ Ο  Τ  A- X  I  Σ  Κ Δ \0  li I I P  Η Μ Λ .Η έπιφάνιια ίνός σφαιρικού πολυγώνου έχει μίτραν τδ άθροισμα των γωνιώντου μεϊοντογινόμενον δύο ίρΟώνγωνιών Ιπι του αριθμού των πλευρών τού πολυγώνου μεΐον δύο.Λπδ τΑν αυτήν κορυφήν Α άς άχθώσιν ιίς ίλας τάς άλλαςκορυφά; αί διαγώνιοι ΛΓ,ΑΔ* τδ πολύγωνον Α Β ΓΔ Ε  θέλει μοιρασΟΐί,είς τόσα τρίγωνα ό'σαι δίναι αί πλευρκί μεΐον δύο. Αλλ* ή έπιφάνεια κάθε τριγώνου -εχει μίτρον τδ άθροισμα των γωνιών του μεΐον δύο όρΟάς, και φανερόν ιΐναι οτι τδ άθροισμα όλων των γωνιών των τριγώνων είναι ίσον με το άθροισμα των γωνιών του πολυγώνου* λοιπόν ή επιφάνεια τού πολυγώνου είναι ίση μέ τό άθροισμα των γωνιών του μεΐαν τοσάκις δύο ορΟάς γο>νίας δσα; πλευρά; εχει παρά at .
Ιχ ό λ ιο ν .  Ε^ω « τδ άθροισμα των γωνιών σφαιρικού πολυγώνου, ν ο αριθμός των πλευρών του' ύποτεθείση; τ?ς ορθής γωνία; ώ; μονάδος, ή έπιφάνεια τού πολυγώ· νου Οελει έχει μέτρον σ— 2(ν—ο) f/f^-4v -}- 4·



η  V  Ο  Τ  A 2  I  2  ΚΕ\Θ Ε Π Ρ  Η Μ Α.1ί<;ω 2 <5 αριθμό; των ςεραών γωνιών ένδ; πολυέδρου, Θ  ό αριθμός των έδρών του, Α̂ ό άριθμός των κόψεων του* λέγω ότι πάντοτε θέλει είναι 2 Η-Φ *3 A Η- ο*• Ας λτ,φθίί ίντό; του πολυέδρου μία ςτγμη εκ τ ι ;  οποία; άς άχθώσιν βύθααι γραρ,μαί cl; τάς κυρυφάς όλων των . ςτ*?*ων γωνιών τ-υ ά; έννοηΟΐί άκολου'θω; ότι από την αυτί)* ςηγμήν ώ; από κίτρον γράφεται σφαιρική επιφάνεια '/ίτις να συναπαντάτε από όλα; ταύτας τά; γραμ- μάς είς'τόσα; ς·ιγμάς* ά; ένωθώσι ταυτα τά σημεία δια τόξων μεγΐ7ων κυ'κλων, ώς-ε να σχηματισθώσιν επί της Ιπιφανείας της σφαίρκς πολύγωνα άντι^οι χούντα σΣς τά; ίδρας τοδ πολύεδρο# και ισάριθμα μΐ αύτάς* Ετω ΑΒΓΔΕ ίν τούτων των πολυγώνων (σχ* 24ο)  και ν ο ^θμος των πλευρών του* ή έπιφάνειά του θέλει.είναι ar^svH- όπου σ παρις-άνει τδ άθροισμα τών γωνιών Α,Β,Γ,Δ,Ε*. Εάν κατά τον αυτόν τρόπον έκτιμηΟ^ */5 έπιφάνεια ΐ'κάς-ου των άλλο>ν σφαιρικών πολυγώνων,' καί προς·εΟώσ*.ν όλαι όμοΟ, θέλει συναχθϊί ότι τό άθροισμά των, η ή έπιφάναα τη; σφαίρα; παριςτανομένη διά 8, είναι ίσον μ £ τό άθροισμα όλων των γωνιών των πολυγώνων, μεΐον δυο φοραίς 
& αριθμός τών πλιυρδν των, πλέον 4 τοσάκις λαμβανό- μίνον όσα; ϊδρας εχιι τό πολύεδρον. Τώρα,, επειδή ό λ ε  αί γωνίαι αί όποΐαι συνέρχονται ολόγυρα τη; ιδία; σιγμ^5 Α ίσοδυναμοίν μδ τισσαρας ορθά;, επεται ότι τό άθροε* σμα όλων τών γωνιών τών πολυγώνων είναι ίσον μέ 4 τοσάκις λαμβανόμ,ενον όσαι είναι αί ς-ερεαί γωνίας* είναε λοιπόν ίσον μέ ‘4^· Ακολουθώ; τό διπλάσιον του αριθμού τών πλευρών Α Β , Β Γ ,Γ Δ . κ. τ .λ . ctvat ίσον μέ τό τετραπλάσιον του αριθμού τών κόψεων η =  4Α, επειδή τ$
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356 ·αντδ κο'ψις χρησιμεύει ώς πλευρά βις διίο ?£ρ«ς· λοιπόν θίλει είναι 8 ""· 4^—4 Α-+-4®’ διαιρεθίντων των δυ'ο μελών διά 4> 2 ·=· 2 — Α Η - Θ ' λοιπόν 2-|-Θ**=»Α.4- a.Ι Ι ό ρ ι σ μ α .  Εντεύθεν 2πεται δτι τδ ά θ ρ ο ι ά μ α  τ ω ν  Ι π ι π ί δ ω ν  γωνιώ ν * ί  έ π ο ι α ι  σ χ η μ α τ ί ζ ο υ ν  τ ά ς  ς-ερβάς γ ω ν ία ς  ένδς π ο λ υέδ ρου ε ίνα ι  ίσον μδ τ ο σ ά κ ι ς  τεσσαρας όρθάς, δσαι μ ο ν ά δ ε ς  π ε ρ ι -  ί χ ο ν τ α ι  εις  2 — a , δ ν τ ο ς ’ 2  του αριθμού τών ς ι -  ρεών γ ω νιώ ν του π ο λ υ έ δ ρ ο υ .Διότι, £άν Οεωρνίσωμεν μίαν ϊδ pay της οποίας 6 αριΟί μός των πλευρών είναι ν, τδ άθροισμα τών γωνιών ταύτης της έδρας θελει είναι αν— 4 όρθαι γωνίαι ( α5, χ  ) .  Αλλα τδ άθροισμα όλων τών αν, ·!ί τδ διπλάσιου το3 αριθμοί τών πλευρών δλων τών ίδρών, — 4Α, και 4 τοσάκις λαμβανο'μενον δσαι είναι αΐ εδραι, •r a 4 0 ’ λοιπδν τδάθροι* σμα τών γωνιών δλων τών ίδρών <=»4Α-"4®· Τώρα, κατά τδ άποδειχθίν θεώρημα, Α ~ Θ —· Σ — α, καί ίπο- μίνω; 4 Δ — 4®==34 ( 2 — α).  Λοιπδν τδ ά θ ρ ο ι σ μ α '  τώ ν  ί π ι π ί δ ω ν  γ ω ν ι ώ ν  κ. τ . λ .Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  κ ς \Θ Ε  Ω Ρ  Η Μ Α.A ro ολα τα βχηματιζο'μδνα σφαιρικά τρίγωνα μέ ίιίο δε&ομίνας .πλίθρας ΓΒ, Γ Α , καί μίαν τρίτον κατ’άρίσκδΐ· αν, «τό μεγαλτίτβρον ΑΒΓ eTva; ίκΛνο ίίς τ4 όττοΐον πί ρωχομίνη απο τάς δδίομίνας τΛευρώς γωνία Γ , eivac icr/i μ& τ6 άθροισμα τών ίνο  άλλων γωνιών Α  καί Β· σχ. 27a καί 273 ,Ας προδκβληΟώσιν αί ίύα πλ*υραί Α Γ , Α Β , ίως ού να συναπαντηΟΰσιν δίς Α* θέλει πρόκυψη σφαιρικόν τρίγωνον το Β Γ Δ , ei; τό όποιον ή γωνία ΑΒΓ θ/λει είναι όμοίως ίση μί το άθροισμα τών ίύο άλλων γωνιών Β Α Γ, Β Ε Δ ;



a5yJvoti Β Γ Δ + Β Γ Α  Iw tJii ίσοδται μό &ίο όρθας, ώς καί ΓΒ Α -4-Τ Β Δ, ίχορ.βν ΒΓΔ -τ-Β ΓΑ — ΓΒΑ-+-ΓΒΔ* προσθέσει καί εις τα £uo μέρη της Β Δ Γ * Β Α Γ , προκύπτει Β Γ Δ ^ -Β Γ Α -+ * Β Δ Γ « -Γ Β Α  + Γ Β Δ Η - Β Α Γ . Ι ’ώρα, ίξ έπ.Οίσιως, Β ΓΑ  «  ΓΒ Α  -έ-ΒΑΓ* λοιπόν ΓΒΔ — ΒΓΔ«+ ΒΔΓ,Ας iyjjty τό τόξον Β ϊ iy *  νά κάμντ̂  τήν γωνίαν Γ Β Ι= »  Β ΓΔ ,καί έπομίνως ΙΒ Δ *» ΒΔΓ' τά δό· «τρίγωνα ΙΒ Γ,ΙΒ Δ , θΑούν αΐναι ισοσκελή, καί θέλει είναι ΙΓ·=“ 1 Β *= ΙΔ . Λοιπόν τί ςιγμή I  μέσον τ5ίς ·ΔΓ, ισάκις άπί/ci άπο τα τρία σημεία Β ,Γ ,Δ : διά λόγον παρόμοιον^ τιγμή Ο , μέσον τ?ίς ΑΒ, ισάκις θέλει απέχει άπό τάς τρεις ς-ιγμάςΑ,Β,Γ.'Ες-ω τώρα Γ A f «  Γ Α  καί i  γωνία Β ΓΑ ’ λ ΒΓΑ* έάν Ιπιζευχθ^ί i  Α'Β, και προικβληθώει τά τόξα A T , Α'Β, ίως ου να συναπαντηθώσιν εις Δ', το τόξον Δ 'ΓΑ ' θέλει είναι Ημιπεριφέρεια καθώς καί ΔΓΑ * λοιπόν ίπειδή ΓΑ* <*·ΓΑ, θελει είναι και ΓΔ' *=» ΓΔ» Αλλ’ εΐς'τό τρίγωνον ΓΙΑ', Ιχομεν Π  +  ΙΔ '>  ΓΔ'* λοιπόν ΙΔ '>  Γ Δ - Γ Ι ,  b Ι Δ ' \  ΙΔ . σχ. 2 J 2 .Εις τ ί Ισοσκελές τρίγωνον Γ ΙΒ  ας διαιρεθώ ή γωνία τ ίς  κορυφές 1 είς δυο ίσα μέρη διά του τόξου Ε ΙΖ  τό όποιον θέλει ιΐναι κα'θετον είς τό ίίμισυ τοδ Β Γ . Εάν ληφθτί μία <τιγμή Α  μετάξι* I  καί Ε , to διάς-ημα Β Λ , ίσον μδ Λ Γ ,·  θέλει είναι μικρότερον τοδ ΒΙ* διότι δυνατόν νά άποδειχθί!, ώς ιίς τήν Θ ' πρότασιν τοδ Α ' Βιβλίου, ότι Β Λ  +  Δ Γ  < Β Ι ■ +* 1Γ* λοιπόν μ ό - τ ά  τήν διαίρεσιν τών δόο> μερών διά δυο θέλει είναι Β Λ < Β Ι. Αλλ’ εις τό τρίγωνον Δ 'Λ Γ έχομεν Δ’Α > . Δ'Γ— Γ Λ , καί πολδ πιρισ· σότερον Δ 'Λ >  ΔΓ— Γ ί , ίι Δ 'Α >  Δ Ι , η  Δ*Λ> Β Γ  λοιπόν Δ 'Α >  Β Λ . Εκ τούτοι» Ιπιται ότι έάν έπί τοδ τόξου Ε ΐΖ  ζητηθώ μία ?χγμή ίβάκις ,άπέχουσα των τριών σημείων Β, Γ , Δ ,  Η ς·ιγμή αυτή δέν )5μπ·ριί να «υρεθ̂  παρά έπί
η



τίςπρόικβολης τοδ τόξου Ε Ι προς 'το Ζ . Ες-ω ί  ijfc 
τουμόνη ςιγμ:?), *ίς τρόπον ως·* Δ 'ΐ'—« f i r — η '*  έπιιδδ τα τρίγωνα ΐ Τ Β , I T  Δ*, ΙΒΔ#, βίνα* ίσοοχίλο, Οίλομιν 
ίχα  τας ιβας γωνίας ΐ'Β Γ - ί Γ Β , ΐ ' Β Δ ' — Ι'Δ'Β, Ι Ϊ Δ ' —  Ι'Δ 'Γ . Αλλ’ αί γωνίαι Δ'ΒΓ 4- ΓΒΑ* καμνουν δύο όρθάς, καθώς καί Δ Τ Β + Β Γ Λ '*  λοιπόνΑ'Βΐ' +  Ι'8Γ-Η Γ1Α '— a,Β Γ ΐ ' - ί Γ Α ' + Β Γ Α ν α .ΠροσΟίτοντις τα δύο άθροίοματα καί παραττροδντις ότι Ι'Β Γ — Β Ρ Ι' καί Α 'Β Ι '- Ι 'Γ Α — « Β Δ 'Ι '- Ι ’δ 'Γ  —  ΓΔ'Β -  Γ Α 'Β , ΘΛομιν *χίΐ3ΐ'ΒΓ 4* ΓΑ'Β +  ΓΒ A '-f- Β Γ Α '— 4·Ααιπδν ΓΑ 'Β  +  Γ Β ^ '-Ι-Β Γ Α '— a (μότρον το3 Ιμ- βαδοδ τοδ τριγώνου Α 'Β Γ )«=· a—a fB r *  εις τρόπον ώςβ έ μ β α δ δ ν  Α'ΒΓ«==·α—a γωνία Ι^ΒΓ* όμοίως *ίς τδ τρίγωνον ΑΒΓ, δμβαδόν ΑΒΓ— a-^-a γωνία ΙΒ Γ . Τόίρα* απίδίίχθτο ότι ιί γωνία ΓΒ Γ «Ιναι μιίζων τν5ς; ΙΒ Γ  ( ι /  >λοιπόν τδ Ιμβαδόν Α'ΒΓ βίναΐ μικρότ*ρον τοδ Α Β Γ.Η  αύτή άπόδίίξις καί ή αυτό συνίπβια ίθβλον r/jn χώραν Ιον λαμβάνοντίς πάντοτβ τδ τόξον Γ Α '—* Γ Α , Ικάμναμίν τόν γωνίαν ΒΓΑ' <Β ΓΑ * λοιπόν ΑΒΓ *ίναι τδ μιγαλητιρον τρίγωνον μ*ταξυ όλων Ικβίνων τα-όποί* ιχουν διδομίνας τάς δύο πλιυρας καί τδν τρίτον κατ’ άρίακ*ι«ν. βχ. 3^3.2χόλι<ον Α\ Τδ τρίγωνον Α Β Γ , τδ μίγαλνίτιρον μι- ταξϋ όλων έκ*ίνων τα όποια ίχουν δύο δίδομόνας πλιυρας

(r )  Αιίη iiv  Γση Wti h ςιγμί νά %ίογ «{; I * «
λ άπίχ«υ»α ςιγμό Ιοάκις ά «ί Α*> Β» Γ  VKiX«v ιίναι Λ I  r i incliv 
άπιί«ίχβ»^3ίίΌν«·ΤΜ* iiv  μιχροτίρα, Λ ςιγμί I* Infini v i Λας 
μιταξΰ / καί Ε τ4 iwcTcv «Ναι iirioxp iiuvaw* λ«ι*ί» ίπιιίό 4  1«τ«νμ/ν« ςιγμ* I* «δτ· «ΐς Τ οίτί μιτα$ I «αί Ε» ι&ρί»*ιτα«> 
ίαιται ίτι i  γονί* ϊ 'ΒΓΧ ιΒΓ· Ο. Μ*



Γ λ , ΓΒ, ήμπορει νά έγγραφθίί εις ήμικύκλιον του onoiou ι$ χορδή τής τρίτης πλευρά; ΑΒ θέλει eTvott ή διάμετρος» διότι ίάν Ο  ?,ναι τό μέσον τής Α Β , είδομεν fin τά διαβήματα Ο Γ , ΟΒ είναι Γσ«* ή 7cept<pepeta λοιπόν του μι- χρ«υ κύκλου ταυ Ικ τής ς·ιγμ.%ς Ο άς 1* πόλου και μέ διάσημοι ΟΒ γραφομένου διέρχεται διά τΩν τριών συμείων A , Β, Γ . Περιπλέον ή βύΟβΤα γραμμή Α Β  είναι διάμετρος τούτου τοΰ μικρβδ κύκλου* διότι τό κέντρον τό όποιον Ινταΰτφ πρέπει να εΰρίσκεται εις τό έπιπεδον του μικρού κύκλου καί εις τό επίπεδον του τόξου του μεγίςου κύκλου Β Ο Α  (πρό. χ, πόρ. 4)> άναγκαίως πρέπει να εΰρίσκεται ιίς τήν κοινήν τομήν τούτων των δύ· έπιπέδων ήτις •Ιναι ή εύθςΐα Β Α , κ#1 ούτω ΒΑ είναι διάμετρος, σχ, a4ikΒ\ Εις τό τρίγωνον ΔΒΓ, Ιπειδή ή γωνία Γ  είναι ίσή μό τό άθροισμα τΩν δύο άλλων Α  καί Β, ακολουθεί ότι τό άθροισμα τΩν τριΟν είναι διπλάσιου τής γωνίας Γ . Αλλά τό άθροισμα το5το είναι πάντοτε μεγαλήτερον δύο όρθΩν (19)* λοιπόν ή γωνία Γ  είναι μεγαλητέρα όρθής.Γ*. Εάν προερβληθΩσιν αΐ πλευραί ΓΒ, Γ Α  ϊως ου νά Ουναπαντηθωσιν εις Ε , τό τρίγωνον ΒΑΕ θέλει είναι ίσον μό τό τέταρτον τής έπιφανείας τής σφαίρας. Διότι ή γωνία Ε  *» Γ  "■  Α Β Γ -h ΓΑΒ* λοιπόν αί τρεΤς τοδ τριγώνου ΒΑΕ γωνίαι ισοδυναμοθν μΐ τάς τέσσαρας Α Β Γ ,Α Β Ε , Γ Α Β , Β Α Ε , τών οποίων τό άθροισμα είναι ίσον μέ τέσ- βαρας όρθάς* λοιπόν ή Ιπιφάνεια τοΟ τριγώνου ΒΑΕ (πρό.α4) 
— 4— a « “ *a*=*i τής έπιφανείας τής σφαίρας.Δ\ Δόν ήθβλεν ΰπάρχει,μέγιςον ίάν τό άθροισμα τΩν δύο δεδομένων πλευρών Γ Α , ΓΒ ήτον ίσον ή μεγαλήτερον Τής ήμιπεριφερείας μεγίςου κύκλου. Διότι έπειδή τό τρίγωνον Α Β Γ πρέπει νά έγγράφεται εις ήμικύκλιον τής σφαίρας, yk άθροισμα τών δύο πλευρΩν Γ Α , ΓΒ «παιτεΐτ*ι



να Jvat μιχρο'τερον τ ις  ^μιπεριφεριίας Β Γ Β  (προ. 3}f χάΐ ίπομίνως μικρο'τερον τ ις  >!μιπεριφερείας μεγιΥου χύχλου, • Ο  λο'γος ίιαττδν όποιον ίέν υπάρχει μέγις\όν> δταν το άθροισμα των δύο δεδομίνων πουρών είναι μεγάλη- τερον της ^μιπεριφερείας μεγίς-ου κύχλου, είναι ότι το'τβ το τρίγωνον αυξάνει μάλλον £πι μάλλον άναλογως οπού ιί τ:βριιγομίννι γωνία άπο τας δεδομένος πλευράς γίνεται μεγ«λητίρα# τέλος όταν γέννι ίση μέ δύο όρθάς, αι τρεις πλευραί θέλουν είναι ίίς τδ αυτό επίπεδον, καί σχ/ματίζει άκεραίαν.περιφε'ρειαν' τδ τρίγωνον λοιπόν θέλει γ̂ ννι 4|ΰ« σφαίριον άλλα παύει από τό να ί,ναι τρίγωνον· ( ι)Π Ρ  Ο  Τ  Α  2  I  2  Κ Ζ .Θ ii ίΐ  Ρ.Ί1 Μ Λ .Από όλα τα σχηματισμένα σφαιρικά τρίγωνα μ ί δε· δομένην πλευράν καί δεδομένην περίμετρον, τό μεγαλνί- τιρον είναι έκειν^είς τό όποιον αί δύο μή προπδιωρισμίναι πλευραί είναι ϊσαι.
(r) Αφ* ςυ σχηματίτωμίν Γν τρίγωνον μέ τάς ίυι ^ιίομίένας ίτλιυράς 

iu fm i; κλίαιν ιίς αντά; κχτ'έρίσχιιχΥι φανιρ» ιίναι {τ ι ί  έπιφάνιιι 
τούτου τευ τριγώνου αυξάνιι άναλογως μέ ττ,ν α&ξησιν τής ««βιιχο* 
μιντις γωνίας άπδ τό; ίυο «?ι£ομίνας 'πλιυρας, χαΐ, αχτό τήν Ι*ο · 
ίιιχΙιΤσαν *ρ(ίτασιν ι το τι  φθάνει ιίς ττ.ν μίγίςΎ,ν τιυ χατάςασινι 
Ιτχν ή γωνία αυτή γιντρ Γση μέ τό άΟρβισμχ των ίύο άλλων* xal τι 
τοιούτον τρίγωνος ώς άιτιίιςχίϊη« ίχιι τήν ίίιοτητχ νά έγγράφιται 
•ίς ήμιπιρκρ/ριιαν τη; όποιας ή είναι η χορ<Μ .τ$ς άπροσ4
ίιορίςευ πλιυρϊς’ ίκ του όποιου touvfli&Sn ίτι το άθροισμα τ«ν  irtfro* 
μένων πλιθρών ττρίπιι νά ίν τι ίλχσσιν ϋμιιτιρινιριίας μιγίςου */r 
κλου’ ίπιται λοιπόν ίτ; {ταν τψ άθροισμα των ίιίιμίνων πλιυρών ιΓνα 
μιΐζον ήμιπιριφιριίαςι ίαον καί άν αυξην^ ή γωνία ή πιριιχομίν* 
έπ · τα; ίτίομίνες πλονρας όίν ήμποριι ποτέ να ίώηι ίν τρίγωνοί 
τδ όποιον να πιριίχη τ .̂ν μ ιγίτΐν ίπιφάνιιαν , ιίς τρίπον ώς·ε τέ 
τρίγωνον ιομπορι; να λβίβγι. όποιονίηποτι μ/γιίος’ καί τέ μέγιΟΗ^^ΰ 
κρ/μαται άπδ τό τνίς γωνίας τη; πιριιχομινης άττδ τός ίνο ^ιίο« 
μίνα; πλινράς,^Οβιν έάν αυτή γινη ίση μέ ίυο ίρΟ«;>  ̂ ίπιφάνΐιιΙ 
τον γίνιται iar μι τίν τοί ί  μισιραιρίοο* Aon tori τα Μο ίπίπιίε 
τά όποια πιριίχινν τα; ίιί#α<νας πλιυρας ταυτίζονται «1; h i  4«Ι 
^ια τούτο αί Afc M tphtu  πλινραί ιΟρίοχενται 11; τδ άντε έπίπΐ*

άδσ



a 6.xΕς·« ΑΒ ή δεδομένη πλευρά κοινό εις τα δυο τρίγωνα ΑΓΒ,-ΑΔΒ, καί ίς-ω Α Γ -Η Γ Β = » Α Δ -Η Δ Β · λέγω,ότιτό {τοσκελές τρίγωνον Α Γ Β , είς’ τό όποιον ΑΓ «* *  ΓΒ, είναι μεϊζον τοδ μή ισοσκελούς ΑΔΒ. σχ. a4a.Διότι έπειίό τα τρίγωνα ταϊτα έχουν κοινόν ρ,έρος τό Α Ο Β , αρκεί να δείξωμεν $τι τό τρίγωνον ΒΟΔ είναι μι- κρότεοον τοδ Α Ο Γ . Η  γωνία ΓΒ Α  ισν) τ·? ΓΑΒ, είναι μεγάλη τέρατος Ο Α Β' ούτως ή άλευρα Α Ο  είναι μιίζων τός ΟΒ (πρό. ax )’ άς ληφβί$ Ο Ι ·^ ϋ Β *  άς γίνγι 0!ν'·“  ΟΔ, καί άς έπιζευχδίί Κ .Γ  τό τρίγωνον O fC i θελει είναι Ισον μ ί τό Δ Ο Β . Εάν τώρα τό τρίγωνον ΔΟΒ γ( τό ίσον του Κ  Ο Ι δέν ίναι μικρότερον τοδ Ο Α Γ, πρέπει νά ίναι ίσον ί  μεγαλύτερο ν' και εις τάς δύο περνάσεις, έπειδη Ί τιγμό I  είναι μετ,αζδ των ςτγμδν Δ κα» Ο , πρέπει ό ς-ιγμή Κ.* να ευρίσκεται έπΐ τός προεκβολής της Ο Γ , άλλως τό τρίγωνον O K  I  ήθελε περιίχεται εις τό τρίγωνον Γ  ΑΟ, καί έπομίνως όΟελεν είναι μικρότερον. Γούτου .τεδέντος, έπιιδή 6 σιμοτινώτερος δρόμος άπό Γ  είς Α είναι. Γ Α , ίχομεν Γ Κ ' - Η Κ ' ί + Ι Α >  Γ Α . Αλλα. Γ Κ — Ο Δ - Γ Ο , ΑΙ==»Α0—ΟΒ , Κ'1— ΒΔ· λοιπόν Ο Δ - Γ Ο + Α Ο -  ΟΒ 4 ·Β Δ >  ΓΑ ,καί τνίς αναγωγής γενομίνης,ΑΔ—ΓΒ -Η ;
άον* im iM  ίιά να αχ*μχτί·ωμιν τΑ τρίγωνον άνάγχη ν£ ίνώιωμιν 
τά άχρχ των ίόο τιντών χλιυρ&ν Sik τέξοΰ μιγίςου χύχλου> ίχιται 
Ατι 6 μίγ.ςος οδτος χΟχλος.Οέλιι σ^ναττ%η$ τ6ν μέγ'.ςον χύ*λον%τοδ 
Απιίου μ/ρο; τί[ς χιριφιριίας ιΓναι τΑ άΑροισμα των ί^ο^ίνων ττλη- 
ρων, ιίς «υτά τα £ύ· άχρα* άι»Α άλλο μίρος cl £uo «{rot μίγιςοι 
χύχλοι ^μπορούν νέ τίμνωνται ιίς <̂ 6ο fax μιρη* <̂ ιοτ4 τΑ 
^ομίνον ά)ροινμα μΐ το νά ivxt μιιζον fyuiuptftpiia;> άχολονΟι! An τΑ 
txtXctmv μέρος τοδ ΙνΑς ιΐναι μιχρ έτιρον ίμιχιριφιριίας, Γπιται λοιχΑν 
Ατι οΐ ύ̂ο χύχλοι οίτοι ταυτίζονται* χαϊ οδτως ταυτιζόμενες τ£ς
*ιρ*μίτρου τοί τριγο^ου μέ μίγιςον χύχλον* ^ AirtfoivitoC nu ταυ-
τίζιτχι μέ τιδν τοδ 4 μισ**·.ρίου# ίάν λάβτι μίαν μιγχληπ'ρχν aojyjeiv 
i  γωνία τΑ τρίγωνον αδξάνιι χαρομοίως* ωςι ίυναται ι'χ λάβ̂  Αχοί-  
ονί/)Λοτ· μΐγιΑος. 0 · Μ·



ΒΔ> Γ Α ,  $ Α Δ ·4 -Δ Β >  Α Γ 4 - Γ Β . Τώρα ή άνισύτπς *3τη έναντιοΰταιιις τήν ύποθισιν Α Δ 4 -Β Δ = * Α Γ ·+ ·Γ Β *  λοιπήν ή ςτγμή Κ* δέν ήμπορεϊ νά πίσ^ επί τής προεκβολής τής Ο Γ ' λοιπόν πίπτει μεταξύ Ο  καί Γ , καί έπο· μένως το τρίγωνον Κ 'Ο Ι, ή το ισύν του 0 Δ Β , είναι μι* κροτερον του ΑΓΟ* λοιπόν το ίσοσκβλίς τρίγωνον ΛΓΒ ιΐναι μεγαλήτερον τον μή ισοσκελούς Α Δ Β  τής αυτής βάσεως και τ ις  αυτής περιμέτρου·Σ χ ό λ ι ο ν .  Αν δύο αυται τελευταίαι προτάσεις είναι ανάλογοι μό τάς προτάσεις Α* καί Γ* το5 παραρτήματος εις τό Δ* βιβλίον. Οιίτω δυνάμεθα νά εξάξωμεν, ώς πρός τά σφαιρικά πολύγωνα, τάς συνεπείας αί όποΐαι έχουν χώραν διά τά *ύθνγραμμα πολύγωνα,Ιίού αί «ρχικαί;i #t i  Από όλα τά ισοπερίμετρα σφαιρικά πολύγωνα καί του αύταυ αριθμού πλευρών, το μεγαλύτερου είναι το ισόπλευρόν,Η  αυτή «πύδειξις με τήν τής Β’ προτάσεώς το5 παραρτήματος εις τύ Δ' βιβλίον.Από ολα τά σχνιματίζο'μενα σφαιρικά πολύγωνα με δεδομίνας πλευράς καί μίαν τελευταίαν κατ’ αρέσκειαν, τό μεγαλήτερον είναι ίκεϊνο το όποιον ήμπορεί νά έγ- γρσφΟνί εις ήμικύκλιον του όποιου ή χορδή τής μή προσ  ̂διωρισρένκς πλιυρας θέλει είναι ή διάμετρος»II άπύδειξις συνάγετίι άπυ τήν προτασιν KCT** ώ; εϊ- δομίν εις τήν Ε* πρύτασιν του ρνΟέντος παραρτήματος* πρέπει δια τήν ύπαρξιν του μεγίς-ου, τό άθροισμα τΟν δεδομένων πλευρών νά ήναι μικρύτερον τής ήμιπεριφερβί- «ς μεγίς-ου κύκλου.3 .^  Τό μεγαλύτερος τών σχνιματιζομε'νων. σφάιρκών. πολυγώνων μέ δεδομένας πλευράς, «ίναι τό δυνάμινον νά ίγγραφθ ί̂ ιίς κύκλον τής σφαίρας.



a6JΗ  «ύτή άπδίίίξις ύποδ καί 5ι» τήν ς  πρδτασιν του 'πϊρτρτίμβτος (ίς το Λ' βιβλίυν ίίώκαρίίν.4.tJ) Τδ μιγαλτίτϋρον τδν σφαιριχΛν πολυγώνων τ« οποία ίχονν τήν αυτήν πίρίι/,ττρον καί τον αΰτον αριθμόν πλιυρΡίν, tivai ir.eTvo τα οποίον ίχη τας γωνίας του ϊσας καί τας πλϊυρί/ς του ισας.Τοδτοπροκιίπτί» «ττο τα προτ,γουμίνα ι καί a πορίσματα.. Στ,μ,ϊίωσις, Ολαι αί προτάσβις πςρί μβγίς-ου δσα» άνα* φίρονται βίς τα σφαιρικά πολύγωνα ίφαρμο'ζοντα» Εις τάς fipea* γωνίας τας οποίας ρτρουσι ταυτβ τα πολύγωνα.
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΕΙΣ ΤΑ ΒΙΒΛΙΑ C .  

ΚΑΙ Ζ'.

ΤΑ ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΕΔΡΑ.

Π Ρ 0 Τ Α Σ Ι 2  Π Ρ Ω Τ Η .Θ ii ft Ρ  Η .Μ  Α.
Π  ίντβ μόνον κανονικά πολύωρα &καρχον<χι.Διύτι κα νο νικά  πολύβδρα ωρί^αμιν βκβΓνα των Οτοίων ολαι αί ?5ραι βίναι κανονικά ι<τα πολύγωνα, καί ίλα; αί ςβρβαίγωνία* ϊσαι μβταζύτων* Αί ουν0?ίκαι αοται βίς πολλά όλνγας πιρις·άαιι$ ίχουν χώραν*~ i*c* Εάν αί ϊίραι ί,ναι ίσόπλιορα τρίγωνα, ίνναμβία νά σχηματίσωμβν κβΟβ ςίγΐ&ν γωνίαν τον πολύωρου μέ τρβΐς, ft τίσοαρας, ft μ4 πίντβ γωνίας τούτων τΰν τριγώνων; ίντβδΟβ* γβννώνται τρία κανονικά σώματα, τα όποια είναι, τό τβτραβίρ·ν, το όκταβδρον, καί το βίκο-



σάιδρον. Δεν δυνάμεΟα νά σχηματίσωμεν περισσο'τερ* μ ί ισόπλευρα τρίγωνα* διότι ό. σχηματισμός γψνίας ς·ερε«ς μ ΐ εξ γωνία; ίσοπλίυ'ρων Τριγώνων, Ζπειδή ίσοδυναμΛυν μΖ τίσσαρας όρΟάς, είναι αδύνατος* ( α ι ,  5)
2 .  ον Εάν αί εδραι rival τετράγωνά, δυνάμεΟα να ivco- σωμεν τάς γωνίας των άνά τρεις* καί Ζντευθεν προκύπτει τδ έζάεδρον ϋ κύβος.Τεσσαρες γώνίαι τετραγώνων ισοδυναμουν. μΖ τίσσαρας ορδας, και-δεν ημπ'ορούν να σχηματίσουν γωνίαν.μεριάν·3 . ™ Τέλος Ζάν αί Ζδραι ί,ναι κανονικά πεντάγωνα* δυ· νατδν ακόμη νά ένωΟούν αί γωνίαιτων άνά τρεις τρεις* καί εκ τούτου προκύπτει τδ κανονικόν δωδεκάεδρον.ΔΖν είναι δυνατόν να ύπάγωμεν περαιτέρω* διότι τρεις γωνίαο κανονικών Ζςαγώνων ισοδυναμουν μΖ τίσσαρας όρ· Οάς, καί τρεις ίπταγώνων με ετι περισσότερόν.Λοιπον δΖν είναι δυνατόν νά ύπάρχωσι παρά μο'νιν πεντε κανονικά πολύεδρα, τ£ία σχηματιζόμενα μΖ ίσο· πλευρά τρίγωνα, εν με τετράγωνα, καί Ζν μ& πεντάγωνα.2χόλιον« Εις την ακόλουθον πρότασιν ΟΑομεν δείξει ότι τά πέντε ταύτα πολύεδρα πραγματικώ; δπάρχουν, και δτι είναι δυνατόν, γνωςγ,( μιας τών έδρώντων, νά προσδιορισΙώσιν ολαιτων αί διαβάσεις.Π  Ρ Ο Τ Α Σ ί ί  Β \Π Ρ  Ο Β Λ  Η Μ Λ .Δεδομένης μιας των εδρών κανονικού πολυέδρου, vf μόνον της πλευράς του, νά κατασκευασδ*5 το πολύεδρον.Τδ πρόβλημα τούτο πα^ησιάξει πίντε τά οποία δια· δοχικώς Οέλομεν λύσει.

Κατασκευή τού τετραέδρου.Ες*ω ΑΒΓ το ισόπλευρον τρίγωνον τδ όποιον πρέπει νά ηναι μία των έδρών τού τετραέδρου’ εις ~*δν ς·ιγμ*δν Ο ,



a65ηίντρον *οιίτου τού τριγώνου &ς ύψωθίί 0 2  κάδετος ιίς το δ7Τΐ776̂ ·ν ΛΒΓ* Ας περατωδ  ̂ ή κάδετος αυτή ειςτηνςτιγμέν 2, <3ς·ε Λ2^=»*ΑΒ* i f  ίπιζευχδδσιν αί 2Β, 2F ,καί τί πυραμίς 2Λ Β Γ Οελει είναι *ό ζητούμενον τετράεδρον. σχ. »43·Αιοτι^ εξ αιτίας τών Γόωνδιαβημάτων Ο Α ,Ό Β , Ο Γ , αί πλάγι«ι 2 Α , 2Β, 2Γ, ισάκις απομακρύνονται της κ*-> Οίτου 2 0  και είναι ισαι. II  μία τούτων 2 Α = Α Β 4 λοίπ4ν αί τίαταρες εδραι της πυραμίδος 2ΑΒΓ ίίναι τρίγωνα ϊσα μ« το δεδομενον Α Β Γ. Αλλως «ί ς̂ ερεαί γωνία·, ταύτης τίς πυραμίδα; είναι ίσαι μ'εταξύ των, επειδ/) ή κάθε μία συγκιιται άπδ τρία ίσα Επίπεδα* λοιπον ί} πυραμίς αυτΥ* είναι κανονικόν τετράεδρον*
Κατασκευή του έξαέδρου.E?to ΑΒΓΑ δεδομενον τετράγωνον; .έπί της βάσεως ΑΒΓΑ άςκατασκευασδ?) ορθόν πρίσμα του ίποίου το ύψος ΑΕ νά ίναι ίσον pi τ^ν πλευράν Α Β . Φανερήν είναι δτι αί εδραι του είναι τετράγωνα ίσα, καί αί ?ερεαι γωνίαι του είναι ίσαι μεταξύ των ώς συγκίίμεναι άπο τρεις γωνίας ορδάς’ λοιπ&ν τ4 πρίσμα τούτο είναι κανινικονίξάιδρον η κύβος. σγ.α44·

Κατασκευή του όκταάδρου*Εςτω Α Μ Β  δεδομίνον τρίγωνον ισόπλευρόν’ έπί *ίς  πλιυρας ΑΒ άς γραφδ  ̂ τδ τετράγωνον Α Β ΓΑ ’ εί; τ*δν ςίγμην Ο κεντρον τούτου τού τετραγώνου άς ύψωδτι επί του επίπεδου του $ κάθετος Τ 2 , ητις άς περατωΟη καί άπο τα δύο μίρη εις Τ  καί 2 , εις τοοπον ώτ» 0Τ«=·* 0 2 = * Α 0 1 ας ίπιζευ^Οωσιν ακολούθους αί 2Λ,2Β/ΓΑ,κ^τ.λ, δΛει προκύψει το êptov 2Α Β ΓΔ Τ , σύνδετον άπο δύο τετραγωνικά; πυραμίδας 2ΛΒΓΔ, ΤΑΒΓΔ,  αί όποιας έπιςη* ρίζονται έπί της κοινής βάσεως ΑΒΓΑ* τ ·  ς-ερεόν τούτο δίλει είναι το. ζοτούμενον κανονικόν οκτάεδρον, σχ. 2^5.



βββTfiJ δντι, το τρίγωνον A 0 2 , καθώς καί το τρίγωνον Α Ο Δ , «ϊνας ορθογώνιον εις Ο . αί πλευραί Α Ο , 0 5 , ΟΔ, είναι ίσα*· λοιπήν τά τρίγωνα ταύτα είναι ίσα, δια τούτο Α 2 = » Α Δ .  Κατά τήν αυτήν τρόπον δεικνύομεν ότι τά όλα τά άλλα ήρίίογώνια τρίγωνα Α Ο Τ ,Β Ο Σ , Γ Ο Τ , κ,τ.λ, είναι ίσα με τή τρίγωνον Α Ο Δ ' λοιπήν ολαι αί πλευράν Λ Β , A 5, A T , κ, τ , λ , είναι ϊσαν μεταξύ των, καί έπομί- νω; τή ς-εοεον Σ Α Β Γ Δ Τ  περιίχεται (>πο ήκτώ ίσων τριγώνων woe το δεδομΑ/ον ισόπλευρόν Α Μ Β . Λέγω περιπλε'ον ό'τν αί ς·ερε« γωνίαν του πολυέδρου είναν ϊσαι μεταξύ των; ή γωνία 2 , φιρ’ είπείν, είναι ίσ/) γωνία Β ,Διο'τι το τρίγωνον 2 Α Γ είναι φανερά ίσον μή το.τρί·' γωνον ΔΑΓ,  καί ούτως ·}\ γωνία Α2Γ είναι ορθοί* λοιπήν τό σχήμα Σ Α Τ Γ  είναι τετράγωνον ίσον μή το τετράγωνον Α Β ΓΔ . Δλλ’ ‘ή σύγκρισις τλί πυραμίδος Β Α 2ΓΤ  με τά,ν πυραμίδα ΣΑ Β ΓΔ, δεικνύει ότνή βάσις Α ? Γ Τ  τίς πρώτες 'δμπορίί νατεδν; ίπί τνίς βάσεως ΛΒΓΔ της δευτίρας’ το'τε έπιιδ’ή 'h «ςιγμή Ο είναν κοινήν κεντρον, το ύψος ΟΒ τίίς πρώτες θάλεο έφκρμοσει με το ύψος 0 2  τ^ς δευτε'ρας, καί αί δύο πυραμίδες Οίλουν ταύτισή* λοιπήν Ί·, τ βρ*ά γωνία 2 είναι ϊστ μή τήν φερεάν γωνίαν Β’ τή ςίρεον αρβν 2 ΑΒΓΔΤ είναι κανονικήν οκτάεδρον,2χο'λιον. Εάν τρεις ίσαι εΰδείαι, Α Γ , ί Δ ,  Σ Τ , είναι κάθετοι μεταξύ των καί τίμνωνται εις τν(ν ς-ιγμί,ν τις πμισείας των, τά άκρα τούτων των ‘ευθειών Οε7.ουν είναι αί κορυφαί κανονικού όκταέδρου.
Κατασευή τον δωδεκαεδρον,Ε τ «  Α Β ΓΔΕ  δεδομίνον κανονικόν πεντάγωνον' ίφωσαν Ά Β ΙΙ,Γ Β Π , δύο ίπίπεδοι γωνίανϊσανμέ τήν γωνίαν ΛΒΓ: με ταύτας τά; επιπέδους γωνίας άς σ^νιματισδ?) ή ^ε/»» γωνία Β, καί ίς  προσδιορισΟ  ̂ διά τής ΚΔ* προτάσιως τού



Ε* βιβλίου, ή αμοιβαία κλίσις δυο τΰν Ιπιπέδων της, τήγ όποιαν κλίσιν χαλώ Κ.. Ας σχηματισδώσι παρομοίως είς τάς ςιγμάς Γ , Δ, 12, Α γωνίαν fepeai ϊσαι μΐ τήν ς-ορεάι» γωνίαν β , καί κατά τον αύτόν τρόπον κείμtvai: το ίπιπεδον ΓΒ1Ι θέλει είναι τό αυτό μή τό ίπιπεδον ΒΓΗ , διότι καί τά δυ'ο χλίνουν τήν αυτήν ποσότητα Κ; ίπί τοΟ έπιπέδου ΑΒΓΑ. Δυνάμεδα λοιπόν εις τό έπί- πεδον ΠΒΓΗ να γράψωμεν τό πεντάγωνον ΒΓΉΖΠ ίσον μδ τό πεντάγωνον ΑΒΓΔΕ. Εάν τό αύτο πράςωμεν εις Ζχαςον τβν άλλων έπιπέδων Γ Δ Ι, Δ Ε Α , χ. τ. λ, δέλομεν έχει μίαν κυρτήν Επιφάνειαν Π Ζ Η Θ , κ. τ. λ . συνδετον από Ζξ κανονικά πεντάγωνα ίσα καί Ζκας-ον των ύποίων κλίνει ϊπΐ το3 προσκείμενου τ.ου τήν αυτήν ποσότητα Κ . Ες*ω πζηΟ, κ. τ . λ , μία δευτέρα έπκρανεια ιση μί τήν Π Ζ Η Θ , κ. τ. λ . λέγω οτ̂  αί δυο αυται έπιφάνειαι ή μπορούν νά ένωδοδν εις τρόπον ώς*ε νά σχηματίσουν μίαν μόνην συνεχή κυρτήν Ζπκράνειαν. Τω όντι ή γωνία οπζ, παραδείγματος χάριν, ήμπορεΐ νά Ανωθίί μέ τάς δυο γωνίας Ο Π Β , Β Π Ζ, ώςε νάγένη μία ς-ερεά γωνία Π ιση τΊρ γωνία Β' καί εις ταιίτην τήν Ζνωσιν οίδεμία τροπή θάλει . προξενηΟϊί εις τήν κλίσιν των ίπιπέδων ΒΠ Ζ, ΒΠΟ, διότι ή κλίσις αυτή είναι όποια πρέπει νά ηναι διά τον σχηματισμόν τής ς·ερίας γωνίας. Λλλ’ ίν ω ή ς-ερεά γωνία 13 σχηματίζεται, ή πλευρά πζ θέλει έφαρμόσει μέ τήν (σην τν,ς Π Ζ , και είς τήν ς-ιγμήνΖ Θέλουν εΰρεΘή ένωμέναι τρεις έπίπεδοι γωνίαι Π Ζ Η ,π ζε , εζη, αί όποΤαι θέλουν σχηματίσει γωνίαν ς-εοιάν ισην μΖ έκάς-ην των ήδη σχηματισμένων* ή ενωσις αυτή θέλει γένη χωρίς τήν παραμίτ κράν τροπήν αυτε τής γωνίας II, ούτε τής επιφάνειας εζηΘ, κ. τ. λ . διότι τά επίπεδα Π Ζ Η , εζπ ήδη ίνωδέντα είς Π , έχουν μεταξύ' των τήν άρμοδίαν κλίσιν Κ , καθώς καί τά έπίπεδα εζη, εζπ. Εξαχολόυδοδντις ουτω κατά διαδοχήν



αβ8βλε'πομεν ότι κι δύο επιφάνειαι θέλουν εφαρμόσει τί μία μ} την άλλην ώς·* νά σχηματίσουν μίαν μονήν συνεχή επιφάνειαν καν εις έκυτήν έπανερχομε'νην’ ή επιφάνεια αΰτη ΰελιι είναι ή επιφάνεια ίνός κανονικού δωδεκαίδρου, ώς σύνθετος άπό δώδεκα ίσα κανονικά πεντάγωνα, καί έπειδή δλαιτου αί ς-ερεαί γωνίαι είναι ισαι μεταξύ των. σχ. α46. 
Κατασκευή του βίκοσαεδρου.Ε<ςω Α Β Γ μία των έδρών του’ πρέπει κατά πρώτον νά σχηματισΟή γωνία ςεριά μέ πόντε ίσα έπίπ*^* μέ τ4 επίπεδον Α Β Γ  καί ϊκας-ον των όπ·ίων ισάκις να κλίνει επί τοΰ προσκειμένου του. Προς τουτ· , 'έπΐ της πλευράς Β Γ *, ίσης μ ί τήνΒ Γ, άς κατασκευαόΟφ τό κανονικόν πεντάγωνον Β Γ  Θ I  Δ . εις νο κίντρον τούτου τοΰ πενταγώνου ας ύψωΟή επί του επιπέδου του ρ.ία κάθετος, ήτις «ςπερατωΟνί εις Α  εις τρόπον ώς·* Β  A **» Β Γ ’* άς έπιζευχβώσιν αί Α’Γ*, Λ’Θ ’,  Α Γ, Α'Δ', καί 4 ς·ερεά γωνία Α # σχηματισμένη άπυ τά πίντε έπίπεδα Β α Υ 9 Γ'Α 'Θ ' κ, τ #/λ· 0Λει είναι h ζητουμίνη ςεμχ  γωνία. Διότι αί πλάγιας Α Γ φ  κ .τ .λ . είναι ισαι, και μία τούτων A Β είναι ϊση μβ τήν πλευράν Β Γ  · λοιπόν όλα τά τρίγωνα Β#Α#Γ*,Γ*Α#Θ ,| κ. τ . λ . είναι ίσα μεταξύ των καί μέ το δεδομενιν τρίγωνον Α Β Γ. οχ. »47·Αλλως δε φανερόν είναι ότι ίκαρον των ίπιπέδών Br \'Τ\ Γ  A O*, κ ,τ .λ ί  ισάκις κλίνει έπί του προσκειμένου του* διότι αί V*p*ai γωνίαι κ. τ· λ» είναι· ισαι μεταξύ των ώς σχηματισμε'ναι μέ δυο γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων καί μίαν κανονικού πενταγώνου* Ας καλεσωμεν Κ  την κλίσιν δυο Επιπέδων όπου εύρίσκονται αί ισαι γω- νίαι,·*ό όποια δυνατόν να προσδιορισΟ^ δια τ?,ς Κ Δ # προ- τάσεως του Ε  βιβλίου* ή γωνία Κ. Οίλει είναι, ένταύτω 

$ κλίσις έκάς*ου των έπιπέδων ιά όποια συγκροτούν την ςχρεαν γωνίαν Α.' έπί του προσκειμένου του*



^ούτύυ «•έΟέν.τος, εαν εις τάς ςιγμάς Α , Β , Γ ,  κά* μωμέν γωνίας «τερεας Εκάτη τών οποίων νά ήναι ίση {).έ τήν γωνίαν Α#, θίλομεν ϊχει μίαν κυρτήν Επιφάνειαν Δ Ε Ζ Η , Η. τ . λ , σύνθετον άπί> Δέκα ισόπλευρα τρίγεονα, Ικαρον των οποίων θέλει κλίνει Επί τοδ προσκέιμένουτου τήν ποσότητα IV καί αί γωνίαι Δ , Ε ,  Ζ,  κ* τ .λ .  τής περιμέτρου της θέλουν ένόνει. άλληλο ΔιαΔοχως τρεΓς καί Δύο γωνία; γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων· Ας φαντσθώμεν μίαν Δευτέραν Επιφάνειαν ισην μέ τήν Επιφάνειαν Δ Ε ΖΗ , κ. τ . λ· αί Δυο «5ται ε^ιφάνειαι ήμπορούν, άμοιβαίως νά εφαρμό- σωσιν, ένοΰμίνης Εκάςης τριπλής γωνίας της μια; μέ μίαν Διπλήν της άλλης* καί έπειΔή τά έπίπεΔα των γωνιών τούτων έχουν η Δη μεταξύ των τήν άναγκαίαν κλίσιν Δια τ4ν σχηματισμόν ς-ερεας πενταπλής γωνίας ίσης μέ Α , ούΔιμία μεταβολή εις ταύτην τήν ένωσιν θέλει προξενηθνί εις Ικάς*ην Επιφάνειαν κατά μέρος, καί αί Δύο όμοΟ θέλουν σχηματίσει μίαν μονήν συνεχή Επιφάνειαν, σύνθετον άπο είκοσι ισόπλευρα τρίγωνα· Η Επιφάνεια αυτή θέλει είναι ή τον κονονικου είκοσαέΔρου, Διότι περιπλέον ολαι αί τ*· ρεαί γωνία; είναι ισαι μεταξύ των.Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Γ ,  Π Ρ Ο Β Λ Η Μ  Λ·Νά eipiflvjf ή κλίσις Δύο προσκειμένων έΔοών κανόνι* κου πολυέΔρου.Η  κλίσις αυτή συνάγεται.αμέσως άπδ την κατασκευήν τήν οποίαν έΔώκαμεν των πέντε κανονικών πολυεΔρων* εις τήν οποίαν πρέπει νά προσθέσωμεν την ΚΔ’ προτασιν του Ε ’ βιβλίου,· Διά τής οποίας, ΔεΔομένων των τριών Επι* πέΔων γωνιών αί ύποΐαι σχηματίζουν μίαν σερεάν γωνίαν, ποοσΔιορίζετκι ή γωνία την οποίαν Δύο τούτων των Επι* πέΔων κάμνουν μεταξύ των·



Εις το τετράεδρον. Εκάςίί ς-ερεά γωνία σχτιματίζετίΐΐ £πο τρεΤς γωνίας Ισοπλεύρων τριγώνων* πρέπει λοιπόν νά ζν,τσιδνί διά τοΰ £?,δέντος προβλήματος νί γωνία τήν - όποιαν δύο τούτων τών ίπιπέδων χάμνουν μεταξύ των’ ή γωνία αυτή θέλει είναι νί κλίσις δύο προσκειμένων ίδρών τού τετραέδρου. σχ. α43.Εις τό έξκεδρβν. Η  γωνία δύο προσκειμένων ίδρώνείναι όρδ»ί, οχ. a44*Εις τό όκτα'εδρον, Ας σχηματισδνϊ γωνία ς·ερεά p i δύο γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων καί μίαν όρΘνίν* $ κλίσις τω  ̂ίπιπε’δων εις τα όποια εΰρίσκονται αί γωνίαι των τριγώνων δέλει είναι ή κλίσις δύο προσκειμένων ίδρων του όκταέ- δρου, βχ. 245.Εις τδ δωδεκάεδρον. Εκάς-η ς-εριά γωνία σχηματίζεται jii τρεις γωνίας κανονικών πενταγώνων. Ούτως 'h κλίσις τών έπιπεδών δύο τούτων τών γωνιών θέλει είναι  ̂ τών δύο προσκείμενων έδρών του δωδεκαέδρου. σχ. α46.Εις τό εΐκοσα'εδρον. Ας σχνιματισθτί γωνία ςτεριά [U δύο, γωνίας ισοπλεύρων τριγώνων καί μίαν κανονικού πενταγώνου* Ji Χλίσις τών δύο ίπιπέδων εις τα όποζα εύρί· οκονται αί γωνίαι τών τριγώνων θέλει είναι *ί κλίσις δύο προσκειμένων εδρών του εΐκοσαεδρου. βχ. 24?· "Π  Ρ Ο  Τ  A  2  I Σ  Δ '.Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α ,Δδδομίντις της πούρας κανονικόν πολνέίρον, νά *υρω* (itv τήν άκτΐνα τνίς £γγδγρα[ψ£νης καί toeiv/jv της « ρ ι ·  γδγραμμίνης ιίς τδ πολύδωρον σφαίρας,Πρέπδΐ κατά ττρϋτον νά ίδίξωμ,Εν Sri καΟδ κανονικόν πολύδωρον διίναται νά έγγραφδη ι\ς την σφαΓραν και νά τίΐριγραφδ*$ «ις eiW v. «%♦  α4®·



£$·ω ΑΒ ή Κοινή πλευρά είς δύο προσκείμενα; έδρας* ίς-ωσαν. Γ  καί Ε  τά κέννρα τδν δύο τούτων έδρών, καί Ι ’Δ , Ε Δ  αί ήγμέναι κάθετοι από ταυτα τά κέντρα επί τής κοινής πλευράς ΑΒ, αί ΰποιαι θέλουν πέσει εις τήν ςτγμήν Λ , μέσον ταύτης τής πλευράς. Αί δυ'ο κάθετοι ΓΔ. ΔΕ,-- κάμνουν μεταξύ των μίαν γίωςήν γωνίαν ,ήτις είναι ίση μ ί τήν χλίσιν δυο προσκειμένων ίδρών, προσδ.όρίζομένν,ν διά του προλαβο'ντος προβλήματος. Τώρα έάν, εις τό έπίπεδον Γ Δ Ε , κάθετον ειςΑΒ,  άχθώσιν επί τής Ι ’Δ καί ΕΔ αί άπροσδιο’ριεςοι κάθετοι ΓΟ  καί Ε Ο , αί οποϊαι συνα* παντ&νται εις Ο , λέγω ότι ή ςιγμή Ο βέλει είναι τό κίν· -tpov τής ίγγεγραμμίννις καί τής περιγεγραμμίνης σφαίρας* ουσης τής άκτΐνος τής πρώτης Ο Γ , καί τής δευτέρας- ΟΑ;' Τφ δντι, έπειδή τά άποςτίματα Γ Δ , Δ Ε , είναι ίσα, καί ή όποτείνουσα ΔΟ κοινή, τό ορθογώνιον τρίγωνον ΓΔΟ είναι ίσον μό τό ορθογώνιον τρίγωνον Ο Δ Ε  ( itf, ι }, καί ή κάθετος Ο Γ  είναι ίση μί τήν κάθετον Ο Ε . Αλλ’ επειδή Ά Β  είναι κάθετος εις τό έπίπεδον Γ Δ Ε , τό επίπεδον ΑΒΙ* είναι κάθετον εις Γ Δ Ε , ( t yy 5 ), ή ΓΔ Ε  είς ΑΒΓ* περί* πλέον Γ Ο , εις τό έπίπεδον Γ Δ Ε , είναι κάθετος εις ΓΔ* κοινήν τομ.ήν των έπιπέδων ΓΔ Ε , ΑΒ Γ’ λοιπόν TQ ( ι 8 ,5) είναι κάθετος εις τό έπίπεδον Α Β Γ. Διά τον αυτόν λο'γον Ε Ο  είναι κάθετος εις τό έπίπεδον A BE' λοιπόν αί δυο κάθετοι Γ Ο , Ε Ο  ήγμίναι εις τά έπίπεδα δυο προσκειμένων εδρών άπό τά κέντρα τ&ν ιδίων, συναπαντώνται είς τήν αυτήν ς-ιγμήν καΚείναι ϊσαι. Ας. όποθέσωμεν τώρα δτι Α Β Γ καί ΑΒ£ παριςάνουν δύα άλλας δποιαςδήποτβ προεκειμένας ϊδρας, τό άπύτημα ΓΔ  πάντοτε θιλει μένει ' τοΰ ίδιου μεγέθους, καθώς καί ή γωνία ΓΔΟ , ήμίσεια τής ΓΔΕ* λοιπόν τό ορθογώνιον τρίγωνον ΓΔΟ  καί ή πλευρά του Γ Ο  θέλουν είναι ίσα δι’ ολας τάς έδρας του πολυέδρου" εάν λοιπόν άπό τήν ς-ιγμήν Ο  ,ώς άπό κέντρον καί



με την ακτίνα Ο Γ γράψωμν μίαν σφαίραν, ή σφαίρα αυτή 0ελει άπτεται όλων των 2δρων τού πολυε'δρον εις τα κίντρχτων (διότι τα έπίπεδα Α Β Γ ,Α Β Ε , Οίλουν είναι κάθετα εις το άκρον τής άκτΓνος\ καί ή σφαίρα θέλει* είναι ίγγίγραμμέντι εις τδ πολύεδρον, X τδ πολύεδρον πέριγε- γραμμε'νον «ίς την σφαίραν*Ας iv(o8c5ctv αί Ο Α , ΟΒ* έπειδή ΓΑ«=5»ΓΒ, αί δύο πλάγϋαι Ο Α , ΟΒ, μδ τδ να άπεμακρύνωνται ισάκις τής κάθετου, θέλουν elvat ισαι* τδ άύτδ υπάρχει διά δύο <5ποι* αςδήποτε άλλας γραμμάς ιίγμίνας άπδ τδ κίντρον Ο  ιίς τα άκρα τής αυτή; πλευράς* ολαι λοιπδν αδται αί γραμ· μ.αί ιίναι ίσα: μεταξύ των* έάν λοιπδν άπδ τήν ςτγμ,ήν Ο  ώς άπδ κίντρον καί μδ την ακτίνα Ο Α  γραφδνί σφαιρική επιφάνεια, ή επιφάνεια αν τη 0&ει διίλΟ^ διά των κορυφών δλων των 7*ρ*ων γωνιων τοϊ πολυέδρου, καί ή ■ σφαίρα 6ελει είναι περιγεγραμμε'νη εις τδ πολύεδρον, ή τούτο εγγεγραμμενον εις εκείνην·Τούτου τεθεντος, ή λύσ ις τού προτεθ2ντος προβλήματος δεν έχει κάμμίαν δυσκολίαν καί ήμπορεϊ νά ίκτελεσΟςί. ώς ακολούθως·Δεδομένη; τής πλευρά; μιας ίδρα; τον πολυίδρου, άς · γραφθή a ir*  ή έδρα, καί ες:ω ΓΔ τδ άποςτιμάτης· Λς ζητηθίί διά του προλαβύντος .προβλήματος ή κλίσις δύο προσκείμενων έδρών του πολυέδρου, καί άς γ2ν  ̂ ή γωνία ΓΔ Ε  ίση με ταύτην τήν κλίσιν· Ας ληφ0γ ΔΕ ίση μδ.ΓΔ, άς άχθωσιν αί Γ Ο  καί ΕΟ κάθετοι επί ΓΔ καί ΕΔ* 'αί δύο αυται κάθετοι δίλουν συναπαντηΟή ιίς μίαν ςιγμήν Ο , καί ΓΟ  θέλει είναι ή άκτις τής έγγεγραμμίνης σφαίρας εις τδ πολύεδρον· σχ, α49*Επί τής προεκβολής τής ΔΓ άς ληφβ·/! ΓΑ ίση με τήν ακτίνα τον πίριγεγραμμίνου κύκλου εις μίαν ίδραν τού



a?3«ολυίδρου, καί O A Οέλβι ίίναι ή άκτίς τής Π4ριγ«γραμ- μϊνης «ς τό αυτό πολύίδρον σφαίρας.Διότι τά ορθογώνια τρίγωνα ΓΔ Ο , ΓΛΟ, τοδ σχήματός »49> Λ  at ίσα μί τα τρίγωνα του ίδιου ονόματος ίίς .το σχήμα a48: οδτως, όν ω ΓΔ καί Γ Α  ίίναι αΐ άκτΤνίς τωνκύκλων έγγίγραρ.μίνου χαΐ πΐριγίγραμμόνου ίίς μίαν Ζδραν του πολυέδρου, Ο Γ καί ΟΑ. ίίναι «ί άχτΐνίς τών σφαιρών Ζγγϋγραμμ.ίννις χαί πίριγιγραμ,μίνης ίίς τό αυτό πολύίδρον.Χχόλιον.  ΗμποροΟμιν να ίξάξωμίν από τάς προη- γουμόνας προτάσίΐς πολλές συνιπίι'ας.- ι.«> Κα'0β κανονικόν πολύίδρον ήμ,πορίΐ νά μοιρασΑίί ίίς το'σα; κοτνι.νικάς πυραμίδας οσας ϊδρας «χβι τό'πολύ- ίδρον: ή κοινή κορυφή τούτων των πυραμίδων δίλίΐ ίίναι το κίντρον του πυλυίδρου, τό όποιον ίίναι Ζνταυτφ ίκιϊνα των σφαιρών βγγίγραμμίνης καί ποριγίγραμμόνης.a .«  II  ς-ιρίότης ένδς κανονικού πολυέδρου ίίναι ίση μΐ τήν Ιπιφάνίίάν του ίπϊ τό τριτημόριον τής άκτίνος της ίγγίγραμμίνης σφαίρας.• 3.4» Δύο κανονικά πολύβδρα τόί ίδιου όνόματος ίίναι δύο όμοια ς-ίρίά, και αί όμόλογοι διατάσίΐς των ίίναι ανάλογοι' λοιπόν αΐ άκτϊνίς τών σφαιρών έγγίγραμμίνης ή ποριγίγραμμίνης ίίναι μβταζύ των ώς αί πλίυραί τούτων τώνπολυίδρών,4·** Εάν ίγγραφΟή κανονικόν πολύίδρον. ίίς μίαν σφαίραν, τά ήγμίν» έπίπίδα από τό κίντρον κατά τάς διαφόρους πλίυράς δίλουν μοιράσιι τήν έπιφάνίΐαν τής σφαίρας ιΐς τόσα ίσα καί' όμοια σφαιρικά πολύγωνα οσας Ζδρας 
f y t i  τό πολύίδρον.
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ΤΑ ΤΡΙΑ ΣΤΡΟΓΓΥΛΑ ΣΩΜΑΤΑ.

Ο Ρ Ι Σ Μ Ο Ι .
. Α\.αΛ-αλείται κύλινδρος τό φερεόν τό όποιον πα- ράγεται από τήν περΐ7ροφήν ένός ορθογωνίου ΑΒΓΑ, όλό· γύρα της ακινήτου πλευράς ΑΒ, οχ. α5ο.Εις ταύτην τήν κίνησιν αί πλευραΐ Α Δ , Β Γ , πάντοτε μίνουσαι κάδετοι έπΐ τής ΑΒ, γρ.άφουσιν ίσα κυκλικά επίπεδα Α Θ Π ,  Γ Η Κ , τα όποια καλούνται β ά σ ε ι ς  τοΰ κ υ λ ί ν δ ρ ο υ »  καΐήπλευρά 1’Δ γράφει τήν κυρτήν έπι* φ ά ν ε ι ά ν τ ο υ .Η  ακίνητος γραμμή ΑΒ καλείται άξων τού κυλ ί ν δ ρ ο υ .Κάδε τομή Κ 'Λ Μ , γινόμενη etc τόν κύλινδρον κατα κάθετον του.άξονος, είναι κύκλος ίσος μέ ίκάφην τών βάσεων: διότι iv φ τό ορθογώνιον ΑΒΓΑ ς-ρίφεται όλογυρα τνίς ΑΒ, ή γραμμή 1Κ.' κάθετος εις τήν Α Β , γρα'φει κυκλικόν ίπίπεδον ίσον μέ τήν βάσιν, καί τό ίπίπεδον τούτο άλλο τι δεν elvai παρά ή γινομώη τομή κατακάδετον του άζονος εις τήν ςτγμήν Ι · , .Κάδε τομή Π Κ Θ Η , γινομίνη διά ,τού άξενος, είναι όρΟογώνιον διπλάσιου τοΰ γβνννίτορος ^ Β Γ Δ ..Β\ Καλείται κώνος τόπαραγόμενον ςτρεόν άπο τήν περιςροφήν τού δρδογωνίου τριγώνου 2 ΑΒ, όλόγυρα τής ακινήτου πλευράς Σ Λ , σχ, a5i .Εις ταύτην τήν κίνησιν ή πλευρά ΑΒ γράφει κυκλικόν όπίπεδον Β Δ ΓΕ ,τό  όποιον καλείταιβάσις τοΰ κώνου,



xvi ή υποτείνουσα 2 Α γράφβι τήν· κυ ρτή v Επιφά· νε ι αν του.II τιγμή 2 χλειται χορυφή rod κώνου, 2'λ άξων ή δψος, xal 2Β πλβυρά ή άπός·ήμ«·Κάθε το(Α·/ι ΘΚ,’Ζ Ι γινόμενη χαταχάθετον τοΰ αξονος, είναι χόχλος* κάθε δβ τομή 2ΔΕ διά τοΟ «ξονος γινομίντι είναι ισοσκελές τρίγοινον διπλάσιον τοΰ γεννήτορος 2ΑΒ.Γ*. Εάν από τον κώνον 2ΓΔΒ άφαιρεθή δια τομής παραλλήλου τής βσ'σεως, ό κώνος 2 Ζ Κ Θ , τό Εναπομίνον ς-βρβον ΓΒ Θ Ζ καλείται κολοβός χωνος ή κορμός κώνου. .Δυνάμεθα νά , όποθίσωμεν ότι γράφεται άπα τήν πβ- ριςφοφήν τοΰ τραπεζίου ΑΒΘΗ , του όποίου αί γωνίαι Δ και 11 elvat ορθαί, ολόγυρα τής πλευράς Α Η . Η  ακίνητος γραμμή Α Η  καλείται άξων ή ύψος τοΰ χ ο ρ μ ο ΰ , οί χόχλοι ΒΔΓ, ΘΖΚ*, είναι αΐ βάσεις του, ή δό ΒΘ ή ,πλβυρά τ ο υ .. .Δ\ Δύο κύλινδροί ή δύο κώνοι οίναι όμοιοι ότανοί άξο· νίςτων ήναι μβταξότων ώςαί διάμετροι τών βάσβώντων.Ε '. Εάν εις τον χόχλον ΑΓΔ ό?ιςχρϊ|βιμευει ώς βά- <τις ιΐς ίνα κύλινδρον, ,έγγραφθή πολύγωνον τό ΑΒΓΔΕ, χαί Επί τής βάσεωό-ΑΒΓΔΕ όψωθή ύρθόν πρίσμα ιοοϋψίς με τόν χύλινδρον, τό πρίσμα λΕγεται Εγγεγραμμάνον βΐς τόν χύλινδρον1, ή ό κύλινδρος πβριγβγραμμέ- νος βες τό π ρ ίσ μα , σχ. aSa.Φανερόν 5η Επειδή αί χόψβΐς Α Ζ , ΒΗ , Γ Θ , χ.Τ.λ, τ®ΰ πρίσματος, είναι κάθετοι εις τό Επίπεδον τής βάσεως, πε* ριΕχανται βίς τήν κυρτήν.Επιφάνειαν τοΰ κυλίνδρου* λοιπόν τό πρίσμα χαί ο κύλινδρος άπτονται κατά ταότας τάς κόψεις. .
Cf. Παρομοίως, έάν ΑΒΓΔ ήναι πολύγωνον περιγεγραμ- μίνον «ίς τήν βάσιν Ενός κυλίνδρου, χαί Επί τής βα'σεως
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τδν κυ* βίς τ ο νκ ύ λ ι ν δ ρ ο ν ,  ί  6 κύλινδρος  βγγβγράμμόνος εις  τό π ρ ί σ μ α ,  σχ. a53,Ες-ώσανί Μ , Λ ,  κ. Τ. λ , «ί ςιγμαι τής άφής των *λίυ- ρων ΑΒ, Β Γ , κ, τ . λ .  καί ας ύψωδωσιν από τάς ςΊγμίς Μ , Ν , κ, τ . λ . αΐ κάθίτοι M X , Ν Ψ , κ . τ .  λ. εις τό έπί· πιδον τϊς βάσίως* φανιρόν οτι «I κάΒιτοι αυται Οίλουν ίΐναι ίνταΰτψ εις τήν ίχιφάνβιαν του κυλίνδρου και ίίς τήν τοίί πίριγβγραρρίνου πρίσματος* λοιτίον Οίλουν ίΐναι «ί γραμμαι κατά τάς όποιας άπτονται.2 , Κ . Ο κύλινδρος, ύ κώνος, καί ή σφβιρα, ίΐναι τ ά . τ ρ ί α  ? ρ ο γ γ ύ λ α  σώ μ α τ α  πίρί τών όποιων γίνεται "λογος ίίς τά ς-οιχιια,
Προοιμιώδνι λόμματot ίπάνω «ίς τάς όπιφάνίίας.Α*.Μία έπίπίδος ίπιφάνηα Ο ΑΒΓΔ είναι μικροτίρα άπό καΟβ άλλν,ν έπκράνΐιαν Π Λ Β ΓΔ, ίίτις πίρατουται ιΐς tv(v αυτήν πίρίρίτρον Α Β Γ Δ . σχ. aS.f,I I  «ρότασις «ίίτνι είναι τόσον φανίρά ώς-ί ίπρ»πβ να συγκαταριΟμν,Ο?! μίταξό των αξιωμάτων* διότι δυνατόν νά ύπο ΐ̂Ο·  ̂ ότι το έπίπίδον είναι μίταξΰ τδν ίπιφανιιίιν ιί,τι ή ίόΟιΤα γραμμή μίταξΰ tfiv γραμμών; ή ίΰΟίΐα γραμμή ίΐναι ή σιμοτινωτίρα μίταξυδυο δίδομΥνων σνιμίίων, όμοίώ; τόΐπίπίδον ίΐναι ν) ρικροτιρα ίπιφάνβια μβταξΰ όλων έκ:ί· ^ων «Unoiaifyouv τήν αυτήν πίρίμβτρον' πλήν ίπιιδή τά άξιώματ* πρίίπίΐ νά άχΟΰσιν βΐς τόν ίσον τό δυνατόν ρ ι- κρότίρον αριθμόν, ιδού ίίς συλλογισμός ίςις κάμ}ζίαν άμφι» βολίαν δίν Οίλιι άφήσίΐ όπάνω ίίς ταύττιν τήν πριίταβιν.Επίίδή' ρία ιπιράνίΐα ίΐνάι ίκτασις μήκος καί πλάτος . έ'γουσα, αδύνατον νά νονώ§ ότι ρία ίπιράνιια ίΐναι ριγα-

ΑΒΓΔ κατασκίνΟσΟ·  ̂ όρ$όν πρίσμα ΐσο'ϋφές μι λινδρον, τό πρίσμα λίγιται π« ρ ιγεγραμμόνον



a77ΥητΕρα' μιας άλλη;,· χωρίς αί ·$\*ςά*ιις·τϊίζ πρώτης νά ύ^ερΕχωσι κατάτινα; Εννοίας τα; τη; ϊευτΕρας* καί έάν # άκΛουΟήστι ίτ ι αί έττιφανεί'ας αΐν^καΟ* ολα;τάς Εννοίας είναι μικροτεραι των διαβάσεων αλλής Επι̂  φανείας, φανερόν ότι ή πρώτη^Ελει είναι ή μικρότερα τών δύο. Τώρα κ*(Γ ίποιαν έννοιαν καί αν ίιέλήή τό Επίπεδον Ι)Γ!Α, τό όποιον τήν μέν Επίπεδον έπιφα'νειαν Οίλει τέμνει κατά τήν ΒΔ, τήν δί άλλην έπιφάνειαν κατά την ΒΠΔ, 4 ευθεία γραμμή ΒΔ πάντοτε θέλει είναι μικροτίρα τής Β1ΙΛ\ ή Επίπεδος λοιπον έπιφάνεια ΟΑΒΓΔ είναι μικρό·, τέρα τής περικυκλούοης Επιφάνειας ΙΙΑΒΓΔ»Β#:Κάθε κυρτή Επιφάνεια ΟΛΒΓΔ είναι μικροτίρα ottoU αςδήποτε άλλης Επιφάνειας ήτις Επις·ηριζομίνη Επί τή; αυτής περιμέτρου ΑΒΓΔ ήθελε περικυκλόνει την πρώτην. σχ. 2^5·Επαναλαμβάνομεν Ενταύθα ίτι διά κυρτήν Επιφάν ε ια ν  ίννοουμεν επιφάνειαν ήτις δίν δύναται να συνα· παντηΟή άπο-ευθείαν γραμμήν εί; περισσότερα άπό δύο σημεία: και όμως δυνατόν είναι ευθεία γραμμή ακριβώς νά εφαρμόζεται κατάτινα Εννοιαν Επί μιας κυρτής έπΐ“ Γ φανεία;- βλέπομεν τούτου παραδείγματα εί; τάς Επιφα- νεία; τού κώνου καί κυλίνδρου. Παρατηρο&μεν προσέτι ίτι ή ονομασία κυρτή Επιφάνεια δεν περιορίζεται, μόνον είς τάς καμπύλα; Επιφανείς άλλα περιλαμβάνει καί τάς π ολ υεδ ρικ ά ;  επιφάνειας ή συνθέτου; από πολλά Επί· πεδα, καί^όμοίως τας Επιφάνειας αί όποιαν είναι μέρος καμπύλα!, καί μέρος πολυιδρικαί," Τουτου τεθίντος, Εάν ή Επιφάνεια ΟΑΒΓΔ δίν ή ναι ή .μικροτέρα από ολας Εκείνα; αί όποιαι τήν περικυκλόνουν, Εςω:'μεταξύ τούτων ΓΙΑΒΓΔ.ή μικρότερα επιφάνεια ή οποία τό πολύ 0*λει είναι ίση μι ΟΑΒΓΔ. Δι' όποιάφδή·



ποτέ ςημβζ Ο  άς Siftfir) επίπεδον τό όποιον να άπτέταε t ic  έπίφ'ανείάς Ο Α Β ΓΔ  χωρίς να τον τέμνρ* τό έπίπε- δον τοίϊτο ' θέλει συναπαντήσει τήν ίπιφάνειαν ΙΙΑ Β Γ Δ , καί τό μέρος τό όποιον απ’ αυτήν θέλει άφαιρέσει Οά είναι μεγαλήτερον toD ίπιπέδου τό όποιον τελειόνει · εις ττ.ν αότήν έπιφάνειαν ( λήμμ. Α '): λοιπόν, φυλαττομένου του υπολοίπου Tic έπιφανείας Π Α Β Γ Δ , δυνατόν άντίτοίϊ ά* φαιρεθίντος μέρους να άντικατα7αθ?ί τό έπίπεδον, καί ήθελε προκόψει νέα έπυράνεια ήτις ήθελε περικυκλο'νει τήν ίπιφάνειαν Ο Α Β Γ Δ , καί ήθελεν είναι μικροτέρα τής Π Α Η ΓΔ . Αλλ’ ίξ  ύποθέσεως, αΰτν) είναι ή μικρότερα άπό όλας* τοίαυτνι λοιπόν ΰπόΟεσις είναι αδύνατος* όΟεν έπεταί ότι ή κυρτή έπιφάνεια Ο Α Β ΓΔ είναι μικροτέρα άπό κάθε άλλν,ν ίίτις τελειόν-,υσα εις τήν αυτήν περίμετρον ΑΒΓΑ ήθελε περικυκλο'νει τήν Ο Α Β ΓΔ ,ϊ χ ό λ ι ο ν .  Διά ουλλογισμοί κατά πάντα όμοίου ήθελεν άποδέιχθίΐ.ι . ”  ξτι, ίαν μία κυρτή έπιφάνεια περατουμένή άπό δίο περιμέτρους Α Β Γ, Δ Κ Ζ , περικυκλοδται άπό όποιανδήποτε άλλην έτηφάνειαν εις τάς αύτάς περιμέτρους περατουμέννιν  ̂ή περικυκλουμέννι θέλει είναι ή μικροτέρα τΛν δυο. οχ, α5ί>.3.tv ότι, έάν μία κυρτή έπιφάνεια ΑΒ περικυκλόΰται πανταχόΰεν άπό μίαν άλλην Μ Ν , είτε ίχα,υοι αημιΐα, γραμμάς ή επίπεδα κοινά , είτε δίν ίχουοι κάνίν κοινόν βημεϊον, ή περικυκλουμέννι πάντοτε θέλει είναι’ μικροτέρα τής περικυκλουσης. .Διότι μεταξύ τούτων αδύνατον νά ύπαρχέ κάμμιαήτις νά ήναι ή-μικρότερα άπό όλας, επειδή εΐςόλας τάς πιρι- ς·άσεις δυνατόν νά άχΟνί τό επίπεδον ΓΔ έφαπτο'μβνον τ?.ς κυρτής έπιφανείας,.,τό' όποιον ή’Οελεν είναι μικρότερου τής έπιφανείας Γ Μ ά  ί λν.μμ. Α*)' καί οδτω; ή έπιφάνεια ΓΝ Δ  Οά ήτον μικρότερα τής Μ Ν , τό όποιον έναντιοΟται εις τήν
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υπύΟίσιν Sn ή tlvat μικροτίραάπό όλας. Η  κυρτϊ) Τοιπόν έπιφάνίια ΛΒ  είγαι μικροτίρκ άπό τας δσαι τήν TciputuyAdvouv*Π  Ρ  Ο  Τ  Λ  Έ I 2  η  Ρ  Ω Τ  Μ ,Θ Ιύ Η Ρ Η Μ Λ.I I  ctpeiro; όνός κυλίνδρου ίίναι ϊστ, μό τό γινόμβνον της βάοιώς του ίπΙ.τοΟ ίίψους του*ΙϊςΊυ ΓΑ  ή άκτΐς τ^ς βάσίως toff δίδομίνου κυλίνδρου, ϊ  ίό δψοςτου* ας παρας»}σωμίν διά ιπιφ, Γ Α  τήν έπι* φάνίΐαν το5 κύκλου ίου οποίου ?} άκτΐς ίίναι ΓΑ* λογω δτι  ̂ ς-ίραύτίΐς του κυλίνδρου ,Οίλίΐ .ίίναι όπιφ, Γ Α Χ Ϊ »  Διότι, 4άν ίπιφ.· Γ Α Χ Ϊ  δίν 'λ,Υαι τό μί.τρον τοδ δεδομένου κυλίνδρου, to γινόμίνον τοΟτο OdXet ίίναι το μότρον ίνδς κυλίνδρου μίγαλητέρου ») (Λίκρο'Γέρου.’ΊίαΙ πρίοτον μόν άς ΙποΟέσωμίν ότι «ίναι το μετρον ίνόςκυλίνδρου μ,ιχροτ τίρου, φίρ’ «ιπίΤν, toff, κυλίνδρου toff οποίου ΓΔ elvai Ά άκτίς τ·?ίς βάσίως και ϊ  τό ύψος. ojr, a58.; , · ■' ; ,Ας π*ριγρ«φ(|$ e»c τον κύκλον τού όποίου ή άκτις ίΐναι ΓΔ , κανονικόν πολύγωνον το Η Θ ΙΠ , του όποίάυ αΐ πλίυ- ραΐ να μή .συναπαντούν τήν · Tvepî tpetav τί;ς όποιας Γ Α  eivaird άκιΊς (ιυ ,  4)* Ας dvvor,i)$ ακολούθως όρΟόν πρίσμα jiaotv ε·/ον τό πολύγωνον Η Θ ΙΠ , καί ύψος ϊ ,  τό-όποιον πρίσμα Οίλιι ίίναι π«ριγ£γρ*μμίνον ίίς τόν κύλινδρον της ' βασιως toff όποιου ή «κτίς ίίναι ΓΔ. Τούτου τίΟέντος, 
$■  ς·ίρ£ύ ςης. του πρίσματος ίίναι ίση μί τι ν̂ βάσιν ΗΘ1ΓΙ,. π.ολλκπλασιασϋιίο.αν,·<τ;1.,.τό .ύψος ϊ*  ή βάσις Η Θ ίΠ  ίίναι. μικρότερα του κύκλου του,οποίου Γ Α  βίναι ή άκτίςί "ό ςίριότιςς.- λοιπόν τον .πρίσματος etyai’ μικροτβρα άπό έπιφ. Γ Α Χ Ϊ .  Αλλα ίπ ιρ ,.Γ Λ  Χ ϊ  ίίναι,,.έξ δποΟέσίως, ή.^ίρίύτκς τοΟ ίγγίγραμμίνου ίΐς τό'πρίσμα κυλίνδρου* λοιπόν τό. πρίσμα κΟβλίν ίίναι μικρύτίρον του .κυλίνδρου*
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a8oτώρα, έξ Εναντίας, ό κύλινδρος elvai μικρότερος του πρί* σματος ώς περιεχόμενο;* αδύνατον λοιπόν επιφ. Γ Λ Χ Υ  v i  ήναι τό μέτρον του κυλίνδρου του όποιου ΓΔ είναι ή άκτίς τής βασεω; καί ϊ  τό ύψος* η, pie γενι5ιωτερους όρους, το γ ι ν ό μ ε ν ο ν  τής βάσεως ένός κ υ λ ί ν δ ρ ο υ  έ π ί  του υ ψ ο υ ςτ ο υ  δ ε ν  ήμπορεϊ* νά μ ε τ ρ ^  μικρό*  
τ ι  ρον κ ύ λ ι ν δ ρ ο ν .Λέγω δεύτερον ότι τό ίδιον τούτο γινόμενον δίν ήμ- πόρε? να μετρ?) μεγαλήτερον κύλινδρον: διόχι, διά νά μή πολλαπλασιάσωμεν τά σχήματα, ις<ύ ΓΔ ή άκτίς τής βάσεως του δεδομένου κυλίνδρου, καί ετω, ιί δυνατόν, ίπιφ. Γ Δ Χ Ϊ  το μέ*ρον μβγαλκτ/ρευ κυλίνδρου, φ«ρ* είπεΐν, του κυλίνδρου τοΟ όποιου Γ Α  elvai ή άκτίς τής βάσεως καί Γ τό ύψος·Εάν γέντ) ή αυτή κατασκευή ώς εις τήν πρώτον περίτ 
7 &σιν, τό περιγεγραμμίνον εις τόν δεδομίνον κύλινδρον πρίσμα (Ιέλει έχει μέτρον Ή Φ Ι Π Χ Ϊ :  τό ίμβαδόν Η Θ 1ΙΙ είναι μεγαλύτερου άπό έπιφ. ΓΔ* λοιπόν ή ςζρζάτηζ τοί πιρί ου ό λόγος πρίσματος είναι μίγαλ^τίρα από έπΐίΛ Γ Δ Χ Ι Υ τ δ  πρίσμα λοιπήν ήδελεν elvai μεγαλήτιρον τοδ ισοϋψούς κυλίνδρου όςτς ίχ«ι βάσιν ίπιφ* Γ Α . Τώρα, έξ έναντίας, τό πρίσμα, ώς περιεχ/ίμ^ον, «Zv*tj μικρότερος του κυλίνδρου* αδύνατον λοιπόν ή οάσις ίνός  κυλίν* δρου π ο λ λ α π λ α σ ια σ Ο β Γ σα  iv\ τοδ ύψους του, νά ήναι τό μέτρον ίνός με γα λκτέρου κυλίνδρου.Λοιπόν τέλος ή ς^ότνΚ ·ίνός κυλίνδρου είναι ϊαν; μό τό γινόμενον τής βάσεως του έπΐ του'υψουςτου.' Ι Ιόρισ μα Α .  Οί ισοϋψείς κύλΐνδροΓείναΓμ«τ«<ύ των ώς αί βάσεις των, καί οι κύλινδροι τής «ύτής βά?εως elvai μεταξύ των ώς τά ίίψ* των.Π ό ρ ι σ μ α  β\ Οι όμοιοι' κύλινδροι ΐΐναϊ'ώς οί-κί/βοε των υψών , ή ώς όί κύβοι τών̂  διαμέτρων τών βάσεων'



aBiίιότι «ν βάσεις είναι ως τα τετράγωνα των διαμε'τρων των* καί έπειδή οί κύλινδρον είναι όμοιοι, αί διάμετροι •των βάσεων είναι ώς τα δψη(όρ. 4·) λοιπόν αί βάσεις είναι ώς τα τετράγωνα ,τών ύψών* ό'Θεν αί βάσεις πολλαπλά* σιασθείσαι όπι τά ΰψη, ή οί ίδιοι κύλινδροι, είναι ώς οί κύβοι τών ύψών»2 χόλιον. Ες·ω Ατή άκτίς της βάσεως ενός κυλίνδρου,
aΥ τό ΰψος, ή επιφάνεια της βάσεως θέλει είναι π A ( ia ,  4)>a aκαί η ς-ερεότης του κυλίνδρου π Α Χ Υ  η πΑΥ» —Π Ρ 0 Τ Α 2 Ι Σ  Β' .Λ  Η Μ Μ Α.Η κυρτή Επιφάνεια ένός όρθοΰ πρίσματος είναι ίση μέ τήν περίμετρον τής βάσεως του πολλαπλασιασθείσαν έπί τδ ΰψος του.Διότι ή επιφάνεια αΰτη είναι ίση με τδ άθροισμα των ορθογωνίων AZHB, ΒΗΘΓ, ΓΘ ΙΔ, κ. τ. λ. άτο τά οποία συγκροτείται: τώρα τα ΰψη ΑΖ, ΒΗ, ΓΘ , κ,τ.λ. τούτων των ορθογωνίων είναι ίσα μέ τδ ΰψος του πρίσμ.κτος* αί βάσεις των ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ κ.τ.λ. όμοΰ ληφθεισαι αποτελούν τήν περίμετρον τής βάσεως τοΰ πρίσματος, Λοιπόν τδ άθροισμα τούτων των ορθογωνίων ή ή κυρτή Επιφάνεια του πρίσματος είναι ίση μέ τήν περίμετρον τής βάσεως του πολλαπλασιασθείσαν επί τδ ΰψος του. σχ. 25a.Πό ρ ι σ μ α .  Αί κυρταί έπιφάνεκζι δυο ορθών πρισμ.ά- των του αύτοίϊ ΰψους, είναι μεταξύ των ως αί περίμε* τροι των βάσεων των.Π Ρ Ο Τ Α Σ Η  Γ' .Λ  Η Μ Μ Α.II κυρτή έπειφάνεια του κυλίνδρου είναι μεγάλητ/ρα .τής κυρτής επιφάνειας κάθε ίγγεγραμμ/νου πρίσματος',



«AAa μικροτέρα της κυρτής έπιφανείας κάθε περιγι- γραρμένου.Atori ή κυρτή ίπιφάνν.α του κυλίνδρου και ή τον iyw γεγραμμένου πρίσματος Α Β ΓΔΚ Ζ ήμποροΰν νά Θεωρηθούν ώ; Ιχουσαι τό αυτό μήκος, διο'τι κάθε τομή εις τήν μίαν και είς τήν άλλην παραλλήλως τή ΑΖ γινομένη, «ίναι ίση μέ τήν Α Ζ ' έάν δε αί έπιφάνειαι αυται τμηΟώσιν υπό έπιπέδων παραλλήλων τής βάσεως ή καθέτων εις τλν κόψιν Α Ζ, «ί προκυπτουσαι τομαί Θέλουν είναι τά πλάτη τούτων των επιφανειών καί ΐσαι, ή μέν, μέ,τήν περιφέρειαν τής βά· σεως, ή δέ, μέ τήν περίμετρον του πολυγώνου ΑΒΓΑ ft μικρό* τέραν ταυ της τής περιφέρειας* επειδή λοιπόν ή κυλινδρική επιφάνεια ε/ec μέν μήκος ίσον μέ τον πρισματικήν, πλάτος δέ μεγαλήτερον, ?πεται ό'τι είναι μεγαλητέρα. σχ, 2 5a,Διά συλλογισμού κατά πάντα όμοιου ήΟελεν άποδειχΘίί ότι ή κυρτή έπιφάνεια του κυλίνδρου είναι μικρότερα τής. επιφάνεια; κάΘε περιγεγραμμένου πρίσματος Β Γ Δ Κ 'Λ Θ , σχ. af>3, Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Δ ',Θ Ε ft Ρ H Μ Λ .Η  κυρτή επιφάνεια 4νός κυλίνδρου είναι ίση μέ τήν περιφέρειαν τή; βάσεώςτου έπί του ΰψους του πολλαπλά* σιασΘεϊσαν.Ε?ω ΓΑ  ή άκτίς τής βάσεως του δεδομένου κυλίνδρου, Υ τό ύψος του* εάν παρας-ησωμεν διά περ. ΓΑ  τήν περιφέρειαν ή τις εχει άκτΓνα Γ Α , λέγω ότι περί. Γ Α Χ Υ  Θέλει είναι ή κυρτή έπιφάνεια του κυλίνδρου* διότι, εάν τούτα δεν ύπάρχη, πρε'πει περ. Γ Α Χ Υ  νά ήναι ή. επιφάνεια ένος κυλίνδρου - μεγαλητέρου ή μικροτέρου* καί πρώτον μέν άς όποΘΐσωμεν ότι είναι ή επιφάνεια ένός κυ* λίνδρου μικρότερου, φιρ'ιίπεϊν, του κυλίνδρου του όποιου ΓΔ  είναι ή άκτίς τής βάσεως καί Υ τό ίίψος. σχ. aS$ .
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λς περιγραφθή ε’ς τον κύκλον τού οποίου ή άκτ:; είναι ΓΔ κανονικόν πολύγωνον το Η Θ ΙΙΙ, του όποιου at πλευραί vat μή συχυπαντουν τήν περιφέρειαν ήτις έ'χέι ακτίνα ΓΑ* ας εννοηθή ακολούθως ορθόν πρίσμα ύψος έχον ϊ ,  και βάσιν τό πολύγωνον Η Θ ΙΙΙ. II κυρτή Επιφάνεια τούτου τού πρίσματος θέλει είναι ίση με τήν περίμετρον του πολυγώνου Η Θ ΙΠ  Επί του υψούς Τ πολλαπλασιασθεΐσαν (προ. a): ή περίμετρος αυτή είναι μικροτέρατής περιφερείας τής όποιας ή άκτ'ίς είναι ΓΑ* ή κυρτή λοιπόν επιφάνεια του πρίσματος είναι μικρότερα από περί, Γ Α Χ Τ .  Αλλά πεο. ΓΑ  X Τ είναι, εξ ύποθέσεως, ή κυρτή Επιφάνεια τού κυλίνδρου τής βάσεως του όποιου ή «κτίς είναι ΓΔ, καί ό όποιος κύλινδρος είναι Εγγεγραμμένος εις τό πρίσμα* ή κυρτή λοιπόν Επιφάνεια τοΟ πρίσματος ήθελεν etvat μικρό· τέρα τής τού εγγεγραμμένου κυλίνδρου* άλλ’ Εξ εναντίας πρέπει να ήναι μ,εγαλ/ιτέρα (προ'. 3)* ή ύπο'θεσις λοιπόν άπό τήν οποίαν άνε/ωρήσαμεν, είναι άτοπος: λοιπόν ι ,Μ ή περιφέρεια τής βάσεως Ενός κυλίνδρου έπί του ΰψουςτου πολλαπλκσιασΟείσα δέν ήμ.πορει ν ά μ ε τ ρ ΐ ί  τήν κυρτήν επιφάνειαν μικρατέρου κυλί  ν δρου.Λέγω δεύτερον ότι τό ίδιον τούτο γινόμενόν δέν ήμ- πορει νά μετρ·?ί τήν Επιφάνειαν μεγαλητέρου κυλίνδρου. Διότι, διά νά μή άλλάξωμεν σχήμα, Γς-ω ΓΔ ή άκτίς τής βάσεως το·) δεδομένου κυλίνδρου, και, εΐ δυνατόν, ε̂ ω περ. Γ Δ Χ Ϊ  ή κυρτή Επιφάνεια Ενός κυ7.ίνδρου 071; μέ τό αυτό ύψος, ήθελίν εχει βάσιν κύκλον μ.εγαλήτερον, φερ* εΐπειν, τον κύκλον του όποιου ή άκτίς είναι ΓΑ . Γκτελε- σθείσης τής αυτής κατασκευής ώς εις τήν πρώτην ΰπο'- θεσιν, ή κυρτή Επιφάνεια τού πρίσματος θέλει είναι πάντοτε ίση με τήν περίμετρον τού πολυγώνου ΗΘΙΠ Επί τού ύψους Υ  πολλαπλασιασθείσαν. Αλλ’ ή περίμετρος αύτη
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είναι ρεγαλητέρα από περ. Γ Δ ’ ή επιφάνεια λοιπόν τοδ πρίσματος ήΟελεν είναι μεγ«λητέρα άπο περ. ΓΔ Λ  Υ , το ότοΐον γινόμενον, εξ ΰποβέσιως, είναι ή επιφάνεια-τοΰ κυλίνδρου του ιδίου υψους καί του όποιου i  άκτίς τής βάσεως etvat Γ Α , Η  επιφάνεια λοιπόν του «ρίματος ήθι- λεν είναι μεγαλητέρα τής επιφάνειας τούτου του κυλίνδρου. Αλλα και εάν τό πρίσμα ή τον εγγεγραμμένου εις τόν κύ“ λινδρον, ή επιφάνεια του ήΟελεν είναι μικρότερα τη; τοί3 κυλίνδρου (προ. 3 ) , πολύ περισσότερον είναι μικρότερα όταν τό πρίσμα δεν έκτβίνεται μέχρι του κυλίνδρου. Καί ή δευτε'ρα άρα ύπό&εσις είναι αδύνατος' λοιπόν a ,tv r πε* ριφέρεια τής βάσεως ένός κυ λ ίν δ ρ ο υ  ι π ι  τό ύψος τ ο υ  π ο λ λ α π λ α σ ι α σ ό ε ι σ α  δεν ή μ π ο ρ ε ι  νά μετρί?  τη ν ε π ι φ ά ν ε ι α ν  μ ε γ α λ η τ έ ο ο υ  κυλίνδρου.Λοιπόν τέλος ή κυρτό επιφάνεια ίνός κυλίνδρου είναι ίση με την περιφέρειαν τής βάσεώς του πολλαπλασιασμέ?·ο αν έπι τ · ύψος του.Π Ρ Ο Τ  A 2  I 2  Ε\
β  Ε ίΐ ί* H Μ Λ .Η  ς-ερεότης ενός κώνου είναι ίση με τό γινο'μενον τής βάσεώς του έπι του τριτημοριου του υψους του.Ες-ω 2<) τό υ'ψος του δεδομένου κώνου, ΑΟ ή άκτίς τής βασεως' εάν σημειωδνί διά επιφ. Α Ο  ή ίκιφάνεια τής βάσεώς , λέγω δτι ή ς·ερεοτης τούτου του κώνου θέλει είναι ίση με έπιφ. Α Ο Χ  1 2 0 . σχ. z5g, ,Τω όντι,, άς ύποδέσωμεν ί.** ότι επιφ. Α 0 Χ 1 2 0  είναι ής-ερεο'της ένός μεγαλητέρου κώνου, φιρ’. είπείν, του κώνου του όποιου 2 0  .είναι πάντοτε τό ΰψος’ αλλά του όποιου ΟΒ, μεγαλητέρα άπό ΑΟ , είναι ή άκτίς τής βάσεώς.Εις τόν κύκλον του όποιου ή άκτίς είναι ΑΟ ας περιγραφή κανονικόν πολύγωνον τό ΜΓίΠ Γ  το όποιον νά



<jtri συναπάντα την περιφε'ρειαν της όποιας ή . άκτίς είναι 013 ( ίο , 4 )' ας έννοηθή ακολούθως πυραμίς βάσιν εχουσα to  πολύγωνον και κορυφήν τήν ςτγμην 2 . Η  ς^ρεύτης ταύτης τής πυραμίδος ( ry, Θ) είναι ίση με το εμβαδόν του πολυγώνου Μ N U T  πολλαπλασιασΟέν επί του τριτη- μορίου του ύψους 2 0 . Λλλά το πολύγωνον tivat μεγαλή* τερον του ίγγβγραjxjjosvou κύκλου οςτ» παρι^ανεται διά έπιφ. ΑΟ* λοιπον ή πυραμίς είναι μεγαλητέρα από επιφ. Α Ο Χ  4 2 0 , τό όποιον γινόμενόν, εξ ύποδεσεως, είναι τό με'τρον του κώνου τού όποιου 2  είναι ή κορυφή και Ο Β  ή άκτίς τής βάσεως. Τώρα, έξ ε’ναντίας, ή πυραμίς ώ; περιεχο- μένη είναι μικροτε'ρα τοϋ κώνου* λοιπόν ι . 4» αδύνατον ή βάσις ένός κώνου έπίτού τριτημορίου τού ύψους του πυλλα- πλασιασδεϊσα να ή ναι ■ τό μέτρον μεγαλητε'ρου κώνου.*' Λίγα» 2. μ δτι τό ίδιον τούτο γινόμενόν δεν ήμ.πορεί να ^ναι τό μέτρον κώνου μικρότερου. Διότι, διά νά μή άλλάξωμεν σχήμα, Ι'ς-ω 01) ή άκτίς τής βάσεως τού δεδομένου κοό-ου, καί, εί δυνατόν , ες-ω, έπιφ. 0 J3 X  ί 2 0  ή • ςτερεότης του κώνου ό'ςτς εχει ύψος 2 0  καί βάσιν τον κύκλον τού όποιου ΑΟ είναι ή άκτίς. Γενομίνν,ς τής αύτν,'ς κατασκευής ώς άνωτε'ρω, ή πυραμίς 2ΜΝΓ1Τ θέλει εχει μέτρον τό εμβαδόν ΜΝΓΓΓ πολλαπλασιασΟέν επί 3 2 0 . Αλλά τό έμβαδόν ΜΝΠ'Γ είναι μικρο'τερον από έπιφ. ΟΒ* λοιπόν ή πυραμίς ·ήΟίλεν έχει μέτρον μικρύτερον από επιο. Ο Β Χ  4 2 0 , καί έπομένως ξθελεν είναι μικρότερα από τόν κώνον τού όποιου ΑΟ είναι ί  άκτίς τής βάσεως καί 2 0  τό ύψος. Τώρα, εξ εναντίας, ή πυραμίς elvat μεγαλητέρα τού κώνου, διο'τι ούτος περιέχειαι’ λοιπόν 2. βν αδύνατον ή βάσις ένός κώνου πολλαπλασιασδείσα επί τού τριτηρορίου τού ύψους του να ήναι τό μέτρον μικρότερου κώνου.Αοεπόν τέλος ή ςερεότης ένός κώνου είναι ίση μέ τό γινόμενον της βασεώςτου επί τ6δ τριτημορίου τούυψουςτου.



Π ό ρ ι σ μ α .  Κώνος είναι τό τριτημόριον κυλίνδρου τής αυτής βάσεως καί του ίδιου ύψους* δΟ*ν ίπεται.ι.βν Ο τι ο; ισοϋψείς κώνο; είναι μεταξύ των ώ; αί βάσεις των.a.ev Ο τι οι κώνοι ίσων βάεεων είναι μεταξύ των ώςτά ΰψνι των.3.0* Οτι οί όμοιοι κώνοι είναι ώς οί κύβοι τών διαμέτρων τών βάσεών των, ή ώς οί κύβοι τών ύψών των.Σ χόλιο  ν. Ες·ω Α  ή άκτίς τής βάσεως ένός κώνου, ϊsτό ύψος του* ή ς·ερ«ότης του κώνου Θέλει είναι π A  Χ ~  Τ  ή ~ π Α Ϊ .
Π Ρ Ο Τ Α Σ I Σ ί ,Θ Ε Ω Ρ Η Μ Α .Ο  κολοβός κώνος Α Δ Ε Β , του όποιου Α Ο , Δ Π  είναι αί ακτίνες τών βάσεων καί Π Ο  τό ύψος, εχει μετρον ~π. 

— a — *Ο Π .  ( Α Ο + Δ Π +  Α Ο Χ Δ Π ) .Ες-ω Τ Ζ Η Θ  τριγωνική πυραμίς τού αύτου ύψους μέ τον κώνον 2 Α Β , καί τής οποίας ή βάσις Ζ Η Θ  να ίσοδυ- ναμ7) με τήν βάσιν του κώνου, ΔυνάμεΟα νά ύποΟεσωμεν ό'τι αί δυο αύται βάσεις εύρίσκονται είς τό αυτό ε’πίπεδον’ τότε αί κορυφαί 2 καί Τ  ισάκις θέλουν άπι'χει από τό επίπεδον τών βάσεων, καί τό επίπεόον Ε ΙΙΔ  προεκβληΘέν Θέλει κάμει είς τήν πυραμίδα την τομήν 1Κ/Λ. Λέγω τώρα ό'τι ή τομή αυτή ΙΚ  Λ ισοδύναμε? με τήν βάσιν Δ Ε ’ διο'τι αί βάσεις ΑΒ, Δ Ε , είναι μεταξύ των ώς τσ τετράγωνα τών ακτινών Α Ο , Δ Π  ( xx , 4)j ί  ώς τα τετράγωνα τών ύψών 2 0 , 2ΓΓ τα τρίγωνα Ζ Η Θ , Ι Κ Λ ,  είναι μεταξύ των ώς τά τετράγωνα τών ιδίων τούτων ύψών ( ι5 ,  6 )* λοιπόν οί κύκλ.ι ΑΒ , Δ Ε , είναι μεταξύ των ώς τα τρίγωνα Ζ Η Θ , ΙΚ ,'Δ , Αλλα, έξ υποθέσεις τ ·
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Τρίγωνον ΖΗ Θ  είναι ισοδύναμον μέ τόν κύκλον ΑΒ* λοιπόν το τρίγωνον ΙΚ Λ  είναι ισοδύναμον μέ τον κύκλον ΔΕ.Τώρα, ή βάσις ΑΒ ,παλλαπλασιασβεΐσα επί ~ΣΟ είναι ή ςερεότης του κώνου Σ λ Β,  καί ή βάσι; ΖΗΘ πολλά- πλασιασθείσα έπι ~ΣΟ είναι ή της πυραμίδας ΖΗΘ’ λοι- πόν, Ις αιτία; των ισοδυνάμων βάσεων, ή ς·«ρ8οτη; της πυραμίδος, είναι ίση μέ την τού κώνου. Διά λόγον παρόμοιον, ή πυραμ'ι; Τ 1Κ .Λ  είναι ισοδύναμο; μέ τόν κώνον ΣΔΕ* λοιπόν ο κορμό; τού κώνου ΑΔΕΒ ισοδύναμες μέ τον κορμόν τη; πυραμίδάς ΖΗΘΙΚ/Α. Αλλ'η βάσι; ΖΗΘ.«σοδυναμουσα μέτόν κύκλον τού όποιου ή άκτίς είναι ΑΟ, —1 —aίχει μέτρον π Χ Α Ο *  όμοίω; ή βάσι; Ι Κ / Λ = π Χ Δ Π ,
— a —aκαί ή μίση ανάλογο; μεταξύ π Χ Α Ο  καί π Χ Δ Π  είναι π Χ Α Ο Χ Δ ί Γ  ή ς-εριότη; λοιπόν του κορμού της πυρα- μίδο;, η ή ςερεότης τού κορμού τού κώνου, 2χει μέτρον

— a — >| Ο Π Χ  ( π Χ Α 0 - | - π Χ Δ Π 4 - π Χ Α 0 Χ Δ Π )  (2ο, 6),—* —Λτό όποιον είναι τό αυτό μέ ~ π Χ Ο Ι ! Χ  (Α ΟΊ~ ΑΠ·Ε  jΑ Ο χ Δ Π ) . Π Ρ Ο  Τ  Α Σ  ϊ  Σ  Ζ\Θ £  Ω Ρ Η Μ Λ .
Η  κυρτή Επιφάνεια ένός κώνου είναι ίση μέ τήν περιφέρειαν τη; βάσεώς του επί του ήμίσεως τη; πλευρά; του πολλαπλασιασΟείσαν.Ετω Λ Ο  ή άκτίς τής βάσεω; τού δεδομένου κώνου, Σ ή κορυφή του, καί ΣΑ ή πλευρά του* λέγω on ή έπι- φανειάτου θέλει είναι περ. Α Ο Χ  *ΣΑ. Διότι £ς·ω, «  δυ- νατόν̂  ττερ. ΑΟ Χ  $ΣΑ, ή Επιφάνεια ένό; κώνου ός-ις κο·4



ρυφήν μεν (y i t  τήν ςίγμήν 2 , βάσιν δε τον γίγραμμένο* κύκλον άπό τήν αχτίνα ΟΒ μεγαλητέραν τής ΑΟ, αχ . a5yu Ας περιγραφή εις τον μικρήν κύκλον κανονικόν πολύγωνόν τό Ι ΙΛ Π Τ , τού οποίου αί πλευραι νά μή συναπαντούν τήν πεοιφέρειχν ήτις ϊχ ιι αχτίνα ΟΒ* και ίς ω  Σ Μ Ν Π Τ  κανονική πυραμις, ήτις βάσιν μίν ήθελεν i y i ι τό πολύγωνον , κορυφήν δε τήν ς·ιγμήν Σ ’ το τρίγωνον 2 Μ Ν  h  άπό τα συγκροτουντα Τήν κυρτήν επιφάνειαν τής πυραμίδος, Ιχει ρίέτρον τήν βάσιν του Μ Ν  επι τού ήμί- σεω; τού ύψους 2 Α πολλαπλασιασθεΐσαν, το όποιον ύψος είναι ενταύτω ή πλευρά τού δεδαμε'νου κώνου* επειδή τή ύψος τούτο είναι ίσον είς'δλα τά άλλα τρίγωνα 2Ν Π | 2 Π Κ , κ. τ. λ . έπεται δτι ή κυρτή έπιφάνεια τής πυρά* μίδος είναι ίση μέ τήν περιμέτρου ΠΝΙΓΓΜ  έπι $2 A πολλαπλασιασΟεΐσαν* άλλ’ ή περίμετρος MNflTM είναε μεγαλητέρα άπο πεο. ΑΟ* ή κυρτή λοιπόν έπιφάνεια τής πυραμίδος είναι μεγαλύτερα άπό περ. ΑΟΧ $2Α, καί έπομενως μεγάλη τέρα τής κυρτής επιφάνειας τού κώνου δς-ις με τήν αύτήν κορυφήν 2 ήθελεν ίχει βάσιν τόν γε· γραμμενον κύκλον jut'a τήν ακτίνα Ο Β . Τώρα, έξ έναν τίας, ή κυρτή έπιφάνεια του κώνου είναι μςγαλητέρα ίκεί- νής τής πυραμίδος* διο'τι εάν ή βάσις Τής πυραμίδος τιθν[ έπι τής βα'σεως μιας ίσης πύραμίδος,.και τό αύτό γέν$ ώς προς τον κώνον* ή έπιφάνεια των δύο κώνων θάλει πε· ρνκυκλώσειπανταχύθεν τήν επιφάνειαν τών δύο πυραμίδων* ή πρώτη λοιπόν επιφάνεια θέλει είναι μεγαλύτερα τής δευτε'ρας (λήμ. a)* διά τούτο ή έπιφάνεια τού κώνου είνκι μεγαλητε'ρα τής επιφάνειας τής πυραμίδος ήτις πε- ριέχεται, Τό εναντίον ήθελεν είναι συνέπεια τής ύποθέσε- ώς μας’ ή ύπόθεσις λοιπόν αυτή είναι αδύνατος* άρα ι,«* ή περιφέρεια τής βάσεω; ένός κώνου επί τού ήμίσεως τής πλευράς του πολλαπλασιασθείσ* δό* ή μπορεί νά μετρή τήν επιφάνειαν μεγάλη τέρ ου κώνου.



a8gΛέγω a .ev ότι to ίδιον γινόμενον δέν ήμπορει νά μβτρ$ τήν έπιφάνειαν μικροτέρου κώνου. Διότι ες-ω ΒΟ ή άκτις της βάσεως του δεδομένου κώνου, και, εί δυνατόν, ίς ώ  
z ip .  B O X  ίΣ Β  ή ίπιφάνεια του κώνου, τοδ οποίου 2 είναι ή κορυφή, καί Λ Ο , μικροτέρα τής Ο Β , ή άκτις τής βάσεως.- Γενομένης της αυτής κατασκευής ώς ανωτέρω, ή έπι- φάνεια τής πυραμίδος ΣΜ ΝΠΤ πάντοτε Θέλει είναι ίση μέ τήν περίμετρον Μ ΝΠΤ πολλαπλασιασΟεισαν έπί$ΣΑ , Τώρα ή περίμετρος ΜΝΠΤείναι μικρότερα τής περ. ΒΟ, 2 Α είναι μικροτέρα άπδ ΣΒ* λοιπόν διά τούς δυο του* τους λόγους ή κυρτή έπιφάνΐια^τής πυραμίδος είναι μικρότερα από περ. ΒΟ X  £ ΣΒ, τδ όποιον γινόμενόν, έξ ύποΘέσεως, είναι ή ίπιφάνιια του κώνου τοδ όποιου ΑΟ  είναι ή άκτις τής βάσεως* λοιπόν ή Επιφάνεια τής πυρά· μίδος ήΘελεν είναι μικροτέρα τής τοδ Εγγεγραμμένου κώνου. Τώρα, έξ Εναντίας, είναι μιγαλητέρα* διότι έάν τε9?ί ή βάοις τής πυραμίδας Ιπί τής βάσεως μιας ίσης πυραμίδος καί τδ αυτό γέννι ώς προς τδν κώνον, ή Επιφάνεια των δυο πυραμίδων πανταχόΟεν θέλει περετυλίσσει τήν των δυο κώνων, καί Επομένως θέλει είναι μεγαλητέρα. Λοιπόν a.w αδύνατον ή περιφέρεια τής βάσεως' δεδομένου κώνου Επί τοδ ήμίσεώς τής πλευράς του πολλαπλασιάσει ίσα νά μετρη τήν έπιφάνειαν μικροτέρου κώνου.Λοιπόν τέλος ή κυρτή έπιφάνεια ένδς κώνου είναι ίση μί τήν περιφέρειαν τής βάΑώς του Επί τοδ ήμίσεως τής πλευράς του πολλαπλασιασθείσαν.Σ χ ό λ ιο ν . Ε?ω It Α πλευρά τοδ κώνου, Α ή άκτις τής βάσεώς του, ή' περιφέρεια ταυτης τής βάσεως 6έλει είναι απΑ, καί ή έπιφάνεια τοδ κώνου θέλει έχει μίτρον κ π Α Χ  ή Π  ή πΑΠ. «9



. Π  Ρ  Ο  Τ  Α  Σ  I  2  Η \Θ Ε 1 1 Ρ  Η Μ  Α .• - / . . .Η  κυρτή επιφάνεια του κορμού του κώνου ΑΔΕΒ είναι ίση μό την πλευράν του Α Δ  ini του ήμ «θροίσματος τδν Περιφερειών των δυο  του βάσεων Α Β , Δ Ε  πολλαπλασια* σΟεισαν. σχ. 2 6 1 .Εις τό ΐπίπεδον Σ Α Β τ ό  ^ερχόμενόν £ιά του.,άζονος Σ Ο  ας άχδή ή Α Ζ κάθετος ini τήν Σ Α ,.κα ί ά; ληφΟή ή Α Ζ  !<τη με τήν περιφέρειαν ήτις εχει ακτίνα ΑΟ* άς επι- ζευχδή Σ Ζ - και άς άχθη ή Δ Θ  παράλληλος τή Α Ζ .Ε ζ αιτίας- των όμοιων τριγώνων Σ Α Ο , Σ Δ Γ, εχομεν Α Ο ; ΔΓ : ^ Σ Α ; Σ Δ , και διά την ομοιότητα τών τριγώνων Σ Α Ζ , Σ Δ Θ , εχομεν ωσαύτως Α Ζ  : Δ Θ ; ;  ΣΑ : ΣΔ* λοιπόν Α Ζ :Δ Θ ;:Α Ο :Δ Γ , η  :: πεο. Α Ο : περ, Δ Γ  (εκ,  4)· Α λλ’ ,εκ τής κατασκευής Α Ζ « =  ηερ. Α 0 * λοιπόν Δ Θ = *  ηερ. Δ Γ , Τουτου τεΟε'ντος, το τρίγωνον. ΣΑΖ» τυ οποίον εχειμέτρον Α ,Ζ Χ  £ Σ Α ,  είναι ίοον μέ την επιφάνειαν του κώνου ΣΑΒ} ήτις εχει μίτρον περ. Α Ο  X  £  Σ Α , Δια. λόγον παρόμοιον τό τρίγωνον ΣΔ Θ  είναι ίσον με τον επιφάνειαν του κώνου ΣΔΕ* λοιπόν ή επιφάνεια'του κορμού Α Δ Ε Β  είναι ίση με την του τραπεζίου ΑΔΘΖ* αυτή εχει μέτρον ( 7 » 3 ) , Α Δ Χ ίΑΖ~*~ΑΘν  ή επιφάνεια λοιπόν του
9 ^κορμού του κώνου ΑΔΕΒ είναι ίση με την πλευράν του Α Δ  πολλαπλασιασΟείσαν επί του ήμιαΘροίσματος τώ^πε-  ριφερειων των βάσεών του,Ι Ι ό ρ ι σ  μ α .  Από την ςτγμήν I ,  μέσον .της Α Δ , ας άχθη ή Ι Κ . Λ  παράλληλος τή ΑΒ, καί ή ΙΜ  παράλληλος τή ΑΖ* δεικνυομεν ώς άνωτε'ρω ότι ΙΜ *» π ερ . ΙΚ.'* Αλλά τό τραπεζών Α Δ Θ Ζ «=  ΑΔ X  ΙΜ  = ·  ΑΔ Χ π ερ . ΙΚ.\ Η μ - πορουμεν λοιπόν ακόμη νά είπωμεν ότι ή ίπνφ άνοια  *νος κω νικ ού  κορμού ε ί ν α ι  ίση με τήν πλευ ράν



' ·  ~ Λ . 2$ ΓΤού πολλαπλασιασδ,είσαν f a t  της περιφερείας μιας τ ο μ ή ς  γ ινό μ ε νη ς  εις ίσον ά π ο ς-ή μ α  από τάς δύο β άτ εις .Σ χύ λ ιο ν .  Εαν γραμμή τις Α Δ, καδ’ ύλην.της τήν εκ- τασιν άττο το αυτό μέρος της γραμμής ΟΓ και εντφ αύτφ ε’πιπέδω κείμενη, πέριςγέφεται ολόγυρα της ΟΓ, η γραφομίνη έπιφάνεια άπο την ΑΔ θέλει έχει ματρον Α Δ Χ  
(m 9. A o-W t?- ΑΓ), ή Α Δ Χ  ,περ. 1Κ* οπού αί γραμμαί 

aΑ Ο , ΛΓ, ΙΕ ' είναι κάθετοι ήγμέναι άπα τά άκρα καί ct7to το μέσον της γραμμής ΑΔ επί του άξονος Ο Γ.Δώη έάν προεκβληδώσιν αί ΑΔ, Ο Γ εως ού να συνα- παντηδώσιν εις 2, φανερόν ότι ή γραφομένη άπό Την ΑΔ 4πιφάνειαν είναι ή του κολοβοί κώνου των- βάσεων του όιέοίου ΟΑ καί ΔΓ είναι αί. ακτίνες, έχοντος τοΟ όλου κώνου’ κορυφήν "τήν ς·ιγμήν 2; Λοιπόν ή επιφάνεια αυτή δελει εχίι το ιίρημενον μίτρον.Τό μέτρον τοΰτο ήδιλε πάντοτε Υπάρχει, καί όταν η ς-ιγμή Δ ήδελε πε'σει εις 2, ίκ του όποιου ήδιλε προκόψει κώνος, καί ωσαύτως όταν ή γραμμή Α Δ ήδελεν είναι παράλληλος του άξονος, ίκ τοδ όποιου ήθελε γεννηθεί κύλινδρός. Εί^ τήν πρώτήν περί^ασιν ή ΔΓ ήδελεν είναι μηδέν, εις Την δευτέραν ιση μΓτήν A Q  καί μί τήν ΙΚ,\Π Ρ  Ο t  Α Σ I Σ θ\Α  Η' Μ Μ Α.Εδωσαν ΑΒ,ΒΓ,ΓΔ, πολλαί όιαδο/ικαί πλευραί κανονικοί πολυγώνου, Ο τό κέντρον του, καί ΟΧ ή άκτί; του εγγεγραμμένου κύκλοι υποτεδεντος ότι ή μερίς του πολυγώνου ΑΒΓΔ, όλη από -ό αύτό μέρος της διαμέτρου ΖΗ κειμένη, π*ρΐ7 ρέεται όλόγυρα ταυτής της διαμέτρου, ή γραφομένη ίπμράνεια άπ« ΑΒΓΔ θέλει έχει μέτρον ΜΚ. X  περ, p i ,  όντος ΜΕ, του υψους ταυτης τής έπιφανείας



202ή τοδ περιεχομένου μ-efους του άξονος μεταξύ των καθέ- των AM , Δ Κ , σχ. 262,Επειδή ή ςιγμή I  είναι το μέσον τής ΛΒ, και ΙΚ/ κάθετος Επί του άξονος ήγμένη άπύ τήν ςιγμήν I , Α γρα* φομένη Επιφάνεια άπΰ τήν A Β θέλει Εχει μέτρον Λ Β Χ  περ. ΙΚ.’ (προ'. 8). Λς άχθ-j Α Δ Χ  παράλληλος του άξονος* τά τρίγωνα Α Β Χ ,  Ο ΙΚ  έχουν τάς πλευράς κάθετους την κάθε μίαν εις τήν κάθε μίαν, δηλαδή την Ο Ι εις την Α Β , τήν ΙΚ* είς τήν Α Χ , και τήν ΟΚ/ ιί; τήν Β Χ ’ είναι λοιπού ομοια και δίδουν τήν αναλογίαν ΑΒ: Α Χ  ή Μ Ν : :0 1 :1 k 1, νί; : τηρ. Ο Ι :  πιρ. ΙΚ ’* λοιπον Α Β Χ  περ. ΙΚ #**=·Μ ΝΧπερ. Ο Ι. ΟΟεν βλέπομεν δτι ή γραφο· μένη επιφάνεια άπο τήν ΑΒ είναι ίση μέ τ& ύψος της Μ Ν  έτη τήν περιφέρειαν του Εγγεγραμμένου κύκλου πολλά- πλασιασθέν* ώσαύτως ή γραφομένη Επιφάνεια άπο ΒΓ,® ^ Ν Γ Ι Χ  πιρ. Ο Ι , ή γραφόμενη απδ Γ Δ ,« = » Π Κ Χ  πιρ. Ο Ι, Λοιπον ή άπο τήν μερίδα του πολυγώνου ΑΠΓΔ γραφόμενη εχει μέτρον ( Μ Ν ι - Ν Π Η - Π Κ . )  X  πιρ. Ο Ι , ή Μ Κ Χ  περ. ΟΙ* είναι λοιπον ίση μέ τό ύψος της έπί τής περιφερείας τοδ Εγγεγραμμένου κύκλου πολλαπλασιασΟέν,Π ο'ρ to μα, Εάν τ6 δλον πολύγωνον ή ναι άρτιοπλευρον, καί ο άξων ΖΓΪ διέρχεται διά δύο απέναντι κορυφών Ζ  καί Η , ή ολη γραφόμενη Επιφάνεια άπα τήν περιςροφήν του ήμιπολύγώνου ΖΑ ΓΗ  θέλει είναι ίση μέ τον άξονα Ζ ΙΙ πολλαπλασιασΟεντα Επί τήν περιφέρειαν του Εγγεγραμμένου κύκλου. Ο άξων Ζ Η  ενταύτφ θέλει είναι ή διά* 'μέτρο; του περιγεγραμμίνβυ κύκλου.Π  Ρ Ο  Τ  A 2  I  2  I V0 Ε  .Ω Ρ  Η Μ Λ .
#/Η  επιφάνεια τής σφαίρας είναι ίση μέ τήν διάμετρον της επί τής περιφερείας μεγίςου κύκλου π ολλ απλα σιασθείσαν.



*9$Λέγω ι.*ν δτι ιή διάμετρος μιας σφαίρας, ε’πί της περιφέρειας μεγίς-ου κύκλου της πολλλαπλασιασΟεΐσα, δεν Ιΐμπορεί νά μβτρτί τήν έπιφάνειαν μεγαλητέρα; σφαίρας. Δια'τι Ι’ς-ω, εΐ δυνατόν, ΑΒ X  περ. Α Γ  ή Επιφάνεια της σφαίρας ίίτις ^χει ακτίνα ΓΔ. σχ. 263.Εις τον κύκλον τοΰ οτνοίου ή άκτίς είναι Γ Α , άς πι- ριγραφΘη άρτιοπλευρον κανονικόν πολύγωνον το όποιον να μή συναπαντά τήν περιφέρειαν ίίτις ίχει άτίνα ΓΔ* ϊς-ωσαν Μ και 2  δύο απέναντι κορυφαι τούτου τοΰ πολυγώνου* και όλύγυρα της διαμέτρου M 2  ας περιγραφή το ήμιπολύγωνον ΜΩ2, Η γραφομένη Επιφάνεια Θέλει έχει μέτρον Μ 2 Χ  περ. Λ Γ  (πρύ. ρ.)* άλλα M 2 είναι μεγαλητέρα της ΑΒ* λοιπόν ή από τό πολύγωνον γραφο- μένη επιφάνεια είναι μεγαλητέρα από Α Β Χ  περ. ΑΓ, καί έπομενως μεγαλητέρα από τήν έπιφάνειαν της σφαίρας άκτίς της οποίας είναι ΓΔ. Τώρα, έξ εναντίας, ή έπιφάνεια της σφαίρας είναι μεγαλητέρα τής από τό πολύγωνον γραφόμενης , έπειδή ή πρώτη* περιτυλίσσει πανταχα'Θεν τήν* δευτέοαν. Λοιπόν ι.®* ιή διάμετρος μια; σφαίρας έπι της περιφερείας μ.εγές·οο κύκλου της πολλαπλασιασΟείσα δέν ήμπορεί νά μετρτί την επιφάνειαν μεγαλητέρα; σφαίρας.Λέγω 2 .β» ότι τό ίδιον τούτο γινόμενόν δέν ήμπορεί νά μετρΤί τήν έπκράνβιαν μικροτέρας σφαίρας. Διο'τι εςω, εί δυνατόν, Δ Κ Χ  περ. ΓΔ ή έπιφάνεια της σφαίρας ήτις ϊχει ακτίνα Γ Α . Γενομένης της αυτής κατασκευής ώ; είς τήν πρώτην περίςασιν, ή έπιφάνεια τοΰ γεννωμένου ς ΐ·  ριοΰ άπό τό πολύγωνον θέλει είναι ίση με M 2 X  περ. ΑΓ. Αλλά M2 είναι μικροτέρατή; ΔΕ, και περ. Α Γ  μικρότερα τής περ. ΓΔ* λοιπόν, διά του; δυ'ο τούτους λογους, ή επιφάνεια του άπό τό πολύγωνον γραφόμενου ςεριοΰ ήΟελεν είναι μικρότερα άπό Δ Ε Χ  περ. ΓΔκαί επομένως μικροτέρα της «πιφανιίας της σφαίρας της όποιας ή άκτίς είναι ΑΓ. Τώρα,



2(̂ 4 ........................................................εξ εναντίας, ή γραφόμενη άπο το πολύγωνον έπιφάνεια4 είναι μεγαλητέρα της επιφάνειας τη; σφαίρας, της οποίας άκτίς είναι Γ Α , διότι *ό πρώτη Επιφάνεια περιτυλύσσει τ'ίιν δευτέραν* λοιπό a .6v *h διάμετρος μιας σφαίρας επί της περιφέρειας μεγίφου κύκλου της πολλαπλασιασδεΐσα δεν ημπορεινά μετρη την επιφάνειαν μικρό τέρας σφαίρας.Η  έπιφάνεια λοιπόν της σφαίρας είναι ίση με την διάμετρόν της έπί της περιφερείας μεγί^ου κύκλου της πολ- λαπλασιασΟεΐσαν.Π ό ρ ι σ μ α .  Η  έπιφάνεια μιγΐ7ου κόκλου έχει με'τρον τό γινόμενον της περιφερείας του επί του ά,μίσεως της άκτινος η τεΰ τέταρτου της διαμέτρου* ή επιφάνεια  λοιπόν της σφαίρας ε ίν α ι  τ ε τ ρ α π λ ά σ ι α  της επ ιφάνειας μ ε γ ί^ ο υ  κύκλου.
2 χ  όλιον. Αφ’ ου κατ’ αυτόν τον τρόπον έμετρη'δη καί έσυγκριδη η επιφάνεια της σφαίρας μέ όπιπε'δοϋς επιφάνειας, εύκολον να προδιορισΟνί 'h άπο>υτος τιμή των ατράκτων καί σφαιρικών τριγώνων, των οποίων ανωτέρω έπροσδιορίσθη όλόγος με την όλην ε’πιφάνειαν της σφαίρας.·Καί πρώτον μεν ό άτρακτος του όποιου  ̂ γωνία είναι Α , είναι προς την σφαιρ\κην επιφάνειαν ώς η γωνία Λ  προς τεσσαρας ορδάς ( ao, η ), νί ώς τό τόξον τού με- γίς-ου κύκλου τό όποιον μετρεΐ την γωνίαν Α  προς την περιφέρειαν τούτου τού ίδιου μεγί^ου κύκλου, Αλλ’ ή επιφάνεια της σφαίρας ίσουται με ταύτην την περιφέρειαν πόλλαπλασιασδείσαν έπί τήν διάμετρον* ιί επιφάνεια λοιπόν τού ατράκτου είναι ίση με τό τόξον τό όποιον μετρεί την γωνίαν τούτου τού ατράκτου επί την διάμετρον πολλαπλασίασαν.Δεύτερον δε κάδε σφαιρικόν τρίγωνον ισοδυναμεΐ με άτρακτον τού οπόίου ή γωνία είναι ίση μέ τό ημισυ της υπέροχης τού άδροίσματος των τριών γωνιών του έπάίω



οίς δύο όρΟάς ( 23, χ).Εδωσαν λοιπόν Π ,Κ, Ρ τά τόξα μεγάλου κύκλου τά όποια μετρούν τάς τρεις γωνίας του τριγώνου. Εςτυ Γ ή περιφέρεια μεγις-ου κύκλου και Δ ή διάμετρός του* τό σφαιρικόν τρίγωνον θέλει ίσοδυναμεΐ μετον άτρακτον του όποιου ή γοονία έχει μετρ ον n-j-K-t-P—jPaκαί επομένως ή έπιφάνειάτου θέλει είναι A X (nH -K H -P-{r)taΟύτως, όταν τό τρίγωνον ήναι τρισσορδογώνιον, εκας·ον των το'ςο̂ ν Π, Κ, 1', είναι ίσον μέ 4 Γ, τό αθροισμάτων μέ έΓ , ή υπεροχή του αθροίσματος τούτου επάνω εις £Γ, είναι ^ Γ , καί τό ή'μισυ ταύτης τής υπεροχής =®£Γ* ή επιφάνεια λοιπόν του τρισσορΘογωνίαυ τριγώνου =  $ Γ Χ  Δ , ισουται δηλαδή μέ τό όγδοον ρ.έρος τής όλη; σφαιρικής επιφάνειας.Τό μέτρον των πολυγώνων έπέται αμέσως από τό των τριγώνων, άλλως δέ κατά πάντα έπροσδιορισΟη διά τής πρύ. ΚΔ' βιβλ. Ζ  , διότι ή μονάς τού μέτρου, ήτις είναι τό τρισσορΟογώνιον τρίγωνον εκτιμήθη εις έπίπεδον έπι- φάνειαν, Π Ρ Ο Τ Α Σ Η  ΙΑ '.Ο Ε Λ Ρ  Η Μ  Α .I I  επιφάνεια όποιας δήποτε σφαιρικής, ζώνης είναι ίση με τό ύψος ταύτης τής ζώνης επί τής περιφέρειας μεγί·» <Γου κύκλου πυλλαπλασιααθέν.Κς-ω Ε Ζ  όποιονδήποτε τόςον έλασσον ή ρ.εΐζον τεταρ* τημορίου περιφερείας, καί άς κατεβασθή ή Ζ Η  κάθετες επί τήν ακτίνα ΕΓ* λέγω ότι ή μέ μίαν μόνην βάσιν ζώνη, ή άπό τήν περις-ροφήν τού τόξου Ε Ζ  ολόγυρα τής Ε Γ  γραφόμενη, Οελιι έχει μέτρον Ε Η Χ  π«ρ. Ε Γ . σχ. a6g, Διότι ά ; ύποΟεσωμεν κατά πρώτον ότι ή ζώνη αΰτη έχει μίτρον μικρότερον, καί, εΐ δυνατόν, ίς-ω τό μέτρον



τούτο «"*K H  X  περ. Γ Α . Ας έγγραφή «ίς τό Υοξον Ε Ζ  μΐρΐς κανονικού πολογώνου Ε Μ Ν Ο Π Ζ  αί πλιυραι της όποιας να μή φθάνουν εις την περιφέρειαν την από την αχτίνα Γ Α  γραφομε'νην, καί άς κατεβασθίι ή Γ Ι Χαββτος ίπί την ΕΜ* ή από το πολύγωνον Ε Μ Ζ  όλο'γυρα τνίς Ε Ζ  
7 ρεφόμενον γραφομίνη ίπιφάνεια εχει μίτρον Ε Η Χ π ε ρ .  Γ Ι  '( προ. 9 }. Ή  ποσότης αΰτη είναι μεγαλητέρα άπυ Ε Η Χ  περ. Α Γ , τήν, εξ ύποΘεσεως, μετρούσαν την από τό τόξον Ε Ζ  γραφομίνην ζώνην. Η  από τό πολύγωνον λοιπόν Ε Μ Ν Ο Π Ζ  γραφόμενη Ιπιφανεια ήδελεν είναι με- γαλητε'ρα της υπό του πιριγεγραμμέναυ τόξου Ε Ζ  γραφόμενης βπιφανίίας* τώρα, εξ ίναντίας, ή τελευταία αΰτη έπιφανεικ ώς περιτυλίσσουσα την πρώτην πανταχόδεν είναι μεγαλητερα αΰτης* λοιπόν ι . ίν τό μετρον κάδε σφαιρικής ζώνης μέ μίαν μόνην βάσιν δεν ημπορει να ηναι μικρότερου του ύψους ταύτης της ζώνης επί της περιφέρειας μεγίς-ου κύκλου παλλαπλασιασθι'ντος.Λέγω,δεύτερον ότι τό μέτρο ν της ί£ίας ζώνης £έν ήμ· πορει να ηναι μεγαλύτερου τού ύψους ταύτης της ζώνης έπί της περιφερείας μεγίς-ου κύκλου πολλαπλασιασδε'ντος. Διότι ας ύποδεσωμεν ότι ό λόγος είναι περί της υπό του τόξου Α Β  ολόγυρα της Α Γ  γραφόμενης ζώνης, καί ε7ω, «ί δυνατόν, ζώνη Α Β  > ΑΔ X  πιρ Α Γ . Η  όλη τ$ίς σφαίρας ίπιφάνεια άπό δύα ζώνας ΑΒ, ΒΘ συνΐ7«μένη, εχει μέτρου Α Θ Χ  περ. Α Γ  ( πρό, ί ο ) ,  ή Α Δ Χ  περ. Α Γ  4* Δ Θ Χ  πιρ. ΑΓ* έαν λοιπόν ζώνη Α Β >  Α Δ Χ  περ Α Γ , άναγκαίως ζών/ι Β Θ  < ΔΘ  X  πιρ. Α Γ ’ τό οποίον έναν, τιοϋται εις τα ήδη άποδειχδέντα, Λοιπόν a.*v τό μετρον με μίαν μόνην βάσιν σφαιρικής ζώνης δέν ήμπορεΐ νά ηναι μεγαλη'τερον του ύψους ταύτης της ζώνης επί της περιφεοείας μεγίςου πολλαπλασιαοδεντος.Λοιπόν τέλος κάθε σφαιρική ζώνη, μό μίαν μόνην βάσιν



297*χει μέτρον τό ίίψος ταύτης τη ζώνης επί τής περιφέρειας μεγίς·ου κύκλου πολλαπλασιασθεντος.Ας- θεωρήσωμεν τώρα όποιαν δήποτε ζώνην, μό δύο βάσεις, άπό τήν 772ροροφήν του τόζου ΖΘ ολόγυρα της διαμέτρου ΔΕ γραφομΕνην, καί ας κατεβασθώσιν αί κάθετοι Ζ Ο , Θ Κ  Επί ταύτης της διαμέτρου. Η άπό τό ταζον Ζ Θ  γραφομένη ζώνη βιναι ή διάφορά δύο ζωνών άπό τά τόξα ΔΘ και ΔΖ γραφόμενων* αύται μετροΰνται υπό Δ Κ Χ  περ. ΓΔ καί Δ Ο Χ  περ. .ΓΔ* Εκείνη λοιπόν Εχει μετρον ( Δ Κ - Δ Ο ) Χ  περ. ΓΔ η OK X  περ. ΓΔ.Οποιαδήποτε λοιπόν σφαιρική ζώνη μΐ μίαν ή δύο βάσεις, έχει μιτρον τό ύψος της επί της περιφιρείας με- γίς-ου κύκλου πολλαπλασιασθέν. σχ* oao.Π ό ρ ι σ μ α .  Δύο ζώναι εις την αυτήν ή εις ίσας σφαί* ρας λαμβανόμεναι, είναι μεταξύ των ώς τά ύψη των,.καί όποιαδη'ποτε ζώνη είναι προς την Επιφάνειαν τής σφαίρας ώς τό ΰψος ταύτης τής ζώνης πρός τήν διάμετρον..Π Ρ Ο Τ Α Ϊ Ι Σ  Ι Β\0  Ε n  Ρ Η Μ Λ .Εάν τό τρίγωνον ΒΑΓ καί τό ορθογώνιον ΒΓΕΖ τής «ότης βάσεως καί του ίδιου ίίψους ταυτοχρόνως ςρε'φωνται ολόγυρα τής κοινής βάσιως Β Γ , τό γραφόμενον άπό τήν περις’ροφήν του τριγώνου ςτερεόν θέλει είναι τό τρίτον του γραφόμενου άπό τήν πιριςφοφήν του ορθογωνίου κυλίνδρου. σχ. α64 καί 265.Ας κατεβασθ  ̂ Επί του άξονος ή κάθετος ΑΔ* ό άπό τό τρίγωνον Α1)Δ γραφόμενος κώνος είναι τό τρίτον του άπό τό ορθογώνιον Α Ζ Μ  γραφομένου κυλίνδρου '(πρό. 5), ώσαύτως ό άπό τό τρίγωνον ΑΔΓ γραφόμενος κώνος είναι τό τρίτον του άπό τό ορθογώνιον ΑΔΓΕ γραφομΕνου κυλίνδρου’ τό άθροισμα λοιπόν των δύο κώνων ή τό άπό



*ό Λ Β Γ  τρίγωνον γραφόμενον ς·«ρεδν είναι το τρίτον τοϋ αθροίσματος των δυο κυλίδρων “2 του άπο τύ ορθογώνιον Β Γ Ε Ζ  γραφόμενου κυλίνδρου, σχ. a64·Εάν ή κάθετο; Α Λ  χίσνι ίκτός του τριγώνου, τότε το άπδ το Λ Β Γ  γραψόμενον ς-βρβόν βε'λει ιΐναι ij διαφορά των άπΰ Α Β Δ  και Λ Γ Δ  γραοομ^νων κώνων’ άλλ' ίνταύτί;» ό άπδ Β Γ Ε Ζ  γραφόμενος κύλινδρος Οελει (ίναι ιί διαφορά των απδ Α Ζ Β Δ , Α Ε Γ Δ  γραφόμενων κυλίνδρων. Η  ς-ερεό* της λοιπον του άπδ τά,ν πεοιςγοφήν του τριγώνου γραφο· με'νου ς·ερεου πάντοτε Οελει είναι το τρίτον του άπδ τήν περι^ροφήν του ορθογωνίου της αυτής βάσεως καί του ίδιου υψους γραφόμενου κυλίνδρου, σχ. α6υ.Σ χ ό λ ι ο ν ,  I I  εκφρασις της επιφάνειας του κυ'κλαυ 07'ς—» —ιίχει ακτίνα ΑΔ είναι π Χ Α Δ *  λοιπδν π Χ Λ Δ Χ Β Γ  εί* ναι τδ με'τρον του γραφόμενου κυλίνδρου άπδ Β Γ Ε Ζ ,— 3
\και ~ π Χ Α Δ  Χ Β Γ  είναι το μέτρον του γραφόμενουρεου άπδ τδ τρίγωνον Α Β Γ .Π Ρ Ο Τ Α Σ Ι Σ  Ι Γ ' ,II  Ρ  Ο  Β Λ  Η  Μ  Α ,ϊποτεΟεντος ό'τι τδ τρίγωνον Γ Α Β  ^ρίφεται ολόγυρα της γραμμή; Γ Δ , ηγμ£γης οπώςδνίποτε έκτος του τριγώνου άπο την κορυφήν του Γ , νά ευρεθ  ̂ τ ·  μίτρον του ούτως γεννωμενου ^ερεοΰ. σχ. aG€.Ας προεκβληθη ή πλευρά ΑΒ ίως ου. νά συναπαντνίση τον άξονα ΓΔ είς Δ , ά^δ τ«ς 7ΐγμ«$ Α καί Β άς κατε- βασΟώσιν επί του άςονος αί κ'άΟετοι A M , Β Ν .Τδ γραφόμενον 7 ®fe v̂ άπδ τδ τρίγωνον Γ Α Δ  εχει μ ί-—3τρον (πρό. i a )  I π Χ Α Μ Χ Γ Δ *  τδ γραφόμενον ς-ερεδν— 2άπο τδ τρίγωνον ΓΒ Δ  εχει με'τρον \ π Χ Β Ν  Χ Γ Δ *  Ά



, . # 59.9ζαφορά-λοιπόν των ζ-ερεών •'τούτων η το άπό ΑΒ Γ γρα-
-r*a — aφόμενον r?peoy Εχει με'τρον 3 π. ( Μ Α - Β Ν ) Χ Γ Δ .Δυνατόν νά δοθη εις ταυ την τήν εκφρασιν άλλη μορφή' άπό την ςνγμόν.ϊ, μέσον της Α Β , άς άχθη ή ΙΚ. κάθετος 

in i την Γ Δ , και διά της ςτιγμης Β άς άχθη ιί ΒΟ παράλληλος τη ΓΔ, 'θελει είναι A M -f- Β Ν ^ ^ ΙΚ /  .3) καν A M —ΒΝ ~ =ΑΟ ' λοιπόν ( A M - h B N ) ( Α Μ - Β Ν )
— a.' —-a''η Α Μ τ - Β Ν = 2ΐ Κ ' Χ  Λ0 ( ιο,  3 ) . Το μίτρον λοιπόν του περί οΰ ο λόγο; ς-ερεου έκφράζεται καί δια i  η X  IK ' X  AO X  ΓΔ. Αλλ’εαν κατεβασθη ή Π Ι  κάθετος επί την ΑΒ , τα τρίγωνα ΑΒΟ,ΔΓΠ, θέλουν είναι όμοια, καί θέλουν δώσει την αναλογίαν ΑΟ : ΓΠ  : :  ΑΒ : ΓΔ* όθεν προκύπτει AO  X  ΓΔ =  Γ Γ ΙX  ΑΒ' άλλως Γ Π Χ Α Β  είναι τό διπλάσιαν τοδ έμβαδαυ τοδ τριγώνου ΑΒΓ* ούτως όχομεν A O  X  ΓΔ  *=» αΑΒΓ* το γφαφόμενον λοιπόν ς-ερεόν άπό τό τρίγωνον ΑΒΓ έχε; ομοίως μίτρον ~ π Χ  Α Β Γ Χ ΙΚ / , η, οπερ ταύτόν, Α Β Γ Χ ί π ε ρ .  ΙΚ** ( διότι περ. ΙΚ  = » 2π .ΙΚ .) . Τό γραφόμενόν λοιπόν ς-eρeoν άπό την περις-ρυ- φήν του τ ριγώνου ΑΒΓ, £χει μ ε τ ρ ο ν τ ό  εμβαδόν το υτου του τριγώνου π ο λ λ α π λ α σ ια σ θ ε ν  επί των δυο τρίτων της περιφερεί&ς την οποίαν γράφει ιί ? ι γ μ ή  1 μέτον τ$ίς βάσεώς του.Π ό ρ ιομ .α .  Εάν ή πλευρά Α Γ =  ΓΒ,  ̂ γραμμά) ΓΙ Οίλιι είναι κάθετος εις ΑΒ , τό ίμβαδόν Α Β Γ θέλει ίααυται με Α Β Χ  J Γ Ι ,  καί i  ςερεότης £ π Χ  Α Β ΓΧ1Κ * αποβαίνει ? π X  ΑΒ X 1Κ.' X  Γ1. Αλλά τα τρίγωνα A ΒΟ, 1 Τ Κ , είναι όμοια καί δίδουν την αναλογίαν ΑΡ : 1)0 η Μ Ν : ; Π : Ι Κ ' ·  λοιπόν Α Β Χ Ι Κ '·« = Μ Ν Χ Γ Γ  τό γμα-φόμενον λοιπόν ς·£ρ«ον άπό τυ ισοσκελές τρίγωνον ΑΒ Γ

—•aθέλει εχει μί;ρον j r X M N X l i .  σχ. αίί;»



Σ χ ό λ ι ο ν .  Η  γενική λυσις φαίνεται οτι υποθέτει τξν συναπανττ,σιν με τον αξονα τής γραμμής Α Β  όταν προ- «κβλτ&ή' άλλα τά έξαγόμινα έπίστς ήθελον, ιΙνΛ αληθή καί όταν ή Α Β  ήβελεν είναι παράλληλος το5 άξονος.Τ φ  οντι ό γραφόμενος κύλινδρος άπό Α Λ ΙΝ Β  ίχει—aμέτρον if .A M .M P i, ό γραφόμενος κώνος από Α Γ Μ  « ·  4 π .—ί  — »Α Μ .Γ Μ , χαι ύ γραφόμενος κώνος άπό Β Γ Ν  · ·  γ π . Α Μ ,Γ Ν . Η  πρόσΟεσις των £υο πρώτων ς-εριών καί ή άφαίρισις άπό τό έξαγο'μενον τον. τρίτου, Αίδει διά τήν 7 *ρεότητα—aτου γοαφομένου ς·*ρο3 άπό Α Β Γ , π .Α Μ .( Μ Ν Η -~ Γ Λ Ι—► -ΓΝ): χαι έπειδή Γ Ν — r M * » M N j  ή έκφρασις αδτη —a — %άγεται εις ir .A M .iM N  ή ί π ,Γ Π .Μ Ν , τό όποιον συμφωνεί μ ι τά ήδη εΰρεΟε'ντα εξαγόμενα. οχ. a68.Π  Ρ  Ο  Τ  Α  Σ  I  Σ  Ι Δ \Θ  C  Ω Ρ  Η Μ  Α .%Εδωσαν Α Β ,Β Γ ,Γ Δ , πολλαί < ι̂«<ϊοχικαί πλευραί κανόνι* κου πολυγώνου, Ο  τό κεντρον του, καί Ο Ι ή άκτίς του έγγε* γραμμένου κυκλου’ εάν ύποτεΟνί οτι ο πολυγωνικός τομευς Α Ο Δ , από τό αυτό μέρος τής διαμέτρου Ζ Η  κείμενος, ς-ρεφεται ολόγυρα αυτής, τό γραφόμενου ς-ερεόν θέλει έχει—a ^μέτρον i  rc .O L M K , ένθα Μ Κ  είναι τό μέρος του άξονος τό οποίον πεοατουται άπό τάς άκρινάς καθέτους A M , Α Κ . σχ. a6a.Τω οντι, έπειδή τό πολυ'γωνον είναι κανονικόν, όλα τά τρίγωνα Α Ο Β , Β Ο Γ , κ. τ . λ . είναι ίσα καί ισοσκελή. Τώρα, κατά τό πόρισμα τνίς προλαβουσης προτάσεως, τό παραγόμενον ς-ερεόν άπό τό ισοσκελές τρίγωνον Α Ο Β  έχει
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μίτρον iir .O l.M N , to γραφομενον απο το τρί»—aγωνον ΠΟΓ εχει μέτρον f  π .Ο Ι.Ν Π , καί το γραφομενον--2«7<5ρ£ον άπδ το τρίγωνον ΓΟΔ εχει με'τρον 57r.01.HK.* το άθροισμα λοιπδν τούτων των ς-ερεών, $ το ολον ς-ερεδν τ* γραφο'μενον άπδ τον πολυγωνικόν τομε'α ΑΟΔ, Οίλει
—  2 — 3έχει με'τρον -ττ.ΟΙ. (Μ Ν ■+■  ΝΠΗ-Γ1Κ.) η ~ π .Ο Ι,Μ Κ .Π Ρ 0 Τ Α 2 Ι Σ  ΙΕ '.0 Ε Ω Ρ  Η Μ Λ.Κάθε σφαιρικός τομευς e/μι μέτρον τΛν ζοίνην την χρη- σιμεύουσαν εις αύτον ώς βάσιν επί του τρ'ιτημορίου της άκτί<ος πολλαπλασιασΟείσαν, καν νί ό'λη σφαίρα εχει μί- τρον την επιφάνειαν της έπι του τρίτη μορίου της άκτΐνος πολλαπλασιασΟείσαν.Ε 7“  ΑΒΓ ό κυκλικός τομεύς δςτς, με την περις-ροφίίν του όλο'γυοα της ΛΓ, γράφει τον σφαιρικόν τομε'α. Οΰσης της γραφόμενης άπδ ΛΒ ζώνης ίσης με ΑΔ X  περ. ΑΓ η απ.ΑΓ. ΑΔ(προ'. ia), λέγω οτι ό σφαιρικός τομευς Οε'λει εχει μέτρον ταυτην τήν ζώνην έπί ^ΛΓ πολλαπλασιασΟεΐ*

— aσαν, η Δπ.ΛΓ.ΛΔ. σχ. a% .Tip βντί; ας ύποΟίσωμεν ι.°* , εί δυνατόν, δτι ή πα· —aσότης αυτή Δπ.ΛΓ.ΛΔ είναι τδ μέτρον μεγαλητερου σφαιρικοί τομε'ως, φερ’ ειπίΓν, του γραφόμενου άπδ τον κυκλικόν τομέα ΚΓΖ δμοιον μέ τον Α ΓΒ .Ας ιγγραφίΐη εις τδ τό;ον ΕΖ ή μερις κανονικού πολυγώνου ΕΜ Ν Ζ αί πλευραι της οποίας νά μη συναπαντούν > τδ τόζον ΑΒ, άς έννοηΟίί ακολούθως όίτι ΐν ψ τρέφεται δ κϋκλικδ; τομευς Ε Γ Ζ , ς-ρίφεται *αι ό πολυγωνικός



3 o iΕ Ν Ζ Γ  όλο'γυρα τr,% Ε Γ . Ες·«ι ΓΓ η άκτίς του εις τ ’; πολύγωνον εγγεγραμμένου κύκλου, και ας κατεοασΟί; A Ζ ΙΙ κάθετο; επί τ/ί; Ε Γ . Το γραφόμενον ς·«ρ-όν άπό τον—-απολυγωνικόν τομε'α ΟεΧειεχειμετρον ~ ir.FI.EH  (προ. 1 4). Τώρα Γ ί  είναι μείζων τής Α Γ εκ τη; κατασκευής, και Ε Ι Ι  μείζων τής ΛΑ* διότι, έπι(ευ/Οεισών των Α Β , Ε Ζ , τ« τρίγωνα Ε Ζ ΙΙ, ΑΒΑ, όντα όμοια, Αίρουν τήν αναλογίαν ί£Ή: ΑΔ : :  Ζ Ι Ι : ΒΔ : :  Γ Ζ  : ΓΒ* λοιπόν Ε ΙΙ  > Α Δ ,
“ 1Δια του; δύο τούτους λο'γους γ π ,Γ Ι .Ε ΙΙ  είναι μεΐζον

—aτού ~π.ΓΑ.ΛΔ: ή πρώτη εκφρασις είναι τό μετρον του γραφόμενου ς-εοεοΰ ά-̂ ό τον πολυγωνικόν τομέα, ή δεύτερα ,  έξ υποΟεσίώ;, είναι ή του σφαιρικού τομεως του γραφόμενου από τον κυκλικόν ΕΓΖ* λοιπόν τό γράφομε- νον 7 2p5Qv α·πό τον πολυγωνικόν τομέα ήΟελεν είναι μεί^ον του ' γραφόμενου σφαιρικού τομε'ως από τον. κυκλικόν. Τώρα,' έξ εναντίας, τό περί ου ό λογάς γερεόν εΐναι μικρότεροι του σφαιρικού τομε'ως, ώς περιεχαμεσο/ ή υπόδεσις λοιπιν άπό τήν οποίαν άνεχωρνίσαμεν είναι αδύνατος* λοιπόν i . cv ή ζώνη η βάσις σφαιρικού τομεως επί τού τριτημορίου τής άκτίνος πολλαπλασιασδείσα δεν -ημπορεί να μετρή μεγαλήτερον σφαιρικόν τομέα.Λέγω 2CV δτι τό ίδιον τούτο γινο'μενον δεν ήμπορεί · να μετρνϊ μικροτερον σφαιρικόν τομέα. Διότι ε<7ω Γ Ε Ζ  ό κυκύικός τομευς ό'ςτς με τήν περις-ροφήν του παράγει τον σφαιρικόν δίδομε νον τομέα, καί ας ύπότεΟφ, ει δυνατόν
. . . : —».·δ τ ίγ π .Γ Ε .Ε Η  είναι τό μέτρον μικρότερου σφαιρικού τομε'ως, φεο’ είπείν, τού από τον κυκλικόν τομέα Α Γ Β  παραγομενου. Μενούσης της αυτής κατασκευής ώς άνω-



τέρω, το γραφο'ρ.2νον ς·ερεόν άπο τον πολυγωνικόν τομέα—aδέλει έχει πάντοτδ μέτρον -π .Γ Ι .Ε Η , Αλλα Γ ί είναι μικρό τέρα τής ΓΕ" λοιπόν το ς-ερεόν eivat μικρότβρον—2του ~ π.ΓΕ.ΕΗ , μέτρου, έξ υπο&έάεως, του γραφόμενου σφαιρικού 'τομέως από τον' κυκλικόν ΑΓΒ, Τό γραφό* μενον λοιπόν ς*ερεαν από τον πολυγωνικόν τομέα ήόελεν είναι μικροτερον του γραφόμενου σφαιρικού τομέως από ΑΓΒ. «Τώρα, έξ evavtia;, τό πέρι ,ου 6 λόγος ς-ερεόν, ώς περιεχον τόν σφαιρικόν τομβα, είναι μεγαλήτερον από αυτόν. ■ Λοιπόν a .cv αδύνατον ή ζώνη σφαιρικού τομέως πολλαπλασιασΟεισα έπι του τριΐημορίου της, άκτινος να ηναι τό ρίέτρον μικρότερου σφαιρικού τομέως.Κοίθε λοιπόν σφαιρικός τομευς,'έχει μέτρον την ζώνην η τις χρησιμ εύει εις αυτόν ώς βάσις πολλαπλασιασθεΐσαν επί. του τριτημόριον τής άκτινος.Κυκλικός τομευς ΑΓΒ ή μπορεί να αόζήση έως 6υ να γένη ίσος με. το ήμ,ικυκλιον* τότε ό γραφόμενος από την περις’ροφήν του. σφαιρικός τομευ; είναι ή ό'λη σφαίρα. Η ς-ερβότης λοιπόν τής σφαίρας ί σ ο υ τ at με τήν επιφάνειαν της έπι του τρίτημορίου τής ακτΐνυς της πολλαπλασιασΟεισαν.Π ό ρ ι σ μ α .  Επειδή αΐ έπιφάνειαι των σφαιρών είναι ώς τά τετράγωνα των άκτίνων τοιν, αί έπιφάνειαι αυται έπι των άκτίνων πολλαπλαοιασΟεϊσΑι είναι ώς οί κύβοι των άκτίνων. Λοιπόν αί ς-ερεότητες ^υό'σφαίρών είναι ώς οί κύβοι των άκτίνων των, ή ώς οί κύβοι των διαμέτρων των.Σχόλιον,  Ες-ω Λ  ή.άκτις μιας σφαίρας, ή έπιφα-
Λ 3νειά της θέλει είναι 4~Α, καί η ς-ερεότης της 4* Α Χ   ̂Α,
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ή A πΑ* έαν κληΟή Λ ή διάμετρος, Οίλιι είναι A * -  i Δ , 
3 3και A = *  i Δ* ή 7ερεο'της λοιπόν τή; σφαίρα; Οελει εκ-

3 3φρασΟη και δια ^ π X  *Δ , ή ~ πΔ.Π Ρ Ο , Τ Α Σ Ι Σ  Ι ς \Ο Ε a  Ε Η Μ Α,Η  Επιφάνεια τής σφαίρα; είναι προς τήν όλην έπιφά- νειαν του πιριγεγραμμένου κυλίνδρου (περιλαμβανόμενων ‘των βάσεώντου) ιός 2 προ; 3. Αί τ*Ρίότητες των δύο τούτων σωμάτων είναι μεταξύ των εις τον αυτόν λογον.Ε^ω Μ Ν Π Κ . ο μέγΐ7ος κύκλος της σφαίρας, ΑΒΓΔ τό περιγεγραμμένον τετράγωνον* «αν ένταύτφ περΐ7 ρα- φώσι το ημικύκλιον 11Μ Κ  και το ήμιτιτράγωνον Π Α Δ Κ . όλογυρα της διαμέτρου Π Κ ., το μεν Ημικύκλιον Οε'λει γράψίΐ την σφαίραν, το δέ ήμιτετράγωνον τον είς ταυ- την περιγεγραμμενον κύλινδρον, σχ. αφο.Τ ο. ύψος ΑΔ τούτου τοΟ κυλίνδρου ίσοΰται μέ την διάμετρον Π Κ , Η βάσις του κυλίνδρου ώς έχουσα διάμε- τρον την Α Β  ίοην μέ την Μ Ν , ισουται μέ τον μ«'γΐ7 ον κύκλον’ Η κυρτή λοιπόν του κυλίνδρου Επιφάνεια (προ. 4) είναι ίση μέ την περιφέρειαν ταυ μεγίςηυ κύκλου επί τής διαμέτρου του πολλαπλασιασΟεΐσα. Ίο  με'τρον τούτο είναι καί τής επιφανείας, τής σφαίρας (προ', ιο ) ’ ο()6ν επεται δτι ή ε’ π ι φ ά ν ε ια  τ ή ς  σ φ α ί ρ α ;  ίσο,υτάι μέ τή|ν κυρτή ν  « π ιφ ά ν ε ια ν  t o i l  π ε ρ ι γ ε γ ρ  αμμΕνου κυ- * λ ί  ν δ ρ ο υ.Αλλ’ ή επιφάνεια τής σφαίρα; είναι ίση μέ τέσσαρα; μεγίς-ου; κύκλους* ή κυρτή λοιπόν του κυλίνδρου Επιφάνεια είναι ώσαύτω; ίση μέ τέσσαρα; μεγί^ους κύκλους: Ιάν προ^εθωσιν αί δύο βάσεις ίσοδυναμουσαι μέ δυο μ«-
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γίς-ους, κύκλους, 4 όλη του περιγεγραμμένου κυλίνδρου επιφάνεια θέλει είναι ίση p.e εξ μεγίς-ους κύκλους* η επιφάνεια λοιπόν της σφαίρας είναι προς τήν oavjv επιφάνειαν του περιγεγραμμένου κυλίνδρου ώς 4 προς 6 , ή ώς a προς 3. Ιδού άποδεδειγμένον το πρώτον μέρος της προτάσεως.Δια την άπο'δειξιν το3 δευτέρου, άς παρατηρηθη on επειδή 4 βάσις του περιγεγραμμε'νου κυλίνδρου είναι ίση μέ μέγις·ον κύκλον καί το ύψος του με την διάμετρον, 4 ς-ίοεοτης του είναι ίση μέ τον μεγις-ον κύκλον πολλαπλα- σιασθέντα επί την διάμετρον ( προ. ι  ). Α λλ’ 4 ε̂ρεο'της της σφαίρας είναι ίση μέ τέσσαρας μιγί^ους κύκλους πολ* λαπλασιασθε'ντας επί του τριτημόριον της άκτίνος ( προ'. ι 6 ), νρμ* ενα με'γΐ7ον κύκλον πολλαπλασιασθέντα επί Των -τή ς άκτίνος, η των ~ της διαμέτρου. Η  σφαίρα ^λοιπόν είναι προς τον περιγεγραμμένον κύλινδρον ώς 2 ποός 3, καί έπομ.ένως αΐ φερεο'τητες των δύο τούτων σωμάτων είναι μεταξύ των ώς αί ε’πιφάνειαί των.
2 χ όλιον .  Εάν φαντασδώμεν πολύεδρον του οποίου δλαι αί έδραι νά άπτωνται της σφαίρας t το πολύεδρον τοΰτο η μπορεί νά θεωρηθη ώς συνις^μ^νον άπο πυραμίδας, αί όποίαι ολαί έχουν διά κορυφήν το κέντρου της σφαίρας, καί βάσεις τάς' διαφο'ρους έδρας του πολυέδρου,· Τώρα είναι φανερόν· ότι δλαι αύται αί πυραμίδες θέλουν εχει κοινόν ύψος την ακτίνα τη; σφαίρας, εί; τρο'πον ώ<-ε κάθε πυραμις θέλει ίσουται μέ την έδραν του πολυέδρου ητις χρησιμεύει εις αυτήν ώς βάσις, πολλαπλασια- σΟείσαν επί τού τριτημορίου της άκτίνος: Το δλον λοιπόν πολύεδρον»θέλει ισουται μέ τήν επιφάνειαν του έτί τού τριτημορίου τη; άκτίνος της εγγεγραμμένης σφαίρα; πολ- λαπλασιασΟείσαν.Εκ τούτου βλίπομεν οτι αί ςεΰίότ/.τε; των εις τήν σφαίραν περιγεγραμμένιον πολυέδρων είναι μεταξύ των ώ?30
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αι έπκράνΐιαί των, Ούτως ή ιδιύτης τήν δποίαν άπεδιί·* ζαμβν διά τον ττ«ριγ*γραμ-jÂ vov κύλινδρον είναι κοινή εις αναρίθμητα άλλα σώματα.Δυνατόν νά σημεκοθή έπίστ,ς δτι αί έπιφάνειαι των περιγεγραμμένων εις τον κύκλον πολυγώνων είναι μεταξύ των ώς αί περίμετροί των.Π  Ρ  Ο  Τ  Α  Σ  I  2  ΙΖ ' . Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α .ϊποτεθέντος οτι τδ κυκλικόν τμήμα ΒΜ Δ ς-ρέφεται όλο'γυοα μιας διαμέτρου έκτος αυτού, να εύρεΟή ή τιμή τού γεννωμίνου ς·ερεου. οχ. 2 7 1Ας κατεβασθώσιν επί τού άξονος αί κάθετοι B E , ΔΖ* άπδ το κέντρον Γ  ας άχθη ή Γ Ι κάθετο; ε’πί τήν χορδήν ΒΔ, καί άς επιζευχθώσιν αί ακτίνες Γ Β , Γ Δ .Το γραφύμενον ς-ερεόν άπδ τδν τομέα Β Γ Α = *~  η ;—»Γ Β .Α Ε , (προ'. ι5)* τδ γραφο'μενον 7«ρ*ον άπδ τδν το-μέα ΔΓΑ  ■ » *3 π .ΓΒ.ΑΖ* ή διαφορά λοιπόν των δύο τού·, των ς-ερεών, ή τδ γραφο'μενον ςερεον άπδ τδν τομέα—a —aΔΓΒ -  -*π.ΓΒ. ( Α Ζ —Α Ε ) «  ^ π .Γ Β .Ε Ζ . Αλλά τδ γρα-φο'μενον ς-ερον άπδ το ισοσκελές τρίγωνον ΔΓΒ έχει μέ- 
— 2τρον ·|π .Γ Ι .Ε Ζ  (πρύ. ι4)* το' γραφο'μενον λοιπδν ς-ερεον

— a — aάπδ τδ τρήμα Β Μ Δ * = | π Έ Ζ . ( Γ Β —Γ Ι ) . Τώρα εις—a —a —aτδ όρθογώνιρν τρίγωνον Γ Β Ι έχομεν Γ Β —*ΓΙ ·=* Βί===>έ 
—%ΒΔ. Τδ γραφύμενον λοιπδν ς·*ρ*όν άπδ τδ τμήμα ΒΜ Δ

—a «—aθέλει έχει μέτρον 2-π Ε Ζ . ^Β Δ , ή ϊ-π .ΒΔ,ΕΖ,
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2 χ ό λ ι ο ν .  Το γραφόμενου ς-ερε̂ ν άπδ τδ τμήμα ΒΜΔ είναι προς την σφαίραν ήτις έχει διάμετρον ΒΔ, ώς—3ΒΔ,ΕΖ προς ~ π.ΒΔ, η : :  Ε Ζ : ΒΔ.Π Ρ Ο Τ Α Σ Η ·  ΙΗ \Θ Ε Ω Ρ  Η Μ Λ.Κάθε τμήμα σφαίρας, περιεχόμενον μεταξύ δύο παραλλήλων έπιπεδων, έχει μετρον τδ ήμιάΟροισμα των βάσεων του πολλαπλασιασθέν επί τον ύψους του, πλε'ον •η ς-εοεότης τής σφαίρας ήτις έχει τδ ίδιον, τούτο ύψος διάμετρον. σχ. ιη ι .Εδωσαν Β Ε ,Δ Ζ, αί'άκτινες των βάσεων του ταήματος, Ε Ζ  τδ ύψος του, εις τρόπον ώς-ε τδ τμ'ψα νά παράγετας άπδ την περις-ροφ/Λ* του κυκλικού χωρίου ΒΜ ΔΖΕ όλο'- γύρα του αςονος Ζ Ε . Γο γραφομενον ςτερ*εον απο το τμήμαΒΜ Δ (προ'. ι 7 ; = ^ τγ.ΒΔ.ΕΖ , 6 'γραφόμενος κορμόςτου κώνου άπδ τδ τραπεζιον ΔΒΖΕ (πρό. 6 )= ~ π « Ε Ζ ,
—a —a( BE 4- Δ Ζ 4 -  Β Ε .Δ Ζ). Τδ τμήμα λοιπόν της σφαίρας τδ όποιον είναι τδ άθροισμα των δυο τούτων 7efe“ v "=·£π« 

— a —a — aΕ Ζ . ( aBE 4- 2ΔΖ-4- 2ΒΕ B Z 4 - Β Δ ). Αλλά, άχΟείσης της ΒΟ παραλλήλου τ  ̂ Ε Ζ, θέλει είναι ΔΟ ·=· ΔΖ—BE,
—a —a —a —aΔ Ο = » Δ Ζ — 2ΔΖ.ΒΕ4-4ΒΕ (9, 3), καί επομενω; B A = *
— a — a — a —a — aBO 4 -  ΔΟ *=- E Z - f ·  ΔΖ— 2ΔΖ X  BE*4- B E . Θίτοντες

— aταυ την την τιμήν αντί του ΒΔ εις την εκφρασιν του τμήματος, καί έκτελουντε; πάσαν αναγωγήν, Οολομεν έχιι $ια την ςίρίότνιτχ του τμήματος,
—a — a — a- > .E Z . ( 3ΒΕ4γ3ΔΖ·4“ Ε Ζ ).



Εκφρασή ητις αναλύεται ιΐς δυο μιρη* τό μεν ~ π .Ε Ζ ,
—» - »  —»(3 Β Ε -4 -3 Δ Ζ ) , r, Ε Ζ . (*»β εΗ -« .α ζ) *ίναι τό άμιάΟροισμα

aτων βάσεων πολλαπλασιασΟεν επί του υψους* το δέ « π . 
γ—3Ε Ζ  παsιζάνει τ^ν σφαίραν τη; όποιας Ε Ζ  είναι ή όιά- μετρος'(πρό. ι5 . σχολ.): λοιπόν κάθε τμήμα σφα'ρας, κτλ.1Ί ό ρ ι σ μ α. Εάν μία των βάσεων ηναι μηδέν, τό περί ου ό λόγος τμήμα αποβαίνει σφαιρικόν τμήμα μέ μίαν μόν/)ν βάσιν’ λοιπόν κά^ε σφαιρ ικόν τ μ ή μ α  μέ  μ ί α ν  μ ό ν η ν  β ά σ ιν ί σ ο δ υ ν α μ ε ι μ έ  τ ό $ μ ι  συ τ ο 0 κυλ ί ν δ ρ ο υ  της αυτ ής  βάσεως καί  του ίδ ίο υ ΰ ψ ο υ ς , -  πλε'ον η σφαίρα τη ς  ο π ο ί α ς  τ ο ύ τ ο  τ ό ΰ ψ ο ς  ε ίναι τί δ ι ά μ ε τ ρ ο ς .

Γεν ^ κ & ν  σ χ ό λ ι ο ν .Ες-ω Α  η άκτίς της βάσεως όνος κυλίνδρου, Υ τό ύψος
• a aτου, ύ ς-ερεότης του κυλίνδρου Οελει είναι π Λ . X  Υ η π Α Υ .Ες-ω Α  η άκτίς της βάσεως ίνός κώνου, Υ  το υψός

a » aτου, ς-ερεότης του κώνου θέλει είναι π Α .-'Yj η Α π Α Υ .Εδωσαν Α  καί Β αί ακτίνες των βάσεων ενός κολοβού κλώνου ,  Υ  τό ύψος του, ή ς-ερεότης του θε'λει είναι -'π Υa 9( Α  +  Β +  Α Β ) .Ε 7&> ή άκτίς μιας σφαίρας* ς-ερεότης της · Θε'λει είναι ~πΑ.Ες-ω Α  ή άκτίς· σφαιρικού τομόως, Υ τό ύψος τηςζώνης ητις χρησιμεύει εις αυτόν ώς βάσις* ή ς-ερεότης a' του θελει είναι j -πΑΥ.

3 °8



; 3°9Έδωσαν Π  καί Κ  αί δύο βάσεις ένος σφαιρικού τμητ[Λβετος, Τ  το ΰψος του, ή ς-ερεύτης τούτου τοΰ τμήματος3δε'λει «ίναι ( ΠΗ~Κ), Ϊ  4 -  ~πΥ» aΕάν τά σφαιρικόν τρίηχα μίαν βάσιν Π , επειδή ϊί άλλη είναι μηδέν, i  ς-ερεύτηςτου θΑ ίΐ ιΐναι ίΠ Χ -tr
τ **-

τέλο ς  Tftif ziobtiiini? Ί ης γε ω μ ε τρίας .
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