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E S O X f t T  A T E !

Eivou αρκετά γνωΤτη fj άζ(α της 
9Αρ&μητικης καί ’Αλγεβρας του Κυρίου 
Βουβών καί της Γεωμετρίας καί ευ£υ- 
γρ άμμου m ι σφαιρικές Τριγωνομετρίας 
του Κυρίου Λεγενδρου. ΓνωΤτη ετίτης 
είναι ι^μεγάλ^ ανάγκη την οτοίαν ατό 
τληρη μαθηματικής σειράν εχουσιν αΐ 
Ίονικαί Πολιτεία* και η /Ελλάς ολη. 
ΈζοχωτατεΙ εϊκοταετης ,&νουΰη καί 
άσκητις με έδιδαν, το δικαίωμα του να 
μεθερμηνευτώ τάς ?δεα$* το5 Βσυρδων 
καί Λεγένδρου καί να αΜίπ^ηξωΤφ την 
χρείαν της τατρίδος^μορ. οθεν καί εμε- 
τάφρασα τά συγγράμματα των. Πλ^ν 
όμως χωρίς την αρωγήν της εξοχότητάς



(τχς ο\ χότοιμου ήθελαν απομείνη %ωρις 
καρτόν* δΓ αυτής ετε3ην εις κατά­
στασή να δημοσιεύσω τά ώφε%μα ταύ- 
τα και ονομαστά μαθηματικά πονήμα­
τα. Συγχωρήσατε με λοιτον ay τολμώ 
νά βάλω το ονομά σας ε?ς τήν κεφαλήν 
των βιβλίων, τά οτοΐα δίδω ε?ς τούς τύπους.

9Εάν ταύτα άνήκονσιν είς εμέ5 διό· 
τι τά εσαφήνισα με νε'ας εξηγήσεις, 
πολύ μάλλον νομίζω ανήκουν της εξο­
χότητάς σας, ος τις τά κχτασταίνετε 
%ξήσιμα λαμβάνοντές τα ύτο' την προ­
στασίαν σας.

*Ε%ω την τιμήν νά είμαι τής ύμε- 
τέρας εζο'ΥΟξκτος ταπεινότατος και 
εύπεβέστατνςϋόυλος

Κέρκυρα, τή ι5 Ατριλίου 1828.

Δ ρ. I .  Κ α ρ α  ν δ ^ ν ό ς .



Π ρ ο ς  τ ο υ ς  O j i o y s v s ? ? .

Π ρ ο  πολλών 7)$τ] χρόνων, ^πλτατο* ομογενείς, 
ε'λυπούμην μεγάλοος διά την οποίαν είχομεν μέχρι του 
νυν ελλειψιν τελείου τίνος όσον δυνατόν καί με·9·ο&- 
κού Μαθηματικού συντάγματος * και μ ολον ότι πολ­
λοί των πεπαιδευμένων συμπολιτών μας επεχεφηάάυ 
νά ύιορθώσωσι την ελλειψιν ταύτηυ, μ' ολον τούτο 
<$εν την ίιώρθωσαν εντελώς. Πρώτου, επειύη οσα 
μαθηματικά συντάγματα ε’φάνησαν η απ’ αυτούς συν- 
θεεμενα, η απ’ άλλας γλώσσας μεταφρασμένα , ησαν 
γραμμένα εις την άρχαιαν 'Ελληνικήν, γνωστήν μεν 
εις το μυριοστημορίου του γένους, άγνωστον' £ε εις 
τους πολλούς. Δεύτερον, ε’πειβη. μητ αυ’τά μην οσα 
νεωστι εις την νεαν 'Ελληνικήν ε§ε£οθησαν, ησαν 
πληρη κ.αι ε’ντελως μεθοδικά, άλλ’ ικανά μεν νά eyet- 
ρωσι τον προς τάς ε’πιστημας ζήλου του γένους, οχι 
όμως και κατά πάντα νά τον ευ’χαριστησωσι. Πλτ,ν 
λέγων ταυτα, είμαι πολύ μακράν από τού νά παραπο*
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νβ$·ώ είς τίποτε προς τούς ένδοξους τούτους συμπολί- 
ταςμου, των οποίων την σοφίαν και επαινώ *και θαυ­
μάζω , και οί οποίοι είναι το καύχημα των Έλληναν, 
ας οί περικλεέστατοι είς την παιδείαν Ευγένιος ο' 
Βουλ^αρις και Νικηφόρος ό Θεοτόκης, ο πολυμα.- 
$ης χάΐ ‘εις άκρον φιλόπονος Κούμας, δ Βενιαμίν 
/ \JpU%, και εφεξής δλοι ο; λοιποί. Ά λλ’ εκ τούτων 

' άλλοι (ασχολούμενοι ε̂ίς άλλα επωφελέστεροι εις τδ 
’Ελληνικόν ε$νος, δεν Ιλαβον ικανόν καιρόν και νά 

. συντάξωσιν η νά μεταφράσωσι τελειότερα μα$·ηματι» 
κά συντά/ματα, άλλοι γνωρίζοντες ίσως την ακόμη 
αδυναμίαν του γένους είς τδ νά ε’ννοησ̂ ) τάς.υψηλάς 
του Καρτεσίου, Νευ·9·ανος, ΛακροΓου . , . έννοιας,
δεν έκριναν εύλογον νά τα ^νοοστοποιησωσιν είς
OUJTQ,

Άλλ” είς το ντους μεν ημείς άποδίδομεν ολον τά 
σέβας και την ευγνωμοσύνην διά τους υπερμετρουςμ^ώ- 
νάς τοον. Το' γένος όμως, τό όποιον προ ικανών χρο- 
ν»ν άρχισε με yiyavriata βήματα νά προβαίνω είς τον 
φωτισμοί του, άρχισε φυσιχω τώ λόγω και νά ζητ# 
οπωσουν τελειότερα μαδήματα, οχι μόνον είς παν 
εΓδος ε’πιστημης η τίχνης, άλλα κα̂  είς τάς μα$·ημα- 
τικάς επιστημας. νθ3·εν εγώ $πι$υμών μεν νά ευχα­
ριστήσω , οσον τό δυνατόν, την κατά τούτο επιθυμίαν 
του, γνωρίζών δε ε’μαυτόν ανίκανον νά συνδέσω μαθ-η̂  
ματιών τι σύνταγμα καλότερον άφ’ οσα οI μεγάλοι αν*
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δρες Λακρόίοι, ΛΙ^ενίροι εσυν-^εσα*«
άπεφάσισα νά μεταφράσω ενα τούτων , καί β προτίμη­
σα τον Λακρόΐ'ον* ΠΧτιν̂ Λολ̂ ς ε’τελειωσα τηνμετάφρα- 
σιν, xou μ’ έλαχαν με χαράν μον μεγάλην εις χειρας η 
Άρι^-μητικη χοΛ Άλγεβρα του μεΑοίικωτάτου Βουψ- 
όώνος. νΟ$·εν θ-εωρησας αυτάς, και χρ/νας πολύ 
παρά τάς του ΛακροΓου με^οόικωτε'ρας χαϊ σαφεστε- 
ρας , επομένως και άρμοάιωτερας εις το γένος μ ου» 
άφησα το χαιρειν εις τους προτερονς μου κόπους , και 
εβυθ·ισ.9·ην είς άλλους'νέους, η τοι είς την μετάφρα­
ση/ της του κυρίου Βουρόωνος ’Αριθμητικής χα\ Άλ­
γεβρας. Γεωμετρίαν δε χαϊ Τριγωνομετρίαν ε’πρόκρινα 
του Αεγενδρου. Παρ’, εμοϊ κριτ  ̂ αΐ περί Αριθμητι­
κής και Άλγεβρας πραγματεΐαι του Βουρδωνος χολ 
αι περί της Γεωμετρίας και Τριγωνομετρίας του Λε- 
ygvipov είναι αΐ πληρέστερα*, κοΛ μεΑοδιχώτεραι αφ 
όσας άλλας άλλος τις ημπορεΐ νά έκλε^β, όχουσας σ> 
μά είς το πλήρες και το με$·οδιχόν·

Ήου λοιπόν δημοσιεύω τδ στοιχειώδες τούτο μα­
θηματικόν σύνταγμα εις τό γένος μον, παρακαλων νά 
το' 5ax-9-J ευ’μενως, χα'ι ν’ άποβλεψ  ̂ οχι εις της προσ­
φοράς την μικρότητα, άλλ’ εις την του προσφέροντος 
ayaS-rjv προαιρεσιν , και άν υποδοχής καλής ά£ιω$άί 
το' ταπεινόν τούτο πόνημά μου, θ-ελω τυπώσει αμέσως 
μετ’ αυτό και τά υψηλότερα της Μαθηματικής μέρη , 
εις τά όποια εχλεξα παρομοίως τους άρίστους συγγρα*
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φεΐς. Είδε' μη, 'κάνω , εχων κάν την παρηγοριάν, o n  
εΥρο^υμηθιόν νά πληρωσω προ'ς την πάτριοα δσον 
ηδυνη^ν μέρος του χρέους μου.

Έ δη  δε εκείνο, τδ οποίον εχ» , τούτο και δίδω 
καί εις δ,τι δύναμαι, κοπιάζω και θ-ε’λω κοπιάζει δσον 
ζω επ’ ά/αθ-ω της· πατρικός μου. ΕΓ-9-ε νά η’μπορου- 
σα νά συνεισφέρω τ ι περισσότερόν και καλύτερον.

*
1828 > «ατά μήνα ’Απρίλιον , έν Κέρκυρα.

’Ιωάννης Καρ α ν δ ην δς .



ΕΓίησις  του Συρ^ραφεοος.

Η ps-S-oitxr σύστασις της ονοματολογίας των 
α ρ ίδ ω ν  , xa't 6 τρόπος, τον γράγειν αυτούς δια χα ­
ρακτήρων, ή χατά τον τρόπον τής παραστάσεως αυτών 
χα\ (ρύσεως τών εις αυτούς ε’χτελουρενων εργασιών 
ζήτησις των με$ο'δων, οσαι φέρουσιν εις ε’̂ α^ώρενα 
των ερρασίών τούτων^ η ·5·εωρόα επειτα των αριθμών 
κα-3·’ ενα rcvcc τρόπον ρενικόν xac ανεξάρτητον από 
παν σύστημα άρι·3·μήσεως, ό εισχώρησή, όιάνά είπω 
ούτως, εις τα  ενδότερα αυτών προς ανακάλυψήν τών 
ίδιοτήτων ,·· oaac αποβλέπουν την σύν$εσιν χαI άνάλυ* 
σιν αυτών, η εκ τών ίόιοτητων του'των εξαγωγή νέων 
άλλων ιδιοτήτων, μετασχηματισμών, xac ρέσων του 
συντε’ρνειν τάς ήδη εγνωσμενας μεθόδους, τέλος πάν­
των , r\ $εμελίω σις, όσον τό δυνατόν, στερεών κανό­
νων προ'ς επίλνσιν παντός είδους ζητημάτων, από τούς
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οποίους εξάγονται οι λόγοι μεταξύ των διαφόρων εις 
αυτοί περιεχομένων ποσοτήτων* συγκροτούν την παρού­
σαν τής * Αριθμητικής πραγματείαν.

Έ&αιρεσα το' πόνημα εις δυο μέρη, χαι τούτων 
εχαστον εις τέσσαρα κεφάλαια.

Του πρώτου μερόυς πρώτιστος σχοπός elyat η* 
ανάπτνξις των τεσσάρων θ-εμελιωδσϊν κανόνοΜ, „της 
ΪΙροσθεσεως, τής *Αφαιρέσεως, του Πολλαπλασιασμού 
χαι της Διαιρέσεως·“ Κα̂  το μεν πρώτον χεφάλαιον 
περιλαμβάνει τάς ε’π'ι τωνάχεραιών αριθμών εργασίας · 
το δε δεύτερον τάς επιόποιωνδήποτε κλασμάτων έργα- 
αίας, το δε τρίτον και τέταρτον,  τά οποία είναι εχ- 
τασίςΤις του δεύτερον, περιλαμβάνουν τους συμμιγείς 
αριθμούς χαί τά δεκαδικά κλάσματα, με τά οποία 
συνδέεται φυσιχώς το σύστημα του νέου βάρους, η 
των νέων σταθμών, χαι των νέων μέτρων. Μ’ δλον 
οτι πολλά ζητήματα άποβλίποντα την σύγκρισιν των 
νέων μέτρων προς τά παλαιά μ* οδηγούν εις εργασίας 
επ'ι των δεκαδικών κλασμάτων μεγάλου τινο'ς αριθμού 
χαρακτήρων, ε^ώ τελειονω το τέταρτον χεφάλαιον^με 
την εχθ-εσιν δύο συντόμων λμε·9*οδ«ν του πολλασιασμοΰ 
χαι της διαιρέσεως*

Του οευτερόυ δε μέρους σχοπος είναι προ-πάν­
των η άνάπτυ£ις τών θωριών, τάς οποίας διά ν’ ά-
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no$eίξω , $Λ6τεχείρκη$·ην νέα σημεία προς παράντασιν 
τών a’pcS-pcoov xa't τών epyaorwv, οσαι etvat δυνατό» 

•νά ε’χτελώνται επάνω εις αυτονς. * Kac Xottrov £ει- 
xVvgpv εις acVaycoynv τ<νά την χρήσιν των σημείων τού­
των *ou το'ν τρόμον του υπολογέζεσ$α* επι των διά 
γραμμάτων εχφραζομένων αριθμών*, άναπτΰτσω την 
3-εωρίαν των διαφόρων συστημάτων της apiS-μησεως > 
και τάς Ιδιότητας 9 όσαι έχουν Οχεσιν με την διαιρε· 
τότητα των αριθμών , με την συνθ-εσιν χα\ ec$ -παρά* 
^οντας ανάλυσιν αυτών. Έιτιστρε^ων επειτα εις οσα 
άνέφερα βΐς τά πρώτα κεφάλαια, εξάγω από τά$ ιδιό­
τητας ταυτας, ριετοκ7χηματίσμού* ίί* τά$ μεθόδους 
της αναγωγής τών χλααράτων εις τον αυτόν'Λταρον»** 
ριαστην, xa'c του μεγίστου κοινού διαιρέτου δυο η ίτο ·̂ 
λών αρι$μών. Γνωστοποιώ δέ κα\ την θεωρίαν τών 
περιοδικών δεκαδικών 'κλασμάτων, χύίι τάς άρχιχας 
ιδιότητας τών συνεχών κλασμάτων. Τά διάφοροι ταυ- 
τα άνπχβψενα συνιστουν το πέμπτον κεφάλοάον.

Ac, τάς όποιας ε’συστησα ει$ την εισαγωγήν του 
δευτέρου μέρους, άρχα'ί, με συγχωρούν νά σαφηνίσω 
εις.το εκτον χεφάλαιόν τάς μεθόδους της εξαγωγής 
της τετραγωνικής κα'ι κυβικής ρίζης τών αριθμών. *Η 
γνώσις τούτων είναι αναπόφευκτος είς την από της 
λρ&μητικης είς την Γεωμετρίαν μετάβασιν. ί
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τ ο τ  ς  τ  r  r p a φ b a  r . ιζ
Τίποτε άφ οοα ηρπορουν να καταστησωσι πλη-
* ' / ' ’ \ \ / . ~ , * ρες το -πονηρά ρου, ο:>ς απο το συντορον τούτο σχεοιον

βλέπει π ας ε’νας , δεν παρηρελησα.

Αλλά, δηροσιευων την τρίτην ταυτην. εκδοσιν, 
Αελω απόκριση είςτινα τινων προφεσσόρων αν·3τστάσιν. 
Δ ιατί τάχα εις της Αριθ-ρήτικης* τά στοιχεία νά 
εισάγω χνωσεις Αίολου εις αυτήν α’λλοτρίας, καί ραλ- 
λον είς την Ά λγεβραν  ανήκοντας ; Δ ιότι ε’παρατηρή· 
σα ά , ότι όλοι οί .Συχχραφείς , οσοι 3-ελγ,σαντες νά 
^νωστοποιησωσιν ιδιότητας τινάς των αριΑρων, δεν ρε- 
τεχειρίσΑησαν τά σηρεία της Άλγεβρας , δε'ν εδυνη-
3-ησ.αν νά τάς παραστησωσι ρε πληρη καί ρε-$·οδικά’> 
τρόπον, καί ε’|3ιάαθ·ηααν προσέτι νά ρεταχειριστώ σι

t \ « < ’ λ ~ » ~ Λ ' ' ·σνντορα τινα σηρεια αρι·9·ρητικων εργασιών. ilea τον 
ορόρον ορως , τον οποίον ερω ηκολου-$·ησα , ηρπορε- 
σα νά συστήσω ρίαν άλνσον ρετα^υ των ιδιοτήτων 
καί των αίρολορωτερων εφαρμογών αυτών.

β \ Αι ιδιότητες αυται. το:ν όποιων η ^νωσις ειί/αι* 
άφευκτος εις τους θέλοντας νά ραΑωσι κατά βά$ος 
την Άριθ-ρητικην, ηδυναντο ρε'ν νά ε’ρβωσιν εις τά 
στοιχεία της Ά λγεβρας, άλλ’ ηΑελαν συντριψει την 
άλνσον των Νεωρίων , όσαι συνιστουν τ  άλλο τούτο 
μέρος της ΜαΑηρατικης.

Κις την πρωτην εκδοσιν της Άλρεβρας ρου έκρι­
να χρέος νά εκΑεσω τάς ιδίας ταυτας ιδιότητα.? , περί
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τών οποίων έκαμα τινάς παρατηρήσεις. Διά τούτο ίη- 
£οσιεύων την της ’ApiS-μητικης πραγματείαν , άπέβω- 
κα , <διά νά σύμφωνης» μ* αυτάς , εις το μέρος τούτο 
της Μαθηματικής , παν ο,τι θεωρείται εν ^ένει, ως 
ίδιον αυτού.

Θέλω προσδέσει τελευταΐον στοχασμόν, οτι τά 
στοιχεία, ταυτα εΐναι ίιωρισμένα κυρίως <διά τους 
νέους εκείνους , οσοι ιπομένουσι «δυσκολίας , και των 
©ποιων τά πρώτα βήματα εις τον δρόμον των επιστη­
μών πρέπει νά γίνωνται ασφαλώς και ε’πωφελώς. 
"0-3·εν ας μέ αυγχωμτ)^ νά παραστησω τάς θεμελιώ­
δεις άρχάς μ όσην είναι δυνατόν ακρίβειαν.
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Κ ί σ α γ  03 y  ν'ι.

§. 1. ϊ ία λ ε ΐτ α ι  μεγε3ος η ποσότης παν ο, τι 
ναι δεκτικόν αυξησεως η ελαττιοσεως, ως at ypαμ* 
a t ,  at ε’πιιράνειαι, ot χρόνοι και τά βάρη. Αδυνα- 
dv 5$ gtvat να σχηματίσωμεν τελείαν ιδέαν εις τον 
χυτόν μας -περί ποσότητας τίνος, εάν δεν την συρ^ 
ρινωμεν προς άλλην του αυτού εΓδους. Ή  δεύτερα 
Γ*η'ποσο'της καλείται μονάς, χα·9· όσον χρησιμεύει 
ς ορος συγχρίσεως όλων των ποσοτήτων ,του ίδιον ' 
ΰονς * _ κα-9-ώς, όταν λερωμεν , o n  εν τείχος εχει 
κοσt ρετρών ρηχός, εχομεν τότε την ιδέαν της ftc- 
ίίδος τού μήκους, η οποία καλείται με'τρον, εν-9-a 
πο^ετομεν, o n ,  αφ ου εφερχμεν είχοσι ^οραίς το 
ετρον επί του ρηχούς του τείχους, εφ&κσαμεν εις 
ον σκοπόν μας, '

1



Efc την ΜαΑηματικην λοιπόν η μονάς είναι 
ποσότης οποιοσδήποτε είδους, λαμβανομενη χατά αρέ­
σκειαν από την φυσιν *), και χρισιρευει ως βρος συ^- 
κρίσεως εις όλας τας ποσότητας του ίδιου είδους. 
"Επεται εκ τουτου, ότι είναι τόσα εΓδη μονάδων, 
όσα είναι εΓδη ποσοτήτων.

Καλείται ’Αριθμός το' εξαγόμενον της συμκρί- 
σεως ο'ποιασδήποτε ποσο'τητος σχετικώς προς την 
μονάδα της.

Ό  αριθμός καλείται ακέραιος η ολοσχερής **), 
όταν είναι άθ-ροισμα πολλών μονάδων του ίδιου εί­
δους * ούτως εΓχοσι φράγκα , τριάκοντα λ ίτρ α ι, οχτώ , 
δώδεκα, δεκαπέντε μονάδες οποιοσδήποτε είδους είναι 
ακέραιος αριθμός.

Κλάσμα είναι μέρος μονάδος.
Αριθμός κλασματικός είναι τό άθροισμα πολ­

λών μονάδων του αυτου είδους, και κλάσματος τι- 
νο'ς, η μέρους της τοιαύτης μονάδος.

§. 2. 'Ό τα ν  εκφράζοντες αριθμόν τινα , προσθώ- 
τωμεν μετά την τοιαυτην εκφρασιν το' όνομα,' τό 
όποιον φανερο'νει τό είδος της ποσότητος λαμβανομε'- 
νης ως μονάδος, Ο αριθμός καλείται συγκεκριμένος'  
καθώς πέντε μέτρα, δεκαπέντε ώραι, εξ  λέ^α ι, εί­
ναι αριθμοί συγκεκριμένοι * κατά πρώτον ο'ταν έκφρά- 
ξωμεν αριθμόν τινά , άλλην ιδέαν δεν λαμβάνομε^ 
παρά εκείνην της μονάδος , μέ την όποιαν ,συ^κ^ν™* 
μεν άλλην τινά ποσο’τητα του ίδιου είδους * αλλά 
κατ ολίγον ό νους συνειθίξων εις τά άφ^ρημενα φθά­

*) Το μίτρον , v*cc μονα<rou μηχον(, that μονές ληφ^βίσα 0*719
την φντιν * ορα β*ρ. 99*

**) ’ΚττροΓφησβ την λβξιν »«χ»ραίθ{κ κς κοινήν καί tjv^A  
«/< τν]ν γλωσσ*νμκς* ο Μ.
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νει νά φαντασ3·% μίαν συλλογήν πολλών όμοιων υπο- 
γ.εψενοον, άλλ’ ο'ποιωνύηποτε, έκαστον των οποίων 
είναι η ρονάς. Ε ις ταύτην την περιστασιν η' συλλογή 
καλείται αριθρος αφηρημενος, επειδή εχφράζοντές Την, 
κάρνορεν αφαιρεσιν του είδους της ρονάύος , εις την 
οποίαν την ανεφεραμεν. Και ούτω πρεπει νά θ-εω- 
ρώρεν τους αρι-5-ρούς εις τη'ν Ικ3·εσιν των ρε^ούων, 
οσαι αποβλέπονν τας διαφόρους εργασίας, τάς οποι'ας 
μελλομεν  επάνω εις αυτούς νά εκτελέσωρεν, ε’άν 
3ελωρεν νά ηναι στα-5-εραι αύται αι μέθοδοι, καί 
ίκαναι νά εφαρρόζωνται εις ολα τά δυνατά ζηττ* 
ρατα.

Π . \ 8 p I τ η ς  Α ρ ιθ -ρ η σ ε ω ς *

§. δ. Αι πρώται αναζητήσεις βπι των άρι^ρών 
εξ ανάγκης σκοπον είχαν νά ύώσωσιν εις αυτούς ονό- 
ρατα εύκολσεν-9-υρητα, κα'ι έπειάη υ'πάρχούν απειρόι 
αρι^ροι, ίιο'τι εις ο'ποΐονύηποτε σχηραΤισρενον» άρι3· 
ρον είναι δυνατόν νά προστε-9-fl νέα τις ρονάς και νά 
σχηραΤισ·^ ούτως άλλος άρι-9-ρος^ · εις τον οποίον 
πάλιν ηρπορεΤ νά πρόστεγά) άλλη τις ρονάς, και όν­
τως εφεξής, εχρειάσθ-η νά ευρε3·% το ρεσον’ τού εκ- 
φράζείν ολονς τούς άριΑρους ί ι ’ άριθ-ρον λέμβων πε- 

Γπ<ί| ι̂ σρενου , αι οποΐαι αρροίιως η ρία με την άλλην 
νά συρπλέκωνται, και εις τούτο αφορά η λαλου- 
ρενη αρι-σρησις.

Και προς αποφυγήν της <$ιά πολλών γραμμα· 
των γραφής χά-9-ε λεξεω ς, ε’χρειάσ^-η νά ε’φενρε-S-fl συν- 
τορος ^ραφη των λεξεων και των συρπλοκωντων, 
ώστε ο νους ρέ πλειοτεραν ευκολίαν και ε^ευ^-ίριάν 
νά συλλογιέτα ι επα'νω ,δις τούς apiS-μούς. Ε ις του-
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το δέ αφόρα η γραφόμενη άριθ-μησις, ητις συνίσταται 
εις το να παρασταίνω με' την βοήθειαν πεπερασμένου 
otpĉ -pxou χαρακτήρων ή ψηφίων τούς εις την κοινήν 
διάλεκτον εκφραζομένους αριθμούς.

4· Λ α λ ο ύ μ ε ' ν η  ά ρ ί -9- μ η σ t ς, — Μ’ όλον 
ο τι η ονοματολογία των ακέραιων άρι-9-μων είναι 
γνωστή εις τούς -περισσότερους νέους, δια' τούς 
οποίους τα στοιχεία ταυτα εμράφησαν, στοχαξομε-3-α 
όμως χρέος μας νά εζ-9-εσωμεν σύντομον με'ν, πλην 
ελλομον ανάλυσιν αυτής, επειδή η ^ραφομένη αρίθ·- 
μησις , τοιαύτη , όποιαν όλοι οί τόποι την παρεδέχ·$η- 
σαν , έπιστηρίζεται εις ταύτην την ονοματολογίαν.

Οι πριοτοι αριθ-μοι είναι εν, δύο, τρ ία , τέσ* 
σαρα, πέντε, ε ξ ,  επτά , οκτώ, εννέα, οΐ οποίοι 
καλούνται απλαί μονάδες, η μονάδες πρώτης τάξεως.

Προσ5·έτοντες νέαν τινά μονάδα εις τον άριθ-μόν 
εννέα, σχηματί^ομεν τον αριθμόν δέκα, οςτις θεωρεί­
ται ως μονάς νέου είδους, τό οποίον καλείται δεκάς 
η μονάς δευτέρας τάξεω ς* αρι-9-μουμεν δε κατά δεκά­
δας , ώς ώρι^μησαμεν κατά μονάδας άπλάς * 'δηλαδη 
μία δεκάς, δύο δεκάδες, τρείς δεκάδες, τέσσαρες 
δεκάδες, πέντε, ε ξ ,  επτά , οκτώ, έννε'α δεκάδες, η 
δέκα, είκοσι, τριάκοντα, τεσσαράκοντα, πεντηκοντα, 
εξήκοντα, έβδομηκοντα, ο^δοήκοντα, εννενηκοντα · 
μεταξύ δέ τών δε'κα κα'ι είκοσιν υπα'ρχουν ε’ννε'α άλ­
λοι αριθμοί, οίτινες είναι ένδεκα, διόδεκα, δεκατρία, 
δεκατέσσαρα, δεκαπέντε, δεκαέξ, δεκαεπτά, δεκα­
οκτώ» δεκαεννέα.

Μεταξύ είκοσι κα'ι τριάκοντα υπάρχουν παρομοί­
ως εννέα αρι-9-μοι εκφραζομενοι ' κατά τούτον τον 
τρόπον* εικοσιε'ν , είκοσιδύο, είκοσιτρία·, είκοσιτέσ- 
σ α ρ α ............... ...  είκοσιεννεα. Ημπορουμεν ούτω νά
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εκφράσωμεν ολους τους αριθμούς εως εις τους εννενη­
κοντα εννέα.

Ούτος' ο τελευταίος αριθμός αυξανόμενος από 
εν δίδει δέκα δεκάδας , η τον αριθμόν 100*. ο όποιος 
θεωρείται ω ςνέαμονας, καλούμενη έκατοντάς , η μο- 
νάς τρίτης ταξεως. Αριθμουμεν δε κατά εκατοντάδας 
ως ηριθμησαμεν κατα δεκάδας κα'ι απλας μονάδας ’ 
ούτω μια έκατοντάς, δύο εκατοντάδες, τρεις εκατον­
τάδες . . . .  . οκτώ εκατοντάδες, εννέα εκατοντά­
δες εκφράξουν συλλομάς μιας ε'κατοντάδος, δύο, τρι­
ών . . .  . οχτώ , εννεα εκατοντάδων’ και θέτοντες 
διαδοχικώς μεταξύ των λέξεων εκατόν και διακόσια, 
διακόσια και ■ τριακόσια . . . . .  οκτακόσια και εν- 
νεχκόσιχ, και εις την έξακολο-ύθησιν των εννεακο- 
σιων τα ονόματα των αριθμών των περιεχομένων 
μεταξύ του ενός και των εννενηκοντα εννεα, σχηματι- 
ξομεν όλα τα ονόματα όλων των αριθμών από excĉ  
τον εως εννεακόσια εννενηκοντα εννέα.

Παρατηρεΐται, οτι εις την εχψρασιν όλων τού­
των των αριθμών μετεχειρισθημεν τάς γενικάς λέξεις 
εν , δύο , τρία , τέσσαρα , πέντε , εξ , ε'πτά , οκτώ,
1 '  t s ·/ * r /εννεα, οεκα, είκοσι, τριάκοντα, τεσσαράκοντα, πεν* 
τηκοντα, εξήκοντα, έβδομηκοντα, όμδοηκοντα, εννε- 
νηκοντα και εκατόν.

Προσθέτοντες έν εις τά  .εννεακόσια εννενηκον- 
ττ» εννέα λαμβάνομεν άλλην συλλογήν από δέκα εκα­
τοντάδας , η τόν αριθμόν χίλια , ος τις σχηματίζει την 
μονάδα των τιλιάδων, η την μονάδα της τετάρτης 
ταξεως. Αφ ου δε έφτασαν εις τούτον τον αριθμόν , 
εσυμφοένησαν, διά νά μη πολλαπλασιάζω σι τ ά ς 'λ ε - . 
ξεις, νά θεωρησωσι τά χ ίλ ια , ως νεαν α ρ χ ικ ή ν  μο- 
νκδα, προ του ονόματος της μποιας ετε9·ησαν τα ονό­
ματα των έννεακασιων εννενηκοντα εννέα πρωτων
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αριθμών, Ούτω λεμομεν μία χίλια·?, δύο χιλιάδες 
...............εννε'α χιλιάδες, δε'κα χιλιάδες, ενδεκα χι­
λιάδες . ♦ . . εάθ7ΐ χιλιάδες, είκοσιμία χιλιάς . . . 
♦ , . ε’χατδν χιλιάδες, διαχόσιαι χιλιάδες, ε’ννεα- 
χόσιαι εννενηκοντα εννεα χιλιάδες.

Προσέτι μια δεχάς χιλιάδος σχηματίζει την μο­
νάδα της πέμπτης τοίξεως 9 μια δε εχατοντάς χιλιά- 
δος την μονάδα της έκτης τάξεως.

Τιθέμενων ε*πειτα μεταξύ δύο αριθμών διαδοχι­
κών χιλιάδων, ώς μεταξύ εΓχοσι χιλιάδων χα\ είκο- 
σιμιάς χιλιάδος , των Ονομάτων όλων των αριθμών 
των κατωτέρων της χιλιάδος, δυνάμεθα προφανούς νά 
εχφράσωμεν όλους τους α’ριθμούς εως εις ε’ννεακοσίας 
ε’ννενηχοντα εννεα χιλιάδας και εννεαχοσιάς εννενη- 
κοντά εννεα μονάδας.

'Ο τελευταίος ούτος αριθμός αυξηθείς απδ μο­
νάδα δίδει δεχα εκατοντάδας χιλιάδος, η χιλιάχις χι· 
λιας μονάδας η χατά την συνήθειαν χίλιες χιλιάδες, 
συλλομην δηλαδη , την όποιαν ωνόμασαν μιλλιόνιον. 
Παρομοίως η συλλομη άπό χίλια μιλλιόνια χαλειται 
διλλιόνιον · η δε ?υλλομό από χίλια διλλιόνια καλεί­
ται Τριλλιόνιον, χαι ούτως εφεξής* άριθμοΰμεν δε 
κατά μιλλιόνια, διλλιόνια, τριλλιόνια, ως ηριθμησα- 
μδν κατά χίλια. Ευκόλως λοιπόν βλέπομεν, ότι προσ- 
θέτοντες εις τάς προειρημένας μενικάς λεξεις τάς λέ­
ξεις χίλια, μιλλιόνιον, διλλιόνιον , τριλλιόνιον , 
τραλλιόνιον, πενταλλιόνιον . . . . . .  θελομεν σχημα­
τίσει την όνοματολομίαν όλων όσων δυνάμεθα. να γαν- 
τασθώμεν αριθμών.

Τελευτά to ν , άς παρατηρησωμεν ότι τό μιλλιό- 
νιον εΓναι η" μονάς της έβδομης τάξεοίς, η δεχάς των 
μιλλιονίων είναι τί μονάς της όμδόης τάξεως, και η
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εκατοντάς των μιλλιονίων είναι η μονάς της εννά-
της τ ά ξ ε ω ς ..............

§. 5. Γ ρ α φομ έ νη άρ ι'-9· μ ησ  ι ς. —  *Οσον 
απλή και άν ?’,ναι η ονοματολογία των αριθμών, η-9-s- 
λαμεν δοκιμάσει με^άλην δυσκολίαν εις την μεταξύ των 
συμπλοκήν, εάν δεν υπήρχε με-3·©δός τις του^ράφειν 
αυ’τους με συντομίαν' αλλ αυτή ευ’ρισκεται ευκόλως 
εκ της ονοματολογίας των. Τω οντι παρατηρουντες 
τά ονόματα , με τά οποία ωνομάσαμεν του'ς apt-9-μούς 
άλλα με'ν ως έν , δε'κα, εκατο'ν, χ ίλ ια , δέκα χ ι­
λιάδες, εκατό'ν χιλιάδες, μιλλιόνιον, δε’κα μιλλιόνια 
εκφράξουν διαφόρων τάξεων μονάδας, άλλα δε ως 
εν , δυο, τρ ία , . . . .  εννέα εκφράξουν ποσάκις εκά* 
στη χοιοντου είδους μονάς εισέρχεται εΓς τι να αριθμόν.

’OS-εν εάν συμφωνησωμεν νά παρασταίνωμεν τους 
εννε’α πρώτους αριθμούς διά των ακολουθών χαρα­
κτήρων η ψηφίων

1 , 2·} 3  > 4 » 5 »  6 1 7  *
έν, δυο, τρ ία , τέσσο^>α, πέντε, εξ, επτά,

8 9 ·
οκτώ , εννέα,

η δυσκολία πλέον συνισταται εις τό νά ευρωμεν τό 
μέσον του νά έκφράξωμεν με τους χαρακτήρας τού­
τους τάς διαφόρους τάξεις τςον μονάδων , τάς οποόας 
6 προβαλλόμενος αριθμός περικλείει* αλλ εάν συμ­
φωνησωμεν νά συστησιομεν ταυτην την αρχήν ότι 
,,πας χαρακτηρ βαλμένος εις τα αριστερά άλλου εκ­
φράξει μονάδας τάξεως αμέσως υ'περτερας αυτου4ί, 
η με άλλας λέξεις, ότι, ,,άταν πολλοί χαρακτήρες 
j/ράφωνται κατ’ εξακολούθησα/ ο ε!ς του άλλου, ο 
πρώτος με'ν εις τά δεξιά χαρακτηρ εκφράξει απλάς μο­
νάδας, ό άμε'σως δέ εις τά αριστερά αυτου μονάδάς 
δεκάδων, η άπλο:ς δεκάδας, και ο εκ δεξιών ποός
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τά άριστερά εκατοντάδας , ο τέταρτος χιλ ιάδα ;, ο 
πέμπτος δεκάδας χιλιάδος*" , . . . ευκόλως βλέπομεν, 
οτι δυνάμεάα εν ^ε'νει νά παρασταίνωμεν όλους τους 
αριθμούς με την βοήθειαν των -προηγουμένων χαρα­
κτήρων,

Παραδείγματος χάριν. Ας εκφρασθ·^ με χαρακτή­
ρας η με ψηφία ο otpt-3-μός τριακόσια εβδομηκοντα 
εννε’α * ουτος σό^κειται φανερά από Q μονάδας, 
πλε'ον επτά δεκάδας , πλέον τρεις εκατοντάδας * ο-^εν 
κατά την προσυστα^-εΐσαν αρχήν δυναται νά έκφρασή 
διά 3?9-

Παρομοίως ο αριθ-μός εικοσιοκτω χιλιάδες δια­
κόσια τεσσαράκοντα ε'πτχ , σύχκειται άπό 7 μονάδας , 
4 δεκάδας, 2 εκατοντάδας, 8 χιλιάδας, και 2 δεκά­
δας χιλιάδος, όθ-εν παρασταινεται με τό αάροισμα 
των πε'ντε χαρακτήρων 28247»

Χ α ρ α κ τ η ρ  ο. * Αλλ’ όμως υπάρχουσι και 
άριάμοι, οιτινες δεν γράφονται με μόνα τά προηγού­
μενα εννέα ψηφία. „

"Ας ^ράψωμ|ν με ψηφ/α τους άριθ-μους, δέκα,
εΓκοσι, τρ ιά κ ο ν τα ,............ ό^δοη'κοντα , εννενηκοντα.
Επειδή οι αριάμοι ούτοι δεν περιέχουν άπλάς μονά­
δας , είναι ανά/κη νά παραδεχθ-ωμεν εν άλλο ψηφιον , 
μη εχον μεν κα-ά’ εαυτό κάμμιάν τιμήν , αλλά δυνά- 
μενον νά επέχ;β την Αεσιν της εις την εκφρασιν του 
αρι-9-μου ελλειπουσης τάΙ-εως των μονάδον * τό ψηφίο* 
τούτο είναι τό Ο , τό όποιον καλείται μηδε'ν η μηδενι­
κόν , και με τό όποιον οι άρι-9-μοι δέκα, εΓκοσι' τριά­
κοντα , κ. τ. λ . . . . εκφράζονται διά

ί ο ,  20 , 3 0 ,  40 ? 5 0 , 5 ο , 7 0 ,  8 0 , 90·
Κα τα τον αυτόν λό^ον , οι άριάμο'ι εκατόν , δια­

κόσια , τριακόσια, μη περικλείοντας ουτ απλάς μονά-
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δας, ούτε δεκάδας, εκφράζονται διά 1 0 0 , 2 0 0 ,
3 ο ο , 4 0 0 , . . . . goo .

Κν γεν$ι το μηδέν είναι ψηφιον , τδ οποίον δεν 
εχει χαμμίαν τιμήν μερικήν, άλλα τδ μεταχειριζο- 
με5α εις τόπον των διάφορων τάξεων των μονάδων, 
αι οποίαι λείπουν εις την εκφρασιν τίνος άρι5μου, 

Τ  αλλα. δε ψηφία τά καλούμενα σημαντικά, 
έχουν δυο τιμάς* μιαν απόλυιον είτε ίδιαν, ητις τί- 
ποτ άλλο δεν είναι είμη η τιμή, την οποίαν εχει κα- 
5εν ψηφίον ίδικην του, όταν 5εωρηται μόνον του , και 
άλλην καλούμενην σχετικήν , ητις είναι η τιμή , την 
οποίαν λαμβάνει εκ της 5ε σε ω ς, την οποίαν κρατεί 
προς τ’ αριστερά των άλλων ψηφίων.

Ή δη εάν παρατηρησωμεν , o n  κα5εΐς ε’κφρασμε- 
νος'άρι5μδς συντι5εται εξ άπλων μονάδων, δεκάδων, 
εκατονταδον . . . .  ότι η συλλογή των μονάδων εκα- 
στης τάέ-εως εΤναι ό'λη τδ περισσότερον ίση με εννε’α , 
οτι όταν ο αρι5μός στερηται άπδ τινάς τάζεις μονά­
δων, υπάρχει τις χαρακτηρ επεχων την 5εσιν αυτού, 
βεβαιουμ$5α , ότι δε'ν είναι κάνεις ακέραιος αρι5μος 
αδύνατος νά έκφρασ5^ με την βοη5ειαν μιας τίνος συμ­
πλοκής των δέκα χαρακτήρων

1 , 2 ,  3 ,  4» 5 , 6 ,  7 , 8 ,  Ο, Ο.
"Ας λάρωμεχ νεον παράδειγμα τον άρι5μον δια· 

κόσιαι οκτώ χιλιάδες , δέκα εννεα, τον οποίον πρεπει 
να ^ράψωμεν διά ψηφίων.

Ούτος περιέχει g άπλας μονάδας , 1 δεκάδά, 8 
μονάδάς χιλιάδος, και δυο εκατοντάδας χιλιάδος * 
αλλά δε'ν εχει ου τ’ εκατοντάδας απλάς , ούτε δεκάδάς 
χιλιάδος * αρκεί λοιπόν νά χράψωμεν τά ψηφιά g , 
1 , 0 ,  8 , 0 ,  2 άριστερο5εν το εν εις τδ άλλο, καί 
ο αριθμός 5ελει παραστα5η διά 2 0 8 0 1 Q.
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Έ σ τω  ακόμη ο αριθμός τριάκοντα $ξ διλλιόνια,
πεντακόσια μιλλιόνια, είκοσι χιλιάδες , τετρακόσια 
επτά-

Ή  εκφρασις του αριθμού τούτον περιλαμβά­
νει 7 μονάδας άπλάς, Ο δεκάδας, 4 εκατοντάδας, ο 
μονάδας χιλιάδος , 2 δεκάδας χιλιάδος , Ο εκατοντά­
δας χιλιάδος , Ο μονάδας μιλλιονιων , Ο δεκάδας μιλ- 
λιονίων, 5 εκατοντάδας μιλλιονίων, 6 μονάδας διλ- 
λιονίων, και 3 δεκάδας διλλιονίων * λοιπόν ο αριθ­
μός θέλει παρασταθη διά 3 0 5 1 0 0 2 0 4 0 7 .

Τό σύστημα της αριθμη'σεως, τό οποίον εκθέσα- 
μεν , ώνομάθη Σηστημα δεκαδικόν, επειδή μεταχει- 
ρι^'-ρεθ-α δέκα χαρακτήρας είς την εκφρασιν παντός 
αριθμόν* ο δέκα, η ο αριθμός των δέκα μεταχει­
ρισμένων χαρακτήρων καλείται βάσις του συστκ- 
ματος.

§. 6 . "Ας κάμωμεν τώρα μιαν avay/.aiav παρα- 
τηρησιν. ’Αποβαίνει εκ της ονοματολογίας, οτι πας 
αριθμός διαιρείται εις εκατοντάδας δεκάδας και 
μρνάδας απλώς * εις εκατοντάδας δεκάδας καί μο­
νάδας χιλιάδος, εις εκατοντάδας, δεκάδας και μονά* 
δας μιλλιονιων κ. τ. λ. τουτεστιν εις τμήματα ε’κ μο­
νάδων απλών, χιλιάδων, μιλλιονιων , διλλιονίων , 
έκαστον των οποίων γράφεται διά τριών ψηφίων, 
εΊς^ρημένου του τελευταίου, τό οποίον περιέχει άνω- 
τέρας μονάδας, καί τό οποίον δυναται νά μη περιέ? 
χγ) παρά δυο ψηφία η μόνον εν. νΟταν λοιπόν· οίκειω* 
θώμεν με τον τρόπον του ^ράφειν του'ς άριθμου'ς τριτ 
ών ψηφίων, αρκεί νά ^ράψωμεν διαδοχικό)? τό είς τά  
αριστερά του άλλου , τουτέση τό τμήμα των μονά­
δων , τ«* των χιλιάδων, τό των μιλλιονιων καί τό 
των διλλιονίων,
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Δυνάμβ-^α προσέτι νά άρχισωμεν άπο τα άριστ$· 
ρά , τοντεση  να ^ραψωμεν κατά ττρώτον το τμήμα 
των ανώτερων μονά*5ων, και εις τά δεξιά, τα, άλλα 
τμήματα χατά τάξιν τον ' μεγε3·ους των μονάδων 4 
ουτω 'πρεττει νά μάθ-ωμεν νά γράψωμεν με ψηφία αριθ­
μόν τινα υπαγορευμένου εις την ,συνη-$·η γλώσσαν, μη 
οντα ακόμη ^ραμμενον 4 αλλα κρεπει νά προσεχωμεν 
νά μην παραιτώμεν τά μηδενικά τά διωρισμενα εις το 
νά καταστήσουν πλήρεις τάς τάζεις των μονάδων , αί 
όποΤαι λείπουν * δεν -Βάλομεν δε δυσκολευτώ ποτέ εις 
τούτο, ηξενραψτες , ότι κά9·ε τμήμα, εξαιρούμενου 
του εις τ  αριοστερά πρώτον , πρε'πει πάντοτε νά πε- 
ριέχν τρία, ψηφία.

Έ σ τω  ώς τελευταίου παράδειγμα, νά. γράψωμεν 
τον αριθμόν τετρακόσα εξ  διλλιόνια , εάοσιοκτιο 
μ'.λλιόνια, διακοσιςις πεντηκοντα χιλιάδάς , τεσσαρά­
κοντα οχτώ.

Γράψε εις τά δεξιά αλληλων το τμήμα των διλ- 
λιονιών, το των μιλλιονίων, τδ των χιλιάδω ν , καί 
τέλος, το των απλών μονάδων, και -9-ελεις εχει 409»
0 2 8 ,  2 5 0 , 048·

§. 7· ΈιΛ της προηγούμενης λοιπον παρατηρη-r 
σεως επιστηρίζεται τό μέσον του μεταφράζειν εις κοινήν 
γλώσσαν άποιονδήποτε με ψηφία ^ραμμενον άρι-^μον.

Ά φ’ ού, άρξάμενοι από τά δεξιά , χωρισωμεν 
τον άρι-9-μόν εις τμήματα εχ τριών ψηφίων, εκφρά- 
ξομεν διαδίχικώς κα·9·εν τμήμα, αρχίζοντες από τδ  
πρώτον εις τ ’ αριστερά , δίδοντες πάντοτε εις τα διά­
φορά τμήματα τδ άνηκον εις αυτά ονομα.

Έ στω προς 'παράδειγμα δ αριθμός 70345001 ,
Ούτος λοιπόν άφ’ ου μερισ-9·  ̂ ουτω 7 0 ?34'% 001 

συντ&εται από εβδομηκοντα μιλλιόνια, τριαχοσίας
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τεσσαράκοντα πέντε χιλιάδας, και εξαχοσίας μίαν 
μονάδας.

Ευρίσκομεν παρομοίως ο τι
5 5 0 2 400050702 , η 5 ,3 0 2 ,4 0 0 , 0 5 6 ,7 0 2  εχψράζει 
τον αριθμόν λ®ντε τριλλιόνια, τριακόσια δύο διλλιό- 
νια, τετρακόσια μιλλιόνια , πεντηκοντα ε£ χιλιάδας 
και επτακόσιας δύο μονάδας»

8. Ά λ λ ο  δεν λείπει δ id νά καταστησωμεν πλή­
ρη την θεωρίαν της αρ'ιθμησεως, παρά νά δεί£ωμεν 
τό μέσον του ^ράφειν διά ψηφίων τά κλάσματα * αλλά 
πρότερον είναι ανάγκη νά δώσωμεν καθαράν και άκρι­
τη ιδέαν των κλασμάτων, ως αυτά θεωρούνται εις 
την Αριθμητικήν,

'Γποτεθείσθω , ότι εχομεν νά προσδιορισωμεν το' 
μήκος ενός κομματιού από ύφασμα. Ααμβάνοντες την 
μονάδα καλόυμένην μέτρον, και φέροντες αυτήν μιαν, 
δύο φοράς , και έν ενι λόμιο τόσας, οσας ημπορου- 
μεν, επάνω εις τό μάκρος του κομματιού , παρατη- 
ρούμεν , ότι ημπορούν νά άκολουθησωσι δύο περιστά­
σεις, η αφ ου η μονάς φερ9·η ικανόν αριθμόν φο­
ρών, δεκαπέντε φέρ’ ειπειν, δεν απομένει τίποτε, η 
ευρίσκομεν υπόλοιπον μικρότερον του μέτρου 1 εις την 
πρώτην περιστασιν τό κομμάτιαν περιέχει ακέραιον 
τινά αριθμόν μέτρων, δηλαδη δεκαπέντε * εις την, 
δευτέραν, σιμά εις ταυτα τά δεκαπέντε μέτρα πρέ­
πει διά νά εχωμεν τό όλον κομμάτιον νά προσθεσωμεν 
τό κλάσμα, η τό μέ.ρος του εναπολειφθέντος μέτρου. 
Αλλά πώς νά εκτιμησωμεν τό μέρος τούτο ; η πως 
νά τό συμ/.ρινωμεν με την μονάδα η^ουν μέ τό μέ­
τρου; δυνάμεθα εξ  αρχής νά έννοησωμεν ταύτην την 
μονάδα χωρισμένην εις δύο ίσα μέρη, η εις δύο ημί- 
σεα , και άν τό υπόλοιπον είναι κατ’ ακρίβειαν ίσον με' 
vj από ταυτα τά ημίσεα, τότε λέ^ομεν, οτι τό κομ-
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ράτιον τού υφάσρατος περιε'χει δεκαπέντε καί ηρισυ 
ρετρά, ρηχούς.

’Καν το υπόλοιπον ^ναι ολιριότερονη περισσότε­
~ >

ρον παρα το ηρισυ του ρετρού , χα-9-ε ηρισυ του ρε­
τρού το -9-εωρούρεν δ«τ)ρηρένον εις δύο νε'α ρερη ίσα 
καλούρενα τέτα ρτα - καί εαν το τέταρτον τούτο δυ­
νατά: νά φερθεί ρίαν η τρεις φοράς αχρΐ|3ώς ε'πί του 
υπολοίπου, τότε λέρορεν, οτι το' υπόλοιπον είναι ίσον 
με τό τέταρτον η ρέ τά τρία τέταρτα τού ρετρού.

Αντί νά διαιρέσιορεν την ροναδα είς δυο η εις 
τέσσαρα ρε'ρη ίσα, δυνάρε-9-α νά την -9-εωρησωρεν δι^- 
ρηρένην εις τρία ίσα ρερηκαλούρενα τρίτα, είς πέντε 
ρερη ίσα καλούρενα πέμπτα, εις εξ χαλούρενα έκτα 
χ. τ. λ. Ας υπο-9-εσωρεν προς ακριβή του πράρρατος 
κατάληψιν, ότι τό ρέτρον εδιαιρέ-9-η εις δώδεκα ρερη 
ίσα καλούρένα δωδέκατα, και ore το' δωδέκατον τούτο 
έφέρ3·η ε’πτάκις ρε' ακρίβειαν επ\ τού υπολοίπου* τότε 
Χεγομεν, ότι το υπόλοιπον τούτο είναι ίσον με επτά  
φοραις τό δωδέκατον, η ρέ τά επτά δωδέκατα τού 
ρετρού * λοιπον το κορράτιον του υφάσρατος περιέ­
χει δεκαπέντε ρετρά και επτά δωδέκατα κατά ρηχός.

Βλέπορεν λοιπόν, ότι διά νά λά/3ωρεν καθ-α- 
ράν ιδέαν ένο'ς κλάσρατος εχοντος οποιουδηποτε είδους 
ρονάδα, πρέπει να εννοησωρεν ότι αυτή η ρονάς διαι­
ρείται εις άρι-9-ρόν ακέραιον ίσων ρερών , και ότι λαρ* 
βάνορεν εν , δύο, τρία, τέσσαρα κτλ. έκτω ν ρερών 
τούτων * τό δε ά-3-ροισρα των λαρβανορένων ρεροίν 
συσταίνει τό κλάσρα * διά τούτο η εκφρασις ενός κλά­
σρατος περιλαρβάνει ανα^καίως δύο αρι-9-ρούς ακεραί­
ους , έκ των οποίων ό ρέν εις σηρειόνει εις πόσα ρέ- 
ρη έδΛιιρέ·3·η η ρονάς καί καλείται Παρονοραστης, ο 
δε άλλος φανερόνει πόσα τούτων των ρερών λαρβάνον- 
ται είς σχηρατισρόν τού κλάσρατος, καί καλείται
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Άρι^μηΤης * Χόγου χάριν, *εντε δ^δοα τον μέτρου, 
δεκατρία εικοστά της λίτρας κ .τ. λ. είναι κλάσματα, 
εις το -πρώτον των οποίων καταλαμβάνομεν , οτι το 
μετρον εδιαιρέθ-η εις οκτώ μέρη η οκτώ όγδοα , και 
οτι λαμβάνομεν πέντε εξ αυτών ' το οκτώ είναι ο πα­
ρονομαστής , και το πεντε ο αριθ-μητης * εις δε το 
δεύτερον , η λίτρα .9·εωρε?ται δι^ρημένη εις εΓκοσι μέ­
ρη καλούμενα εικοστά η είκοστημόρια, εκ των ο'ποί- 
ων λαμβάνομεν δεκατρία* ό παρονομαστής είναι το εί­
κοσι * και ο άρι-9-μητης το δεκατρία.

Έ πετα ι προσέτι εκ των προειρημε’νιον, οτι τδ 
κλάσμα είναι ποσότης αναφερομένη εις μέρος τι της 
αρχικής μονάδος, τδ οποίον δυνάμε-^α νά -9-εωρώμεν 
ως εν είδος μερικόν μονάδος ’ ούτως επειδή τδ 
δεκατρία εικοστά του μέτρου, συ^κειται άπδ δεκτατρεΐς 
φοραΤς τδ εικοστόν του μέτρου ,. τδ είκοστο'ν τούτο 
είναι είδικητις μονάς, την οποίαν τδ δο-3-ε'ν κλάσμα 
περιέχει δεκατρείς φοραΤς. Τούτου τεθ-έντος , δύο κλά­
σματα καλούνται ομοειδη, δταν εχωσι τον αυτόν παρ­
ονομαστήν, φερ είπεΐν πεντε δωδέκατα, επτά δωδέ­
κατα, ένδεκα δωδέκατα, είναι κλάσματα ομοειδη* 
άλλα τριά τέταρτα, και δυο τρίτα είναι κλάσματα 
ετεροειδή, επειδή έχουν διαφορετικόν παρονομαστήν.

Δ ιά  νά εκφράσωμεν εν κλάσμα μέ ψηφία, εσυμ- 
φωνη·$η νά 3-έτωμεν το'ν αρι-9-ητην άνω του Παρονομα- 
στου , χωρίξοντες αυτούς διά νραμμης * ουτω τδ κλά­

σμα τρία τέταρτα σημειουται διά—  * επτά δωδέκατα
4

διά J L ·
12

είκοσιτρία τριακοστά πέμπτα

7 13 4 ”?Αντιστοο9ο?ς, -  - , — , —  παρασταίνουν τα 
1 8 1ύ 72
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κλάσματα επτά ο^δοα» δεκατρία δέκατα πε'μπτα, 
τεσσαράκοντα επτά εβδομηκοστά δεύτερα * τουτεστι 
*τροφερομεν πρώτον τον αριθμητήν, και επειτα τον 
-παρονομαστήν*

§. (). Λ: πρώται του ανθρώπου χρεΐαι εις την κοι­
νωνίαν τον οδηγούν καθ εκάστην νά επιλυ^ ζητήμα­
τα , διά τά οποία υποχρεόυται νά συμπλέκ^ δύο η 
πλειοτέρους αριθμούς είτε της αυτής ^νσεως εΓτε δια­
φορετικής. Αι συμπλοκαι auTat συσταίνουν τας πρά­
ξεις της αριθμητικής, η τον αριθμητικόν υπολομι*· 
σμδν , και διά νά ^νωστοποιησωμεν τ^ν ^ένεσιν και 
σχέσιντων, έκ$·έτομεν τινά ζητήματα αποβλέποντα τδ 
εμπδριον. *

II ρ ώ τ  ο V. Έμπορος υφασμάτων άψ ου έπώ-

λησε πρώτον 5 πηχας και —  * δεύτερον 7 και’— ,κα ι
3 2

τρίτον 12 και —  , επιθυμεί νά yvcopicng τον αριθμόν
4

της πωλησεως.
Πρε'πει νά ένωθώσιν εις ενα μόνον οι τρεις αριθ­

μοί των πωλημενων πηχών, η μ’ άλλας λεζεις πρέ­
πει νά ε’κτελεσ^ την πρόσθεσιν τούτων τών από ακεραί­
ους αριθμούς και κλάσματα συνθεμενων αριθμών. 
Επειδή οι τρεις αριθμοί τών πηχών, επάρθησαν από 
εν και τό αυτό κομμάτιον του υφάσματος, του οποίου

~  2  ,  - 

τό μήκος ητον 30 πηχαι και *— ,, ζητεί νά μάθ)[) πο'-
3

σον πρεπει νά του μείν# από τό κομμάτιον. Θέλει ζη- : 
τησει λοιπόν την διαφοράν μεταζυ του αριθμού

30  ~  του εκφράζοντος τό μήκος του κομματίου, και 
3

του ολου αριθμού τών πωλημενων πηχών, δηλαδη θε-



Π Ε Ρ Ι  Τ Κ 2ι ό

λει άόημη.^ εις την άφαίρεαν του όευτε'ρου άρθρου 
άπό τον πρώτον.

Τ ρ ί τ ο ν .  Ήγορασε τις 48  πόχας προς 26  
φρά/χα την πη'χην * ζητείται το άθροισμα , το οποίον 
μέλλει νά πληρώσει Six τάς 48 πηχας.

Etvat φανερόν on διά νά svpjg την ολην τιμήν, 
πρέπει νά λάβη 48  φοραις 25  φρά/χα, η νά χάμ% 
εν ολον από 48 φοραίς αριθμούς ίσους με τά 25  
φράγκα. Αυτή η πράξις καλείται πολλαπλασιασμός, 
καί βλέπομεν ότι ούτος άλλο δεν είναι είμή εν είδος 
προσθ-εσεως, όιότι συνισταται εις το νά προστεθ-fl α’ριθ~ 
μόςτις πολλαίς φςραίς εις τον εαυτόν του*

*Ας άναλάβωμεν τό αυτό ζητημα άλλάττοντες 
μόνον τάς τιμάς των αριθμών η τά όοθ-έντα του ζη­
τήματος.

* / /  *7 / ι ΠΗγόρασέ τις πήχης πραγματείας ηνός προς ~

Του φράγκου την πηχην, και ζητεί νά μάθ^ τι έχει νά
Ί  mπλήρωσή Sta τά —  της πήχης.
1 Of

Καίαλαμβάνομεν έδω , ότι, εάν το μετρον άξι-
Ί  * * »πηχης, τά οποία εκφράζουν

17•ζη *— του αράνκου, —- 
20 ΤΓ / 12

εν μέρος αυτής, πρέπει νά άζιζωσιν εν μέρος των

όηλαόη $4α νά α’ποκρι-17 / \ 17—  , παριστανομενον όιά —  , 
20 Γ 20

θ-ωμεν εις τούτο πρέπει νά λάβωμεν τά
12

~ 17 
των —  

20
η τοιαυτη πράζις καλείται ακόμη πολλαπλασιασμός 
κλασμάτων, ητις καλείται ούτως, επδιόη τό παρόν ζή­
τημα εΐναι τό αυ’τό με τό ανωτέρω , τό οποίον μάς 
εφερεν εις τον πολλαπλασιασμόν δυο ακέραιων αριθμών.
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Κατά πρώτον το όνορα «ολλαπλασιασρός, όρου 
ρε τον οποίον εισέρχεται και η ίδεα της αυ’ξησεως , 
δεν φαίνεται επιτήδειον ειςτόνά φανέρωσή και peaν ερ­
γασίαν συνισταρένην εις το να λά.β% τις άφ’ ενός ά^ι^- 
ρού εν ρερος σηρειωρένον διά τίνος κλάσρατος * αλλ* 
οι Ά  Κ ρη τικο ί εύρηκαν τό ρεσΟν τον νά συνδε'ωσι 
τον πολλαπλασιασρόν των άκεραιων άρι$ρών ρέ τον 
πολλαπλασιασρόν των κλασράτων Χεγοντ$ς, ότι το' 
νά πολλαπλ*σιάξωρεν αρι$·ρόν τινα , όποιος και άν 
η vat, επ\ άλλον, είναι το' νά συν-9-έσωρεν ενα τρίτον 
άριθ-ρόν ρε τον πρώτον, ως ο δεύτερος συν$·ετεται εκ 
της ρονάδος. Εντευ-5-εν βλεπορεν; οτι εάν οι δύο 
αριθ-ρο'ι ηναι ακέραιοι, κατά τον ορισρόν τούτον, αρ­
κεί νά λάβωρεν τον πρώτον τοσάκις , οσας ρονάδας 
εχει ό δεύτερος, και άν οι όνο άριθ-ροι ηναι κλάψ ατα , 
πρέπει νά λάβωρεν από το πρώτον κλάσρα εν ρερος 
παριστανορενον από τό δεύτερον.

Τ έ τ α ρ τ ο ν .  Η/όρασετις 12 πηχας νφάσρατος 
διά 84 φράγκων, και ζητεί την τιρην εκάστης πηχης.

"Αν υπο·$έσωρεν ως γνωστήν την τιρην* κατα- 
λαρβάνορεν, ότι λαρβάνοντες αυτήν δωδεκάκις, η 
πολλαπλασιάζοντε ς την επι 12 πρεπει νά ενρωρεν τον 
αρι-9-ρόν 84* Τό ζητηρα λοιπόν ράς οδηγεί νά ξητησω- 
ρεν άρι5ρόν, όστίς πολλαπλάσιαξόμενος ε’πι τον δεύ­
τερον, τοντεστι τον 12, δί'δει ^ινόρενον ίσον τω πρώτω, 
το ντε στ tv 84* αυτή η' πραξις Ιλαβε τό όνορα Διαι- 
ρεσις.

Δ ιά  να δώσωρεν τον λόγον της ονορασιάς ταν- 
της, ητις ρας ανακαλύπτει την ιδέαν τον ρερισροΰ 
ενός άρι-9-ρού εις πολλά ίσα pe^vj, ύποτε^-εισθ-ω , οτι 
εχορεν νά ροιράσωρεν εξίσου τό ά^-ροισρα από 84 
φράγκα εις δώδεκα ανθρώπους. Είναι φανερόν ότι,

1 7
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έάν έ^νωρι'ζαμεν ενός τούτων το μεριάιον, πολλαπλά- 
σιάζοντέςτο έπ'ι το i a  η^έλαμεν ευρει το 84*

Βλέπομεν λοιπόν, ότι τό νά όιαιρέσωμεν τον 
άρι^μον 84 £ΐς τόσα μέρη ϊσα , οσας μονάόας περι­
έχει ό αριθμός ί α ,  άλλο όε'ν είναι, είμό τό νά ζητά- 
σωμεν τρίτον τινά apt-S-μόν, όσης πολλαπλασιάσεις 
έπ'ι τον όευτερον ία  αποτελεί τον πρώτον 84 > τουτε- 
στιν η αυτό μέ την πρώτην πράξής.

*Ας άναλάβωμεν τό ανωτέρω ζητηρα, είσάμοντες

άντι ακέραιων κλάσματα. Ηγόρασε τις π^χης

όι ά ^2. φράκου * ζητείται η τιμή μιας πηχης.

Και ενταύθα πρέπει νά ζητησωμεν αριθμόν 
τοιουτον, οίστε λαμβάνοντες αυτόν τά πέντε έκτα,

η πολλαπλάσιά ζοντες έπ'ι , νά έχωμεν — . ΈκΟ αο
τούτου όόη^ονμεθ-α είςτό νά εκτελέσωμεν κα'ιέόώόιαι- 
ρεσιν κατά την ίόέαν, την οποίαν άπεάώκαμεν εις το' 
ονομα τούτο , και όχι κατά την έννοιαν μερισμού εις 
ίσα μέρη.

’Εόυνάμεθ-α νά άναφέρωμεν πλήθος ζητημάτων, 
τά ο’ποια ολα νά μάς φέρωσιν εις τάς τέσσαρας προ­
ειρημένας πράξεις * και έπειόη ταντα κάθ-ε στιγμήν εις 
όλας της ζωής τάς περιστάσεις παρρησία ζονται, πρέπει 
νά εχωμεν με^όόους του εκτελείν τάς εις την λυσιν 
των απαιτουμένας εργασίας. Τοιουτον είναι τό πρώτι­
στον άντικειμενον του πρώτου μέρους της Μα^ηματι- 
Χη?*

"Η’Αριθμητικό σκοπόν εχει ειόικόν, το' νά συστή­
σω σταθερούς και βεβαίους κανόνας εις την ε’κτέλεσιν 
όλων των πράξεων, όσαιημπορουν νά^ένωσιν έπι των
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αριΑρων- Περιλαμβάνει αυτή προσέτι πληΑος ίόιοτη- 
τω ν, αι'τινες εφευρεΑησαν από τα? ερευνά?, at-oV/iac 
επρεπε νά εκτελεοΑωσι ίιά  υά φθ-άαωσιυ st? psS-ο^ους 
«του υπολο^ιξεοΑαί, και να «υκολυνωσι τούτων την χρη-
CCV.

Θελομεν δε εκθάαει κατά διαδοχήν τάς εργα­
σία? ταυτας, ανακαλουντες εις την μνημην pa? (αρ. 
2 ) , ότι όιά νά καταατησωμεν τάς με-3-όόους ανεξαρ­
τήτους από παν είόος ζητήματος, ττρδττεί νά -^εωρϊ'σω- 
μεν τους αριΑμους ως αρι-3-μους απορημένους * μ' ολον 
τούτο εις τας εφαρμομάς τάς όιωρισμενας -προς ρυ- 
μνααιν των αρχαρίων θελομεν αναπτύξει και ξητημα- 
τα  με αρι-9-μους διακεκριμένους.

Διά νά εξακολουΑησωμεν δε καυονικως, τουτεοτι 
διατρέχοντες πρότερον την απλουστέραν όσον, και ρε- 
τά ταυτα την σύνθετον, εκθ-ετομεν -πρώτον τάς επά­
νω «ί’ς τους ακέραιους αριθμούς γινόμενας πράξεις.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α\

Κ ρ ά ξ ε ι ς  ε * t τ ω ν  α κ ε ρ α ί ω ν  
’Α ρ ι θ μ ώ ν ,

Πε ρ ί  τ η ς  Π ρ σ α ^ ε σ ε ω ς .

§. 1 0 . Το νά σύν4ψωρεν»η νά προσΑεαωμεν 
πολλούς άριθ-ρους μεταξύ των, είναι νά του'ς ενωσω- 
ρεν ολους είς ενα μόνον, η νά σχηρατιαωρεν αλ-
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λ  ο ν α ρ ι θ μ ό ν  π  ε ρ t s  χ ο ν τ  <χ τόσας μονάδας, δσαι 
ίίς  έκαστον των άιαφορετίχων τούτων αριθμών ευρι-
ffXOVTCCt.

Το εξαγόμενον ταντης της πράξεως καλείται χε- 
(ράλαιον η όλον τη άθροισμα.

Ή  ίιρόσ3·εσις των apt-S-μων ενός μόνου ψη<ριου 
δεν παριστάνει χαμμόαν δυσκολίαν. Η νεολαία εξ 
απαλώ ν  ονυχών σ υ νετίζε ι  νά την χάμνη διά των 
δάχτυλω ν , χαι ούτως εγχαραχτεί τα εξαγόμενα εις 
την μνήμην.

Ο ύτως ας προστε3·ωσ·ιν ο« apc-S-μο'ί 5 ,  7 ?  4, 
8 xae ■ 6  * λεγονσι 5 χαΐ 7 χάμνονν i  2 5 χα\ 4 λά­
μνουν ι ό  χαι 8 χάμνουν 2 4  χο» 6 λάμνουν 50 . 
Λοιμόν 50  Sivat το ζητούμενου χεψάλαιον.

Κ νρίσχομεν παρομοίως ort 4 2  ε:ναίτό χεφάλαίον 
των αριθμών 7» 9» ό , 5» 8, 7.

Μας προβάλλουν όε ηδη νά προσ$·εσωμεν 
τούς άρ«3·μούς 74 5 3  χα'ί 1534* Ά φ  ου ^ράφωμεν 
τούς όύο αριθμούς , ως εάω βλεπομεν, 7 4 5 3  
χαι ύπο^ραμμιτωμεν, Χεγομεν αρχίζοντες 1534
από τάς άπλάς μονάδας, 3 xal 4 χά- 8987
μνουν 7 > τό όποιον γράψομεν υπό τάς μονάδας * περ- 
νωντες μετά ταύτα εις τάς δεχαδας, Χεγομεν 3 xat 
5 χάμνουν 8? το όποΤον γράψομεν υπό τάς δεχάδας, 
επειτα 5 χα'ί 4 χάμνουν Q , τό οποίον ^ράφομεν υπό 
τάς εκατοντάδας · τέλος πάντων 7 χοΛ 1 χάμνουν 8 , 
τό ' οποίον ^ράρομεν υπό τάς χιλιάδας.

Ο apt-9-μός 8 9 8 7  ο* ευ*ρεύεις απ’ αυτήν την πρά* 
ξιν είναι τό ζητούμενου χεφάλαιον των δεδομένων αριθ­
μών , επειδή περιεχει τάς οποίας αυτοί Ιχουν μονάδας, 
δεχάδας, εκατοντάδας χαι χιλιάδας.

*λς πρ073-εσωμεν άχόμη τούς τεσταρας αριθμούς 
5042?  8 5 9 ?  35 0 7 ?  840*  τούς γρά^ομεν εδω είς
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τδ πλευρόν, καΙλεγομεν άρχιζοντες από τάς μονάδας: 
7 και 9 λάμνουν ι 6 και 7 λάμνουν 23 και 6 χάμνουν 
<2 9 ’ γράψομεν τάς 9 απλάς μονάδας θπό 5047  
την πρώτην στη'λην, και κρατουμεν τάς 859 
δύο δεκάδας διά νά τάςενώσωμεν με τά ψη- 3507  
(pea της ακολούθου στηλης , επειδή και αν- 840
τά παρασταινον δεκάδας. 10250

Περνώντες εις ταυτην την στηλην , λε^ομεν , 2 
τά κρατηθεντα και 4 χάμνουν 6 και 5 λάμνουν 11 
κα'ι Ο λάμνουν 1 1 και 4 λάμνουν 1 5 , γράψομεν 5 
εί’ς την τά£ιν των δεκάδων, και κρατουμεν 1 εκατον­
τάδα, την οποίαν φερομεν εις την στηλην των εκατον­
ταδοον.

Εργαζόμενοί εις ταυτην την στηλην, ω.ς κα'ί 
εις τάς προτητερινάς ευρισκομεν 22 εκατοντάδας η 2 εκα­
τοντάδας, τάς οποίας γράφομεν υπό τάς εκατοντάδας , 
ra t 2 χιλιάδας τάς ο'ποιάς κρατουμεν, διά νά τάς 
<ρερωμεν εις την στηλην των χιλιάδων.

Τέλος πάντων 2 τά κρατηθεντα και 5 λάμνουν 
7 και 3 λάμνουν 10* θε'τομεν Ο υπδ την στηλην των 
χιλιάδων κα'ι την i  δεκάδα χιλιάδος ^ράφομεν υπδ 
την εννοουμενην στηλην των δεκάδων χιλιάδος. *Εχο- 
μεν λοιπόν τδ ζητούμενον κεφάλαιον 10259*

Γ ε ν ι κ ό ς  Κ α ν ώ ν .  Δ ιά  νά προσθ-εσωμεν πολ­
λούς αριθμούς μεταξύ των μράφομεν αυτούς τον ενα 
υπδ τον άλλον ούτως, ώστε αι μονάδες της αυτής 
τά|εως να ευρισκωνται εις την αυτήν στηλην , καί υπο- 
γραμμίζομεν , . προσθετομεν επειτα διαδοχικώς οσα 
ψηφία συνθετουν εκάστην κατά κάθετον στηλην , άρ- 
χιξοντες άπδ την στηλην των απλών μονάδων, περ- 
νώντες δε' εις τάς άριστεράς αυτής στηλας , υπομρα- 
φομεν τδ κεφάλαιον εάάστης στηλης, αν τούτο εκ­
φράζεται;, με εν. μόνον ψηφιον, άν όμως υπερβαίνω
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το ρ , εις την οποίαν περιστασιν εκφράζεται με π'.λλά 
ψηφία, των οποίων το εις τά δεξιά τελευταΐον εκ­
φράζει τάς μονάδας αυτής της στήλης» κα'ι ret άλλα, 
τά όποΤα είναι εις τά αριστερά τάς δεκάδας τής αυτής 
τάξε&ς , γράφομεν μόνον το ψηφιον των μονάδων υπό 
την στήλην, τάς δε δεκάδας κρατουμεν διά να τσ.ς 
προσ$εσωμεν με τά ψηφία της άμεσου αριστεράς στή­
λης, κα'ι όταν εκτελεσωμεν τήν αυτήν πραξιν εις όλας 
τάς στήλας , 5-ελοριεν ευρει υπο' τήν γραμμήν τό ζητού­
μενο*; κεφάλαιον, ε’πειδή τούτο -9-ελει προκόψει εκ 
τής ε'νώσεως το~ν μονάδων, δεκάδων, εκατοντάδων 
κ. τ. λ. αι οποιαι εμβαινουν εις τους προτεθ-εντας 
άρι-9-μους.

§. 11. Π α ρ α τ ή ρ η σ ι ς. Εάν τό με^αλκ/τερον 
κεφάλαιον των εις εκάστην στήλην περιεχομε’νων ψη­
φίων ήτον 9 , άδιαφορως άρχίζαμεν τήν πραξιν ot-rro 
τήν πρόσ-9-εσιν των απλών μονάδων, ή των μονά­
δων ανώτερου εΓδους * άλλ’ ε’πειδή συμβαίνει συχνό­
τερα $ά υπερβαόνωσι τό ρ πολλά τοιαΰτα κεφά­
λα ια , εάν αρχισωμεν άπο V  αριστερά, ή-^ελαμεν 
υποχρεόνεσ·3·αι συχνά νά μυριζωμεν όπισω, διά νά 
διορ^-όνωμεν ψηφιον τ ι ,  τό ο'ποΤον εΓχαμεν γράψει, 
και νά τό αυξάνωμεν από τόσας μονάδας, οσας η-^ε- 
λαμεν λαμβάνει δεκάδας άπο' τάς μονάδας τής ακο­
λούθου στήλης, όταν εις αυτήν ερμαζωμε·$·α. Ιδού 
λοιπόν διατι πάντοτε πρεπει ν άρχιζωμεν καλλίτερα 
άπρ τά δεξιά και όχι άπο' τ’ αριστερά.

Π ε ρ ί  τ ή ς  ά φ α ι ρ ε σ ε ω ς .

§. 12 . To ν άφαιρεσωμεν άρι5μόν άπο' άλλον, 
συνίσταται εις τό νά ζητήαωμεν τήν υπεροχήν του 
με^αλητερον επι του μικρότερου. Τότ εξαγόμενον ταυ-
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της τη; πράξεως καλείται υπόλοιπον, υπέροχη, η 
διαφορά. Ό τα ν οΐ-δεδομένοι άρι-9-μοι εχιοσιν εν μό­
νον ψήφων * η αφαίρεσις είναι εύκολος, ως η διά­
φορά του Q απο 6 είναι 5 » η αφαιρουμενου 6 από g 
μένουν 3 * -παρομοίως 5 από 7 μενουν 2.

Δυνάμε-λα. ευκόλως να αφαιρεσωμεν αριθμόν 
εχφραξόμενον με εν μόνον ψήφων άπο άλλον μη 
υπερβαίνοντα το είκοσιν, ιος α’φαιρουμενου 7 ά-πο' 13 
μενουν 6 ,  ε’πειδη 7 και 6 λάμνουν 13* -παρομοίως Q 
απο 17 μενουν 8 ,  επειδή 8 κα\ p λάμνουν *7.

Αυται αί πράξεις , αι οποΤαι υπο^-ετουν μόνον 
την ^υμνασιν της μνημης επάνω είς την πρόσ-9-εσιν 
των με' εν ’ μόνον ψηφίον αρι-9-μων , θ-έλουν μας χρη­
σιμεύσει ο:ς βάσις είς την αφαίρεσιν των μ® πολλά 
ψηφία αριθμών.

*Ας αφαιρεσωμεν κατά πρώτον 5 4 6 7  από 8 7 8 ρ.
ΤεΑ εντός του μικρότερου άριΑμου υπό τον 

,μείξονα , κα'ι υποσημειωΑ-είσης της οριζοντίου γραμ­
μής , λεγομεν αρξάμενοι εκ των απλών μονάδων, 
7 απδ 9 μένουν 2» τό οποίον ^ράφομεν 878-9
υπό την στηλην των μονάδων4 περνοΓντε^ 546*7

είς τάς δεκάδας λεγομεν 6 άπο' 8 μενουν 3 3 2 2  
2 , τό όποιον ^-ράφομεν υπό την τάξιν των δεκάδων , 
εκτελουμεν τό αυτό επι των εκατοντάδων και χιλ ιά­
δων 4 4 άπο 7 μενουν 3 , 5 από 8 μενουν 3 j το 
οποίον δίδει τέλος πάντων 3 3 2 2  τό ζητούμενον υπο'- 
λοιπον.

Τω δντι εκ της ιδίας φύσεως των εκτελουμε- 
νων πράξεων βλεπομεν, ότι ο μεγαλύτερος αρι3·μος πε­
ριέχει περισσότερόν παρά τον δεύτερον 2 απλας μονά­
δάς , πλέον 2 δεκάδας, πλε’ον 3 εκατοντάδας, πλέον 
3 μονάδας χιλιάδος, κα'ά διά τούτο υπερβαίνει τον 
μικρότερον κατά 3322 .
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"Ας λάβωμεν διά δεύτερον παράοει '̂μ» νά ευ- 
ρωμεν την υπάρχουσαν διαφοράν μεταξύ των δυο 
ocpcS-pcev 83456» καί 28784-

Θέτοντες τους δύο τούτους αριθμούς ως εις το 
ανωτέρω παράδειγμαλέ^ομεν κατά πρώτον, 4 από 6» 
μενουν 2 ,  το' ο -ποιον ypa-pojxsv υπό τάς 83456  
ρνάδας. 28784

5 4 0 7 2
’Αλλά περνώντες είς την στήλην των δεκάδων 

απαντωμεν δυσκολίαν · ο κάτω χαρακτήρ είναι ριεναλή-
* \ \ r \ ν s -ν ^ * *. /τερος απο τον ανω, και οια. τούτο ε:ναί αουνατον 

νά a^atps-S-fl. Διά νά έςαλειψωμεν ταότην τήν δυσκο­
λίαν , δανειζόμενα νοερούς από το'ν χαρακτήρα των 
εκατοντάδων μίαν εκατοντάδα, ήτις καρνέ ι δέκα δέκα- 
δας, τάς οποίας ένόνοντες ρε τάς ο-ποιας εχορεν πεν- 
τε δεκάδας, λαρβάνορεν 15 δεκάδας, και λε'νορεν 
8 α’ααιρουμένου από τά ι 5 ,  μένουν 7» τό οποίον 
^ράφορεν υπό την στήλην των δεκάδων.

Περνωντες εις τήν στήλην των εκατοντάδων πα- 
ρατηρονρεν, δτι ο* άνω χαρακτήρ 4 atpsirst νά-ελατ- 
τω-9-J απο' 1 , επειδή έδανείσ3·ηρεν ταότην τήν ροναδα 
εις την προτεραν άφαιρεσιν · τότε λέ^ορεν 7 από 5 
είναι αδύνατον νά ayaipsVj, άλλα δανειζόμενοι ως 
ανωτέρω ρίαν χιλιάδα, ισοδυναροΰσαν μέ δέκα εκα­
τοντάδας, κα'ι ουτω σχηματιζοντες 15 εκατοντάδας, 
επειτα αφαιρουντες 7 από 1 3 , ^ράφομεν τό υπόλοι­
πον 6 υπό -τήν τάζιν των εκατοντάδων.

ϋερνωντες δε εις τάς χιλιάδας, και μή^δυνά- 
ρενοι νάάφαιρεσωμεν 8 από 2, άλλ’ 8 απο' 12 , εχο- 
ρεν 4 , τό οποίον ^ράφορεν υπό τήν τάζιν των χι­
λιάδων.

Τέλος πάντων ε’πειδή ο χαρακτήρ 8 των δεκά­
δων των χιλιάδων πρέπει, επειδή εδανεισ-^ημεν, νά
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έκφρασή διά 7 , λένομεν 2 από 7 μενουν 5* ουτω 
το ζητουμενον υποΛοιπον η η υπέροχη του μειζονος 
αριθ-μου επι του ελάσσονος είναι 54072.

Δ ιά  να καταλάβωμεν τινι τρόπω Ota τουτουτου 
μέσου φ-9-άνομεν εις το ζητουμενον , άρχει νά παρα- 
τηρησωμεν , οτι εν ω εκτελουμεν τας ειοικας αφαιρέ­
σεις δυνάμε3·α νά διατάξωμεν τους δυο αριθ-μους χατά 
τον ακόλουθον τρόπον.

<fe*a<is< χίλια^οι* χίλία'^δξ' εχατοντάδος· Jsxaiei· μονα'4ί{.
α ος άριθ-μός. 7 12 15 15 6
β ος αριθμός. % 8 7 8 4

Ε χ τουτου βλεπο,μεν , οτι ο ανωτέρω αριθμός 
περιέχει περισσότερον παρα τον χάτω άρι-9-μόν  ̂ 2 
μονάδας, 7 δεκάδας, ό εκατοντάδας, 4 χιλιάδάς 
και 5 δεκάδας χιλιάδος, η τόν υπερβαίνει χατά 
54672. —  Έ σ τω  τρίτον παράδειγμα νά αφαιρέσω- 
μεν 15 8 429  άπό 300405- 'Επειδή g ,  ψηφιον των 
μονάδων του κάτω αριθμού είναι μεγάλη· 99 9 
τερον παρά τό άνταποχρινόμενον ψηφιον 300405  
5 του άνω api-S-μου , πρέπει νά δανειστώ- 15842Q
μεν μιαν δεκάδα άπό τό πρώτον εις τ ’ apt- 141Q70
στερά ψηφιον, αλλ επειδή τούτο είναι Ο, πρεπει 
νά συντρε^ωμεν εις τό ψηφιον 4 των εκατοντάδων* 
από τό όποιον λαμβα'νομεν 1 μονάδα, ητις ισοδύ­
ναμε? με' δέκα δεκάδας, και ε’πειδη εχομεν ανάρκην 
άπό μιαν μόνην δεκάδα παραιτουμεν g άνω τον Ο * μετά 
ταυτα προσ-9-έτομεν την t δεκάδα η τάς 10 μονά­
δας με τάς 5 μονάδας, και ούτως εχομεν 1 5 ’ λε^ο- 
μεν ρ άπό 15 μένουν 6 , τό όποιον γράφομεν υπο τας 
μονάδας.



>6 Π Κ Γ I Τ Η Σ

Περγωντες είς τάς δεκάδας, Χεγομεν, 2 από Q 
μενουν 7* Διά δε τάς εκατόντάδας, επειδή το άνω 
ψηφίον 4- δεν α£ίζει πλέον παρά 3 ,  έ£ αίτιας του δα- 
νείσματος , διά το όποιον δεν δυνάμε5α να,, αφαιρε'σω- 
μεν 4 αϊτό το 3 , δανειζόμενα από το πρώτον ψηφίον 
κατά τα αριστερά' άλλ επειδή το £ηφόον τούτο, και 
το ευρισκόμενόν είς τα αριστερά του είναι μηδενικά, 
δανειζόμενα μίαν μονάδα από τδ σημαντικόν ψηφίον 
3 * αυτή η' μονάς ισοδύναμε? με 10 της ακολούθου 
ταχέως, και 100 της ταχέως των χιλιάδων, και 
επειδή εχομεν ανάγκην από μίαν μονάδα ταΰτης της 
τάςεως, παραιτουμεν 99» ~άς οποίας μράγΟμεν επά­
νω των δυο μηδενικών * προσ^έτοντες δε μίαν χιλιά­
δα είς τάς εκατοντάδας σχηματίζομεν 1 3 , και λέ^ο- 
μεν 4 άπό τά 1 5 μενουν Q , τάς οποίας ^ράφομεν υπό 
την στηλην των εκατοντάδων.

Ε ίς τας ακολούθους δυο αφαιρέσεις, επειδή 
έκαστον των μηδενικών πληρουται μέ εν 9 , λε^ορεν 
8 από Q μένει 1 , και 5 άπό 9 μένουν 4-

Περνώντες δέ είς την πρώτην εν αριστερά στή­
λην λέμομεν 1 άπό 2 (ε’πειδη τδ φηφίον 3 ελατ- 
τοΰται από ΐ )  με'νει 1* και ούτως εχομεν τδ ζητού­
με νενον υπόλοιπον 1 4 1 9 7 6 .

Τ ω  οντι, εάν παρατηρησωμεν τίνι τρόπω ο 
μεμαλητερος αριθμός ανελυθ-η , δυνάμεθ-α νά διατά- 
Ιςωμεν, ως ακολουθ-εΐ, την πρά£ιν*

exxrsvrxosc isxaisc χιλιζόει* εχχτον- <3ε χ or - μονά-
_ χ ι λ ι α ί ο ς ■ χίλίχοοι · τζί$ί · <5s< * is<.
4 0ί <χρι$μό(. 2 9 9 13 9 15
β ΰίρ& μο'ζ. 1 5  8 4 2 9

ι 4 ι 9 7 ό
Λοιπόν ό άνω αριθμός υπερβαίνει τον κάτω αριθ­

μόν άπδ ό μονάδας, 7 δεκάδας, 9 ^ζατοντάδας, I
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χιλιάδα, 4 δυάδας χιλιάδος, l εκατοντάδα χιλιάδος
r) 1 4 1 9 7 6 .

Γ ε ν ι κ ό  ς Κα ν ώ ν .  Δ ια  νά εκτελέσωμεν την 
αφαιρεσιν δυο api-S-μων θ-ετομεν τον μικρο'τερον άρι·$- 
μδν υπδ τον μεγαλύτερου ούτως, οοστε at μονάδες της 
ίδιάς τάςεως νά ευρίσκωνται εις την αυτήν στηλην, 
μετά ταυτα υττομραμμ/ζομεν, και αφαιρουμεν δια- 
δοχικως τάς μονάδάς απο τάς μονάδας, τάς δεκάδας 
απδ τάς δεκάδας , τάς εκατοντάδας άπδ τάς εκατον­
τάδα ς κ. τ. λ. και μράφομεν τά μερικά υάτόλοιπα , τδ 
εν εις τά αριστερά του άλλου * ο δε σχηματισμένος 
εκ του ά-3-po ιάματος των τοιουτων υπολοίπων αριθμός 
είναι το" όλον ζητουμενον υπόλοιπον.

Ό τα ν  τδ κάτω ψηφιον ηναι μεμαλητερον από τδ 
άνω αυτου, αυ^άνομεν νοερως κατά 10 μονάδας, και 
ελαττοΰμεν το ψηφίον τδ οποίον ευρισκεται εις τά 
αριστερά του ■ κατα μονάδα.

Εάν αμέσως εις τά αριστερά του άνω ψηφίου
/ * ν \ / > , * » <\μικρότερου απο το κάτω αντικείμενου ευρισκεται εν 

η πολλά μηδενικά , αυξάνομεν πάντοτε νοερως τδ άνω 
από 10 μο’νάδας, ο'μως εις τάς ακολούθους αφαιρέ­
σεις μ$ταχειριζομε·9·α τά μηδενικά ως 9 > *αι ε’λατ- 
τουμεν από μιαν μονάδα τδ άνω σημαντικόν ψηφιον 
το αμέσως εις τά άριστερά των μηδενικών ευρισκό­
μενον.

Ευρισκομεν κατά την κοινήν μέθοδον ότι εάν
έκ του α ρ ι θ μ ο ύ ............................... ...... 005000401
άφαιρέσωμεν τον άρι-9-μδν . . . .  5 0 5 7 2 4 7 8 ?
τδ αποτέλεσμα της πρά£εω$ είναι 2 9 7 2 75014  

§. 13. Π ρ ω τ η Π α ρ α τ η ρ η σ ι ς .  Εάν έκαστον 
ψηφιον του κάτω αριθμού είναι μικροάερον παρα το του 
ανταποκρινομενου ψηφίου, είναι τδ αυτδ νά αρχιάωμεν 
την άφαιρεσιν η άπδ τά * άριστερά η απδ τά δε-φια*



άλλΓ επειόη ακολουθεί πολλάζις έν των κάτω ψη­
φίων νά υπερβαίνω το άνω ψηφίον, η μερική αφαί- 
psat; εκτελεΤται με άανεισμον απο το ανω ψηφιον, 
η αϊτό άλλο κατά τ αριστερά εκείνου, επι τον οποίου 
έργαζδμ$$·α* όιά τούτο πρέπει νά αρχί£ωμεν άπο τά 
αριστερά , όιά νά η μπορώ μεν πάντοτε νά όανειζωμε- 
3-α , όταν η ανάγκη το καλέσγΓ

§. 1 4 - Δ ε ύ τ ε ρ α  Π α ρ α τ η ρ η σ ι ς .  Βλέπο­
μ ε ,  ότι είναι το αυτό είτε αν ελαττοίσωμεν απο μιαν 
μοναόα το ψηφιον εκ του οποίου εοανεισθ-ημεν » είτε αν 
παραιτησωμεν το φηφιον, ως ευρισκεται , αυξανοντες 
όμως το' κάτω αντοΰ ανταποκρινο'μενον ψηφίον απο 
μιαν μονάάα* οΰτος ο τρόπος της πράςεως είναι 
έν γενει πλέον σύντομος εις τά ; εφαρμομας.

Οντως εις τό τελευταΐον παράδειγμα , αφ ον 
είπωμεν όιά τάς απλάς μονάόας 7 απο' 1 1 μένουν 4 > 
αντί νά είπωμεν όιά τάς δεκάδας 8 από τά 9 
νουν i , λέγομεν Q απο' 10 με'νει ι , παρομοίως αντί 
νά είπωμεν όιά τάς εκατοντάδας 7 από 13 μενουν 6 ,  
λέγομεν 8 α’πό 14  μένουν 6 ,  aa'c ούτως εφεξής.

Ό μ ω ς  όταν πράττωμεν ταυτην την μεταβολήν ♦ 
πρέπει νά παρατηρώμεν μέ ακρίβειαν νά μην αυ£ά- 
νωμεν τό κάτω ψηαίον, παρά όταν είς την προτε- 
ραν ά<ραίρεσιν%εόανείσ.9·ημεν.

Β ά σ α ν ο ι  τ η ς  Π ρ ο σ θ - έ σ ε ω ς κ α ι  Ά φ α ι *
ρ.έ σε ως.

§. 15. Καλείται βάσανο; μιας apt-3-μητικης πρά* 
£εως πραξις τις άλλη , την οποίαν κάμνομεν όιά νά 
βεβαιώσωμεν την ακρίβειαν της πρώτης^
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T ην βάσαvov της προσδεσειος κάμνομεν , προσ- 
δετόντες  εκ νέου , πλην αρχιςοντες άπό τά  αριστε­
ρά τ τους' αριδμους , τους οποίους ε'χαμεν προσδέ­
σει, και αδροιζοντες τά ψηφία. τά ευρισκόμενα εις 
την πρωτην εν αριστερά στήλην, τα αφαιρουμεν άπό 
το μέρος το ανταποκρινόμενον εις το όλον κεφάλαιον , 
και νραφομεν υπ αυτου το υποΛοιπον, το οποίον 
άνάχομεν νοεροος εις όεκοτόας του ακολουδου ψηφίου, 
όιά νά τάς ενώσωμεν με τάς μονάδας ταυτης της 
τά£εως εις το όλον κεφάλαιον. Κάμνομεν -παρομοίως 
τό μερικόν κεφάλαιον της όευτερας στηλης εις τά 
αριστερά , και το' αφαιρουμεν απο το μέρος του όλου 
κεφαλαίου , τό οποίον εις αυτό ανταποκρινεται * ε£α* 
κολουδουμεν όε ούτως εως εις την τελευταιάν στή­
λην , της οποίας τό όλου κεφάλαιον άφαιρουμενον 
όε'ν πρεπει να αφιν^ κανεν υπόλοιπον.

Ούτως αφ’ ού ευρηκαμεν , στι οι τεσσαρες 
άριδμοι

5047
859

3507-
846

εχουσι κεφάλαιον 10259

2 9

διά νά όοκιμάσωμεν τό ε^αχόμενον 10259 » προσδε* 
τομεν τους ίδιους άριδμους άρχίζοντες από τά ocpt- 
στερά , και λε'μομεν : 5 και 3 λάμνουν 8 χιλιάόες, αι 
οποΐαι αφαιρουμεναι-άπό τάς ίο  χιλιαόας όιόουσιν υπο­
λοίπου 2 χιλιάόας, αι οποΐαι όμου με τάς όυο εκατόν- 
ταόας λάμνουν 22 ε'κατοντάόες , μετά ταυτα; 8 και 
5 λάμνουν 13 και 8 κάμνομν 21 , τάς όποιας άφαι-
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μουντές απο τάς 2 2 , εχομεν υπόλοιπον μιαν εκατον­
τάδα , ητις ενωμενη με τάς 5 δεκάδας σχηματίζει 15 
δεκάδας, 4 *α'ι 5 καμνουν 9 y-at 4 κάμνουν 13. 
λοιμόν 13 αϊτό τάς 15 μένουν 2 ,  το οποίον συνατττό- 
μενον με το 9 σχηματίζει το 2 9  , τέλος πάντων 7 
και 9 κάμνουν ΐ6  και 4 κάμνουν 23 και 6 κάμνουν 2 9  * 
2 9  αίτο 2Q μενει μ η δ ίν ' λοιτόν η πραξις είναι op-3-ri.

Η Βάσανος της α^αιρέσεως γίνετα ι, όταν -προτ- 
τε-S-T] εις τον μι/ροτερον αρι-3-μον το υπόλοιπον, το 
οποίον ε’-ττροσδιορίσαμεν διά της τφά^εως ’ και είναι 
(fccvspov, οτι ττρ*77cι να ξαναευρωμεν τον με^αλητερον 
αμιδ-μόν, ετειδη το υπόλοιπον τούτο  άλλο δεν είναι, 
?ταρά η υπέροχη τον μεγαλύτερου ετά του μικρότερου. 
Ούτως εις τό παράδειγμα . 8 3/;56
αφ ού ηυραμεν , ότι 5 4 ^ 7 2  2 8 7 8 4
είναι r] υπέροχη του με^αλητε’- 5 4 6 7 2  υπόλοιπον
ρον αριθμού επί του μικροτε- 8 3 4 5 0  βάσανος.
ρου , εάν προσ-9-ε'σωμεν αυτήν εις τον api-S-μδν 28784» 
πρε'πει νά ευρωμ.εν 8 3 4 5 6 , κα-3-ώς τω οντι ακο­
λουθεί.

§. 10. *Ιδου και v ia  παραδείγματα προσ-5-ε'σεως 
χα\ a c a tρεσεως με τάς βασάνους των.

Π ρ ο σ θ έ σ ε ι ς .

83054 7 0 0 5 4 8
2 5 6 8 7 0 8 9 7 5 9 7

. 7 4 8 7 5 9 6 5 8 8
9 0 8 7 4 6 9 7 6 4

Ι 0Ο909 4 0 7 3 0 0
8746 9 8 7 8 4 6

1 3 1 9 2 1 2 1207047
4 276 6 9 0
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' Α φ α ι ρ έ σ ε ι ς .

4 0 7 3 0 5 0 0 6 2
2,803707086 
I 2 0 p 2 8 2 Q7 6  
4 0 7 3 0 5 0 0 0 2

2 0 0 0 4 0 0 1 0 0 3
8 4 0 5 1 2 8 0 0 5

1 159887  2398 
2 0 0 0 4 0 0 1 0 0 3

Π ρ ό β λ η μ α .  Ε ίς τραπεζίτης είχεν εις το ν.ι- 
βω ηόντον ποσότητα 6 5 7 5 0  φράγκων, α λλ  εκαρε 
πολλάς πληρωράς * διότι είωκεν εις ενα< άνθρωπόν 
13 2 5ρ 9 ράρκα , .εις άλλσν  1 87Ο4 9 Ρά·γαα» χαί 
άλλον πάλιν  2 2 0 5 0  φράγχα , παρομοίως εις ενα τ έ ­
ταρτον Q8 5 0 ,  και επι5υρ$7 νά μάθγ( την τον χιβω- 
τ ίου ύστερον αψ όλας ταύτας τάς πληρωμάς χατάστα- 
σιν.

Λ  υ σ t ς. ’Αφοΰ ενωσωμεν τά τεσσαρα αθροί­
σματα τά  όιαδοχιχως πληρωμένα , αφαιρονμεν το χε- 
γάλαιον από την ποσότητα , Την οποίαν είχε, καί 
το' εξαγόμενον εκ ταύτης της άψαιρεσεωε θελει είναι η 
ποσότης των χρημάτων , ητις του ερεινεν εις τό χιβω-
TtOV.

13259
18704
22050

9 8 5 0
63865

&ΧΧ<Ζ>

ΐ ί ί ν α ξ τ ω ν  πρ άξ ε ων » ,

6 5 7 5 0  ΪΙοσότηςτων χρηρ., την οποίαν είχε. 
6 '3863  Κεφάλαίον, το' όποιον επληρωσε.
*/Ί 887 ^ tvat ε'λ2 ν̂ο? τ ό οποίον του ερεινε.

λοίττον μένουν εις τον τραπεζίτην 1887 φρχγχοί<
*
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Βλεπομεν, on είς την έκτε'λεσιν της άνω είρημέ- 
νης προσ-^εσεως και αφαιρέσεως , εθ-εωρησαμεν τούς 
ίείομε'νους αριθμούς, ως άφ^ρημένους , μ’ ολον οτι 
έξευρομεν , οτι είναι άρι$·μοί συγκεκριμένοι, και τού­
το εκ της έκφράσεως του -προβλήματος , αλλά φθ-ά- 
σαντες είς to εξαγόμενον l 887t  είώκαμεν είς αυτό 
το ονομα του ειίους των μονάίων, τας οποίας οΐ αριθ­
μοί έπαρρησίαζον είς την εκφρασιν του ζητηματες * ου- 
τω πρέπει πάντοτε νά κάμνωμεν , όταν 5ελωμεν νά 
εφαρμόσω ςεν τάς πράξεις των ε'ρ^ασιών εις ζητήματα 
γεννωμενα άπο τάς χρείας της κοινωνίας. Κπειοη δε 
αύταιαι πράξεις είναι ανεξάρτητοι απο την φυσιν των 
αριθμών , 3-εωρονμεν αυτοΰς ως ά^ρημένους * άρκεΤ 
νά έώσωμεν μετά ταυτα είς το τελικόν εξαγόμμον το 
ονομα της μονάοος^ τ^ν οποίαν παριστάνει η έκ^ρα- 
σις του ζητήματος.

Π ε ρ ί  Π ο λ λ α π λ α σ ι α μ ο υ .

17· Το νά πολλαπλασιάσωμεν άρι.9·μον τινα 
ε’π’ άλλον * είναι νά (άρ. 9·) συν3·έσωμεν τρίτον αριθ­
μόν μέ τον πρώτον, ώς ο δεύτερος συντίθεται με 
την μονάδα. Λοιπόν, εάν οι ουο ίείομε'νοι 
7jvat ακέραιοι, είς τον πολλαπλασιασμόν αυ 
πει νά λάβω μεν τον πρώτον τοσάκις,, οσας μονάδας 
έχει ο οευτερος.

Καλείται γινόμενον, το εξαγόμενόν ενός πολλα­
πλασιασμοί πολλαπλασιαστέος ο αριθμός, οστιςπρέ- 
πει νά πολλαπλασίασα·^, και πολλαπλασιαστής εκεί­
νος επί τον οποίον πολλαπλασιάζομεν, η ε’κεΐνος, οστις 
παρασταίνει ποσάκις πρέπει νά ληφθ-̂ j ο πρώτος’ οι 
ουο αριθμοί ομοΰ καλούνται παράγοντες του γινομένου.
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Κυρ tee ς είπεΤν ο πολλαπλασ ιασρός άλλο $iv  εΓναι, 
είρη προσ$·εσις * sttsioti , <$ιά να ευρωρεν το είςα^ό- 
ρενον , αρκεΐ να S-εσωρεν τον πολλαπλασιαστέων υπό 
τον εαυτόν του τόσαις φοραΤς , όσας ρονάόας εχει ο 
πολλαπλασιαστής, ρετά ταυτα νά προσθ-εσωρεν όλους 
τούτους τους αρι.$·ρους αναρεταςότων, αλλ’ η τοιαυτη 
ερρασία η-9-ελεν είναι επίπονος , εάν ο πολλαπλασια­
στή., -ητο σύνθετος εκ πολλών ψηφίων. Εζητησαν λοι­
πόν νά την ευκολυνιοσι, και εις ταυτην την συντορόαν 
συνίσταται ο πολλαπλασιασρός.

§ . 18. Έ ν  όσο: οί δύο παράγοντες εκφράζονται 
δι ενός ψηφίου, τό γινόμενον λαρβανεται όιά της όία- 
όοχικ/Τς προσθ-εσεο:ς του άριθ-ρου εις τον εαυτο'ντου' 
ούτως άιά νά πολλαπλασ ιάσιο ρεν 7 επι 5 , λερορεν 
7 και 7 κάρνουν 1 4  και 7 κάρνουν 21 και 7 κά- 
ρνουν 28 κα'ι 7 κάρνουν 35 *  και επειόη ο τελευταίος 
αριθμός είναι το ε^αρόρενον της προσθ-εσεως 5 αρι^- 
ρων ίσων ρε 7 » &ά τούτο εκφράζει το ^ινόρενον
του 7 sVi τον 5*

Ο ι αρχάριοι πρεπει νά ^υρνασθ-ωσι κατά πρώ­
τον εις τοιουτου είάους πολλαπλασιασρους, επειόη 
πρε'πει νά ε’ντυπέοσωσι τά ^ινόρενα εις την ρνηρην 
τους , εάν ^ελωσι ρετά ταυτα νά λαρβάνωσι ρε ευκο­
λίαν τά ^'ΐνόρενα άρι-9-ρών j/ραφορενων ρε πολλά ψη­
φία ' ρ’ όλον τούτο εως όύ νά ^υρνασθαοσι, πρεπει 
νά εχωσιν uV οψιν’τόν Πυθ-ά^ορικόν καλουρενον πίνα­
κα, η πίνακα πολλαπλασιασρου , ο ο'ποίας φερει το 
ονορα του ε'φευρετουτου, η καν του πρώτου εκείνου, 
οστις εκοινολόρησε Τ7)ν χρησίν τον;

3
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Π ί ' ναξ τ ου  π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ο ύ .

3 4

Opiy^VTfOV μίροι.

1 2 3 4 5 6 Ί 8 9
2 4 6 8 10 1 2 14 ιό  ! 18
3 6 9 12 15 18 2 1 24 27

4 8 12 ιό 20 24 2 8 32 30

5V ιΟ 15 20 25 30 35 40 45
6 12 18 24 ! 30 36 42 48 54
7 U 21 28 ! 35 ! 42 Ο 56 03
8 ι 6 24 32 40 48 50 64 72

9 18 27 3 6 45 54 63 72 8 1

Ή  πρώτη οριζόντιος ζώνη τούτου τού πινακος 
σχηματίζεται, όταν προσ^ε'τεται έν εις τον εαντο'ν 
του,  εως εις τό C).

*Η όευτερα, οτον προσ^-εώωνται 2 εις τον, εαυ- 
τοντου , η τρίτη 3 και ούτως εφεξής.

Παρατηρούμεν προσε'τι, οτι όυνάμε^α νά σχήμα- 
τισωμεν τον -πίνακα όιά κάθετων στηλών * εκάστη κάθε­
τος στηλη σχηματίζεται εκ τών ιό ιών αριθμών, ως 
η οριζόντιας ζώνη * ούτως η έκτη οριζόντιος ζώνη σχη­
ματίζεται έκτων αριθ-μών 6> 1 2 , 1 8 ............... 54 >
η έκτη κατακάύ-ετος στηλη περικλείει τούς ίδιους αριθ­
μούς 6 , 1 2 , 1 8 . .  . 5 4 ·

Τούτου τε.ύ-εντος, όιά να εύρωμεν όια μέσου τού­
του τού πίνακας τό γινόμενον δυο αριθ-μών, απο τους 
ο’ποιους έκαστος γράφεται όι ενός ψηφίου, ζητουμεν τον 
πολλαπλασιαστέων εις την προότην οριζόντιον ζώνην 
και αναχωρουντες εκ τού τοιούτου αριθμού, κατα·3αι­
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νομεν κατά κάθετον εως να <ρ3·άσωμεν αντίκρυ είς τον 
-πολλαπλασιαστήν, δστις ευρίσκεται εις την πρώτην 
κάθετον στηλην, ο δε Περιεχόμενος apt-9-μδς εις το 
τετραγωνιδίου είναι to  γινόμενον»,

Π* χ. Δ ιά νά ευρωμεν το γινόμενον του 8 eVt 
5 , καταβαά/ομεν ύστερον άπδ το 8 λαμβανομενον 
επί της πρώτης οριζοντίου ζώνης, εως αντίκρυ του 5, 
λαμβανομενού εις την πρώτην κάθ-ετον στηλην , και ο 
άριΑμδς 4^. ° περιεχόμενος εις το' τετραμων&ίον είναι 
το γινόμενόν οπού εζητουμεν.

Ήμπορουσαμεν παρομοίως νά λάβωμεν 8 είς την 
πρώτην κάθετον στηλην , και νά ίιευθ-υν^-ώμεν ορι* 
ζοντιώς εως υπο το 5 λαμβανομενον επι Της πρώτης 
οριζοντίου ζώνης, καί η-9-ελαμεν ευρει παρομοίως τδ 
ζητούμενου γινόμενον 4^·

§. 1Q. Ά ς  υποθώσωμεν τώρα , οτι ο μεν Πολ­
λαπλασιαστέος εκβράζεται διά πολλών ψηφίων ’ 0 δ! 
πολλαπλασιαστής ε^ει εν μονον.

■ Ά ς  πολλαπλασίασα^ 8469  eVt 7·
Ηδυνάμε^α (άρ. 17) νά λάβωμεν το έζα^ό·

μενον γράγοντες τον ένα υπο τον άλλον επτά ώ ρ ι ­
μους ίσους μέ τον 8 4 5 9 ...............................  8459
καί μετά ταυτα νά προσ3·έσωμεν διαδο- 8 4 5 9  
χικοΤς τάς απλάς μονάδας, δεκάδας, 8459
εκατοντάδας κ. τ . λ. τδ Ηροκυπτον η-9-ελ 8459  
είναι 59213 . 8459

’Αλλά βλέπομεν , οτι είναι τδ αυτό, 8459  
ώς νά λαβωμεν διαδοχικώς 7 φοραΤς τας 8459 
9 μονάδας του πολλαπλασιαστέου , 7 5 9 2 13
φοραΐς τάς 5 δεκάδας κ.' τ. λ. καί νά κάμωμεν τδ 
άβ-ροισμα όλων τούτων τών γινομένων. -
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Ούτως* d S  ου διατάςωμεν τον 8459  
πολλαπλασιαστήν 7 υπό τον πολλαπλά- 7
σιαστεον, ο.'ς εδω βλε'πομεν, και υπο- 59213  
).ραμμ:σωμεν , λερομεν /ατά  -τρωτόν 7 (ροραΐς' 9 κα­
μνουν 03 (occt τον -πίνακα του πολλαπλασιασμού) η 
6  δεκάδας και 3  μονάδας , -S-ετορον 3  υπό τας μονά­
δάς , και βαστοομεν τάς 6 δεκάδας , δια να τας eve0- 
σωμεν με το γινόμενον rcov δεκάδων του πολλαπλασια­
στέου επι 7·

Λε^ομεν μετά ταυτα , 7 <ροραΤς 5 καμνουν 35
και 6 τά κράτη 3-εν τα καμνουν 41 δεκάδας, η 4 εκα­
τοντάδας και μιαν δεκάδα, ^ράφομεν 1, εις την τάξιν 
των δεκάδων , και κρατουμεν τάς 4 εκατοντάδας.

7 <ροραΐς 4 λάμνουν 28» και 4 τά κρατη-9-εν- 
τα καμνουν 32 εκατοντάδας, η 3 χιλιάδας και 2 εκα­
τοντάδας , γράψομεν 2 εις την τά£ιν των εκατοντά­
δων, και κρατουμεν 3.

Τέλος πάντων 7 9°Ρα^  8 κάμνουν 56 και 3 τά 
κρατηθ-εντα κάμνουν 59 * 3-ετομεν 9 υπό των χιλιά­
δων ̂  και προ αυτου 5 δεκάδας χιλιάδας, επειδή δε'ν 
εχομεν πλέον αλλα ψηςάα νά πολλαπλασιάσωμεν.

Ευρισκομεν ουτω 59213 το' ζητουμενον ^ινο’με-
νον.

Εντεύθεν βλεπομεν , οτι διά νά πολλαπλάσιά - 
σωμεν αρι-3-μδν εκ πολλών ψηφίων επι αριθ-μόν ε£ ε'νός 
μόνου, πρέπει νά πολλαπλασιάσωμεν διαδοχικούς τάς 
μονάδας , δεκάδας, εκατοντάδας κ. τ. λ, του πολλα­
πλασιαστέου επι τον πολλαπλασιαστήν, και νά νρά- 
ψωμεν τά διαφορετικά μερικά γινόμενα εις την ανη- 
κουσαν τ ά |ιν ,  προσεχοντες εις κά-3-ε μερικόν πΌλλα- 
πλασιασμον νά ]3αστο:μεν τας δεκάδας, διά νά τάς 
ενονωμεν με' τάς δεκάδας, τάς εκατοντάδας p i  τάς 
εκατοντάδαν κ,. τ. λ. *
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*Κστω δεύτερον παράδειγμα νά 37008 
πολλαπλασίασθ-ij) 37008  ε’πΐ g. g
Λεγομεν κατά πρώτον Q ^οραΤς 8 κά- 333 0 7 3  
μνουν 7 3 ,  }/ράφ5μεν 2 υπό την τάξιν των μονάδων, 
και κρατουμεν 7.

Μετά ταυτα q φοραις Ο, δι'δουν Ο, και επειδή 
εις τ>$ν πρωτην πράξιν εκρατησαμεν7 δεκάδάς, -ηρεμεί 
νά τάς ^ράφωμεν εις την. τάξιν των δεκάδων.

Q φοραις Ο κάμνουν Ο , όθ-εν μράφομεν Ο εις 
την τάξιν των εκατοντάδων, επειδή δεν υπάρχουσι, 
και πρεπει ηοη νά ;3αστάξωμεν τδν τόπον.

Μετά ταυτα Q φοραις 7 κάμνουν 63 , /ράφο- 
μεν 3 ♦ και ]3αστουμεν 6-

Τε'λος πάντων Q φοραις 3 κάμνουν'7.7, και 6 
τά κράτη θεντα κάμνουν 3 3 ,  /ράφομεν 3 και προ αυ’- 
τοΰ τά άλλα 3.

Ουτω τό ζητουμενον ^ινόμενεν είναι 553072-
§. 20. Πριν περάσωμεν εις την περιστασιν, εις 

την οποίαν ο' πολλαπλασιαστής είναι σύνθετος εκ δυο 
η περισσότερων ψηφίων, θ-ελομεν δείξει τό μέσον, διά 
του όποιου κατασταινομεν ενα αριθμόν i 0 ,  1 0 0 ,
1 0 0 0 ’...................(popαις με^αλητερον, τουτέστι νά
πολλαπλασιάξωμεν αυτόν επι 10 > 1 0 0 , 1000 κτλ.

Έ κ  της θ-εμελιωδους αρχής της αρι.9·μησεως 
(αρ. 5 ) προκύπτει φανερά, οτι εάν θ-εσωμεν εν Ο εις 
τά δεξιά άριθ-μου ηδη ^ρ α μ μ ε 'νου , έκαστον σημαν­
τικόν ψηφιον αυτου, εν ω προχωρεί μιαν τάξιν πρός 
τα  αριστερά, εκφράξει μονάδας 10 φοραις μεμαλητε- 
ρας των προτερων · παρομοίως θ-ετοντες δυο ο εις τά 
δεξιάτου , τον κατασταινομεν 100 φοραΐς με^αλητε- 
ρον * επειδή έκαστον σημαντικόν ψηφιον εκφράξει μθ4 
νάδας ιοο φοραΐς με^αλητέρας, και ούτως εφεξής.
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Λοιπο'ν ί esc νά πολλαπλασιάσωρεν όποιονίηποτε 
ακέραιον αριθμόν ε’πι 10, 1 0 0 ,  1000  κτλ. άρχει νά 
προσ5·εσωρεν εις τά  δεξιά του εν , δύο, τρι'α μηδενικά.

Οντως το γινόμενον του 439 57Τί 1 0 , 1 0 0 , 
1 0 0 0 , 1 0 0 0 0  και εφεξής,  είναι 43QO* 4 3 Q 0 0 ,
4 5 9 0 0 0 , 4 3 9 0 0 0 0  xat εφεξίίς.

§. 2 1 . "Ας 5-εωρη'σωρεν τώρα την περ (.στάσιν, 
κα3·’ ην ο? πολλαπλασιαστέος και ό -πολλαπλασιαστής
είναι σύνθετοι εκ πολλών ψηφίων.

Πρόκειται νά πολλαπλάσιασ-9·^ . · 87468
επι .......................... ...... . · 5847

0 1 2 2 7 6
3 4 9 8 7 2 0

6 9 9 7 4 4 0 0
4 3 7 3 4 0 0 0 0
5 1 1 4 2 5 3 9 6

Γράφορεν τον πολλαπλασιαστήν υπό τον πολλα­
πλασιαστέων ούτως, ώστε αι μονάδες της ίδιας τάξε- 
ως νά ευρισκωνται εις την αυτήν στηλην , κβ£ ύπο- 
γραμμΐζομ$ν.. Μ ετά ταυτα παρατηρουρεν , ότι νά 
πολλα πλα σ ιά σ ουν  8 7 4 6 8  ε’π'ι 5 8 47  άλλο δεν 
είναν, παρά νά λάβωρεν τον πολλαπλασιαστέων 7 φο- 
ραΤς πλέον 4 0  φοραΤς , πλε'ον 800  : φοραις, πλε'ον 
5 0 0 0  φοραΐς , και νά ενώσωρεν ρετά ταυτα τά  ρερι- 
κά γινόμενα,. '

Ηρποροΰρεν εξ αρχής νά ευρωρεν κατά τον 
κανόνα του αρι3\ 1 9  το γινόμενον του 8 7 4 0 8  επ\ 7 ,  
οΑεν ευρισκορεν 04 2276.

Αλλά τινι τρόπω προσδιοριξορεν εκείνο των 
8 7 4 6 8  επι 4 0 ;
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Λς έννοησωμεν προς όλίγην ώραν , 'ότι έγρά- 
ψαμεν 4 0  αρι-9-μους ίσους έκαστον με 8 7 4 6 8  τον ένα 
υπρ τον άλλον , και ότι κάμνομεν την πρόσθ-εσιν όλων 
αυτών * ούτως 3-έλομεν εχει το' ζητουμενον γινόμενον * 
αλλ είναι φανερόν, ότι οΐ 4 0  αρι-3-μοί σχηματίζουν 
1 Ο τμήματα από 4 άρι3-μους ίσους έκαστον με 87468» 
άλλα τέσσαρες apiS-μοϊ ίσοι έκαστος μέ 8 7 4 0 8  όίδου- 
σι 4 <ρορα~ς 8 7 4 6 8  γινόμενον , το' όποιον 6ννόμε$·α 
νά σχηματίσωμεν κατά τον κανόνα του άρ. 1Q , και 
ίσον με' 3 4 9 8 7 2 . Πολλαπλασιάζοντες Si τό γινόμε­
νον τούτο επί 1 0 ,  ήτοι (αρ. 20) προσΒ-ετοντες εν Ο 
είς τά δε£ιάτου, λαμ|3άνομεν 3 4 9 8 7 7 0  » γινόμενον 
του 87468  επί 4 Ο.

Βλεπομεν λοιπόν, ότι αυτή η δεύτερα πραξις 
απαιτεί νά πολλαπλασιάσωμεν τον πολλαπλασιαστέων 
επ'ι του ψηφίου 4» τά οποίον θ-εωρείται ως νά έκ­
φραζε απλάς μονάδας, νά γράψωμεν εν ο  εις τά  δείμά 
του γινομένου , και νά 3-εσωμεν, ως ανωτέρω βλεπο - 
μεν,  το' οντω ληφ3-εν εξαγόμενον 3 4 9 8 7 2 0  υπό τό 
πρώτον μερικόν γινόμενον.

Παρομοίως διά νά έκτελέσωμεν τον πολλαπλα­
σιασμόν των 8 7 4 6 8  ε’πί 8 0 0 ,  αρκεί νά πολλαπλα- 
σιάσωμεν 8 7 4 6 8  επί 8 ,  εκ του όποιου συνά^ομεν 
0 9 9 7 4 4 » καί μετά ταυτα νά προσΒεσωμεν δυο 00  
εις τό γινόμενον, τόν οποίον 3·έτ ομεν υπό τά δυο προ­
ηγούμενα j/ινόμενα * τώ οντι 800 άρι3·μοί ίσοι με 
8 7 4 6 8 , καί δεμένοι ό εις υπό τόν άλλον σχηματίσου- 
σιν 100 τμήματα από 8 αριθμούς ίσους έκαστον με 
87468»  ·ό 100 api-S-μους ίσους με τό γινόμενον των 
8 7 4 6 8  επί 8 ,  τουτέστι 6 9 9 7 4 4 0 0  . ♦ .

’Αποδεικνυομεν Si όμοιου συλλογισμού, ότι δια 
νά πολλαπλασιάσωμεν επί 500 0  αρκεί νά πολλαπλά- 
σιάσωμεν 8 7 4 6 8  επί 5 ,  καί νά προσ·3·έσωμεν τρία
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ρηδενικά εΓς τα οεζιά του yivops'vou , και να ^ράψωρεν 
το εξαγόμενον 4 3 7 3 4 0 0 0 0  δπδ τά τρία πρώτα ytvo- 
ρενα.

Προσθώτοντες ηδη τά τεσσαρα ρερικά γκόμενα  , 
ευρισκορεν τέλος πάντων το ολον^ινδρενον 5 11425396-

Σ .  Κ. Συνετίζουν co? επι το πλεΐστον νά ρη 
γράψωσι τά ρηδενικά εις τά δεζιά των ρερικών yivo- 
ρενων επι τά ψηφία των δεκάδων, εκατοντάδων, χ ι­
λιάδων, και εφεζης, αλλά γράιρονσιν έκαστον ρερικδν 
yivopgvov υπδ τδ προη^ούρενον, προχωρούντες μιαν 
τάζιν πρδς τά αριστερά , σχετικούς προς τδ γινόμενον 
τούτο , τοντεατι κάρνοντες νά τε-9·̂  τδ τελευταΤον ψη- 
φιον εις την αυτήν εκείνην τάζιν , την οποίαν κρατεί 
τδ ψηφιον επι του οποίου πολλαπλασιάζορεν.

Γ ε ν ι κ δ ς  Κ α ν ώ ν .  Δ ιά  νά πολλαπλασιάσω- 
ρεν aptS-μόν πολλών ψηφίων ε’πι άλλον άρι$·ρδν πολ­
λών ψηφίων, πολλαπλασιάζορεν κατά πρώτον τον 
πολλαπλασιαστέου επι τδ ψηφιον τών ρονάδων του 
πολλαπλασιαστου, κατά τον κανο'να του άρ. 1 9  * πολ­
λαπλάσιά ζορεν παρομοίως ολον τδν πολλαπλασιαστέ­
ο ν διαδοχικώς επι τδ ψηφιον τών δεκάδων, ε’πι εκείνο 
τών εκατοντάδων, και εφεζης, 5εωρουρενων ώς απλών 
ρονάδων, και ^ράφορεν’ τά  ρερικά yivopsva, τδ εν 
υπδ τδ άλλο , ούτως ώστε έκαστον νά ‘προχωρώ ριάν 
τάζιν προς τά αριστερά σχετικώς ‘προς τδ προ αυτού, 
ρετά ταυτα προσ$·ετοντ3ς τά γινόμενα , Ιχορεν το' 
δλον ζητούρενον ytvo'psvov.

§. 22. Συχνά ρερικά ψηφία του πολλαπλάσια- 
στου είναι ρηδενικά , και τδτε πρεπει νά διορ^ώσωρεν 
την διάταζιν τών ρερικών γινομένων*
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*Κστω νά πολλαπλασίασα^ 
2 πί ...............................

870497
. 5 0 0 4 0 7

6093479
3 4 8 1 9 8 8 '

4337485 '
4350Q 2792279

κατα πρώτον 
7 , και μας

ο λον 
δίδει

TOV πθ/ - 
γινόμενον

Πολλαπλασιάξομεν 
λαπλασιαστεον επι 
6093479.

*Ήδη επειδή δεν ευ ρίσκο νται δεκάδες είς τον -πολ­
λαπλασιαστήν περνουμεν εις τον 4 > ψηφίου τιον 
εκατοντάδων του πολλαπλασιαστου , και εχομεν γινό­
μενον 3481988  ? και ε’πειδη αυτό εκφράζει εκατοντά­
δας , τό 3-ετομεν νπό τό -πρώτον γινόμενον, προχοο- 
ρουντες δυο τάζεις κατά τά αριστερά.

Παρομοίως ε’πειδη δεν υπάρχου σι χιλιάδες", ο ιτε 
δεκάδες χιλιάδος εις τον πολλαπλασιαστήν, πολλα- 
πλασιάζομεν επί 5 ,  ψηφίου εκατοντάδων χιλιάδος, 
κα'ι γράφομεν τό μινο'μενον 4552485  υπό τό ανωτέρω 
προχωρούντες τρεις' τάζεις κατά τά αριστερά σχετικά?» 
προς τό προ αυτού γινόμενον.

Έ ν  ρ ενει όταν ευ'ρισκοινται εν η περισσότερα μη­
δενικά μεταξύ δυο σημαντικών ψηφίων του πολλαπλα- 
σιαστου προχωρουμεν τό ανταποκρινόμενον γινόμενόν 
κατά το' σημαντικόν ψηφιον, 'τό οποίον ενρισκεται ι'ίς 
τά αριστερά των μηδενικών, τόσας τάξεις πλε'ον μιαν 
κατά τά αριστερά σχετικώς εις τό προηγουμένου yn  ο- 
μεν ον, τό οποίον εχεε εν τώ μέσο? μηδενικά. Ε π ο ­
μένως διάνα άποφυ^ωμεν κάδ-ε σφάλμα , τό οποίον 
ημπορεί νά ακολου^ησ^, πρεπει νά β$βαιονωμε$α ι·ί 
κά·5·ε πράξιν, εάν τό τελευταίου ψηφ{ον του μερικού 
γινομένου ενοίσκεται εις την στηλην των μονάδων της

’Λ ?
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ίδιάς τάςεως με εκείνην του ψηφίου , επί το οποίον 
πολλαπλασιάζο/εν.

<5* 2 λ. Καν ε'ς των δύο παραγόντων του πολ­
λαπλασιασμού , η και οί δύο τελειόνονσιν εις μηδενι­
κά , συντεμνομεν την πραζιν, εάν πολλαπλατιάσω- 
μεν , ως νά μην ύπηρχον τά  μηδενικά, -S-ετοντες όμως 
επειτα αυτά εις τά δεζιά του γινομένου.

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  Έ σ τω  να πολλα­
πλασίασα^ . . . . . . . .  42000

επί  ............................................2 Q 00
423
94
130300000

Ά φ . ου πολλαπλασιάσωμεν 47 επί 29  > κατά την 
μνωστην μεθ-οδον, μράφομεν 5 μηδενικά εις τά δεςια 
τ οΰ γινομένου, και ούτως λαμβάνομεν 130300000  
τό ζητούμενον γινόμενον* Τω όντι εάν είχαμεν μο- 
νον 47000  νά πολλαπλασιάσωμεν επί 2p , είναι φα- 
νεοον , ότι μετά τον πολλαπλασιασμόν του 47 ^π: 
2 9 » Ιπρεπε το' μινο'μενον νά εφράζ-/] χιλιάδας, του- 
τεστι μονάδας του ίδιου είδους με' τάς του πολλαπλα­
σιαστέου , ό-9-εν πρε'πει νά προσ-σε’σωμεν τρία μηδενι­
κά* Tccpa νά πολλαπλασιάσωμεν api-S-μόν επι 2Q00 , 
είναι τό αυτό, ως (αρ. 21 ·) νά λάβωμεν 100 co- 
ραΐς τό γινόμενον επ'ι 2 Q > λοιπόν» πρεπει νά προσθ-ε"- 
σωμεν αλλα δύο μηδενικά. Ο αυτό'ς συλλογισμός εφαρ­
μόζεται εις κά-3-ε άλλην όμοιαν περιστασιν.

§. 2 4 · Σκεπτομενο ι ο λιμόν επι της μεθόδου τού 
πολλαπλασιασμού, μνωριζομεν αμέσως την αναμκην 
του νά αρχιζωμεν τούς μερικούς πολλαπλασιασμούς 
από τά δεζιά * και τούτο, επειδή όταν το' μερικόν 
μινόμενον υπερβαίνω τό 9 > τότε βαστούμεν τάς σχη- 
ματιζομενας εζ αυτού μονάδας δεκάκις μείζονας > δια
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να τας ενωσωμεν με το γινόμενόν του αμέσως αρι­
στερού ψηφίου* όμως 3·έλομ$ν συνάγει το αυτό εξα­
γόμενον από οποιονδηποτε ψηφιον του πολλαπλασια- 
στου , αρχιξοντες την πράξιν ως είς το ακόλουθον πα­
ράδειγμα.

Άρχισαμεν εδω τον πολλαπλασια­
σμόν εκ των ψηφίων των εκατοντάδων του
πολλαπλά σιαστού, αλλά εις τδν ακόλου­
θον πολλαπλασιασμόν τιον δεκάδων του 
πολλαπλασιαστου επι τον πολλαπλασι-
μστεον τό ^ινόμτνον τάττεται μόαν τά- 277784Β 
ξιν -προς τά δεξιά σχετικως προς τδ πρώτον μερικόν 
γινόμενόν. Παρομοίως τό τρίτον γινόμενον του -πολ­
λαπλασιαστέου επι τάς μονάδας του πολλαπλασια- 
στου τάττεταί μιαν τάξιν πρός τά δεξιά , όταν ^ραφ-3-fl 
υποκάτω εις το δεύτερον μερικόν ^ανόμενον, καν ού* 
τως εφεξής. Η συνήθεια μόνη είν’ αίτια νά κάμνω- 
μεν τον πολλαπλασιασμόν , άρχίξοντες από τά δεξιά 
Etc τά αριστερά’ διότι τούτο είναι και φυσικωτερον και 
ευκολωτερον.

§. 25. Τελειόνομεν τον πολλαπλασιασμόν με 
την εκθ-εσιν μερικοόν ιδιοτήτων, τάς όποιας συχνά ·9·ε­
λομεν μεταχειρισΑη.

ί ° \  "Ας πολλαπλασιασθ-^ ό αριΑμός 345 ετ:\ 
τον 7 2 ,  όστις εΓναι ίσος με 8 φοραΤς 9* λε/ω  οτι 
τό νά πολλάπλασιάσωμεν 345 επι 72 καταντά εις 
τό νά πολλαπλασιάσωμεν 345 εη\ Q * *α'ι το ε?(Χ'* 
^ομενον επι 8·

Δ ιά  νά δωσωμεν τύν \6yov ταύτης της προτα- 
σεως χωρίς νά εκτελεσωμεν τον υπολογισμόν, αρκεί 
νά μεταχειρισ-3-ωμεν συλλογισμόν τινα αναλοχον με τον 
του άρ* 2 1 . Τό νά πολλαπλασιάσωμεν 345 επι 7 2 .
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συνίσταται είς το νά κάρωρεν το άά·ρο:σρα 72  άριύ-- 
ρων ίσων ρε 345 * άλλ οι 72 αρι-άρο: ^ραφθ-ε’ντες ο 
ε:ς υπό τον άλλον, σχηρατι'^ουσιν οκτώ τρίμματα 
από ρ άρ:5·ρους, κα-9-είς των οποίων είναι ίσος ρέ 
34^  * λοιπόν αφ’ ον πολλαπλασιάσωρεν 345 επί Q , 
πρεπει να Χάβω μεν το ρινόρενον τούτο 8 φοραίς ' ού­
τως το νά πολλαπλασιάσωρεν 3 45 επί το' γινόμενον 
7 2  των όύο παραρούτων 9 καί Η , καταντα είς το' 
νά πολλαπλασιάσωρεν 345 επ': 9» καί το' εςαρόρε- 
νον επ': 8-

Έπειόη οε το 9 είναι αφ’ εαυτού ίσον ρε το 
νινόρενον τού 3 επί τού 3 ,  όυνάρε3-α ακόρη νά είπω* 
ρεν, ore τό νά πολλαπλασιάσωρεν 345 επ': 72, καταν­
τά είς το' νά πολλαπλασιάσωρεν 345 κατά πρώτον 
ε’πί 3 ,  καί το λττρ-ίτε'ν ε^αρόρενον ε’πί 3 ,  καί τέλος 
πάντων το νεον εξαγόμενον επ': 8.

Ο συλλορισρός ουτος , όστις όύναται νά εφαρ- 
ροτ.3^) κα: είς άλλους άρι·$-ρούς, αποτελεί την ακόλου­
θον ρενικην ίόιο'τητα. Τό νά πολλαπλασιάσωρεν api-S·-· 
ρόν επ': νινόρενον αποτελεσθ-εν ηόη ε’κ όνο η περισ­
σότερων παραγόντων, άλλο όε'ν είναι, είρη η όιαοο- 
χι/η  τούτου πολλαπλάσιασ:ς εφ ε’καστον των παρ- 
αρόντων.

§. 2 6 . 2 °’'. Ε ίς πολλαπλασιασρόν πνάόύο παρ­
αγόντων είναι αόιαφορον νά λάρώρεν τον πρώτον 
ο;ς πολλαπλασιαστέων, καί τόν όεύτερον ο>ς πολ­
λαπλασιαστήν , η τό ανά<>αλ:ν · γ] με άλλας λεξεις 
το' ρινο'ρενον όύο αρι3-ρών είναι τό αυτό , καθ·' όποιαν 
τάςιν εκτελεσωρεν τόν πολλαπλασιασρόν.

Ούτως τό γινόμενον των 459 επί 237 είναι 
τσον p i τό γινόμενον των 237 επί 4.59·
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Τω οντι άς εννοη- 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ,
σωμεν την μοναόα ysypap- ] , 1 . 1 , 1 . 1 ,
μενην 459  φοραΐς είς την ι , 1 , 1 , 1 . 1 ,
αυτήν Οριζόντιόν ypap- 1 , 1, 1 , 1 . 1,
μην, καί ας σχηματίσω- .

4 5

psv 2 3 7  τοιαυΤας ypap 
μάς, είναι φανερόν, ότ\τό  κεφάλαιον των περιεχομένων 
μονάόων st? τον παρόντα πίνακα είναι ίσον pis τόσαις 
φοραίς 4 5  9 μονάδας μιας οριζοντίου ζώνης , όσαι pfo- 
νάδες ενρίσκονται είς μίαν των καθέτων στάλάν , η 
εις 237 » τουτεστι τό κεφαλαιον τοντο είναι ίσον μ*

μονάδας εχεε μία οριζόντιος ζώνη, η τόσας, όσας 
εχει ό άρι-9-μός 4 ^ 9 » τουτεστι είναι ίσον με τό γι­
νόμενον των 237 επί 459» εφεζης.

Καν η φυσις ενός ζητήματος μας φε'ρ·β είς τον 
πολλαπλασιασμόν του αριθμόν 75 επί 5 0 4 2 )  κατα 
τ/jy ηόη άποόειχ^εΐσαν πρότασιν, α^ομεν ταύτην την 
πράζιν είς τό yivopsvov των 5 0 4 2  εΚ\ 7 5 , επειίη 
τότε όεν Ιχομεν παρά όνο μόνον μερικά γινόμενα νά 
σχηματίσωμεν, εν ώ είς την πρώτην περίστασιν ενμελλί 
νά σχηματίσωμεν τέσσαρα.

Ανττ'ν την πρότασιν ^ελομεν σποόείζει όι' ο*ποι- 
ονόηποτε άρι5·μο'ν παρα^ο'ντων (Κεφ. ε°ν ,αρ . /2 7 ·)

II ε ρ ί Διαιρεσεως»

§· 27 . Τό νά όιαιρώμεν αριθμόν όι άρ:·5·μο0 είναι 
(αρ. g) τό νά ευρίσκωμεν τρίτον τινά αριθμόν, οςτις 
πολλαπλασιαζόμενος επί τον δεύτερον ν άποτελη τον 
πρώτον, η καί κατ’ άλλον ♦ τρόπον, 0ο?·ίντος ενός yi*
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νομένου κα'ι ενός των παραγόντων του , νά προσδι- 
ορισωμεν τον δεύτερον παραμοντα. Κπειδη εις τους πολ­
λαπλασιασμούς των αρι-3-μων το γινόμενον σνγχειται 
από τόσαις <ροραΤς τον πολλαπλασιαστέον, όσας μο­
νάδας έχει ο πολλαπλασιαστής , δυναμε-S-a διά τούτο 
νά εΐ'πωμεν , ότι νά διαιρέσωμεν αριθμόν ακέραιον δό 
άλλον, είναι νά ξητησωμεν πόσαις <ροραις ο πρόΐτος 
a ρι3·μός, θεωρούμενος ως γινόμενόν, περιέχει τον 
δευ’τερον,-S-εωρουμενον ιος πολλαπλασσαστέον · ο' αριθ­
μός των <ρορων είναι τότε ο πολλαπλασιαστής. Τ έ ­
λος πόντον , είοομεν εις τον (αρ. Q) ♦ ότι νά διαιρέ- 
σωμεν αρι5μον ακέραιον δι οιλλου , είναι νά μερι'σω- 
ρεν τον πρώτον αριθμόν εις τόσα μέρη Γσα, όσας 
μονάδας εχει ο όεντερος.

Ο ί δύο τελευταίοι ορισμοί υπό τους όποιους 
,3-εωρουμεν κάποτε την διαΐρεσιν άνηκουσι μόνον εις 
ακέραιους αριθμούς, εν ω οι όνο πρώτοι άνηκουσιν 
εις όλους τους αριθμούς τόσον ακέραιους, όσον και 
κλασματικούς, μ ολον τούτο αι δομείσαι ονομασιοα 
εις τους ορούς μιας διαιρέσεως προηχ3·ησαν υπό των 
δύο τελευταιώΦ ορισμών.

Ούτως , ο πρώτος apiS-μός καλείται Διαιρετέος, 
η διαιρούμενος, (αριθ-μός, οςτις πρόκειται νά διαι­
ρ ε ί  η νά μερισθ·^), ο δεύτερος καλείται διαιρέτης, και 
ο τρίτος καλείται πηλικον, επειδή εκφράξει ποσάκις ό 
διαιρετέος περιεχει τον διαιρέτην.

Προκύπτει <ρανερά εκ των δυο πρώτων ορισμών, 
ότι, όταν ευρωμεν τό πηλικον και ξητησωμεν την 
βάσανον της πρά£εως, αρκεί νά πολλαπλασιάσωμεν 
τον διαιρέτην επι τό πηλικον, και εάν η εργασία ηναι 
ορ3·η, πρεπει νά προέλ-Ŝ  έ£ αυτής ο διαιρετέος.

Και αντιστρόρως, εις τον πολλαπλασιασμόν, 
τό γινόμενον δυναται νά -9·εωρη3·/) ως διαιρετέος, ό
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πολλαπλασιαστέος ως διαιρέτης, χαι ο πολλαπλα- 
σιασττ,ς ως πηλιχον * ούτιος η βάσανος του πολλα- 
πλασιασρου γίνετα ι, αφ ού διαιρε3-7) το ^ινόρενον δι’ 
ενός τ<ών παρα^-οντον του, χαι εάν η εργασία rjVat 
ορ-3"x'j , ·7τρ2Ttsc να λαβωρεν τον άλλον παράγοντα.

Μετά τάς γνώσεις ταυτας, ας ελ·9·ωρεν τώρα 
εις την εξόγησιν τον τρόπου του εχτελειντην διαιρεσιν.

§. 28. Κα·9·ως τον 'πολλαπλασιασμόν δυνάρε3·α 
νά ε’χτελεσωρεν διά ρέσου της προσ.$-έσεως ενός ά ρ θ ­
ρου πολλαϊς φοραις εις τον εαυτόν του , οότω όυνάμε3·α 
νά ευρωρεν τό πηλιχον ριας διαιρεσεως δι αλληλοδια­
δόχου αφαιρέσεως.

Τω  οντι εάν έπρόχειτο π. χ. νά διαιρέσωμεν 6θ 
δια 12 , τοσάχις δυνάμεθ-α νά άφαιρέσωμεν 12 από 
6 θ ,  οσάχις το 12 περιέχεται εις το 6θ  * όντως το 
πηλιχον είναι ίσον με τον άρι-9μόν των αφαιρέσεων, 
τάς οποίας δυνάμεια νά εχτελέσωρεν προ' τον ο 
διαιρετέος νά εξαλειφ-3^,

Κις τούτο το παράδειγμα  , 
εις το οποίον πρέπει νά εχτελέ­
σωρεν πέντε διασοχι/άς αφαιρέ­
σεις , έπεται δτι το πηλιχον εί­
ναι 5 * αλλ ο τοιοντος τρόπος 
του 'εχτελειν  την διαι'ρεσιν είναι 
πολν ραχρός εις τάς πράξεις, 
χαι ραλίστα, όταν ό διαιρετέος 
rival πολλά μεγάλος ως προς 
τον διαιρέτην* η δέ τέχνη του 
συντέρνειν την ερρασιάν είναι τό 
υποκείμενον της χυριως λεγόμε­
νος δια ιρέσεως.

§. 2Q. Γνωριζοντες ε’χ̂  ρνηρης τά γινόμενα δυο 
άρι5μων ενός ρόνου ψηφίου, δυνάμει» ευκόλως νά

6 ο
12

48 1°ν υπόλοιπον,

36  2 0y ...............
12

’’ , ον
24  3 . · · · . ·
12

12 4  
12

00 5

ον

ον
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προτδιορισωρεν το -ηηλικον -Γης δ ια ιρ έσ εω ς  οφι$ρου τ ί­
νος μ 5 εν η δυο ψη'ρόκ δι αλλΌυ αρι$ ·μου  μ ζ  έ'ν ρό* 
VOV ψη^ίον.

Π. χ . 55 StcupsS'sv δ ια  Q , δ tost πηλίκο V 5 , 
η ραλλον ποσάκις το 3 5  περιε'χει το 7  i το περι­
έχει 5  ψ α ρ ο ύ ς , επειδή ε ξ ε ν ρ ο μ ε ν ,  ότι 5  φοραΓ  ̂ 7  

δ ίδ ε ι  55 . Παροροίως εις το 54  πόσακις περιέχεται 
το g ; 6 ψορο.'ίς * Λε^ορεν α κ ό μ η  είς το -πρώτον πα-
ράδειρρα , το t V tcov 55 είναι 5, επειδή 7 9°Ρα^  5
καρνονν 5 ο , και εις το δεύτερον, το g του 5 4  εί­
ναι 6 , επειδή g φοραΤς 6 κάρνουν 54·

Ας δ ια ίρ ε σ η  π ρ ο σ έ τ ι  6 8  διά του Q. ’Κπειδη 7  

φοραΤς g η 63 , και 8 9 0pa^  9 η 7 2  περιέχουσιν 6 8 , 
επεται ότι 68 διαιρεΑε'ν διά του g δίδει πηλίκον 7  , 
και υπόλοιπον 5 ,  η , το' εννατον μ έ ρ ο ς  τ ο υ  6 8  είναι
7  , και δίδει υπόλοιπον 5.

ΙΙαροροίωςί 4 7  πόσαις ιροραΐς περιέχει τό 8 ; 
το' περιεχει 5 ρ εν υπόλοιπον 7  * επειδή 5  9°Ρα^
8 κάρνουν 4 0  ρόνον* η το' όγδοου  μ έ ρ ο ς  Του 4 2  εί­
ναι 5 , και υπόλοιπον 7 * διότι εα'ν λάβωρεν 6  <ρο- 
ραΤς 8 , εχορεν 4 8 , αρι3ρόν ρεραλητερον τ ο ν  4 2 .

Θελορεν ίδεΤ εις το έξη ς  πώς πρεπει νά ρετα- 
χειριξωρεΑα τό υπόλοιπον , τό οποίον συνάγεται όταν 
ό διαιρετέος δεν περιέχω ρε ακρίβειαν τον διαιρέτην.

§. 30 . "Ας περάσωρεν εις την -περιστασιν, κα3·’ 
*ην ο διαιρετέος είναι σύνθετος εκ πολλών ψηφίων, 
και ό διαιρέτης δεν εχει παρά έ'ν ρόνον ψηφίο ν.

Ε πειδή  υπάρχει ρια ενδότατη σ χ έ σ ι ς  μ ε τ α ξ ύ  
τ ο υ  πολλαπλασιασρου και της διαιρέσεως, .είναι φυ­
σικόν να ζητησωρεν την ρε-3-οόον της τελευταίας πρα> 
ξεως κατ εκείνην, την όποιαν ηκολον^ησαρεν είς τον 
πολλαπλασιασρόν;
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*Ας άναλάβωμεν χτρ χρωχον χοφάδειχμα* το 
οχοΤον εξηχησαμεν δτ’ς τον άρ. 1^.

νΕχεται ε$ αυτόν, o n  ro γινόμενον $459  
59^13 σν/χειται άύό 7  ̂ορ αις τάς μονάδας, 7

7 τάςδεχάδας, 7 τάς βχατοντάδας , χάι 7  59 2 * 3
yopai? τάς χιλιάδας του αριθμόν 8 459  » *»*&* τόν- 
το το γινόμενον σνγχειται εχ τεσσάρων μερίχων γινομέ­
νων , τά οχοΐα ανταχοχρινονταβ δΐ? τα 4  ψηφ«* του 
«ολλαχλασιαστέου * λοιχσν το άνάχαλιν , δεδομένου 
του μινομίνου 5 Q 2 1 3 , Χ«ι ενός των χαρα/οντωντόυ 
7 , διά νά Ιςαναευρωμεν τον άλλον χαρά^οντα» *ρε- 
χει νά χασχισωμεν νά άναλνσφμεν χάν νοερές 69^ 13  
είς τάς χιλιάδας * e χατο ντάδας j δυάδας χαι μο^δας, 
τάς όχοιάς χεριεχδι, χοΛ μετά ταντ* νά λάβωμ$ν 
διαδοχιχως το έβδομον εχάστον flyrcov f <αι tvovoyfft 
τά μ-εριχά ταντα χηλιχα, τά Οχοια ουτςος άρηαδιόρί- 
ζομεν > 3-ελομεν λάβει το 0λθ¥ χ$λι*όν j n T®V δεν* 
τερον χαρά^οντα.

Ιδού τινι τρόπω δίφταττομεν την άραξιν.
Γράφομβν τον διαιρέτην εις τά' δεξιά τον ϊί^ρε- 

τεου,  χαι χώριξομεν αντους διά χαμίτου γραμμές ̂  
μετά ταύτα σύρομεν οριζόντιον γραμμή  V*o toV δ***· 
ρέτην.

Τούτου τί^βντος, λαμβάνομεν 5 9 2 1 3  [ 7 
αχό τά αριστερά του διαιρετιου τά 3 2  [8459
δυο χρωτα ψη*ια* τά οχοΐα σχήμα- 4*
Τΐζ'ουν 59  χιλιάδας, χαι τά oxoiot 63  
$εωρουμεν ως το χρωτον μερίχόν γι· Ο .
νόμενον, εχειτα λέμομεν εις 59  «οσάχίς εισέρχεται 
το' 7 * η αλλέως (διά νά συμφωνησωμεν με την συνή* 
5ειαν  ̂ όταν ο διαιρέτη? εΓναι μόνον με εν ψηφιον), 
το έβδομον του 5 9  ***** δ διά τό $ 6  > τά *ηλή*ον 8

4
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ουτω ληφ$·ε'ν εκφράξε* τάς χιλιάδας του βλου πηλί­
κου , και γράφεται υπο' τον διαιρέτην , ως ανωτέρω 
βλεπομεν  ’ πολλαπλασιαξομεν 7 επι 8 ? και αφχι-
pOVpC£V TO yiVOpSVOV 56 OC'aO -του 59 > ΤΟ ΟΤΤοΤον 0ΐθ£1
υπόλογον 3 χ ιλ ια όα ς, τας οποίας πρεπει νά -S-εωρη- 
σωμεν ως σνναγομενας απο τά  κρατάς*· έντα εις τον 
πολλαπλασιασμόν των εκατοντάδων τον πηλίκου ε’πι 7-

Καταβιβάζομεν εις το' πλευρόν του 3 το ψηφιον 
2 των εκατοντάδων του διαιρετε’ου, το οποίον μάς δί­
δει 32- εκατοντάδας , τάς οποίας -S-εωρουμεν ως το 
δεύτερον μερικόν γινόμενον , και λίγο  μ εν το ίβδομον 
μέρος των 3 2  είναι 4 διά 28 , γράψομεν το ψηφιον 
4 ,  το οποίον μέλλει να έκφρασή τας εκατοντάδας 
τον πηλίκου εις τά  δε£ιά του ψηφίου 8 * μετά ταυτα 
πολλαπλασιαξομεν επι 4 » >*αι αφαιρονμεν το γινόμε­
νον 28  εκ του μερικόν διαιρετέου 3 2 , και ούτως 
εχομεν υπόλοιπον 4 εκατοντάδας , α ιτινες παριστά­
νουν, οσα επαρατηρησαμεν sx του πολλαπλασιασμού 
των δεκάδων του πηλίκου έπι 7·

Καταβιβάξομεν εις το πλευρόν του νέου υπο­
λοίπου 4 δρηιρίον 1 των δεκάδων του διαιρετέου, 
ώστε συνάγομεν 4 1  δεκάδας , και λεγομεν τό έβδο­
μον μέρος των 4 1· δεκάδων είναι 5 διά 35 , γρά- 
<ρομ$ν το ψηφιον 5 εις τά  δεξιά των δυο πρωτων, 
επειδή εκφράξει δεκάδάς τον πηλίκου * έπειτα πολλά· 
πλασιάξομεν 7 5 ,  και αφαιρουμεν το γινόμενον
35  απο το'ν μερικόν διαιρετέον 4 1  > τό δε υπόλοιπον 
6 εκφράξει τάς προερχομένας δεκάδας εκ του πολ­
λαπλασιασμού των μονάδων του πηλίκου επι τον 
διαιρέτην.

Τ έλος πάντων χαταβιβάζομεν εις τό  πλευρόν 
του ψηφίου 6 , τό  ψηφιον 3 , και λεγομεν  τό έβδομον 
μέρος του <$3 είναι με ακρίβειαν 9> ν.α'ι ^ράφομεν 9
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εις τά δεξιά των τριών ευ-ρεδεντων * διότι εκφράξε* 
τάς μονάδάς του  πηλίκου * και πολλαπλασιάζδντες 7 
με' 9 ♦ *αι αφαιρουντες το γινόμενον 6.5 εκ του με­
ρικού διαιρετέου 03 , συνάμομεν μηδε'ν υπόλοιπον* 
λοιπού 8 4 5 9  £i'vat τό ζητούμενου πηλίκον.

Τω ,οντι προκύπτει προφανώς εκ των άνω εΓρη- 
μενων πράξεων, οτι αφαιρε'σαμεν διαδοχικως εκ του 
διαιρούμενου 6 9 2 1 3 , 7 9°Ρα*̂  Tĉ  8 χ ιλ ιάδας, 7»
τάς 4 εκατοντάδας, 7 φοραίς τάς 5 δεκάδας, 7 τάς 
εννεα μονάδας, και επειδή ύστερον απδ ο'λας αυτάς 
τάς πράξεις δεν μενει τίποτε, επεται ότι 5 9 2 1 3  εί­
ναι Γσον μέ τδ γινόμενον των 845Q ειά 7 ,  η του 7 
επι 8 4 5 9  * ο δ-εν ο τελευταίος αριδ-μο'ς είναι τδ ζητου'- 
μενον πηλικον.

*Κστω ώς δεύτερον παρά^,ι^μα να διαιρεσωμέν
7 5 4 2 6 4  άιά 8 . ’

'II προίτη δυσκολία, ητις παρρησιάζεται εις ημάς, 
είναι νά ρνωρισωμεν την φυσιν των άνωτερων μονάδων 
του πηλίκου, και νά προσδιορισωμευ τδυ apt-S-μον. 
Δ ιά ν α  φδ-άσωμευ εις τούτο , παρα- 7 5 4 2 0 4  8
τηρουμεν, οτι εάν τδ πρώτον ψηφιον 34  9 4 ^ 8 3
εις τά αριστερά του διαιρετε’ου ηναι 22  
μεμαλητερον του διαιρέτου , η ητον 66 
Γσον, τδ όλον πηλικον κ^δ-ελε περί- 2 4
εχει τότε μονάδας του ίδιου εΓδους Ο 
με εκεινας του ψηφίου, τδ όποιον δεωρουμεν εΓς τον 
οιαιρετεον, τούτο είναι φανερόν ’ άλλ επειδή εις τούτο 
τδ παράδειγμα τδ πρώτον ψηφιον 7 είναι μικρδτερον 
του 8 ,  συμπεραινομεν , οτι αι ανοΓτεραι μονάδες του 
πηλίκου είναι μονάδες εκ της φυσεως του δεύτερου 
ψηφίου εν αριστερά εις τον δι^ιρετεον * τότε λαμβα· 
νοντες τά  δυο πρώτα ψηφία τά σχηματόζδντα 75 δε-

4  *■
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χάδας χιλιάδος ) λέγομεν  το όμδοον του 75 είναι g 
ό-χ τά  7 2 ,  λοιπόν το όλον πηλικον περιεχει p δεκά­
δας χ ιλ ιάδος, επειδή δυνάμε-^α νά άφαιρεσωμεν 8 
φοραΐς το Q , η 7 2  δεκάδας χιλιάδων από τον διαιρε- 
Tsov* ^ράφομεν τότε ρ υπό τον διαιρε'την , και μετά 
ταυτα πολλαπλασιαζομεν 8 επι Q και αφαιρουμεν τό 
γινόμενον 7 2  χιλιάδας από το'ν μερικόν διαιρετεον 7 5 , 
τό λαμ^ανόμενον υπολοίπου 5 προέρχεται από τά 
κρατηθ-εντα εκ του πολλαπλασιασμού των χιλιάδων 
του όλου πηλίκου επ'ι 8 .

Καταβφάζομεν εις τό πλευρόν του υπολοίπου 3, 
τό άκο’λου-^-ον ψηφιον 4 του διαιρετέου, και λέγομεν

Το 8°^ των 34 χιλιάδων είναι 4 <̂£ά 3 2 ·  λοιπόν 
j-ρά^ομεν 4 ’υπό τον διαιρέτην εις τά δεξιά του ψηφίου 
9 ,  και άφαιρουντες ·χο μινόμενον 4 φδραΤς 8 η 32 
από 34 > εχομεν 2 , εις το πλευρόν του οποίου κα- 
Taptβάζομεν τδ  ψηφίον 2 των εκατοντάδων του διαι* 
ρετέου' μετά ταυτα εργαζόμενοι επι του νέου μερι­
κού διαιρετέου 2 2 , ως εις τους προημουμε'νους, sfa- 
κολουθ-ουμεν αυτάς τας πράξεις, έως ου νά κατε* 
Ρασ-9·^ τό τελευταίου ψηφιον 4 του διαιρετέου, και 
ουτω λαμΡάνομεν τό ζητούμενον πηλικον 9 4 2 8 3 .

Β άσ α νο ς.

9 4 ^ 8 3  
______ 8_

τ:542ύ 4

Ε ις τάς πράξεις, οσάκις ό διαιρε’της εχει έν μό­
νον ψηφίον, συντέμνεται η πραίςις , ως εδω ακολουθεί. 

Έ σ τω  νά διαipsS- ĵ 4 5 2 3 7 3 2 4  5.
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Αφ ού υπογραμμί­
σω μεν τον οιαιρετεον λε* 
νορεν, τό εκτον του 45 
ε^ναι 7 , το οποίον γρά-

4 5 2 3 7 5 2 4 ] 6 
Πηλικον. - 7 5 3 9 5 5 4  
Δοκιρή. 6

4 5 2 3 7 5 2 4
ιρορεν υπο του 4 5 , και ρενει 3 ,  το οποίον vospcος 
ενόνομεν με το ακό\ουθ·ον ψηφιον 2 , καί ούτως Ιχο - 
ρεν 3 2 ' το εκτον μέρος του 32  είναι 5 , το όποιον 
^ράφορεν εις τά όεξιά ίου 7 , και ρενει 2 ,  το' όποιον 
ηνωρενον ρε' τό ψηφιον 3 σχηματίζει 23  * τό εκτον 
του 23  είναι 3 , τό οποίον ^ράφορεν είς τά όε£ιά τών 
δύο προηγουμένων, καί ρενει 5 , τό όποιον άκολου- 
■9-ούρενογ εκ του ψηφίου 7 , £όόει 5 7 , τό εκτον μέρος 
τού 57  ε<ναι 9 & α 5 4 , καί ρενει 3 , τό ο'ποίον άκο- 
λουθ-ουρενον εκ του ψηφίου 3 όίόει 3 3 , τό εκτον του 
33 είναι 5 όιά 30  , καί ρενει 3 , τό οποίον άκολου-
3-ούμενον εκ του ψηφίορ 2  όίόει 3 2 , τό εκτον του 
32 είναι 5 ό ια 3 0 , τε'λος πάντων τό εκτον του 24 
είναι 4 * λοιπόν τό ζητουρενον πηλικον είναι 7 5 3 9 5 5 4 · 
Too οντι εάν πολλαπλασιάσοορεν αυτό επί 6 , ευρίσκο- 
ρεν ^ινόρενον 4 5 2 3 7 3 2 4 ·

Παροροίοος τό
όγδοον του αρι$·ρου 9 ^ 564.7 8

1 2 1 5 7 0 5  . . .
8 ♦ . <

είναι .. . " .

καί ρενει υπόλοι­
πον 7· . . ·

7
βάαανο*.

9 7 2 5 0 4 0
7

0 7 2 5 0 4 7

δυ όιαιρετεου είναι ρικρότερον του 8 , βλεπορεν, 
τι δεν ΰπάρχουσι δεκάδες εις το πηλικον , τότε 3-ετο-
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μεν Ο , δια νχ κρατ;?) τοπον, και καμνοντες να 
εξακολούθησή το ψηφίον 4 τ °ύ ψηφίου 7 των μονά- 
<5ων , το οποίον δίδει 47 » λεμομεν το ο^δοον του 47 
είναι 5 , τα οποίον νράφομεν εις τχ  δεξιά του μηδε- 
νος , καί με'νει 7 . . . . . .

§, 51. Ας ελθωμεν εις την περίστασιν, εις την 
όποιαν ό διαιρετέος και ο διαιρέτης είναι σύνθετοι 
εκ πολλών ψηφίων.

Διά νχ μνωρίσωμεν το'ν τρόπον της εκτελεσεως , 
προκειτθω νχ πολλαπλατιχτωμεν τους αριθμούς 594 
χχι 4^7 , χχι μετά ταύτχ θελομεν βεβαιώσει την 
πρχξιν δια της διαιρεσεως.

Προκύπτει εκ του πολλάπλατιασμού 
τούτου, ότι τό γινόμενον 25Q578 σύμκει-
τχ ι ex τριών μεριχων γινομένων του πολ­
λαπλασιαστέου 594  £πι τάς μονάδας, δε­
κάδας , και εκατοντάδας του πολλαπλασια-
στού 457 * λοιπόν άντιστρόφως , δοθεντος 259578  
του γινομένου 259578»  χαι ενός των παραγόντων 
του 594»  ° ία νά εύρωμεν τον δεύτερον παράγοντα, 
η τό πηλόχον της διαιρεσεως τούτων των δύο αριθ­
μών, πρεπει νά πασχίσωμεν νχ θεσωμεν φανερά εις 
τό γινόμενον 25Q578 τ ά τρία μερικά φινομενχ, εκ 
των ο ποιων σύμκειται. Τό πράγμα δεν φαίνεται τόσον 
ενχολον, εξ αίτιας τωνανχμωμων, αι όποιαι ε’πράχθη- 
σαν μεταξύ των ψηφίων είς την πρόσθεσιν των μερι­
κών γινομένων. 'Ήδη δια νά φθάσοσμεν εις τούτο , 
ιδού πο;ς συλλο^ιξόμεθα.

540
457

41581 7 8 2
2576
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259578 5Q4
2575 437

21 9 7 8
1782

458
4158

0000

δυνάμενον νά δά>ση όλιμώτερον από 
εκατοντάδάς, περιλαμβάνεται αναγ­
καίας εις τάς 25Q5 εκατοντάδας τον 
διαιρετέου, καί εάν ξητησωμεν τον με- 
j-αλητερον αριδ-μον των φορών, κατά 
τας οποίας ο 594  περιε'χεται εις τάς 
259 5 , το τοιοίτον ψηφίον εκφράζει τάς εκατοντάδας 
τον ολου πηλίκου. Πρώτον, τδ ψηφίον τούτο δεν είναι 
μεΐζον του ψηφίου των εκατοντάδων , επειδή τδ γινό­
μενον αυτού ε’πί 5Q4» δίδει αριθ-μον τινα μικρδτερον 
παρά 2595 εκατοντάδας, και τδ ολικόν μηλικόν εί^ 
ναι τουλάχιστον ίσον με τόσαις φοοαις 1 0 0 , οσαι μο­
νάδες ενυπάρχουν είς τδ ψηφίον τούτο.

Δεύτερον τδ ψηφίον τοντο δεν ε:ναι ελασσον 
τον ψηφίου των εκατοντάδων, επειδή εάν ηυ£ανετο 
μόνον κατά μίαν μονάδα? τδ  γινόμενόν τον επί 594  
ηδελ είναι μεΤςον των 25Q5 εκατοντάδων, και δεν 
εδυνατο επομένως νά σφα/ρεδ-^ από τον διαιρετεον * 
όντως, τδ ψηφιόν τοντο είναι τδ των εκατοντάδων 
τον πηλίκου.

Ή  δυσκολία είς τδ νά προσδιορίζωμεν τδ ψηφίον 
των εκατοντάδων του πηλίκου, συνίσταται λοιπον 
είς τδ νά £ητησωμεν πόσαις φοραις 25<)5 περιεχει 
5Q4 » γ\ τ δ οποίον είναι τδ αυτό , νά ξηττίσωμεν το 
ψηφίον, τδ οποίον πολλαπλασιαξομενον επί 594» 
αποτελεί τον άριδμόν τον πλέον ε^υτερον είς το 
2595· ’Κδυνάμε-S-a κατά πρώτον νά προσόιορίσωμεν 
τοντο το ψηφίον, αφαιρουντες διαδοχπκως, οσαις φο- 
ραις δυνηδ-ωμεν 594  απδ 2 5 9 5 , αλλ’ ενκολννόμεδα 
είς την αναςητησιν , παρατηρονντες κατά τον κανόνα 
(άρ. ι ρ )  του πολλαπλασιασμού ενός αριδ-μου με
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πολλά ψηφία επί αριδ-μον τινα με' εν μόνον, ore το 
25 εέ-άμεται, μείον τινών μονάδων προερχόμενων εχ 
των αναμωμών , από τον -πολλαπλασιασμόν τον ψη­
φίου 5 του 594 επί το ζητουμενον ψηφίον * λοιπο'ν 
εαν διαιρεσωμεν 25 διά 5 , λαμβανομεν πηλίκον 5 * 
τό οποίον ψηφίον είναι ολίμον μεμαλητερον του πρέ­
ποντος , επειδή εις τον πολλαπλασιασμόν του 594 ^πι 
5 » τό γινόμενον του 9 όπί 5, είναι 4$ δεκάδες , του- 
τεστι πρε'πει νά ενώσωμεν με τό γινόμενον του 5 επί 
5 η 25 εκατοντάδας 4·

λλς δοκιμάσωμεν λοιπόν τό 4. Το' γινόμενον 
των 5Q4 4 είναι 2 5 7 6 , αριθμός, ο'στις είναι μι­
κρότερος παρά 2595  , καί τον οποίον μράφομεν υπό 
τ*υτον τον τελευταΤον * ουτω λοιπόν 4 είναι τό αλή­
τε ς  ψηφίον των εκατοντάδων του πηλίκου , καί διά 
τούτο τον εμράψαμεν υπό τον διαιρέτην, ως ανωτέρω 
φαίνεται. (Βλεπομεν προσέτι, ότι 2376 είναι τό τρί­
τον μερικόν γινόμενον, τό κρατηθ-εν, όταν ε πολλα­
πλά σιάσαμ εν 594 επί 457)*

Άφαιρουντες 2376 από 2595, καί χαταβιβάξον- 
τες εις τό υπόλοιπον 2 1 9  τά ακόλουθα ψηφία του 
διαιρετέου , εχομεν 2 1 9 7 8 , αριθμόν, όσης σύμκειται 
ακόμη εκ του αθροίσματος των μερικών μινομενων του 
594 *** τάς δεκάδας καί μονάδας του πηλίκου . . . .

Δ ιάνα λάδωμεν τάς δεκάδας, συλλομι£ομεδ·α, ως 
ανωτέρω. Τό γινόμενον των 594 τάς δεκάδας 
μη δυνάμενον νά δώση ο’λιμώτερον από δεκάδας ενρί* 
σκέται ες ανάγκης είςτάς 21Q7 δεκάδας του νέου διαι­
ρετέου , καί εαν ςητησωμεν τον μεμαλητερον αριθμόν 
των φορών, %<χ$· ά'ς ό 594 «ερίεχεται εις 2 1 9 7 , το' 
ψηφίον τούτο S-ελει είναι εκείνο των δεκάδων τον πη­
λίκου. Βλε'πομεν κατά πρώτον, οτι δεν είναι πολύ 
μ-μαλον, καί επειδή τό μινόμενόν του επί 594 Κ9αί*
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ρεΐται από 2 1  07 δεκάδας, το πηλάον 3-ελ’ είναι καν 
ίσον με τόσας δεκάδας , οσας μονάδας εχει το ψηφόον 
τούτο. Μετά ταυτα δεν είναι ούτε πολλά μικρόν, 
επειδή εάν αυξήσω μεν αυτό από μίαν μονάδα, τδ μυ- 
νόμενόν τον ε’πΐ 59  4 ·3·ελει είναι μεμαλητερον των 
2 1 Q7 δεκάδων, και τότε δεν εδυνατο νά αφαιρε-S-fl 
από τον διαιρετεον 1 2 Q7 8 .

"*Ας ίδωμεν λοιπόν πόσαις φοράΐς 2 1 9 7  περιεχει 
594  » η μάλλον, κατά την ανωτέρω παρατηρησιν, πό- 
σαις φοραΐς 2 ! περιε^ει 5, κα'ι ευρισκόμενέ» αλλ εις 
τον πολλαπλασιασμόν του 594 £7r'c 4 » τό μινόμενον 
του 9 όπι 4 είναι 3 6 , τό οποίον δίδει 3 εκατοντάδας, 
διά νά τάς φερωμεν εις τό γινόμενον του 5 επί 4 ^ 
2 0 ’ ο3-εν 4 είναι πολύ μεμάλον ‘ ας δοκιμάσωμεν λοι­
πόν 3. Τό γινόμενον τον 594 £7T'C 3 είναι 1 7 8 2 , 
apt-9-μός μικρότερος του- 2 1 9 7  » xat τον οποίον μραφο- 
I- εν υπό τον 21 97 * ούτως 3 είναι το' ψηφίον των δε­
κάδων του πηλίκου, τό όποιον μράφομεν εις τά δε^ια 
του ψηφίου 4 » του πρότερον ευρε-5-εντος. (τό γινόμενον 
1782 είναι προσέτι τό δεύτερον μερικόν γινόμενον τον 
πολλαπλασιασμού των 594 ^  437)·

Άφαιρουντες 1782 από 2 1 9 7 , *αΐ καταβιβά- 
ζοντες εις τό" υπόλοιπον 4 1 5  τό ψηφιον 8 του διαιρε­
τέου, λαμβάνομεν 4 1 5 8 , αριθμόν, όστις παρρησια- 
ζει τό μινόμενον του 5 9 4  £7Τ'4 τάς μονάδας του πηλίκου.

Ζητουντες τέλος πάντων πόσαις φοραΐς 4158 πε- 
ριεχει 594» μάλλον πόσαις φοραΐς 4 1  περιεχει 5 ,  
ευρισκομεν 8 , αλλά 8 είναι μεμαλητερον του πρέπον­
τος , ο̂ ς δυνάμε-S-a ευκόλως νά ίδωμεν * δοκιμάξοντες 
δε 7, ευρισκομεν μινόμενον του 594 £7rt 7 4158 αρι­
θμόν , όστις άφαιρουμενος από τό υπολειφ·$·εν με̂ >ος 
του διαιρετέου δίδει υπόλοιπον μηδέν· ούτως 7 είναι
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το φημόον των μονάδων τον -πηλίκου' λοιπόν 4·~7 
είναι ro' ζητονμενον τηλικον,

Τιο οντι ποοκυπτει εκ των άνιο εΓοηαενων ποά£ε* 
ω ν, ort αμαιρεσαμεν διαδοχικως εκ του διαιρετέου 
25Q 578 , τα μερικά μινόμενα τον 5 (J4 -̂τί 4 εκατον­
τάδας , τρεις δεκάδας, 7 μονάδας, καί επειδή ύστερον
y ' r/-\ \ * c- / f / A *fας υΛας τας πραςεις οεν μενει νποΛοιπον , επεται, 

οτι 759578 είναι ίσον με' το' γινόμενον τον 594  s™ 
457-

§. 5 7. νΚστωσαν ηδη όνο apiS-μο'ι 5844657  
κα'ί 657 κατά τνχην λη<ρ5·εντες, και προκεισθ-ω να 
διαιρεσωμεν τον ενα διά τον άλλου.

Η πρ ωτη δυσκολία, την οποίαν 5844657  657 
απαντωμεν, είναι να προσδιορίσωμεν 5285  5851
τ r)v cvtiv κα'ί τον αριθμόν των άνω 
τερών μονάδων τον π?
cυωί κατά ποώτον c 
εαν λαβωμεν προτερον

' Iroaa γη μια,
/τουτεστι -

τοίαντα τριά ψημια περιεχωσι τον 550
διαιρϊτην , τότε τό ζητούμενου πηλικον 3-ελει εχει δε· 
κάοας χιλιάδος , άλλ επειδή οεν ακολουθεί τούτο εις 
το παρόν παράδειγμα , το πηλικον περικλείει πλειοτε- 
ρον από μονάδας χιλιάδος , και τουλάχιστον περιεχει 
μιαν, επειδή το γινόμενον τον 657 επι 1000 η 
0 5 7 0 0 0  είναι προφανώς μικρότερου τον διαιρετέου ’ 
όντως εχομεν βεβαιότητα, ότι τό πηλικον συντίθε­
ται από χιλιάδας, εκατοντάδας, δεκάδας και μονά- 
οας.

Διά νά ενρωμεν τάς χ ιλ ιάδας, παρατηρονμεν , 
οτι τό γινόμενον τον 657 επι τάς χιλιάδας μη δυνα·

οιάιρετης ,

ηλικου. γIV: ναι
ttανερον , ΟΤΙ ,

' εις τά αοι-I*7 > e
οσα εχει ο
> ι \τρία, και τα

5844657
5285

559057
5256

54057
5 285

1187
657
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μενον νά διόσ/j όλι/ώτερον αχό η λ ια ία ς ευρισκεται 
άνανκαιως εις τάς 3844 χιλιάδας του διαιρετέου. και 
εάν ζητησοομεν τον με/αλητερον αρι-3-μόν των φοροον , 
κατά τάς οποίας το' 057 χεριε'χεται είς 3 8 4 4 » ™ 
τοιουτον ψηφιον θάλει είναι εκείνο των χιλιάδων του 
χηλίκου * εχειδη χρωτον το τοιουτον ψηφιον δεν είναι 
με/αλητερον, διότι το γινόμενόν του εχι 6 ό 7 δίδει 
ολι/ώτερα χαρά 3844 χιλιάδας, κα: δυναται νάαφαι- 
ρεθ-β αχό τον διαιρετεον, καί οι* τούτο το χηλίκου 
είναι τουλάχιστον ίσον με τόσαις φοραις 1 0 0 0 , όσας 
μονάδάς εχει τδ ψηφιον τούτο, αλλά ούτε είναι μι* 
αρότερον, εχειδη εάν αυ-ηθ·/; αχό μιαν μόνην μονάδα, 
τό γινόμενόν του εχί 6 5 7  δίδει περισσότερον αχοί 
38 44 χιλιάδας και δεν δυναται νά αφαιρεθ-^ χλέον 
αχό τόν διαιρετεον.

"Ας ζηττίσωμεν λοιχον χόσαις φοραις 3 8 4 4  ^^ρι- 
εχει 6 5 7 , η αχλως χόσαις φοραις 38 χεριεχει 6 , ευρί- 
σκομεν 6 , αλλά 6 είναι με/αλητερον, εχειδη εις 
τόν χολλαχλασιασμόν του 6 5 7  εχί 6 , το γινόμενον 
του 5 εχι 6 είναι 3 0 , τό όποιον δίδει τρεις εκα­
τοντάδας διά νά χροσθάσωμεν εις τό γινόμενον του 6 
εχι 6 η 3 6 ' ας δ αναμασώ μ εν λοιχον τό 5 ' το' γινό­
μενον του 057 εχί 5 είναι 3 285 τό οχοΤον γράφε­
ται υχό τιον 3844·> και |3άλλομεν 5 εις τό χηλί- 
κον, εχειδη εκφράζει τάς χιλιάδας του όλου χηλίκου. 
Αφαιρουντες 3285 άχό 3844* και κατε;3άζοντες εις 
τό χλευρόν του υχολοι'χου 5 5  , τά άλλα ψηφία T'yJ 
διαιρετέου, συνά/ομεν 5 5 9 0 3 7  apiS-μόν, οστις συ/- 
χειται ακόμη αχό τά μερικά /ινόμενα του 6 5 7  εχι τας 
εκατοντάδας, δεκάδας και μονάδας του χηλίκου , και 
εχι του οχοιου χοέχει εποαζνωζνα συλλονισδ-ωαεν καιV , » I / » χ
να χράφωμεν , ο;ς είς τον χρωτον διαιοετεον. Δια να 
λ*. 3ωμεν τάς εκατοντάδας , λαμβάνομεν τάς 55Q6 εκα-
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τοντάοας τού νέου διαιρετέου, και £ητουμεν πόσαις 
φοραΤς 5 5 9 0  -rrepi-sx t̂ 057  , η άπλως πόσαις φοραΤς 
55  περιεχει 6 , και ευρισκομεν <) ως πηλίκο ν, αλλά 
το ρ είναι προφανώς μεμαλητερον, ό-9-εν άς δοκιμά- 
σωμεν το 8 * το os γινόμενον τον 057  έπι 8 είναι 
5 2 5 0  , aptS-μός μικρότερος παρά 5 5 9 ^  * ούτως 8 
είναι τό ψηφιον των εκατοντάδων του μηλικού , και 
νράφομεν τούτο τό ψηφίον εις τό πλευρον τού ηδη 
ευρεθάντος ψηφίου, και 5-ετομεν προσέτι τό γινόμενον 
5 2 5 0  υπό των 5 5 9 ^ ,  διά νά έκτελεσωμεν την α’φαί- 
ρεσιν.

Έκτελουντες την νεαν ταύτην αφαιρεσιν, και 
δράκοντες εις τό πλευρόν του υπολοίπου 3 4 0  τά 
άλλα  ψηφία 37 του διαιρετέου , συνάνομεν 3 4 0 5 7  
αριθμόν, όστις περιέχει ακόμη τά  μερικά γινόμενα 
τού 6 5 7  επι τάς δεκάδας και μονάδας τού -πηλίκου.

Διαιρουντες 3.403  διά 657  , δ' μάλλον 34  διά 
6 εύρισκομεν 5  ’ τό γινόμενον τού 057  eVe 5  είναι 
5 2 8 5  άοι-9-μός μικρότερος των 3 4 0 5  και εχτελε- 
λούμεν ταύτην την νεαν αφαιρεσιν.

Και ^ράφοντες εις τό πλευρόν τού υπολοίπου,.1 1 8 
τό τελευταΐον ψηφιον 7  τού διαιρετέου, ^υνά^ομεν 
1187 άριθ-μόν, όστις περιέχει προδηλως 6 5 7  - μ*αν 
φοράν* ούτως 1 είναι τό ψηφιόν των μονάδων του 
πηλίκου, τό όποιον γράφομεν εις τά  δεξιά των,τριό&ν. 
προηγουμένων, ο-^εν Ιχομεν 5 8 5 1  ζητουμενον πη­
λίκο ν. ; ' *'*·.;

Άφαιρούντες 'προσέτι 6 5 7 ' από 1187  εΰρώχοτ 
μεν τό υπόλοιπον 5 3 0 ,  τό όποιον φανερόνει, ότι ο 
δεδομένος διαιρετέος περιλαμβάνεται μεταξύ του ytVo·' 
μενού 6 5 7  δπι 5 8 5 2 ,  και εκείνου χου 6 5 7  ■'
5852 . ( Λ



Δ I Λ I Ρ Ε 2  E i l  2 . 6 ι

Δυνάρε5·α όε νά β εβ α ιώ σ ω μ εν  την πράξιν , πολ- 
λαπλάσιάξοντες 657 επι 585 ι * fi 5851 επι 077 * 
χ,αι προσ3·ετοντες το υπόλοιπον 5 5 0  εις τό ^ινό^ενον.

5851
657

40Q57
29255

35100
530

3 8 4 4 6 3 7

Β . Κ. Έρπορονρεν νά παρατηρησιορεν, οτι εις 
τον όρόρον rwv πράξεοον άρκε? νά κατεβάσαμε» εις το 
πλευρόν ε'κάστου υπολοίπου τό ακόλουθον ψήφ&ν του 
όιαιρετε'ου, ε£αχολου.$ουντες ό ντ ω ς t $ » ς  ν& tw t if it ir  
σοορεν όλα τά ψηφία του ίιαίρετεου*

33· Κ α ν « ν  Γ ε ν  ι χο  Διά ναίιαιρε'σΜρεν 
δύο ακέραιους άρι9·ρους , το'ν Jva όιά του άλλου* yp«- 
φορεν τον ίιοαρετην εις τά' όε£ιά του όιαιρετεαν,' τ^υς 
χϊορ^ξορεν &ά κάθετου.^ραρρης , και συρορεν ,άΧλόν 
o^tJ^iOv ypapp^v .yxo τον διαιρέτην* , ^  

ν  Η ετά  :ταυτα λ  αρβάν ορεν κατά τ ά ' α ρ ιότερφ;· 
ίιαΐ'ρ^Γρυ';τ^ρ·ά ψνψ/α /  οά{*· *£ει oV ^ α φ ίτ^ :;" -ί 
<ίΓδρ&ά<3τό̂ <ρόν^': εαν #  Iviacfi? Ύούτων ·τ5ν 
φίοονέιναι ριερότερα παρά τον όιαιρετήν · . purOL&&ί· 
ρατ^ορεν τ ο ν ι ^ τ ο ν '  μερικόν διαιρετέο», τόυ -οπό^ύ 
ό χαραχτ^ρ όχφρά^ι κατ’ ευθείαν τάς **·'£*■**&&» ^
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διαιρετέου, και το πρώτον ψηφιον εις τά αριστερά του
Οιαιοετου.)

Προσδιορισύ-έν το τοιουτον πηλιχον, το γράψο- 
μεν ύπο τον διαιρέτην, και πολλαπλασιαζδρεν τον 
διαιρέτην διά τούτου του ψηφίου , κα'ι αφο«ρουμεν το 
γινόμενον από του πρώτου μερικού διαιρετέου.

Ηατεβάζομεν εις το πλευρδν του υπολοίπου το 
ακολου-3-ον ψηφιον του διαιρετέου* 7j τοιχύτη ενωσις 
μας δι'δει τον δεύτερον μερικόν διαιρετέον, και ζητουν- 
τες , ως ανωτέρω , πόσα;ς φοραΐς ο τοιουτος δεύτερος 
μερικός διαιρετέος περιέχει τον διαιρέτην , ^ράφομεν 
τδ τοιουτον πηλίκου εις τά δεξιά τού πρώτου, και πολ- 
λαπλασιάξομεν τον διαιρέτην έπι τούτο τδ δεύτερον 
μηλικόν, και αφαιρουμεν τδ γινόμενόν απο τον δεύτε­
ρον μερικόν διαιρετέου.

Κατεβάξομεν εις τδ πλευρο'ν τού δευτέρου τούτου 
υπολοίπου τδ ακόλουθον ψηφύ.ν τού διαιρετέους όύεν 
λαμβάνομεν τον τρίτον μερικόν διαιρετέου, επι τον 
όποιου ενερρούμεν , ως και επι των ανωτέρω.

Εξακολουύ-ούμεν ταύτην την σειράν rorV πρά­
ξεων , έως ού νά κατεβασωμεν το' τελευταίου ψηφίου , 
προσέχοντες εις κάύε πρχξιν να μράφωμεν τδ μηλικόν, 
τδ οποΤον σύνάμομεν, εις τά δεξιά των προτέρων, (και 
τούτο διά νά δώσωμεν εις εκείνους την άληθανη ντους 
τιμήν) . ’Εάν ύστερον άπδ ολας ταύτας τάς αράξεις δεν 
μεν*/} τίποτε, η σιαιρεσις καλείται ακριβής* εαν ευ- 
ρωρεν υπόλοιπον , προσ.9-ετομεν αυτδ , όταν εκτελου- 
μεν την βάσανο ν, εις τδ γινόμενον τον διαιρέτου επ'ι 
το ευρεθ-εν μηλικόν.

§. 54. Άφ ού ωκειω-3-ημεν μέ τον τρόπον των 
διαφόρων τούτων πράξεων, ουνάμε-ύα προσέτι νά συν- 
τέμνωμεν πολύ τάς μερικάς πράξεις, εκτελούντες τούς 
πολλαπλασιασμούς και τάς αφαιρέσεις εις τον αυτδν
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vatpoV, ως θ-ελομεν το ιδεΐ εις το ανόλου-9-ov τταράδειρ- 
μα, τό οποίον είναι το τ.λεον δυ’σκολον, α-ττό όσα. 
είναι δυνατόν νά μας -τροβάλλωσι.

Νά διαιρεσωμεν Q039475 διά 2 7 8 9 ·
Λαμβανομεν ν.ατα ττρωτον τά ττρώτα τόσσαρα φ/)- 

(flee εις τα αριστερά του διαιρετέου , επειδή ri ενωσις 
των -περιέχει τον διαιρετήν, ναι διαιρουμεν 1)039 διά 
27 89» y) αττλως 9 διά 2 , ναι ευρισκομεν 4 διά 
μηλικόν. Τδ τοιουτον ψτ^ιδν εκβράζει ποσότητα υπε> 
τδ πρε’πον * επειδ/) 3-εωρουντες μόνον τά δυο πρωτχ 
ψη<ρια εις τα δεξιά του διαιρέτου , βλεπομεν , οτι 4 
ιροραΐς 27 δίδει 1 0 8 , αρι-9-μός μεγαλύτερος του 
g 6 ' δοκιμάςομεν 3 , ναι επειδή τρεις 'ροραΤς 27 
δίδει 81 , αριθ-μόν πολύ μινρδτερον του 9 6 , ειμ$3·α 
σχεδόν βέβαιοι ότι τό 3 είναι q()59475 2 7 8 Q 
τό αληθινόν ψηωιον των χιλιά­
δων του -πήλινου, τό οποΤον νοά-

' ' \ Λ > 1ςομεν υπο τον διαιρετήν.

1 2724 
15617 

174*5
υπόλοιπον 6 9 1 *

3453

Τουτου τε-5-εντος, αντί νά πολλχπλασιασωμεν 
2789 £7VC ο ,  ναι νά γρτί'οψεν τό γινόμενον υπό 
των 9 6 3 9 , διά νά πράξωμεν την ά^αιρεσιν, ττράτ- 
τομεν, οός ε’δω ακολουθεί ’ λεμομεν 5 <ροραΐς Q 
διοει 2 7 , 27 από 9 δεν δυναται, υποθ-ε'τω 9* αυ* 
ξανόμενον από 2 δεκάδας, ώστε ζατασταινεται 2Q , 
ναι άρα ιρουντες 27 από τό 2Q, εχομεν 2 . , το οποίον 
μράρομεν υ-ττδ τάς 4659 ? a r  ° δ υπομραμμισωμεν 
τον τελευταίου αριθμόν · 'παρατηρουμεν δε τώρα , οτι 
τάς δόο δεκάδας, τάς όποιας επροσθ-εσαμεν, τας εθα- 
νεισθ-ημεν εν του ψνφιου 3 , τό όποιον πλέον άξι'ξει 
1 , αλλά (αρι·$·μ. 1 4 ) ^άνομεν προδηλως εις το
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αύτο , $ίναι πλέον σύντομος y) πραξις , νά κρατό- 
σωμεν τάς δύο δεκάδας , διά νά τάς προσθ-εσωμεν εις 
το γινόμενον tojv δεκάδων τον διαιρέτου επί τδ πηλί- 
χον 3 , καί νά άφαιρέσιομεν τδ δλον από τάς δεκάδάς 
του διαιρετέου 9 6 3 9  ολικως λαμβανομενου.

Λε^ομεν μετά ταυτα 3 9°Ρα~? 8 κάμνουν 2 4 , 
και 2 δεκάδες αί κρατη-^εΤσαι κάμουν 20 , 2 6 . από 3
είναι αδύνατον , αλλά δανειζόμενοι 3 εκατοντάδας 
αϊτό τδ ψηφιον των εκατοντάδων σχη/'ατύζομεν 33 
δεκάδας , κα'ι αιραιρούντες 28 ατό 33 έχομεν υπό­
λοιπον 7 ι το οποίον γράιρομεν υπό τού 3 , του μερι­
κού διαιρετέου , καί κρατουμεν τάς τρείς εκατοντάδας.

3 φοραίς 7 κάμνει 21 * καί 5 τά  κράτη 5-εντα 
κάμνουν 2 4  > 2 4  άπό 6 είναι ίκδύνατον , αλλά 24  
άπδ 20 μενουσι 2 , τδ οποίον ^ραφομεν υπό τον 6 * 
τού μερικού διαιρετέου, καί κρατουμεν 2 χιλιάδας.

Τε'λος πάντων 3 9°Ρα^  2 κάμνουν 6 ,  καί 2 
τά κρατη-9-εντα σχηματίζουν 8 , 8 από 9 psvn  1 , τδ 
οποίον ^ρά^ω υπό τον ρ. με'νει λοιπόν 1272* εις τό 
πλευρόν του τοιούτου αριθμού κατεβάζομεν τό ψκ,-φιον 
4 τού διαιρετέου,, καί εχομεν τδν δεύτερον μερικόν 
διαιρετεον 127 2 4 » επί του όποιου πράττομεν, ως 
ανωτέρω.

Εις 12724 ποσάκις εισε'ρχεται ό 278ρ > ») εις 
τό 12 ποσάκις εισέρχεται τό 2 :  εισε'ρχεται 6 <ρο- 
ραίς, αλλά 6 καί 5 είναι μείζονα του πρέποντος, ως 
δυνάμεύ-α νά καταλάβωμεν, διά τούτο γράψομεν 4 
εις τά δεξιά τούτου εις τό πηλικον , καί Χε γομεν 4 
φοραίς 9 κάμνει 30 , 30 από τό 4 είναι αδύνατον, 
αλλά 36 από 44 μενει 8 , το οποίον 'γράγομεν υπο 
τόν '4> καί κρατούμεν 4* ^  φοραίς 8 κάμνουν 32 
καί 4 τά κρατηθ-εντα κάμνουν 3 0 , 36" από 2 είναι



Δ I A I P E Σ E i l  Σ. 6 5

αίυνατον , αλλά 36  άπο 4 2 · ρενει 6 , το οποίον ρρά- 
^ορεν υ'πό του 2 , και κρατουρεν 4 *

4 φοραΤς 7 κάρνουν 2 8 , και 4 Χρατη- 
θάντα κάρνουν 3 2 ,  32  απο' 37 ρενοι/ν 5 ,  τά οποΐα 
}φαφω υπο του 7 , και κρατώ το 3.

Τ έλος πάντων 4 f  οραΤς 2 'λάμνουν 8 , κα'ι 3 
τά κρατηθ-εντα κάρνουν i 1 , l i  από 1 2  ρενει ι , το 
οποίον χράφορεν υπό τον 2.

Τ ο  υπολοιπον ταυ της της νέας πράξεως είναι 
1 5 0 8 , εις το πλευράν του οποίου κατεβάζω το ακό· 
λουθ-ον ψηφιον του όιαφετε'ου , καί οότιος εχω 1 5 6 8 7  , 
τρίτον ρερικον ^ιαιρετεον, επί του οποίου πράττω κατά 
τον αυτόν τρόπον, ως καί επί των ρετ αυτόν, καί 
ευρίσκω τ έ λ ο ς  πάντων πηλάον 3450 ps το υπόλοι­
πον 6 ρ ΐ .  Ιόου ό πιναξ των πράξεων <$ι’ εν vs ον 
παραίειχρα.

2 0 0 6 0 8 9 6 9  3Q837
1 4 7 5 9 6  5037

2 7 8 8 5 Q
Ο.

§. 35. Πρώτη παρατηρησις επι της ίιαιρεσεως. 
Τό τελευταΤΛ τούτο παράδειγμα δίδει αιτίάν αξιολο- 
χου τίνος παρατηρησεως.

Ά μ  ού ευρηκαρεν ίια  πρώτον πηλικον 5 , και 
πριοτον υπόλοιπον 14 7 3 , κατεβάςορεν εις το πλευ­
ράν του τοιουτου υ'πολοιπου το ακόλουθον ψηφίου, και 
ούτως εχορεν όευτερον ρερικον όιαιρετεον 14739 * 
τώρα οΰτος ό ρερικός άιαιρετεος όεν περιεχει τον διαι­
ρέτην , λοιπόν τό όλον πηλικον δεν εχει εκατοντάδας, 
επειδή αν ρόνον η-3-ελεν εχει ριάν, τό γινόμενόν επι 
39837 επρεπε νά ά^αιρηται από του ρερικον οιαιρε- 
τε'ου 1 4 7 3 9 ) τά οποίον είνα; αδύνατον αλλα δια
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νά φυλάίςωμεν εις το ψηφι'ον 5 του πηλίκου την τιμήν, 
την όποιαν πρε'πει νά εχ?} , πρεπει να μράψωμεν είς 
τό πηλικον μηδέν, τό οποΤον κρατεί τον τόπον των 
εκατοντάδων, και κατεράςοντες μετά ταυτα εις τό 
πλευράν των 1473Q τό ακόλουθον ψηφιον 6 του διαι­
ρετέ’ον , ακολου-3-ουμεν την πράεμν, και ούτως 5 ελο­
μεν εχει διαδοχικως τό ψηφιον των δεκάδων και μο­
νάδων.

Έ ν  μενει οσάκις κατεβάσωμεν εις τό πλευράν 
του υπολοίπου τό ακόλουθον ψηφιον , και ο συναγό­
μενος μερικός <5ιαιρετεος δεν περιε’χει τον διαιρέτην , 
τούτο φανερονει, ότι τό πηλικον δεν εχει μονάδας της 
τά§εως του κατεβάζομε"νου ψηφίου , και τότε -S-ετομεν ο 
εις τό πηλικον, διά νά /Βαστάς^ Tr'jv θ-εσιν των μονχ- 
οων , αι οποίαι λειπουσι, και εις τον αυτόν καιρόν 
νά φυλάττ^) την σχετικήν τιμήν τών.ηδη ευρε-Βεντων 
σημαντικών χαρακτήρων , και μετά ταυτα εις τό πλευ­
ράν του τοιούτου μερικού διαιρούμενου κατε,Βαζομεν τό 
ακόλουθον ψηφίον, και ε&ακολουθ-ουμεν την πράξ’ιν.

§. 36. Δεύτερα παραττίρησις. ’Ό τ α ν  μερική 
τις πραίςις επράχ-Β-η καλω ς? τουΤεστιν όταν τό ψηφιον 
τού πηλίκου σχετικως προς ταύτην την πραίμν επροσ- 
διωρισ-Β-η με ακρίβειαν , δεν δυναμε-Β-α πλέον εις την 
ακόλουθον πρχίιν νά εύρωμεν πλέον από 9 εις το 
πηλι'κον * επειδή' εάν ευρωμεν μόνον 1 0 , φανερονει, 
οτι το προη^οόμενον ψηφιον ήτον μικρότερον μιας μο­
νάδας.

Έ χο μ εν  δε σημείον τι βέ,Βαιον, διά μέσου του 
οποίου μνωριζομεν , ότι εν ψηφιον του πηλίκου επ.οοσ- 
διορισ-Β-η με ακρίβειαν, δηλαοη όταν αφαιρεσωμεν τό 
μερικόν μινόμενον του διαιρέτου επι του τοιούτου 'ψη­
φίου , το υπόλοιπον, το οποίον συνάρομεν νά είναι 
μικρότερον του διαιρέτου* εάν τό τοιού^ον 'υπόλοιπον
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ε7ναι με^αλητερον η ίσον τώ διαιρετή, πρεπει νά a J- 
ζησωμεν αττο μιαν μονάδα το ευρε-S-sv ψηφ'’oy.

§. 5 7 · —  Ήπειδη εις τάς πρώτας τρ37ς αριθ­
μητικός εργασίας εκτελουμεν τους υπολογισμούς άρ- 
ζάμενοι από τά δεζια, φυσικά δύναται'τις νά ζηττίση, 
5ta ποιον δίκαιον εις την διαιρεσιν αρχιζομεν ίξ εναν­
τίας από τά αριστερά ; Δ ιά  να αποκρι5·ώμεν εις το 
τοιουτον ζήτημα, πρεπει νά παρατηρησωμεν , οτι μέ* 
το νά είναι ο διαιρετέος τδ άθροισμα των μερικών 
νινομενων του διαιρέτου επ'ι τάς μονάδας , δεκάδας, 
εκατοντάδας κα'ι εφεζης του πηλίκου, όλα ταΰτα τά  
μερικά μινόμενα ενόνονται αναμεταξύ των , και είναι 
αδύνατον νά χωρισωμεν το γινόμενον του διαιρέτουαπό 
τάς μονάδας, η το γινόμενόν αυτού απο τας δεκάδας, 
ε’ν ω ,  καθκός ανώτερου εοει'ζαμεν, φδ-άνομεν, ,ώ /ο χ ι 
εις τό νά άνακαλύψωμεν με ακρίβειαν τδ γινόμενον
εκ των ανωτέρω μοναοων , καν εις το να προσδιοοι-

 ̂ 1 ύ · / ~ τ ’ ' ' 'ζωμεν .εις ποιον μέρος του οιαιρετεου ευρισκεται.
'Κπομενως δυναμεθ-α να εκτελεσωμεν την πρα- 

£ιν από τά δεζιά εκτελουντες αυτήν δια μέσου αφαι­
ρέσεων , ως εδιδάζαμεν εις τον αριθ-μ. 78.

§. 3 8 . Ά ς  δώσωμεν τώρα χρήσεις τινας του πολ­
λαπλασιασμού και της διαιρεσεως.

Π ρ ώ τ ο ν  ς η τ η μ α .  Ζητείται η τιμή 2564  
πηχών ενός εΓδους υφάσματος, υποτιθέμενου, οτι 
η πη'χη άξύζει 1\1 φράγκα.

Ε πειδή  εκάστη πηχη εχει 4 ^ φράγκα, είναι 
φανερόν, ότι λαμβάνοντες ταύτην την τιμήν 2 5 6 4  
φοραΐς, S-έλομεν εχει την τιμήν των 2504  ™λ\'«ν ’ 
ούτως αρκεί νά εκτελεσωμεν το γινόμενόν του 4 ^ 
επ'ι. 2 5 0 4  * >) (άριθ-μ. 2 0 ) το' γινόμενον του 2564  
επ'ι 4 7  , και τό τοιουτον -$·ελ*ι εκφράζει τον ζητούμε-* 
νον αριθμόν ίων φράμκων.
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Ιόου η πρά^ις και η ]3άσανος αυτής με την 6ιαι'ρεσιν.
2 5 0 4  

_____ 47

1 794 8  
10256

12 0 5 0 8
2 6 5

47

2504
300

120 5 0 8
1_88

0 0 0
Λοιπόν 2 5 0 4  εχονσι 1 2 0 5 0 ^  cppayxα.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  £ η τ η μ α. Η πηχη ενός τίνος έρμου 
οικοδόμων εχει 3 9  ^ράμκα. Ζητείται πόσας πηχας 
ηθ-ελαν κατασκευάσει διά 83Q5 φράμκα* είναι φανε­
ρόν,  οτι οσάκις 3 Q τιεριε’χεται εις τάς 8 3 9 5 , τόσας 
πηχας ηθ-ελον κατασκευάσει. Δ ια  τούτο αρκεί νά διαι- 
ρε'σωμεν 8 305  δια 3Q , και το μηλικόν, το οποίον 
^■ελομεν, ευρΤ|, θάλει είναι ο αριθμός των ζητούμενων 
-πηχών.

Β ά σ α ν ο ς.
83Q5

50

39

205
1 0

215 π η χ : 1 0

39

215
_ J 9
19 3 5  
645 

1 0

83Q5
και ε’πειδη ευρισκομεν πηλικον 2 1 5 ,  και ύπόλοιπον 
1 0  , -πρέπει νά εξευρωμεν -ποιαν χρησιν μελλομεν να 
κάμωμεν επάνω εις το τοιουτον υπόλοιπον.

Παρατηρουμεν , οτι εάν ό οιαιρετεάς περιεΐ χε 1 Ο 
ολιμώτερα φράγκα , ούτος 7]θ·ελεν εΐσθαι τό ακρΐ|3ες 
γινόμενον του 3 Q 2 1 5 ,  ούτως ο αριθμός των ςη- 
τουμε'νων πηχιον ηθ-ελεν εΐσθαι 215 > αλλ* επειόη 
περιεχει ί ο  φράνκα περισσότερον, πρόκειται ναπροσ- 
διορισωμεν τό κλάσμα της πηχης , τό οποίον όυνάμε- 
•θα νά κατασκευάσωμεν με τά τοιαυτα 1 0  ιρρκμκα.
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Τώρα ρε' εν ιρράγαον η^ελαρεν εχε ι — r ηςπη-
ν , . ν 'p 9

χ η ς ,  ε’πειδη εχορεν 1 πηχην ;διά 39  <fpayxa. λ ο ι­
πόν ps 10 cppayxa, πρέπει νά εχωρεν ίο  <̂ οραΤς

η ^ της πηχης (όρα αριθ-ρ. 8 ). Ούτως 215 πη-
59 39

χαι πλέον ■ - της πηχης είναι το ζητουρενον αποτε-
39 f t t

λεσρα. Ούτως εν ysvsc πρεπει νά ρεταχειριζωρΙ^-α 
το υπόλοιπον μιας διαιρε’σεως , όταν εχτελωρεν ταυ- 
την την προ.ξιν , και εχωρεν σχοπο'ν νά λνσωρεν εν 
ζητηρα σχετικόν πρός συρκεκριριενους άρι5-ρούς.

Κννοουρεν την ρονάδα του πηλίκου (της οποίας 
η φόσις -προσδιορίζεται εκ της εχρράσεως του ςητη- 
ρατος) διηρηρενην εις τόσα ίσα ρερη, ο’σας ρονάδας 
περιέχει ο διαιρέτης, και λαρβάνορεν ε’κ των τοιού- 
των ρερων τοσάκις, όσας ρονάδας εχει το υπόλοιπον 
της διαιρεσεως , και ρετά ταυτα προσ$·έτομεν το' συν- 
αρόρενον -/Χάσμα, εις το ακέραιον πηλικον , τό οποίον 
η δη ε’προσδιορισαρεν.

Τ ρ ι τ  ο ν ζη  τ η ρ α .  Επληρώσαρεν 21478  
καδιά 8 9 ο πηχας ενός υ^άσρατος , και ζητουρεν την 
τιρη'ν ριάς πηχης.

Καν ηζεύραρεν την τιρην ριάς πηχης, επανα- 
λαρβάνοντες τας 8 9 5  φοραις, έπρεπε νά προκυψουν 
2 1 4 7 8  ιρράγχα. Δ ιά  τούτο αρκεί νά διαιρεσωρεν 
21478  διά 895 .

2 1 4 7 8
3578

895 Β ά σ  α ν ο ς.

893 23 9 Ρα/ κα 893  
8ίρ5

895
23

2685
1790

893
2 1478
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Και επειότ] ο όιαιρούμενος εχτός τον γινομένου τού 
8 ζ>Γ> $Vi 2.7 περιέχει και πλε'ον 8 Q7  φρά/κα, έπεται 
o n  η riper] μιας πηχης είναι 2 7 πλέον ενα. κλάσμά> 
το οσοιον ποόκειra t νά ποοσσιορισωμεν.

ι k i  Γ

Προ,* τούτο παρατηρουριεν, ^r t ' ^ 7  £'*aya^ a fx‘

8Q7

895
επανα-jSavo'ptsvov 8 9 5  φοραίς 1· Ούτως

λ^μρανόμενον 895 , οιοει 8 9 3 ,  και όιά τούτο 23

ιτλεον —-  ε.ναι ε!ς apc-S-μο'ς , οςτι ς πολλαπλασια- 
805

ζομενος επι 8Q5 αποτελεί 2 1 4 7 8 . Λοιπόν τέλος πάν-

των η ζητούμενη rear] είναι 2 3  φράγκα πλέον
893
«95

του φρχμκου.
Το τοιούτον εφαμόμενον συμφωνεί με τον εις 

το προημούμενον παράύειμμα συστη^άντα κανόνα.
Τ έ τ α ρ τ ο ν  ζ 7) τ  7) μ α .Ά ς  υποίτέσωμεν, οτι 498 

• άνθ-ρωποι έχουν νά μ$ριο·3·ωσιν ισάκις κεφάλαιο’ν τ ι απο 
1 3 4 8 7 0 8  φράγκα, και ζητείται τό αναλογούν εις 
καθ-ενα μέρος.

1348708
3527

4108
124

498
2708 φραμκα 124

498

2708
498

2 1 6 6 4
2 4 3 7 2

1 0 8 3 2
124

1 3 4 8 7 0 8

'Επειόη τό πηλικον ταύτης της ύιαιρέσεως είναι 
2708  9 τό υπόλοιπον 1 2 4 » όυνάμεθ-α νά συμπε- 
ράνωμεν, οτι εάν τό μεριστε'ον κεφάλαιο ν ηλαττουτο
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άπο 124  9 ράμ/<α, έκαστος ηΑίλεν εχει όιά το μερι­
κόν του 2 7 0 8  φράμκα* αλλ επειόη το' κεφάλαιον πε­
ριέχει 1 24 φράγκα -περισσότερόν παρά το γινόμενόν 
2708 επί 498» επεται, ότι έκαστος ποεπει νά λάβκ) 
2708 πλέον εν μέρος τών 124 9 Ρ ^ /χων* Δια ν* 
λάβωμεν μίαν ίοεαν τον τοιοντον μέρους, ας $·εωρη- 
σωμεν κατά πρώτον τον άριθ-μόν 124 έν ολον, 
το οποίον πρεπει νά όιαιρεσοψεν εις 49 8  f^p7) ^*1

r Λ ~ / ~ r  \ Λ ' 'και εν τιον τοιοντο:ν μεριον είναι το κλάσμά, το 
οποίον θ-έλει καταστήσει πλώρες το' άνω ενρεΑεν πη­
λίκων. Α λλά είναι πλε’ον ευληπτον να εννοώσωμεν 
(ως α’ριΑμ. 8) την μονάόα, ητις είναι εάιο το φραμ- 
κον, ότι διαιρείται εις 498 μέρη όσα , κα'ι νά λάβω- 
μεν 124 άπό τά τοιαυτα μέρη, το' οποίον μας όίόει

—--- άιά τό κλάσμα, το' όποιον πρεπει να προσΑεσω-

μεν εις τό ακέραιον πηλίκον.
§. .IQ. Σ . Κ. Τό τελευταιον τούτο παρά- 

όειμμα μας άμει εις μίαν παρατηρησιν , την οποίαν 
συχνά .S-ελομεν μεταχειριστώ , τουτεστι νά όιαιρεσωρεν 
τον αριθ-μόν 1 2 4  είς 4 9 8  μέρη ίσα,  άλλο όεν είναι, 
παρά τό νά λάβωμεν 124 9°Ρα^  τ ° 498 μέρος της 
μονάόος. Τω οντι ,  εάν αντί τον 124 είχαμεν μο- 
νον ι  νά όιαιρε-S·̂  εις 4 9 8  μέρη όσα, κά-5-ε μέρος

ηΑελεν είναι —— * α λλ ’ επειόη ο? αριθμός, οςτις 
498

μελλει νά αιμαιρεώ^ είναι 124 9°Ρα^  μεμαλητερος 
της μονάόος , εννοείται, ο τι τό αποτέλεσμα του με­
ρισμόν πρεπει νά είναι 12/» ^οραΤς· μεμαλητερον, η

ίσον με 124  ς ο ο α ί ς ------, η τεΜος πάντων μ ε ------ .
^  49»  498
Παρομοίως νά όιαιρεσωμεν ϊ5  εις 28 μέρη 

ίσ α , άλλο σεν είναι, παρά τό νά λάβωμεν 15 9 ° '
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ραΤς τό εικοστόν ο/δοον μέρος της μονάχος* επειδή 
εάν μόνον είχαν,εν l  va διαιρέσωμεν εις 28 μέρη

2 8
1 5 ,

·* '· * . η ενα αοι^
, «

·«- · 1 εξαγόμενόν
1 * λ 15

5 a s ’ 71 «** 2 8 .
Έ ν  γενει δια να διαιρέσωμεν dpiS-μδν εις τόσα 

μέρη ίσ α , όσαι μονάδες είναι εις άλλον τ ινά , απαι­
τείτα ι νά διαιρεσωμεν την μονάδα εις τόσα μέρη ίσα , 
όσας μονάδας έχει ο δεύτερος , και νά επάρωμεν έν 
τούτων των μερών τόσαις ^οραίς , άσας μονάδας εχει 
ό πρώτος.

§. 4 0 . Ά πό τάς δύο άποδεδει/με'νας προ­
τάσεις εις τούς άρι-9-μούς 25 και 2 6  εξά^ομεν μερι­
κά; συνέπειας, τά ; οποίας είναι καλόν να ^νωρίσωμεν, 
επειδή αύται συχνότατα μεταχειρίζονται εις την αριθ­
μητικόν.

Παρατηρουντες πρώτον από όλα , οτι ύστερον 
από τούς ορισμούς τον πολλαπλασιασμού κα'ι της διαι- 
ρέσεως τών ακεραίων αριθμών, καταστα ίνομεν εν a 
ακέραιον αριθμόν τόσαις ^οροιΤς με^αλητερον, η μι­
κρότερο*; , οσας μονάδας εχει ο ά λλος , πολλαπλα- 
σιασιαζομίνον η διαιρούμενου του πρώτου διά του 
δεύτερου.

Ο ντω ς, όταν πολλαπλασιάζω μ εν 2 4  έπι 6 , το' 
γινόμενον είναι 6 φοραις με/αλητερον του 2 4 1 έπειδη 
συνάγεται εν. της προσ^εσεως 6 αριθμών, τών οποί­
ων έκαστος είναι ίσος με τό 2 4 - Παρομοίως εάν διαι- 
ρέσωμεν 2 4  διά του 6 , τό πηλίκον είναι 6 φοραις 
μικρότερου του 2 4  > επειδή το' πηλικον τούτο λαμ- 
βανομενον 6 ^οραϊς αποτελεί τό 24·



ή i A 1 Ρ Ιί 2 li ίΐ Σ. 73

Τούτου τε^εντος, λεμιο κατά πρώτον, άτι εάν 
εις ενα πολλαπλασιασμόν καταστήσω τον πολλαπλα­
σιαστήν, η τον πολλαπλασιαστεον με ενα τινά αριθ­
μόν φορών μεμαλητερον , η μικρότερου, το μινόμενον 
κατασταινεται όια ταυτην την μεταβολήν, τόσαις φο- 
ραις μεμαλητερον η μικρότερου.

’Έ σ τω  π. χ. νά πολλά πλασιάσωμεν 47 επι 6 , 
κα\ άς υποθ-εσωμεν, ότι αντί νά εκτελεσωμεν ταύτην 
την πράξιν , πολλαπλασιάζομεν 47 επι 2 4 » πό οποίον 
είναι τετράκις μεμαλητερον του 6 ,  και επειόη , εκ 
τών όσα είπομεν είς τον αριθμόν 25 , σιά νά πολλα­
πλασιάσαμε·./ 47 ^4  απαιτείται νά π ίλλαπλα-
σιάσωμεν 47 επι 6, και το' προκύπτον γινόμενον επ'ι 4 > 
επεται οτι το γινόμενον του 47 επι 24 sivat ίσον με 
τεσσαοες φοραις το μινόμενον του 47 £πί 6 ,  η τεσ- 
σαρες φοραΐς μεμαλητερον του μινομενου τ^υ 47 
επι 6.

Και άνάπαλιν, ε'πειάη το' μινόμενον του 47 
επι 6· (το οποίον είναι το τε'ταρτον του 2 4 ) είναι 
τετράκις μικρότερου του γινομένου των 47 επι 2 4 » 
επεται οτι εάν καταστησωμεν τον πολλαπλασιαστέου 
τετράκις μικρότερου, τουτεστιν άν όιαιρεσωμεν αυτόν 
όιά του 4 > τότε τό μινόμενον όιά ταυτην την μετα^όο- 
λην θ-ελει μεν;/] τετράκις μικρότερου.

Κίάομεν αλλαχού (άρι-5-μ. 2 6 ) ότι είς τον ττοΛ.- 
λαπλασιασμόν όυο παραμόντων όυνάμε^-α να αντιστρε- 
φωμεν την ταςιν των παραμοντων. Λοιπον το ο, τι 
είπομεν σχετικώς πρός τον πολλαπλασιαστήν , εφαρμό­
ζεται παρομοίως και είς τον πολλαπλασιαστέου.

Εκ τούτου επεται, ότι άε'ν αλλάττει η τιμή του 
μινομενου, όταν μεν;/) ό πολλαπλασιαστέος ενα αριθ­
μόν φοραις μεμαλητερος, αρκεί είς τον αυτόν καιρόν 
νά καταστησιομεν τον πολλαπλασιαστήν ενα αριθμόν
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φορά?; μιχρότερον. τουτεστι πολλαπλάσιά^,οντες το'ν 
ποωτον παράγοντα επι άρι3μόν τινά , και &αιοουντες 
τον δεύτερον οcoc του ίδιου αοι3μου ’ επειδή με την

r ~ ς, r > /· '' , 1 ■>«τρωτήν πραςιν χατασταινομεν το γινόμενόν ενα αριθ­
μόν φοροον μεμαλητερον , χχι με την δευτεραν ενα ίσον 
αριθμόν φορών μι/ρατερον, και ούτως γίνεται π αντ­
αμοιβή.

Κίς ταυ την την τελεύταγαν συνέπειαν επιστηρί- 
υεται έ'ν μέσον, το οποίον πολλάκις μεταχειριζομε- 
■θα , διά^νά ;3ε(3αιό^ο5\ιεν τον πολλαπλασιασμοί.

*Ινστω 5 4 7 . νά πολλαπλασίασα^) επι 7 2 . Αλ­
λά το νά πολλαπλασιάσωμεν 5 4 7  επι 72 άλλο δεν 
είναι, παρά νά πολλαπλασιάσωμεν δύο φοραις το 347 
η 094 -~'ι το' yJrti7i; του 7 2 ,  η επι 36 * ούτως άφ 
ού πολλαπλασιάσωμεν 547 επι 72 , δυναμεθ-α μετά 
ταυ τα νά πολλαπλασιάσωμεν 0 Q4 επ '~ 3 6 , */.αι εάν η 
πρώτη spyασια είναι αχρι^ης, πρεπει νά ε^αναευρωμεν 
το'ν αυτόν αριθμόν.

Ήθη επειοη εις την διαίρεσιν ο διαιρετέος είναι 
το μινόμενον , τον οποίου ο διαιρέτης χαι το πηλάον 
είναι οι ουο παράγοντες, επεται ότι εάν καταστήσω- 
μεν τον διαιρετόον ενα τινά αριθμόν φορών μεμαλητε- 
ρον η μιαρότερου, τουτεστιν εάν τον πολλαπλασιά- 
σωμεν η διαιρεσωμεν δι ενός αριθμού αχεραιου, 
τό πηλάον διά ταυτης της τροπής πολλαπλασιάςεται 
η οιαιρεΐται δια του ίδιου αριθμού.

Τώ οντι επειοη μετά την τροπήν τό πηλάον 
πολλαπλά σι αγόμενου επ'ι τον δι αιρετήν χρεώστε? νά 
αποτελεσ:^ ενα οιαιρετεον /.αά ενα τινά api-S-μόν φο* 
ρών ιιεναλητεοον η αικοότεοον παοά το'ν πρώτον, ποε-Γ  ̂  ̂ ι * * ι ι  ̂ 1 ^

ες ανα/λη; > του ocoupersou μίνοντος του ou/rou , 
νά είναι τό πηλάον μεμαλητερον η μι/ρότερον /ατά 
τον αυτόν τούτον αριθμόν των φορών.
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Ι \ at αντιστρό^ως , εάν αμελουντες τον όίαιρ?- 
τεον καταστϊίσίομεν τον οιαιρετην ενα τινά api-S-pov 
copceV ρε^αλ/]τερον η μιν.ρότΞρον , το πηλίκου άιά 
ταυ'της της πρα^εως κατασταίνεται εναμσον αρι-9-μόν 
μικρότερου η μεμαλητερου. Το~ οντι είναι η ρόνη υπό- 
S-27'.ς f την οποίαν ημπορουμεν να. όεγθ-αμεν , οίστε o' 
πολλαπλασιασμός νά όάσ-/) το αυτό γινόμενον , η 
τον αυτόν όιαιρουμενον.

Λοιπόν πολλαπλάσιαζομενου ί) όιαιρουρενου του 
οιαιρετεου και του όιαιρετου οιά του ίόίου αριθμού , 
το πηλίκον οεν αλλάττει* επειοη εάν εκ της εις τον 
οιαφετεον γινόμενης μεταβολής, πολλαπλασιάυομεν 
η όιαιρουμεν το πηλίκον επι ενα αρι-3-μον, η ο ευ τέρα 
μεταβολή καταστα όνε ι αυ’το ενα άρι-9-μόν cpopcov μικρό- 
τερον η ρεραλητερον, και ουtw γίνεται η ανταμοιβή.

ΚΕΦΛΛΑΙΟΝ Βλ

Περί  Κ λ a <7 ρ ά Τ »  V.

§. / j i .  Ε ίόορεν  7*0η (εις τον άριθ-ρ. 1 και 3) τό 
εστί κλάσμα, και ποιαν ιοεαν πρεπει να λαβεομεν αυ­
τόν. Πάντοτε οιακρίνονται ουο όροι εις ενα κλάσμά ,
» ' \ * Λ ' f 'ο παρονομαστής και ο αρι-πμητης * ο παρονομαστής 
οε-κνυ'ει εις πόσα ίσα μέρη εοιαιρε5η η ρονάς , και ο 
αρι5·μηττ)ς πόσα λαμβαΑορεν απο' ταυτα τά μέρη* η 
ενωσις των] λαρβανορενιον μερεον συσταίνει τό ολον.

Ου'τως «ίς τό κλάσμα — , το οποίον ζχ<ρρχζομ2ν τρία,
4
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τέταρτα , 4 ο παρονομαστής και φανερονει , ore
τ, μονάς εδιαιρέ5-η εις 4 με'ρ7I Γσα , 5 είναι ο αοιθ-μη- 
της y.at φανερονει , ότι λαμβάνομεν rpta α’πό τά τοι-

1 1
αυτα μέρη. Παρομοίως το κλάσμά ·—  , το' οποίον εκ~

1 2
φράΓομεν ένδεκα δωδέκατα, δηλοί, οπ  η μονας εδιαι- 
ρέση εις 12 μέρη Γσα, x̂ t't οτι ελάβομεν τα 11.

ΚΓοομεν παρομοίως (εΓς τον αρι3·μ. 39 )5  ότι εν 
13 <■

κλάσμα, ως το' — , είναι ισοδύναμον με τδ δεκατον 
15

πεμπτον με'ρος ενδς ολου, εκβρασμένου διά 13* του- 
τέστον εν κλάσμα ούναται νά -9-εωρη^ί) και ως τδ 
πηλίκον του αριθμητού του , διαιρούμενου διά του παρ- 
ονομαστου του , ώστε δεκατρείς φοραΐς τό δέκα τον 
πεμπτον της μονάδος , η δεκατρία δε’κατα πέμπτα, και 
και τδ δεκατον πεμπτον μέρος του δεκατρία η 13 δι- 
αιρουμενον οια 15 είναι εκφράσεις ταυτοσημαντοι.

§. 4 -·  Απδ τδν ορισμδν, τδν οποίον εδώ- 
καμεν εις τδν apiS-μητην και παρονομαστήν πορίζεται 
τ) ακόλουθος συνέπεια.

1°Λ ’Εάν μη εγγίζοντζς τδν παρονόμασαν ε'νδς 
κλάσματος πολλαπλασιασωμεν η διαιρεσ-ωμεν τδν αρι- 
.S-μητήντου οι ενδς api-S-μου , τδ νεον κλάσμα 3-ελει 
είναι τόσαις φοραΤς με^αλήτερον η μικρδτερον του 
πρώτου, δσας μονάδας εχει ο τοιουτος αριθμός.

Τω οντι,  όταν πολλαπλασιασωμεν τδν άριθμη- 
T/)V επ'ι 2 , 3 , 4» χτ·̂ * δεικνύομεν εκ τούτου, ότι 
λαμβάνομεν 2 ,  3 ,  4> κτλ. φοραις περισσότερα μέ­
ρη των πρωτων , και επειδτ] τά μέρη είναι τά αυτά , 
τδ νεον κλάσμα είναι 2 , 3 ,  4 κτλ. φοραΐς με^αλήτε·

ρον * ούτως έστω τδ κλάσμα — , είναι φανερόν, ότι
2 3
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12 48 <24 Λ τ <« /
— , — , - - τ. A. £'vat χλχσματα 2 ,  3 , 4 co- 
<25 25 25 τ
ρα?ς ρεραλητερα τον προ'του.

Κχ τον εναντίον, εάν όιαίρεσχρεν τον αριθμητήν
&α τον 2 , 5 ,  4 ν-  τ · λ. ίείχνορεν, οτι λαμβάνορεν
2 , 3 ,  4 ολινωτερα pip η* λοιπόν / .  τ. λ.

a » 3 2 ~ _ , ~
Οντως · ··, -■ - ε-ναί 2 , 3 cooaic μιζροτερα τον 

25 2ϋ 4 ‘ Γ

25
2 6Λ Καν μη £/ναξοντες τον αρι?μητην. πολ.- 

λαπλαοιάτωμεν η μιαιρέσωμεν τον παρονομαστην ενός 
'/.Χάσματος <£ι ενός apiS-μου , 0tatoovp:v η πολλαπλα­
σιάζομε'./ το /λάτρα  επί τοντον τον αριθμόν.

Ί ’ω οντί όταν πολλαπλασιάζωμεν επί 2, 5, 4*τον 
παρονομαστήν, τότε <5ιαιρονμεν την ρονάοα εί’ς 2 , 3 ,  
4 μέρη περισσότερα τών πρότερον, / a t  το εί’οος τού­
των των τελευταίων ρερχν της μονάοος stvac 2, 3, 4 
pt/ροτερα, χαι επε^η Χαμβ άνορεν πάντοτε τον αν τον 
αρι-9-ρον τούτων των ρερχν , ε'πεται, ότι το /λά τρ α  
είναι 2 , 3 , 4  μι/ρότερον τον πρώτου.

Κ£ εναντίας, ε’άν &α'ρεσωμεν τον παρονομαστήν 
όίά τον 2 , 3 ,  4» μοΐ)άς ενρ'σ/εται όίαίρημε'νη εις 
2 , 3 , 4  9°Ρα^  ολιρωτερα μέρη , /a t  ούτως το εΐόος 
tcov τοιοντων μερών της μονάοος είναι 2 , 3 , 4  V0" 
ραΤς με^αλητερον τον εόύονς των πρώτων ρερχν. Λοι­
πόν / .  τ. λ.

3 Δεν τρέπεται ποσώς η τιρη ενός χΛασμα- 
τος, όταν πολλαπλασιάζωμεν η tTtatpcopsv τονς <5νο 
τον ορονς όιά τον totου apt-S-pov.

Τω οντι η τροπή τον apt Αμητόν χατασταινει το 
/λάτρα  άνα τινά αριθμόν φοράν ρε/αλητερον η ρι/ρά-
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τερον , αλλ η τροπή r, γινόμενη επι του παρονομα-
στου , τό'κατασταίνει εξ εναντίας τον αυτόν αριΑμόν
<ρορων μικρότερου η μεμαλητερον, λοιπόν γίνεται r, αντ-
άμοιρη, καί χ] πμ η  του κλάσματος εμεινεν η αυτή.

/Λν , Λ# 6 Q 1 2  15 τ
Ούτως τα κλασματα , —- , - · , — είναι

8 12 10 20

ολα ισοόυ'ναμα με το κλάσμα - - , επειόη αυ’τά συν-
4

αμονται εκ του πολλαπλασιασμού εκα'στου των ουο
ορών του επι 2  , 5 , 4» 5 . ΙΙαρομοιως το κλάσμα
24  r \ » . / 1 2  Λ 8 Λ 6 ,
—-· είναι ίσον με το κλάσμά - , χι - , η —, επει-
36  Γ 1 8  18 9
οχ] ευρισκομεν αυτά όιαιρουντες τους ουο ορού; του
24  * χ Λ ,—  οια 2 3 3 , 4*
30

Αυται αι όια^οροι -προτάσεις όυνανται να 3·εωρη- 
·$·ο~σιν, ο:ς συνεπειαι του δευτέρου τρόπου του Αεωρεΐν 
τα κλασματα (cp. αρι-$·μ. 4 1 ·) *αι των αρχοον , τάς 
•οποίας επάνω εις την άιαίρεσιν (άρι-9·. 4 Ο.) εσυστη- 
σαμεν.

§. 4 3 . Επειόη η ανάμκη της ε’<ραρμομης της τρί­
της προτασεως άπανταται συχνά, νομιζομιν χρέος να 
οωσωμεν άεΐξιν τινά αυτής ευθείαν και ανεξάρτητον 
από τάς ουο πρωτας.

5
'Α ς λά^ωμεν προ'ς παράόειμμα τό κλάσμα —, και

άς πολλαπλασιάσοομεν του'ς όυο όρους 5 και 8 επι 3, 
• 15

εντεύθεν εχομεν —  * λενω , οπ  τό τελευταΐον τούτο 
/ ~ 2 4

κλάσμά είναι ίσοουναμον με το' προ:τον.
Top όντι α μ ού ν’ αργικχ) μονά; όι^ρεΆη εις 8 

ίσα μέρη/· άς οιαιρεσωμεν έκαστον όμόοον εις τρία ίσα
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a sp ] , ή μονάς ευρισκεται ουτω οτ/ιρημειη εις είκοσι- 
τε’σσαρα μέρη ισα, έκαστον 02 ογδοον αξίζει τρία. ε A 
χοστά τέταρτα, και πεντε ομόοα αξίζουν πεντάκις τρία, 
η όεκαπεντε εικοστά τέταρτα , 0ηλα07| τα κλάσματα

— και - εγουν ακολούθως την αυτά,ν τιμήν. Κατά
8 24

\  f  .  - ’ Λ '  Λ ?  '< -  "  Ν ^ 1  X y  ■ *τον αυτόν τοοτον η5εΛαμεν οειυει, οτι τα - , και - ,
1 12 ()0

εκ των οποίων το τελευταΤον σχηματίζεται τολλαπλα-
σιαςομενιον το:ν όυο ορεον 11 και 12 του τράτου ετ ι
5 , είναι ισα.

Έ πειόη αντιστρόιριος τερνουμεν ατό τό κλάσμα 
5 < > ~ ^

εις το' κλάσμά - , acp ού ληυ-S-yj το τρίτον έκαστου15

24 8
55 ,

των όρων του προίτου, και ατό τό κλάσμα — εις τό
‘ 6θ

■κλάσμά - t ac  ού XiypS·^ τό πεμπτον των όύο ορών 
1 ^ '

του πριότου , συμπεραινομεν, ότι τό κλάσμα £εν αλ-
λάττει τιμόν , όταν πολλαπλασιασ-λωσιν η 0ιαιρε5ώ-
σιν οϊ δύο του όροι επι του'αυτου αρι-λμού.

"Ας περάσωμεν τώρα εις τάς διαφόρους ερμασιας,
τάς οποίας όυνάμε-S-a νάπράΐςωμεν επ'ι τεον κλασμάτων,
οιά τόν λύσιν ενός ζητήματος , του οποίου τά διδόμε-
να είναι κλάσματα η κλασματικοί apiS-μοι.

Αλλά πριν εκ-λε’σωμεν τάς τεσσαρας 5εμέλιώ-
όεις ερρασιας , 5ελομεν μνωστοποιησει όυο μεταμορ-
φισσεις αυτοόν των κλασμάτων , αίτινες είναι μεραλω-
τάτης γρησεοος, και σχηματίζουν δύο εϊθη μερικών
πράξεων τού υ π ολ ορισμού των κλασμάτων.
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Ά  ν α γ  & γ  η τ ω ν  κ λ α σ μ ά τ ω ν  ε ι ς  τ ο ν  α υ τ ο ύ  
• π α ρ ο ν ο μ α σ τ ή ν ·

4 4 * W μεταμορφωσις αυτή εχει σκοπόν να
ovary; εις το αυτό εΐίος είτε σις τον αυτόν παρονομα- 
στην ουο οοετεντα κΛασματα οια^ορου ε^οους , η οια- 
c ο ρ ε τ ικ ω ν παρονομαστών* τώρα η αρχή, κατά την 
οποίαν <5εν τρε’πεται η τομή ενός κλάσματος, αφ ου 
πολλαπλασιάσουν οΐ ουο του opot έπι τον αυτόν αρι­
θμ ό ν , μας προμηθ-ευε'. άπλούστατόν τι μέσον, όιά νά 
εκτελεσωμεν ταύτην την μεταμόρφωσιν.

*Κστωσαν π. χ. τά κλάσματα — κα ι-— , τά

οποΐα πρόκειται νά άνάςωμεν εις τον αυτόν παρονο­
μαστήν.

’Εάν πολλαπλασιάσαμε ν τους όνο όρους 3 κα'ι 4 
του πρώτου κλάσματος επι τον 7 παρονομασην του όευ- 
τερου , και τ̂ ου'ς ουο όρους 5 και 7 του όευτερου επι

21
4 παρονομαστήν του πρώτου , Ο λ ε  ι-προκόψει — και 

ο 0
— οιά τά  όνο ζητούμενα κλάσματα.
2  8

Τά κλάσματα ταυτα έχουν την αυτήν τιμήν με' 
τά οεάομενα κλάσματα, κατά την αρχήν, την οποίαν 
ε^ανερωσαμεν, περιπλέον ζξ ανάγκης εχουσι τον αυτόν 
παρονομαστήν, επειόη ο παρονομαστής έκαστου πορί­
ζεται εκ του πολλπλασιασμου των όόο προέτων παρο­
νομαστών 4 και 7 ·

»w / ' λ ' 4 5 Ο νϋστωσαν προσέτι τα κλασματα — , — , ·— νσ
Γ 7 8 1 1

αναχ3·ωσιν εις τον αυτόν παρονομαστήν.

> \
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Πολλαπλασιάζουν τους δυο όρους 4  *ftt 7 τού 
πρώτου κλάσματος ε’πι 88 γινόμενον τών παρονομα­
στών 8 '/.at 11 του δευτέρου και τρίτου. κλάσματος , 
ρετά ταυτα τους δυο ορούς 5 και 8 του δεύτερου κλά­
σματος επί 77 γινόμενον το:ν παρονομαστών 7 καί 11 
του πρώτου καί τράτου κλάσματος, τέλος τους δύο 
όρους 6 καί 1 1 τού τρίτου κλάσματος επί 56 γινόμε­
νο'/τών παρονομαστών 7 καί 8 του πρώτου καί δευ-

r j’. u * ι ι λ ? 352. 5 8 dτερου. Ούτως εχομεν τα νεα κλασμσ,τα ■— —, ,
« 6  6 1 6  616
όιό*

Τ ά κλασματα ταυτα έχουν την αυτήν τιμήν, ως 
τά πρώτα, και έχουν τον αυτόν παρονομαστήν, επει­
δή σννάγοντat εχ'&οΰ γινόμενόν των τριών παρονομα­
στών, 7 ,  8 και 11*

Σ . Κ. Αληθώς εδεχ$·ημεν μ:αν αρχήν, otc* το 
γινόμενον ενός ο'ποιουόηποτε apiS-μου παραλύτων stvae 
πάντοτε τό αυτό' κα-3- ο'ποιαν δήποτε τά£ιν λάβωμεν 
τους παράγοντας εις τον πολλαπλασιασμόν , εν ώ η 
τοιαύτη άρχη δε'ν άπεδειχύη (εις τον άριύ-μ. 2 6 ), παρά 
μόνον εις Την περιστασιν ουο μόνον παραγόντων, αλλά 
τομείς θ-ελομεν την αποδει|ει εις οληντης την εκτασιν 
εις τό εον· κεφάλαιον.

Γ ε ν ι κ ό ς  Κ α ν ώ ν .  Δι ά νά άνά|ωμεν ενα τι- 
νά άριύμόν κλασμάτων εις το'ν αυτόν παρονομαστήν, 
πολλαπλασιάζομε'./ διαδοχικές τούς δύο όρους έκαστου 
κλάσματος επί τό γινόμενον τό αποτελεσδ-εν ες ο'λων 
των άΛλων παρονομαστών.

‘Έστω διά νεον παράδειγμα τά πεντε κλάσματα
3 7 10 ίο  , 2Q a ' λ ο ' λ '• * , —  , — , —  και — . Δια πλειοτεραν απλοτη-
8 11 13 25 43 Γ
τα διατάττομεν ουτω τη'ν πράςιν.

6
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3 7 10 23 29

8 11 13 25 4 *
155725  * 111800  · 94&οο * 49*19^ * 2 8 0 0 0  *

4 6 117βι- 7 8 2 0 0 0 0 4 9 οοο 11314*6 82Q40
1 2 2 9 8 0 0 ’ 1 2 2 9 8 0 0 ’ 1 2 2 9 8 0 0 ’ 122Q 8 θ θ ’ 1 2 2 9  800.

Καί αψ ον σχήμαιτίσωμεν το yivo^svov των πόν­
τε  παρονομαστών, 8 ,  11 , 1 3 ,  25 καί 45, οίτινες 
ζίδονσι διά γινόμενον 1 2 2 Q 8 0 0 , διαιρονμεν διοιόο- 
χικώς τό γινόμενον τοντο ο* έκαστου των παρονομα­
στών, καί λα μβάνομεν τα πεντε πηλίκα 153725  , 
1 1 1 8 0 0 ,  9 4 ^ 0 0 , 4 9 1 9 2 . 2800(L·, τά οποία μρά· 
φομεν αμοιβαίως υπο τα πεντε ■ δεόμενα  κλάσματα , 
μετά ταυτα πολλαπλασιαζομεν τους συο ορούς έκα­
στου κλάσματος επί το πηλίκο ν το ανταποκρινόμενον 
εις αυτους , κα'ί ο'λα τα κλάσματα ούτως αμουται εις 
τον αυτόν παρονομαστήν.

'Ο  λο'μος ταυτης της πράζεως ευκόλως γίνεται 
καταληπτός. Επειοη ο αρι-9-μος Ι 2 2 9 8 ΟΟ με' το να 
είναι το μινομενεν των πεντε παρονοματαν , το πη- 
λίκον 153725 της άιαιρεσεως του 122Q800 οιά 8 
εκφράζει αναρκαίως το γινόμενον των άλλων τεσσά­
ρων παρονομαστών 1 1 , 1 3 ,  2 5 ,  45- Παρομοίως
1 1 1 8 0 0  επειδή είναι to  πηλίκον της άιαιρεσεως του 
1 2 2 9 8 0 0  επί τον οευτερον παρονομαστήν 11 , είναι 
ίσον με το γινδμενεν τ<ων τεσσάρων άλλων παρονομα­
στών , 8 , 1 3 , 25 και 45. Τους αυτους συλλογι­
σμούς εκτελουμεν και οιχ τά αλλα πηλίκα.

Ή  τοιαυτη πραζις είναι χωρίς αμφιβολίαν πλέον 
σύντομος, παρά εκείνην, οιά της οποίας επρεπε οιά 
κά$·ε κλάσμα να πολλαπλάσιά ζωμέ ν τους τίσσαρας
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παρονομαστές των άλλων τεσσάρων κλασμάτων * και 
3ιά τούτο  πρε'πει να μεταχειριζωμε·9·α ταυτην την πρά- 
ξιν , οσάκις εχομεν περισσόπερον -παρά τρία κλάσματα 
να αςίομ^ν τον αυτόν παρονομαστήν,

·§. 42». Είναι μια περιστασις εις την οποίαν η’ 
Ι ^ ω Λ ^ ίο ν  κλασμάτων εις τον αυτόν παρονομαστήν 
« ’κτελ^ται με τρόπον απλό ύστατον * συμβαίνει δε, όταν 
W> μεγαλύτερος των παρονομαστών περιέχω εντελώς 

ολονφ%ους άλλους, τουτεστι όιαιρηται ακριβώς <$:’ 
όλων τών άλλων.

Έ στωσαν π. χ . τά  κλάσματα.

2 3 5 7 23
3 ’ 4 ’ ~6 * 1 2 ’ 30
1 2 9 6 3 I.
24 27 30 2 1 23
30 ’ 30 ’ 36 ’ 30 ’ 36*

Ευκόλως βλεπομεν, ore 30 άιαφεΐται εντελώς 
δια τών τεσσάρων άλλων παρονομαστών, 3 , 4 > 1 2 *

Τούτου τεθώντος εκτελουμεν όιαοοχικώς ταύτας 
τάς διαιρέσεις , και S-ετομεν τά πηλίκα 1 2 , Q, 6 και 
3  υποκάτω τών τεσσάρων προίτων κλασμάτων, μετά 

( ταυτα πολλαπλασιάζομεν τούς όύο ορούς έκαστου 
επ': τό αντικείμενου εις αυτό πηλίκον, α^ινοντες τό 

23
κλάσμα — , ώς υπάρχει, και ούτως όλα τά κλάσμα- 

30
τα ανάβονται εις τον αυτόν παρονομαστήν 30 .

ΜερικαΤς <ροραίς χωρ'ις νά όιαιρητα: ο μεγαλύτε­
ρος παρονομαστής δι όλων των άλλων, <$υναμε3-α να 
εννοώμεν, ότι πολλαπλασιάζοντας τον επ': 2 , 3 ,  4
* . . σννάνομεν εν νινόμενον όιαιρετόν εντελώς όι όλων

6  *
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των παρονομαστών.. Ε ις τα;;την την π$οίστ aί σ'.ν ακόμη
υπάρχει συντομία.

Εστωσαν τα χλασματα.

3 7 1 1 1 5 17 25*

4 8 1 2 1 8 24
18 9 6 4 3 I

54 03 6 6 52 51
ί  '2 / ’ 7 2  * 72  * 7 2 72  ’ 7 2 ’

Ό παρονομα στης 3 6 όεν όιαιρεΤται εντελώς
όι’ ολοον τών αλλιο ν , άλλά άιπλασια ζό μένος άόόει 7 2 ,
αριθμός , όςτις προόηλως όι αιρεΤται * ' , oca 4 > 8 , 1 2 ,
18 , 2 4  , ο6·

Τούτου τεθ-εντος , σχηματίζομεν  τα  -πηλίκα της 
όιαιρε’σεως 72  σιά των παρονομαστών , τά  οποία -9-ε- 
τομεν αμοιβαίας υποκάτω των κλα σμ ά τω ν , και μετά 
ταυτα πολλαπλασιάζομεν τους όυο όρους έκαστου επί 
τό άνταποχρινόμενον πηλίκου. 'Ό λ α  ταυτα τά  κλάσματα 
λ α μβάνονσιν ουτω το αυτόν παρονομαστήν 72 .

Αυτά: a t απλότητες απαιτούν πολλην ^ύμνασιν , 
αλλά 5-ελομεν όώσει μετά ταυτα (κεφάλαtov ε .)  τό 
μέσον του νά ανά/ωμεν ενα οπιονδηποτε αριθμόν κλα­
σμάτων εις τον απλονστερρν παρονομαστήν.

Τόου μερικαι ε^αρμο^αι της ανωτέρω μεταμόρ­
φωσε ως.

§. 4 Ζ ή τ η μ α -  π ρ ώ τ ο ν .  Ζητείται εκ των
* > , 3 7) „ ,
ουο κλασμάτων —  και —  ποιον είναι τό με^αλητερον.

Κατά πρώτον είναι όύσκολον νά άποκρι^ώμεν εις 
τούτο τό ξητημα * επειόη εάν από εν μέρος η μονάς 
είναι εις τό δεύτερον χλάσμα ό'^ρημένη εις μεραλητε-
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ροντινά αριθμόν μερώ ν , παρά είς τό πρώ τον, ά πό 
το άλλο μέρος λαμβανομεν περισσότερα μέρη, επειόη 
ό αριθ-μητης 4  είναι με/αλτίτερος απο' τον άρι3 ·μτ)την 
3 , αλλ αφαιρεΤται η δυσκολία, όταν τά ανάζωμεν 
εις τον ίδιον παρονομαστήν , επειοη είναι (ρανερόν, 
οτιαποόυο κλάσματα. τα  οποία εχονν  τον αυτόν παρο­
νομαστήν , εκείνο 3-ελει είσ.$-αι το μεγαλύτερου, το 
οποίον εχει τον με^αλητερον αριΒ-μητην.

Πραχ3·εισης ταύτης της οίναγωγης προκύπτει ■
363 0 » »  > » 4 <' Ο » \ ' (ι / ι \
— oca το πρώτον, και oca το οευτεοον. Αοιπον

6 Ο 6θ Γ

το κλάσμα  — είναι το μεναλότερον, και —  είναι 
5  ̂ 6 0

y] μεταςυτων όιαιρορά,

Γνωρι'£ομεν παρομοίως , οτι εκ των τριών κλά­

σμά
4 6 8 * f r  ν 8

των — , — , — , το μεγαλητερον  είναι τ ο — ,
U  13

6
13

' 4.ν \ / τ \ \ % / * 4xou το [xt'Aporspον etvou το — , me το ρεσον το -·

επειδή αγόμενα είς τον αυτόν παρονομαστήν τρε'πον-
, 5 7 2  5 4 6  6 16

ται ε ι ς ------ ------------- ----------- .
1001 1001 1001

Δ υ ν ά μ ε ι  α νά άνάςωμεν και τά κλάσματα είς το'ν 
αυτόν αριθμητήν (το οποίον ηθ-ελεν εκτελεσ3·̂ ) πολλα-

με/αλητερον
όποιον rjS'sXsv $χει τον μικρότερου παρονομαστήν · επει- 
δη με τό νά είναι τό είδος των μερών μεγαλητερον
του ειδονς των άλλω ν, η^ελαμεν εχει τον αΰτον
- , * αριθμόν.

*
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Ζ η Τ η μ α -  Δ ε ύ τ ε ρ ο ί .  Ποίαν τροπήν φ ερεί' 
$t; εν κλάσμα η πρόσ.$·εσις έλος και του αυτού' αρι­
θμού εις τους δύο του ορούς.

Κστω π. χ . το κλάσμα — , εις τούς δύο ορούς
1 2

13

aτού οποι':ν προσ3·ετετat 6 , εκ τούτου προκύπτει ~ 

διά το' νεον κλάσμα.
Ή δη  αναγόμενων των δύο κλασμάτων sec τον αύ-

χ 1 2 6  , 
τον παρονομαστήν το πρώτον μινεται — —, και τ '' δεύ-

15 6 *
τερον - —~. Λοιπον τδ προτε·$·εν κλάσμα αυξη3·η κατά 

2 ΐ ό

την τ ιμ ά ν , και τί αύξησις αυτού είναι
ο Ο 

2 1 6 "
A id  νά δωσωμεν το'ν λομον τούτου άνευ τίνος 

υπολογισμού, άς παρατηοησωμεν , οτι', επειδή η μο-

νάς είναι Γση με η διαφορά μεταξύ τ ι ς  μονάδος 
1 2

7 t / 5 *
κα\—  , ε’κφράξεται διά παρομοίως η διαφορά

/-s 1 ί 5 » /  5
μεταξύ της μονάδος και ε’κφράξεται δίά γ — , οι

δε άρι^μητα'ι των δύο τούτων διάφορων είναι οι αυ­
τοί* και τω  οντι, επειδή 13 και 18 ε’σχημαπσ^-ησαν 
διά της προσ-9-εσεως τού ίδιου αριθμού 6 εις τούς δύο 
ορούς 7  και 1 2 * ο$·$ν επ ετα ι, οτι είναι η αύτη δια­
φορά μεταξύ 18 και 13 , και μεταξύ 1 2  και 7  * αλλά

g δ
η διαφορά —  είναι ε’ξ ανάνκης μικρότερα της — , 

18 # 1 2
επειδή ο παρονομαστής του είναι μεμαλητερος* λοι-



H A A S  Μ Λ Τ ft Ν. 8 7

15
πόν το κλασρα · ~· όιαφε ρει ολι^άτερον της ρονάόος

7 ^
παρα - - Λοιπον τον το είναι ρε^αλητερον.

1 ζ
Κ αταλαρβ άνορε ν προσέτι, οτι ο τον -πλέον ο 

προσί?-ετόρενος apc-S-ρος εις τους όυο όρους τον κλά­
σρατος είναι ρεμαλκ^τερος , το τον περισσότερον η οια- 
φορά ρεταξυ της ρονάόος και τον νέου κλάσρατος εί­
ναι μικρότερα ’ επειάη ο αρ<-$-ρητης ταυτης της όίαφο- 
ρας ρε το να είναι -πάντοτε 5 * ο παρονοραστης αυξά­
νει όιαόοχικκς , και τοιουτοτρόπως το κλάσρα γίνεται 
ρε^αληίερ'.ν.

Κπειοη ο τοιουτος συλλοχισρός όνναται να 
ί ραρροσλν) είς κά$-ε άλλο κλάσρα , ηρπορουρεν να 
συνάξωρεν , ότι εάν είς τους όυο όρους ενός κλάσρα­
τος προσθ-εσωμεν τον αυτόν αρι9·ρόν , τό συνα^ομενον 
κλάσρα θ-έλει είναι ρεμαλητερον του προτεθ-εντος 
κλάσμριτος, κα'ι τόσον ρε^αλητερον , . όσον μεναλητε- 
ρος είναι ο ποοσ-σετομενος αριθμός.

Ηατ αντίστροφον συλλογισμόν έν κλάσρα σμι­
κρύνει κατά την τιμήν, όταν άφαιρώμεν το'ν αυτόν 
α.ρι.$-ρόν από τους όυο του όρους.

Κπιστεύσαρεν ο;ς χρέος ρας νά οριλησωρεν 
περί ταυτης της προτάσεως , όιά νά πιστευ"σουν κα'ι 
οί αρχάριοι, ότι ακολουθεί η περίστασις αυτή εις τά  
κΛάσρατα, α ς  ακολουθεί καί η περιστασις καθ’ ην 
πολλαπλάσιαζορεν, η άιαιοουμεν όιά του αυτου αριθ­
μού τους όύό όρους ενο'ς κλάσρατος. Κίς την τελευ- 
ταιαν ταυ την περίστασιν όεν μεταβάλλεται · η τιμή 
του κλάσρατος" αλλά προσθετοντες η αφαιρουν- 
τες τον αυτόν άριθμον, αυξάνομεν (η ελαττουρεν τό 
κλάσρα.
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Α ν α μ ω μ η  τ ω ν  κ λ α σ μ ά τ ω ν  ε ι ς  τ ο υ ς  ε λ ά ­

χ ι σ τ ο υ  ς ο ρ ο ύ ς  τ ω ν .

4Ί· Συμβαίνει συχνά είς τον υπολογι­
σμόν των  κλασμάτων νά απαντησο.'μεν κλάσμα εκ- 
φραζομενον όιά με^αλωτατων αριθμών* τοίρα όσον ο 
αριθμητό; και ο παρονομαστής είναι μεμάλοι, τό­
σον πλειοτέραν άυσκολιαν απαντωμεν είς το' νά λάβιο- 
μεν,μόαν καέταράν ίοεαν του κλάσματος·.

1 2
Π. χ . Δ ιά  νά εκτιμησωμεν — , πρέπει νά διαιρε­

ί 5
σωμεν την μουάόα εις Οεκαπεντε ίσα μέρη, και νά λάβω- 
μεν 1 2 αϊτό τά  τοιαυτα μέρη, α λλά  εάνπαρατηρησωμεν ? 
οτι 12  και 15 όιαιοουνται εν ταυτω  διά του 3 ,  εκ*

τελουντες ταυτην την π ρ α |ιν  συνάμομεν —, κλάσμα
5

ισοόυ*/αμον του όιόομένου (άρι.ίτμ. 4 2 )  > και &ά νά 
λάβωμεν μιαν ιόεαν τουτου του κλάσματος , άρκεΤ νά 
όιαιρέσωμεν τη'ν μονάόα εις 5 ίσα μέρη, και νά λά- 
βω μεν 4 > τό οποίον είναι ευκολωτερον του πράσου.

Δ ιά  το ύ το , όταν μας παρρησιάξηται έν κλάσμα, 
του όποιου οί όροι είναι αρκετά μεμάλοι, είναι ωφέ­
λιμον νά τό άνάμωμεν εις μιαν εκφρασιν πλέον άπλου- 
στέραν , εάν είναι ου να τόν.

Τό πρώτον μέσου, τό οποίον μάς παρρησία £εταε, 
είναι νά όιαιρωμεν τους ουοτου ορούς διά  τςον άρι3·* 
μων 2 , 3 , 4» 2« ς  ού είναι άυνατόν. '

\ λ / 108  *
Γ,στω π. χ. το κλάσμά ------·, το οποίον εγομεν

* 44  ,
να ανα^ωμεν είς τους μικρότερους του ορούς.
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Είναι φανερόν, ότι οι δύο του όροι ‘είναι διαι­
ρετοί δια του 2 , και εκτελουμένης της πρά^εως συν- 

5 4  „ , t
ά^ομεν διά πρώτον αποτέλεσμα*

7 α
Οΐ δυο οροί τούτου του νέου κλάσματος διαιρούν* 

ται ακόμη διά του 2 * και συνά^ομεν δι έίςαμο’ρε- 
27

νον
56*
Δοκιμά£οντες τώρα την διαιρεσιν διά του 3? ευρίσκο-

μεν — , κλάσμα του όποιου οΙ· δυο οροί διαιρούνται 
1 2 -

-5
ακο'μη διά του 3 ,  και συνάνομεν τέλος πάντων —

.  4
108

δια το κλάσμα------ , η’μμένον εις την άπλουστεραν
144

του μορφήν.
Λυτή η* μέθοδος είναι εύκολος και ωφέλιμος εις 

τάς πράξεις, όμως δεν είναι πολλά μενικη, άλλως 
δε συμβαίνει τό άτοπον, όταν οι οροί του κλάσμα­
τος είναι πολλά μ ε/ά λοι, νά άφινωμεν νά μάς εκ- 
φευμωσι κοινοί διαιρεται είς τους δυο όρους.

’Ιδού ακριβής τις και βέβαια μέθοδος του νάάνά- 
/ωμεν δεδομενον τι κλάσμα είς την άπλουστεραν του 
εκφρασιν. Αυτή συνισταται είς τό νά προσδιορισωμεν 
κατ’ ευ3·εΤαν το'ν με^αλητερον άριθ-μόν, όστις δυνα- 
ται είς τον αυ’τόν καιρόν νά διαιρώ και τους δύο ορούς 
του κλάσματος. 'Η με-9-οδος αυτή, την οποίαν ηδη 
αναπτυσσομεν, είναι γνωστή υ'πό τό όνομα, Μ  ε μ ι στ ο ς 
κ ο ι ν ό ς  Δ ι α ι ρ έ τ η ς ,

§. 48* *Ας ^νωσ^-οΰν ,δέ προτερον προοιμιώδεις 
τινές ζώ σ εις .
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KTc αριθμός πολλαπλάσιος άλλου αρ tS-μου κα- 
\ ζ ~ τ χ ι , όταν τον περιέχω  ενα ακέραιον αριθμόν φο­
ρών , τουτε'στιν όταν ο πρώτος αριθμός όιαιράτα.ι εν­
τελώς διά του δεύτερον.

Καί άντιστρόφως, ο δεύτερος αριθμός είναι νπο- 
πολλα^λάσιος * η διαιρέτης του πρώτου.

Οντως 24 είναι πολλαπλάσιον του 6  , επειδή 
4  φοραις 6 κάμνει το' 2 4  » καί αντιστρόφους 4  και 
y.ai 6 είναι δι αίρεται * yj υποπολλαπλάσιοι του 2 4 · 
Ιίαρομοίως 6 θ ε 'ναι πολλαπλάσιον του 1 2 , ε'πειδη 5 
φοραίς 1 2 δίδει 6 θ  t a at αντιστρύφως Λ και J 2 εί­
ναι δ ια ιοετα ι, ή υποπολλαπλάσίοι του (Κ>.

Καλείται αριθμός πρώτος κά£ε αριθμός, ά οποίος 
δεν διαιρείται εντελούς, παρά διά του εαυτού του,  
τ] διά της μονάδος, ητις είναι διαιρέτης όλων των 
αριθμών * ούτως 2 , 3 ,  5 ,  7 > 1 1 ,  13 . . * * εί­
ναι πρώτοι αριθμοί, α λλά  4 > 6 , 8 , 9 > 1  * · * * ♦ 
δεν είναι apt-3-μοί πρώτοι* επειδή  ουτοι Ιχουσι διαι- 
ρΙτας τόν 2  και 3,

Δ υο  αριθ-μοί καλούνται αναμεταξύ των πρώ τοι, 
όταν δεν  εχωσιν άλλον κοινον διαιρέτην, παρά την 
μονάδα, ούτως 4 **ί 9* 7 καί 1 2 , 12 καί 25» εί­
ναι αριθμοί πρώτοι αναμεταξύ των * 8 καί ι 2  δεν εί­
ναι αριθμοί πρώτοι αναμεταξύ των , επειδ?) διαιρουν- 
τα ι sic το'ν αυτόν καιοόν διά του 2  καί διά τού 4 ·
. Π Ρ. ώ τ η  α ρ χ ή ,  Κά-9-ε αρ ιθμός, όςτις διαιρεί

εντελώς ενα αριθμόν, διαιρεί ούτος καί έκαστον πολ­
λαπλάσιον του τοιούτου δεύτερου αριθμού,

Π. χ. 24  μ* τό να ^αιρηται διά του 8 , και 
δίδει διά πηλίκον 3 , 5  φοραΤς 2 4 » η 1 2 0  διαιρούμε-^ 
νον διά του 8 δίδει (άρι-3-μ» 4 θ) διά πηλίκον 5  φο- 
ραίς 3 η 15. Παρομοίως 0 0  διαιρούμενον διά 1 2 » 
δίδει δια πηλίκον 6 , 7 φοραίς 6 θ η 4 7 0  διαιρούμε-
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νον διά του 1 2 , δίδει διά πηλί/ον 7  φοραΐς Γ>,
ί 35.

Δ ε ύ τ ε ρ α  α ρ χ ή .  Κάλε αριθμός χωρ'ζδαενος 
j'C ουο μέρη, το εν και το άλλο οιαιρετα Οι άλλου 
δευτέρου <αρι3·μου, πρέπει και αυτός νά διαιρητχε 
εντελώς διά του ίευτερου apt.?-αου.

Τω οντι, το πηλίκον τ η ς  διοιιρέσεως του ο"'ου 
άρι3·μου με' το νά είναι Γαον με το άθ-ροιαμα των 
ουο μερικών πηλίκων, εάν τα  τοιαυτα μερικά πηλί­
κα είναι ακέοαια, το αθ-οοισαα τω ν, τοντεστι το 
ολον πηλίκον πρεπει να ε.ναι ακέραιον.

I pt r r> αρχ**;. K a^s apto-uo?, ος re? oiacos:
εντελώς εν ολον ανχλυδμενον είς δυο μέρη , και ός τις
δ:α:ρεΤ παρομοίως τδ εν των μερών, πρε’πει προσέτι
νά διαιρώ και τδ άλλο μέρος * επειδή τδ ολον πηλί-
7.ον με' τδ νά είναι Γαον μέ τδ άθροισμα των δυο με“-
μκιον πηλίκων ? εάν τδ εν των πηλίκων τούτων ήτον
χλαοματικδν, /^ελα μ εν  εχει αριθμόν τινα ακέραιον
Γτον με' ένα αρι5μδν κλααματικδν (αρι^-μ. ΐ ) ,  τδ 6^οΤ- 

\  *ον είναι ατοπ ν.
(\. 4 Q* Τουτου τε5·εντος , εττωααν ο: δυοαρι$- 

ρο'ι 3 6 Ο και 2 7 6 , των οποίων ζητουμεν τον μεγίστου 
ν.οινδν διαιρέτην , η τδν με/αλ^τερον αριθμόν, δςτ ις  
διαιρεί ε’ν ταυτω κα'ι τους δυο.

Κίναι κατά πρώτον φανερόν, ότι ο ζητούμενος 
μεμιττος κοινδς διαιρέτης δεν υπερβαίνει τδν μικρό- 
ΤΣρον άρι-9-μδν 2 7 6 , και επειδή 270 διαιρεί τδν εαν- 

I τον του, εάν έδυνατο νά διαίρεσή και τδ 3 6 Ο, η^ελεν 
! «ιναι δ ζητούμενος μέγιστος κοινδς διαίρεσης.

Ας δοκιμάαωμεν την διαίρεσιν 300  διά 270 , 
ευρίτκομεν διά πηλίκον 1 και διά υπολοιπον 84 , λοι­
πόν 2 7 0  δεν είναι ο μέμιατος κοινδς διαιρέτης. Λε^ω 
"ώρα, οτι ο' μέγιστος κοινδς διαιρέτης του 50 0  και
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του 2 7 6 ,  είναι ο αυτός με  τον του μικρότερου αρι3·* 
ρου 2 7 6  , και του υπολοίπου της διαιρεσεοης 84·

Τ ω  οντί ο ζητούμενος μ έγισ τος -/.οίνος <5ιαιρετ/)ς 
ριελλων νά Οιαιρίτ^ το 5 0 0  και έ ν των μερών τον 
2 7 6 ,  -S-ελει Οιαιρετει ε£ ανάγκης (apiS-μ. 4 8 )  το άλλο 
μέρος 84· Δ ιά  τούτο ουνάγομεν, οτι ο μέγιστος  κοινος 
διαιρέτης του 500*και 276 ) ,  όεν ουναται νά νπερρΐι 
εκείνον του 2 7 0  και 84»  εττειίη πρεπει να iiacpr; 
τους τοιουτους ουο a piS-μούς' α λ λ ’ επειδή ο μέγιστοι 
κοινός διαιρέτης τού  2 7 6  και 8 4  άιαιρων τ α  δύο μέρη 
του ολου 3 6 0 ,  Trpi-rrjt νά άιαιρχ) εξ ανάγκης τούτον 
τον τ :λ :υ τα ϊο ν  αρι-3-uo'v, και ετειοη είναι διαιρέτη: 
ακριβής τού  3 6 Ο κα'ι 2 7 6 ,  οε'ν ίυνα τα ι ο τοιουτος 
νά υπερβαίν^  τον ριε^ιστον χοινον διαιρέτην του 3θ() 
και 2 7 0 *  λοιπο'ν |3λεπομεν , οτι ο μέγιστος κοινος 
διαιρέτης του 3 0 0  και 2 7 6  > και ο μέγιστος /.οίνος 
διαιρέτης  του 2 7 6  και 8 4  °έν υπερβαίνει ο εις τον 
άλλον · λοιπόν είναι ίσοι. '

Ο υτοις το ζητηρια ηχθ-η εις τό νά ζητησωμίν 
τον ριε^ιοτον χοινον διαιρέτην των 2 7 6  και 84  αριτ* 
μων y οι τινες είναι ατλουστεροι τω ν 3 0 0  και 270· 

ΙΙρος τούτο συλλογιζόμε3 -α ττερι του 2 7 6  κ»: 
8 .4 , ο:ς εσυλλογίσ$·ημεν περ\ των πρωτων αριθμών, 
το υ τεσ τ ι  δοκιμάζοντας την <5ιαιρεσιν του 2 7 0  διά 84 
επειδή εαν η τοιαυτη ίια ίρετις  εκτελητα ι ακριβώς; 
τό τε  το' 84  η^-ελεν είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτη  
μ ετα ξύ  5 7 6  και 84» και επομένως τον  δ 6 θ  και 2 ” 6 

Κ/.τελουντες ταύτην την νεαν δια ΐρεσιν, ευρ- 
σκομεν 5 διά. ττηλικον, και 2 4  διά υπόλοιπον , \ο·
πόν 8 4  δεν είναι ο μέγιστος κοινός ά ια ιρετης, αλλ 
δι ενός αυλλο^ισριου άναλογουντος,με  τον οποίον εκν 
μαμεν ανω τέρω , άποδεικνύομεν, ότι ο μέγιστος χο
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νο; Ο:οΐιρε'της του 2 7 6  να: 8 4 ?  είναι εκείνος τον 
πρώτου υπολοίπου 8 4 ? να: του όευτέρου 2 4 ·

"Λς επαναλαβωμεν αυτόν τον τυλλομιομον. Ο  
μέ/:ττος /.οίνος διαιρέτης του 2 7 6  να: 84 ? μέλλουν 
να δ ια ιρ ε ί  το  84? oioupc: εζ  ανάγκης το πολλα πλά - 
c ον του ο φοραις 8 4 “ ουτω Οιαιρων εν όλον 2 7 6 ,  
και έν tojv μερών του 5 ψοραίς 84  ? ^coctpsT ν.α'ί το 
άλλο μέρος 2 4 * Ηόη λοιπον ο μένιστος κοινός οιαιρέ- 
της 2 7 6  να: 8 4  £έν ουνατα: να υπερβαίνω 2 κείνον 
του 84  να: 2 4 ’ από το' άλλο μέρος ο μέμιοτος νοι- 
νος όιαιρέτης του 84  **'- 2 4  Καιρών 3 (ροραίς 84  
να: 2 4 ? τα οποία εινα: τα  ουο μέρη του 2 76 , ο:α:ρ:Τ 
εξ ανάγκης να: το 27 6 * ούτως ά:α:ρων το 8 4 ,  να': 
276 όεν άυνατα: να υπερβ·/) το'ν μένιττον κοινόν ο:αι­
ρετήν του 84 να: 2 7 6  * λοιπόν ο μέ/ιατος νο:νο'ς 
Οιαιρέτης του 2 7 6  να: του 84  εινα: εκείνος , ος τις 
υπάρχει μεταξύ του 8 4  να: του 2 4 , να: όέν όυναται 
νά υπερβαέν/] ο ε!ς τον άλλον , ό:ά τούτο ε:τ':ν Γτοι.

Το' ζητημα τώρα εφερθ-η εις το νά αναζητητω- 
μεν τον μενίατον κοινόν διαιρέτην του 8 4 κα£ 2 4 ? του- 
τεστ: πρέπει νά όιαιρέτωμεν 84  ^ ά  2 4 · Ηντελουντες 
ταυ την την νε'αν 0:α:ρεσ:ν ευράτκομεν 3 δια πηλινον 
να: 12 ό:ά υπόλοιπον* λοιπόν 24  όέν είναι ο μεμπτός 
νο:νός όιαιρέτης. Λ λλ’ ε’πειόη 8 τοιουτος μέγιστος 
κοινός όιαιρε'της είναι ό αυτο'ς μέ το'ν όςτις υπάρχει 
μεταξύ του υπολοίπου 2 4  να: του υπολοίπου 1 2 ,  
ό:αιρουμεν 2 4  διά 12 να': ευρισκομεν ακριβές πηλέ- 
νον 2· Λοιπόν 12  είναι ο' μέγιστος  κοινός όιαιρέτης 
του 2 4  να: 1 2 ,  να: είναι παρομοίως εκείνος του 84 
να: 2 4  να: του 2 7 6  να: 8 4  > να: του 3 0 0  να': του 276· 
Λοιπον 12 είναι ο ζητούμενος μέγιστος  κοινός όιαιρέτης.

Ε ις  τάς πράζεις όιατάττεται ο ύ τ ω ς ' η  ερ- 
/'ααια.
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* I s
3 6 ο  2 7 6 8 4

84 24 12
24 12 
Ο

3

Άιρ ου Οιαιρεσωμεν 300  όιά 276 , ως συν:>· 
3-ίζομεν, η οποία πράξις όι'όει 1 όιαπηλ/κον, το οποίον 
νρά^ομεν ανω του διαιρετόν (άντί νά το ρραψωμεν 
υποκάτω αυτόν) καί εν υπόλοιπον 8 4  , ρρά^ομεν τό 
υπόλοιπον τούτο εις τά όεζιά του μικροτε'ρου αρι3·* 
ριου 2 7 6 ,  καί όιαιρουμεν 2/Ζ0 όιά 84* συνά^ομεν έν 
πολικόν, τό οποίον ρράφομεν ακω του όιαιρετου 8 4 , 
και εν υπόλοιπον 2 4 , τό οποίον γραγομεν εις τά όε· 
%ιά του 8 4 ,  '/α ι όντως εγεξης.

Κ α ν ω ν Γ ε ν ι κ ό  ς. Διά νάευρωμεν τον μεγιστον 
κοινον διαιρέτην όνο αριθμών, όιαιρουμεν τον με^α- 
λητερον αριθμόν όιά του μικρότερου, και εάν όεν ευ­
ρώ μεν υπόλοιπον,, τότε ο μικρότερος αριθ-μός είναι 
ο μέγιστος κοινός διαιρέτης.

Κάν υπάρχω υπόλοιπον, όιαιρουμεν τόν μικρό­
τερου apt-S-μον οι αυτου του υπολοίπου, και εάν η 
όιαιρετις ε κ τ ε λ ε τ ^  με ακρίβειαν, τότε τό πρώτον 
υποΛοιπον είναι ο μεριστος κοινος Οιαιρετης.

Καν είς ταυ την την όευτεραν οιαιρεσιν ευρε-5-η 
εν υπ όλοιπον, όιαιρουμεν τό πρώτον υπόλοιπον όιά 
του όευτερου, ε£ακολου.3·ονντες νά όιαιρώμεν πάντο­
τε τό προευρε3·εν υπόλοιπον όιά του ακολουθ-ου, εως 
ού νά εν ρω μεν μιαν ακριβή οιαιρεσιν * τότε ο τελευ­
ταίος όιαιρετης , τον οποίον εμεταχειρίσ3·ημεν, είναι ο 
ζητούμενος μέγιστος κοινός όιαιρετης.

Εαν ο τελευταίος όιαιρε'της είναι η μονάς , τού­
το ιρανερόνει, οτι οι όυο δεδομένοι άρι3·μοι είναι πρώ- 
τνΐ αναμεταξύ τω ν , επειόη όε'ν εχονσι άλλον όιαιρε- 
την κοινον, παρά την μονάόα.
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Λντιστράφως, εάν όυο όεόομε^νοι αρί-3-μοί slvac 
πρώτοι αναμεταξύ τω ν, και ειστούς όποιους εααρ- 
μόζομεν τάς ανω είρημε'νας πράξεις, πρε’πει εξ ανάν- 
κης να ευρωμεν το τελευταίου υπόλοιπόν ίσον με 
την μονάόα ’ επει&ό εκ της <ρυσεως των Πράξεων τα. 
υπόλοιπα πημαίνουν ελαττουμενα* προσέτι οε'ν ουνά- 
μεθ-α να ευροομεν εν υπόλοιπον όσον με' τό μηόένΤ 
προτού να απαντήσω μεν εν υπόλογον ίσον με τό t ' 
επειόκ ο όίαιρε’της 6 όιαιρορεττκός από την μονάοα, 
ός τις η3·ελε όωσει υπόλοιπον μηόέν, η-5-ίλεν είναι 
κοινός όιαιρετης των όυο όεόομενων aai-S-μων* ό:ά

~ 1 > / Ί Iτούτο αναμκαιως πρεπει, εαν εκτεΛεσοοαεν ενα αριετ- 
μόν πράξεΐον , νά ευρωμεν την μονάόα, όιά υπόλοιπον.

*5. 50. Ιόου και άλλαι ε^αρμονα: της ίόιας 
με-3-όόου.

Νά ανάξωμεν εις την απλούστέραν ε/μρασιν
 ̂ λ , Γ)()ατο κλάσμά ----- .

999
ΛΛς εφαρμοσωμεν την με-3-ooov του μεγίστου κοι­

νού όιαιρέτου εις τους όυο αριθμούς 999 και 592* 
ίΑφ οΰ ευρωμεν τόν μεμαλητερον αριθ-μον , οςτις να 
όιαιρτμείς τον αυτόν καιρόν τους όυο όρους του, ημείς 
εκτελουμεν όια' του του του αριθμού, καί ου τω συνά­
γομε ν τό ζητούμενο ν κλάσμα.

9*

4 1 <1 5 099

099 5Q2 407 1 85 37 259
407 185 37 00 0

37
27

5Q2
<2ϊ(Ζ
00

37
10

Ευρισκομεν με^ιστον κοινόν όιαιρέτην 37· Οί/'τως
* > , ιό  , ,

οιαιρουντες 999 */ou 0 9 ^ οι% 37 συναμομεν τ -  οια
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< \ ~ oQ2 · / , \ try-v τιμήν rev , ηνμενον εις τους μικρότερους του

οοονς.

Έ στω  διά νεον τταράοειμμα το κλάσμα
Q12

3072*

3072 01 ^ 33 Ο
356 I 240, 96

2 4 0  96 

48 Ο

2

48

3072
1 9 2

Ο

4*
64

012 
43 2 

Ο

48

10

*0 μέγιστος '/.οίνος διαιρετές είναι'εοώ 4 8 , και
Οιαιρονντες τονς Ονο ορούς τον κλάσματος Οιά 48

» , 19 ' ’ ' λ ’«νρισκομεν —- το ημμενον κλάσμά.

51. Έ σ τω  ο too τελενταΤον ταράοε:μμα το
317 « /----- κλάσμά.
873

’ ο.

1
2 1 3 15 1 1

873 317 230 78 5 3 2
239 78 5 28 2 1 0

3

Ή  με-3-οίος μας άγει εις τοντο το παράδειγμχ εις 
εν ντόλοι-πον ίσον με 1 , τοντο ιρανερο'νει, οτι 873 
και 317 2·'ναι αρι£·μο\ -πρώτοι αναμεταξύ των. Ε ις

ταύηην τ/,ν -περιστασιν το κ λά σ μ α -----καλείται ανα*
r 873

^ωμον, εττειδτ, δεν άγεται εις αττλονστέραν τινά ενκ-
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φρασιν όια Τ7,ζ όιαιρεσεως row όυοτου ορών cV ΐλός 
και του αυτού αρι.$·ρου. Η

II a ρ α τ 7; ρ η σ ι ς. Ε ις τγ',ν τριτην πράξιν ευρηκα- 
μεντό υπόλοιπον 5 ,  ός τις είναι ένας πρώτος αριθμός 
(αρ'.$·μ. 4^)· Τώρα επειοη 5 όεν όιαιρεί τό προ αυ­
τού 7 8 , όυναμε-S-a, χωρίς νά ηναι ανάνκη νά προγω- 
ρησωμεν , να συμπερανωμεν, orι ο: ουο οεοομενοι 
ctpiS-μο'ι είναι rpo:rot αναμεταξύ row. Τω οντι εμνωρι- 
σαμεν εις την αποόειξιν της με-5-όόου , οτι ο μεμιστος 
■/οίνος όιαιρετης όυο αρι.$·μων όιαιρεΤ αναμκαιως τό 
υπόλοιπον εκαστης όιαιρεσεως * ούτως 5 οντος αριθ­
μού πρojtou , όυο j/όνον περιστάσεις όυνανται νά ακο- 
λουίτησωσιν , η τό 5 όιαιρεί τό προ αυτου υ'πόλοιπον, 
και τότε ο μέγιστος κοινός διαιρέτης είναι το 5 , η 
ο c ν τό όιαιρει, και εις ταυ την την πεοίστάσιν όεν 
υπάρχει άλλος κοινός όιαιρετης αναμεταςυτο:ν παοά. 
η μονας.

Ε'νμενει, όταν φτάσωμεν εις τον δρόμον των 
πράξεων, εις αριθμόν, τον οποίον ρνωριςομεν, οτι 
είναι πρώτος , και μη όιαιρουντα το προ αυτου υπό­
λοιπον, είναι βε,Βαιον, ότι οί όυο όεόομενοι αριθ-μοι 
είναι πρεοτοι αναμεταξύ των,  και είναι ανώφελες νά 
ποοχωρ/ισωμεν εις την πραξιν. ν.

ΗμεΤς παλιν θ-ελομεν αναφέρει την πραξιν του
μεγίστου κοινού όιαιρετου (κεφ. ε0' ) ,  ητις είναι μια 
από τάς πλέον αξιολόμους εργασίας της αριθμητικής.

"Ας περάσωμεν κατά τό παρόν εις τάς τεσσαρας 
θεμελιωθείς έρμα σι ας των κλασμάτων.

Π ε ρ ί  π ρ ο σ ε σ ε ω ς τ ο; ν κ λ  α σ μ ά τ ω ν.

§. 52. Ο σκοπός της αθ-ροισεως των κλασμά­
των είναι ό αυτός. ο:ς εκείνος των ακέραιων αριθμών,
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τουτεστι νά ευρωμεν ενα μονον, εχοντα την αυτήν 
τιμήν με τά προσ-3-ετεα κλασματα.

Δυο περιστάσεις ουνανται να παρρ'ησιασ.$-ωσιν , 
rl τά κλάσματα, τά οποία πρε’πει νά προσ^ά σωμεν, 
$>Vai ομοειοη , τουτεστιν εχουσι τον αυτόν παρονο­
μαστήν . η ετεροειοη , τουτεστιν έχουν παρονομαστήν 
ίιαγορετιχάν * εις την πρωτην περιστασιν εκτελουμεν 
το άθροισμα το~ν apiS-μητων , μετά ταυτα οιοομεν εις 
αυτό το άθροισμα τον κοινο'ν παρονομαστήν.

Εις την οευτεραν περιστασιν πρότερον τά α/ο- 
μεν εις τον αυτόν παρονομαστήν χατά τον χανονα του 
άοι-5-μ. 4 3 ,  και ύστερον πράττομεν επι των νέων 
κλασμάτων, ως ανωτέρω εΐπομεν.

 ̂ 2 ^
Ούτως το αθ-ροισμα των κλασμάτων —  , πλέον

·"* » / 4  ̂ >» \ 0  γ-j f '—  . πλέ ον —  ε:ναι ίσον με — . Παρομοίως το 
11 11 11

5 2 7 A>
23 23 ’ 2 3 ’ 23

είναι

ίσον με, 18
23

ΙΙροστε^-ητωσαν ηοη τά τρία 

κλάσματα *
2 3 7

>
?9 4 8
3 2 , 24 , 1 2
64 72 84

96* ς>ό’ 96

*Αφ ον άξωμεν τά τοιαυτα κλάσματα εις τον 
α-υτον παρονομαστήν κατά τον κανο’να του (άριθ-μ. 4 0 ) 
χαμνομεν το άθροισμά των αριθμητών, το οποΤον εί-
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ναι 2 2 0 '  περιπλεον ό/οομεν είς τδ 220 τον ταρονο-

2 20
μαστόν Qf) , καί ούτως εγομεν -· διά το ξητουμε-

4 ^
νον κεφάλαιον.

§. 53. Τ ο  τελευταίον τούτο παράόειν» a
μας αμει εις sv είςαμομενον, το οποίον εχει a νάρκην 
νά εςημη-ΐ^.

Κα·9αος είναι ανάχκη από δυο μισά, τρία τρίτα , 
τε’σσαρα τέταρτα, πεντε πέμπτα , oca να σχηματισο;- 
μεν την μονάδα , ουτω πρεπει διά νά σχηματίσαμε*/ 
την μονάδα να εχεομεν εννενηκοντα έ ξ εννενηκοστά 
έκτα' λοιπον οσαις φοραίς 220 περιεχει g() , τάσαι 

f 2 20
μονάδες ακέραιοι ευρισκονται εις το' ...  ̂- ' καί επειδή

διαιρουντες 220 5ta Q() σννάμομεν διά πηλίκον 2 , καί
, 2 2 Ο * ~

διά· υπόλοιπον 28  , επεται εκ τούτου , οτι —-- είναι
, g6

ένας αριθμός κλασματικός σύνθετος απο δυο μονάδάς , 
2 8 λ 7 -«

πλέον το κλάσμα- · ,  η ■ ( είταλειΰομε'νου του παρ- 
Γ 90 24

άγοντος 4 από τους δυο ορούς).
Κν ^3Vet οσάκις ευρωμεν εξαγόμενον κλασματι­

κόν,  τοιουτον , ώστε ο αρι-9-μητης να είναι μεμαλητε* 
ρος του παρονομαστου , διά νά εςάίμομεν τάς άκεραίας 
μονάδας, τάς περιεχομενας είς ταυτην την εκφρασιν 
διαιρουμεν τον αριθμητήν διά του παρονομαστου , καί 
τδ πηλίκον εκφράξει τδ ακέραιον, καί το υπόλοιπον 
είναι ο' αριθμητής του κλάσματος, το οποίον πρεπει 
νά sveoi-fl με τον ακέραιον αριςτμον.

Κυρίσκομεν διά τούτον του μέσου 17  

1 2
ίσον μ*
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5 1 5«> „ λ ο " , 1
1 —  , — — ίσον us 10 -—  η 10 και ~ 

12 15 15 5
954  τ .. -----είναι ίσον
«9

με 7 xac
ΛΛ 1

89
Και άνπστρόφως , όταν εχωμεν ενα ακέραιον 

αριθμόν ηνωμενον με έν κλάσμά, διά νά σχηματίσω- 
μεν ενα apt-S-pov κλασματικόν , το οποίον είναι πολ- 
λάκις ωφέλιμον, πολλαπλασιάΓομεν τον ακέραιον 
άρι3μδν επι τον παρονομαστήν του κλάσματος , και 
προσ·$·ετομεν εις το γινόμενον τον αριθμητήν του , και 
διδομεν εις το' κεφαλαίου τον παρονομαστήν του προ- 
τεθάντος κλάσματος,

ττ ν 2- ι , , 15 , 2 ,λ 17
II. χ. 3 και -  αναρεται εις —  πλέον - ,  η —  * 

5 5 5 5
1 1 φοραις 12 , 7 * 1 39
-------------------  πλε ον---- η —  ·1 i και —  είναι ίσον 

12 1 2 12 12*

0 , \ Ί  r „ χ 2098 και —  είναι ίσον μ ε ----- .
24 24

Π ε ρ ί  Ά φ α ι ρ έ σ ε ω ς  τ ω ν  Κ λ α σ μ ά τ ω ν .

§. 64· Κ αφαίρεσις των κλασμάτων εχει διά 
σκοπον νά ευρ$ την υπεροχην ενός μεγαλύτερου 
κλάσματος επι ενός μικρότερου

Εάν τά δυο κλάσματα εχωσι τον αυτόν παρονο­
μαστήν , αφαιρουμεν τους δυο άριθ-μητάς, το'ν ενα 
απο τον άλλον, και διδομεν εις την διαφοράν τον κοι­
νόν παρονομαστήν.

Εάν δεν εχωσι τον αυτόν παρονομαστήν, τά 
αμομεν? και μετά ταυτα εργαζόμενα, ως είπομεν.

. / i l l .  5
# Ούτως απδ —  νά αφαιρεσωμεν — , το ν'πόλοι-



Τ η  Μ Κ Λ Α Σ Μ Α Τ Ω Ν . 101

Τ ^   ̂ 1  τ  Τ 9 ι \  1  7 λ ’ rπον eivau -— , η - .  Παρομοίως αϊτό— νααφαιρεσοβ-
12 2 *4

7 , 10 * 5
μεν — , μένουν —  η — .

2 4  24 1 2

"Εστω τώρα νά άφαιρε’σωμεν — απο —
5 8

ο 7-ν > \ I

ιό
T d  rot-aura ίυο κλάσματα άμομεν εις ·— και

24
2 1  5  / »— , και δίδουσι -λ - διά <5ιαφοραντο;ν. Ευρισκομεν παρ­

ομοίως ,y^0Ti εάν άπο' το κλάσμα —  άφαιρε’σωμεν 

, 6 3

13
5

17

μενει
34»
Δυνατόν or;at νά εχωμεν ακέραιον ηνωμε?ον με 

κλάσμα , νά τον αφαιρεσωμεν απο ακέραιον ηνωμένον 
με κλάσμα.

II, χ . απο τον κλασματικόν

νά ά^αιρεσωμεν τον άρι-3-μον 5 ~
11

3 29 91
13 - •  ·  *  · *

4 52 5 2
11Λ--- 44Ο
13 ‘ *’ 52

, 4 2
’ 52

Διά νά εκτελεσωμεν την πρα£ιν αρχιξομεν νά 
α|ο;μεν τά κλάσματα εις τον αυτόν παρονομαστήν,

ν ' /  ν 3 9 * ' '  ~ , 44 f 'και ούτως εχομεν —  οια το πρώτον , και —  οια το

άεύτερον. Μετά ταυτα μη ίυνάμενοι νά άφαιρε σω*
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44 · ' 39 χ c-/ Λμεν ----- απο —  δανειζόμενα απο τον ακέραιον 13
;> I 5 2

του ανώτερου αριθ-μου μιαν μονάδα , την οποίαν άμο- 

μεν ο μου με το — - είς ί να μόνον κλασματικόν αρι3·-
υ>νκ

9*μον,  και συναμομεν — , εκ του οποίου αφαιρουντες
5 2

44 » 47 Λ ν , ν- — εγομεν — . "Ας ελθ-ωμεν τώρα εις την αφαιρεσιν 
5 2 32
των ακέραιων. Θεωρουμεν 1 3 ελαττουμενον απο μιαν 
μονάδα, ες α ιτιάς εκείνης την οποίαν εδανε/σάημεν , 
και λεμομεν 5 απο Ι2μ ενει 7. Λοιπόν το ζητούμενου

εξάμομενον είναι 7 και —  . ώς ανο^τερω φαίνεται.
5 2

§. 55. Ιδού ξητημά τ ι ,  εις το οποίον ευρισκεται
ενωμεάη η πρόσθ-εσις και η αφαιρεσις tcov ακέραιων
αριθμών ηνωμενων με κλάσματα.

Κίς έμπορος υφασμάτων επώλησε διά πωλητου εις
διαφόρους φοραΐς εν τμήμα υφάσματος, τό οποίον περιεΤ*

7 , 3
γε πηγας 30 και —, τουτεάτιν επωλησε 7 και —, Ο
” 8 4

ο 5
και —, ι ι  και — , επιθυμεί νά μάδ-ίβ τι τον εμει-

ο 12
« \ \ <7νεν από τό ύφασμα, διά νά βεβαιωθ-β εαν ο πωλη-

f y rττιςτον ητον κίστος.
Up· πει κατά πρώτον νά μίίηβ το a-S-ροισμα των 

όσων πηγών επωλη3·ησαν , και μετά ταυτα νά αφαι-
ν 7ρε·$οβ το τοιουτον άθροισμά απο 30 και —, και το εφα-

; όμενον ταυτης της αφαιρεσεως πρεάτει νά εκφράξη το 
μήκος του υφάσματος, τό οποίον εμεινε.
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Διά
μεν , ως

περισσότερων ευκολίαν 
εδω ακολουθεί, „τάς πράξ

πρεπει
εις.

νά εκθεσω-

1 2 “Τκ Φ

3
7 —

4
.................................. 9

7
3 0 —

8
21

U
2

9 - r  *Λ
. . . —  . . . .  8 

4
10

2 8 - '
12

20

5
1 1—  . 5

. . . ι . * · . — 1
1 2 22

4 4

23
10
12

Αφ’ ου θ-εσωμεν υπ’ αλληλους τους τρεις προσ­
θετέους αριθμούς , ^παρατηρουμεν, ότι τά κ λά μ α τα  
αυτών των α ρ ίδω ν  δύνανται νά αχθώσιν εις παρο­
νομαστήν 1 2 , θέτομεν αυτόν τον αριθμόν εις τά δέ­
μα , ολίγον τι παράνω των κλασμάτων, κα'ι υπο* 
^ραμμι'ζομεν * μετά ταυ τα ^ράφομεν υπό τον 12 ? και 
αμοιβαιως υπό της ίδιας opt^’ov'rc'ou γραμμής τριών 
κλασμάτων τά πηλίκα 3 , 4 και 1 εξαγόμενα εκ τη; 
διαιρεσεως του 12 διά των τριών παρονομαστών, με­
τά ταυτα πολλαπλασιά^ομεν μόνον τους αριθ.μητάς 
τών τοιούτων κλασμάτων διά 3 , 4 και 1 » και συνά-
^ομεν 9> 8 και 5, και μετά ταυτα κάμνομεν τό άθροι­
σμά 22 τών τριών νέων αριθμητών, ώστε θελομεν

ο ο
εχει διά άθροισμά τών τριών κλασμάτων —  ^ ι  και

10 , 10 , , ~ .
μραρομεν -— υπο των τριών κλασμάτων, και 

1 2- 1 'Ζ
κρατουμεν εν διά νά το ^τερωμεν ει’ς την στήλην των 
ακέραιων μονάδων , τάς όποιας ενόνομεν κατά τον
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συνη^-η τρόπον, καί τότε εχομεν 28 καί —̂  όιά το
"* 1

ζεφάλαιον των τριών α ρ ίδ ω ν  τ 'ν  πηχτόν , τάς ο'ποόας 
ε’πωλησε.

/ » ν ν , 7
Γρα^ομεν αυτό το ασ-ροισμα υπό τον .10 καί --- ,

και εκτελουμεν την αφαίρεσιν , ιος ανωτέρω όεόεικται, 
παρατηρουντες ? ότι τά  ύυο κλάσματα όυνανται να 
φερ-9-ωσιν εις τον αυτόν παρονομαστήν δια 2 φοραίς 
12 r) 2 4 ·

e , |
Ευ ρίσκο μεν τέλος -πάντων 2 και — - υπόλοιπον

* 4 ν
του ύφασματος, τό οποίον με ευκολίαν ο έμπορος όυ- 
ναται νά j3*)3aico3-fl, μέτρων τό τμήμα το άποτελου- 
μενον από τάς τρεις πωλησεις- ~ .

Π ε ρ ί  Π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ο ύ  τ ω ν  κ λ α σ μ ά ­
τ ω ν .

§. 50 . 'Ο  πολλαπλασιασμός εχει εν ^ενει σκο­
πόν (άρ. 9 ) , όεόομε'νων όυο άρι·9·μων, νά συνθ-εσ^ 
ενα τρίτον αριθμόν με' τον πρώτον, κατά τον αυτόν 
τρόπον , καθ-’ ον ο όευτερος συ^κειται εκ της μονάόος.

Τουτου τε^εντος, παρατηρονμεν πολλάς περι­
στάσεις είς τον πολλαπλασιασμόν των κλασμάτων. 
Δ  υνάμε-σα νά εχωμεν

α 0/ *Ev κλάσμα νά πολλαπλασιασ-3-fl επί ενα
7 !

ακέραιον αριθμόν. *Κστω π. χ. —  νά πολλαπλάσια-
Λ -ν 1 ν

ί / 7|  c Π*
Κατά τον προειρημενον ορισμόν , επειόη ο πολ­

λαπλασιαστής 5 περιεχει 5 φοραΐς την μοναόα , επε*
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ra t ore τν μινόμενον πρε'πει νά εΓναι με 5 <£οραΤς τά 

-  - ,  ri πρεπεt νά είναι 5 φοραις μεγαλύτερου των
1 z
7 . ·

— . Αλλ εΓδομεν (εις τον aptS-μ. 4 2 ) ore κατασταινο-

μεν εν κλάσμα 5 ^οραις μεγαλύτερου, πολλαπλασιά­
ζοντας τον ap:-5-ft7)Tr)v c vre 5 , και ούτως ytvsrat
ύ φοραΐς 7 * 53 , „------- --------yj —  το ζγ,τονμενον νινομενον.

17 17 r  /  *
Λοιπον διά νά πολλαπλασιάσωμεν εν κλάσμα επι 

ακέραιον τινά άριθ-μον , πρέπει νά πολλαπλασιάσωμεν 
τον αριθ-μητύν επι τον ακέραιον, και νά δωσωμεν εις 
το νινομενον τον παρονομαστήν του κλάσματος. .

55 11
To γινόμενον — τρέπεται εις 7 και — , όταν '

εξάξοομεν τα  ακέραια, τά οποία περι$χδΐ το κλάσμα' 
(ap'3-μ. 55).

Κνρισκομεν παρομοίως, οτι το γινόμενον του
13 , , * * . 377 * 17

—  επί 70 είναι ίσον με -  -  rj Ι ο — *
24 2 4  24

‘Έ στω  προσε'τι νά πολλαπλάσ:αa-S-fl —  επι 9 ,
18

, 99  *. Λ
18

γινόμενον, η εάν εΊςάςωμεν τά ακέραια, 5 ~ ,  ί»λα-
1 8

κατά πρώτον προκύπτει, κα-yx τον κανόνα —  διά το'

ο ' »#ΟΧ) Ό --- .Ο
Το αποτέλεσμα τούτο εσυνά^ετο πλέον απλού-

στεοα * επε^ύ  νά πολλαπλασιάσωμεν—  επι Ο, ον- 
1 · 18
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νάμε·$·α (αρι$·μ. 2 4 } [αντ'ι να πολλαπλασιάσαμε*; τον 
αρι3·μητί,ν οιά Q , νά διαιρεσωμεν τον -παρονομαστήν

1 1
&ά του 9 > 7*ι ύποια ττρα^ίς ν·,$ζ\: μας άώσει ™ , ^ 5

2

και

Ή  τελευταία αυτή πράίςις rpαρμόζεται εις το 
προτε.$·εν παράοειμμα* ir.sior, ο παρονομαστής διαι­
ρείται εντελώς διά τον πολλαπλασιαστου , το ο’ποίον 
δεν ακολουθεί πάντοτε , εν ώ ο συστα3·ε'ις κανών πάν­
τοτε εφαρμόζεται εις πράξεις * τούτο είναι μια συν­
τομ ία , τ/'.ν οποίαν λαμμάνομεν από την μεμάλ»ν γυ­
μνάσιο.

β 0/ Κίς ακέραιος αριθμός νά πολλαπλασίασα^ 
επί εν κλάσμα. *Κστ&> νά πολλαπλασιασ-S··̂  12

Κπειοά εις ταυτην την περόστασιν ο' πολλαπλα­

σιαστές είναι ίσος με 4 ^οραίς τχ,ς μονάόος , 
7 * 7

τό γινόμενον πρεπει νά είναι, και αυτό 4 9°Ρα**—  

του 12* τώρα τό έβδομον του 12 καταντά (άοιθ-μ. 

4 1 )  εις — , και διά νά λάβομεν αυτόν τον αριθμόν 

4 <ρορχ~ς , η διά νά λάβαμεν ενα άριθμόν 4 9°Ρα^  

μεμαλ/,τερον από — , αρκεί νά πολλαπλασιάσαμε*; τον

αριθμητήν επι 4 * οθ-εν συνάμομεν η 6 —  διά τό 

ζητούμενο*; μινόμενον.
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Λοιπόν ό:ά νά πολλαπλασιάσωμεν ενα ακέραιον 
αριθμόν επ': εν κλάσμά, πρέπει να πολλαπλασιάσω-\ ’ / A λ \ \μεν τον ακέραιον αριθμόν oca τον αριθμητόν , και να 
οωσωμεν εις το γινόμενον τον παρονομαστήν του κλά­
σματος , και μετά ταντα νά εξάξωμεν τάς ακέραια* 
μοναΟας, εάν το τοιουτον γινόμενον περιεχ/μ

 ̂ , 7 -
Ούτως το γινόμενόν τον 2Q επί —  είναι ίσον 

205 3
με -  - , ά 25 . Παρομοίως το'γινόμενον του 24

- V 5 ν 1 2 0
επι είναι ίσον με - · — , η 2 0 ,  εςανομενον , το

6 6
οποίον όυνάμε-S-a νά ευρωμεν όιαιρουντες κατά πρώτου 
το' 2 4  άιά 6 ,  το' οποίον ά·$·ελε προκυψει 4 » καί νά 
πολλαπλασιάσιομευ τό εςανόμενον τούτο επί 5 , αλλά 
λεχομευ πάλ/ν , ότι αι απλότητας ανται όεν είναι πάν­
τοτε όυναται.

μ ον. "Εν κλάσμα νά πολλαπλασ-3-fl επί άλ­
λο τι κλάσμα.

Έ στίο υά πολλαπλασιασ^ά — επί —.
4 8

Ό  συλλογισμός είναι ανάλογος με εκείνον το,ς

άνω πεοιστάσεως. Έπει&ό ο πολλαπλασιαστής — είναι
* 8

ίσος με 5 φοραις — τκ·ς μονάόος , τό γινόμενόν πρέ­

πει λοιπόν νά είναι καί αυτό 5 (ροραϊς — του πολλά-

πλασιαστέου — * τώρα οιά νά λά3ωμεν το ο^όοονμε- 
'  4

ρος των — πρεπει νά πολλαπλασιάσωμεν τον παρονο-
4
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μαστην ίπι 8 (αρι-9-μ. 4 ~) > το' οποΐον δ ι'δε ι--- , και

διά να λαβωμεν εν κλάσμα 5 «ροραις μεμαλητερον του
3

—  , πρεπει να πολλαπλασίασωμεν τον άρΐ-9-μητην επί
3 2

5 , το οποίον θάλε
15

ι μας προκύψει ··— , διά το . . 
3 2

ζητούμενου νινομενον.
Λοιπδν διά νά πολλαπλασιάσωμεν εν κλα'σμα 

επι άλλο τι κλάσμά, πολλαπλασιάζομευ άριθ-μητην 
επ'ι αριθμητήν, και παρονομαστήν επι παρονομαστήν, 
μετά ταυτα εις το πρώτον γινόμενον δίδομεν παρονο­
μαστήν το γινόμενόν των παρονομαστών.

5 γο / 7Ούτως το νινομενον του —  επι — είναι ίσον με
12 6

35 , 8 3
-—. Παρομοίως το'νινομενον των — επι — είναι Γσον 
72 Γ 1 5 4

, 24 Λ , χ . , 2με —- , η μετά την αναρωμην — .

§. 57. Σ . Κ. Εις τά δύο ανώτερο: παραδείγμα­
τα , τδ γινόμενον είναι πάντοτε μικρότερου του πολλα­
πλασιαστέου, χα'ί ούτως πρε’πει νά είναι, επειδή η πρα- 
ξις άλλο δεν είναι , παρά τδ νά Χάβω μεν άπδ τον πολ­
λαπλασιαστέου εν μέρος σημειωμένου άπδ τον παρά­
γοντα πολλαπλασιαστήν.

§· 58, Τέλος πάντων είς των δύο παραμδντων 
τού πολλαπλασιασμού , η και οι δύο δύνανται να εί­
ναι ακέραιοι, ενωμένοι με κλάσματα, άλλ’ άμομεν αυ­
τήν την περιστασιν εις την ανωτέρω.

2
*Ι^στω π. χ. νά πολλαπλασιάσωμεν 7 —  £πι

,5

58
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01 τοιουτοι άριθμο'ι (αριθμ· 53) ανάγονται εις
23 χ 4? . 1 <■> ·- * ·\ λ λ *—  και — , και εκτεΛ,ουντες τον πολλαπλασιασμόν,
3 8

χατά τον ανωτέρω κανόνα, συνάγομεν διά γινόμενον
ΙΟΒΙ * , .  , , ν 1
- ----, Υ) εξαγόμενων των ανεραιών 45 και — .

24 24
Ήδυνάμεθ-α ακόμη νά εκτελεσωμεν τον πολλα­

πλασιασμόν κατά μέρος , τ ούτε άτι νά πολλαπλασιά-
2 . . 7

σωμεν κατά πριοτον 7 επι 5 , —  επι 5 , 7 επι —  
Γ r 3 · 8

2 , 7
κα'ι ·—· επ': — , μετά ταυτα να ενο:σωμεν τά τοιαυτχ 

7 8
τέσσαρα γινόμενα, αλλά η τοιαυτη πρα£ις είναι επί­
πονος κα'ι μακρχ.

II ε ρ ι Δ ι α ι ο ε σ ε ω ς  τ ω ν  κ λ α σ μ ά τ ω ν .

§. 59· Το νά διαφε’σωμεν αριθμόν οι άλλου 
συνισταται (apc-S-μ. g) εις το νά ευρωμεν ενα τρίτον 
apt-S-μόν, ός τις πολλαπλάσιαζόμενος επι τον δεύτερον 
νά πρόκυψη'τον πρώτον.

'Έ πεται εκ του ορισμού τουτου κα': από εκείνον 
του πολλαπλασιασμού (άριθμ. 50) , ότι ό πρώτος 
αριθμός καλούμενος διαιρετέος, συντίθεται εν. του 
τρίτου , ός τις καλείται πηλίκου, κατά τον αυτόν 
τρόπον, με τον όποΤον ο δεύτερος, καλούμενος διαι­
ρέτης, συντίθεται εν. της μονάδος.

Τουτου τε-ίτε’ντος εις την διαιρεσιν, κα-5-ως και 
εις τον πολλαπλασιασμόν των '/.Χασμάτων, παρ- 
ιστάνονται τρεΐς άρχικαι περιστάσεις. Δυναμε^-α να 
εχωμεν
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a cv Να διαιρε^ιομεν εν κλάσμα οι ενός ακε-

ραίου , π. χ. το κλάσμα — voc διαιρεθ-τ, διά τον 6.
7

Επειδή ο διαιρέτης 6 είναι ίσος pis 6 οοραις την
5μονάδά, επεται ore ο διαιρετέος -·- πρεπει νά είναι
7

ίσος με 6 (ροραΐς το ζητουμενον πηλίκον, η το οποίον 
είναι το αντο, το μηλικόν πρεπει να είναι το εκτον

μέρος των -■·. Τωρα διά νά λά,Βωμεν τδ εκτον ενδς

κλάσματος, η διά νά ευοωμεν έν κλάσμα 6 copatc 
μικρότερου, πρεπει (άριθ-μ. /(2) νά πολλαπλασιά- 
σωμεν τον παρονομαστήν , επι 6 , ούτως συνάρομεν

------------- , η —  Οια το ςητονμενον π7|Αικον.
Ο <ροραΤς 7 42 '

Κ ά ν ω  ν Γ έ ν ι  κ ο/ ς. Διά νά διαιρεσωρεν κλά­
σμα δι ακεραίου , πολλαπλασιάζομε'; τον παρονομα­
στήν του κλάσματος επ'ι τον ακέραιον , και παραιτου- 
μεν, ως υπάρχει, τον άρι3·μητην,

" 11 » , _ ν  ̂, ̂  11 2 ;> 
υυτω  — διαιρε-σεν δια 8 οιδει — πηλικον ’ —  

12 Γ 90 ■ 30
'Λ  2>">να οιαιρε-9-η δια 12 ο ιο ε ι-----. ·

300

Το' πολικόν του — διά 6 είναι - ^ , αλλά δυ- 
25 150

ν άμε So, προσέτι νά εκτελεσωμόν την διαίρεσιν του 
18
—  δια του 6 , λαμ;3άνοντες τδ εκτον του αριθμητού ,
2 ο

jj t
ο3-εν ποο/υωτει — - , επανόΐ-ΐενον , eic το οποίον άνε- 

1 25 ' 1
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ται και το εςαλει^ ομενου του τταρά^οντος 6
' *ν / νy/jt'JGV εις τους ουο ορούς.

j30V‘ Να οιαιρετωμεν ακέραιον $ι ενός κλάσματος*

’Κοτω νά όιαιρεθ-^ το Η  όιάχ 7

’Κίτειότι ο οιαιρετης - -  a'.vac ίσος με 7 <̂ οραΤς

9 της μονσοος , συναμομεν, ore ο οιαιρετεος ία  
είναι ίσος με 7 φοραΐς το 9 " του ζητούμενου -πηλι,_
κου. Λοιπόν λαμβάνοντες το 7°ν του 1 2 , το όποιον 

17 , · _
ο ιό ε ι----, -S-ελομεν εχει το g του ζητούμενου πη­

λίκου * και όιά νά προσόιορι'σωμεν το ζητοΰμενον πηλι'- 
, 12

κον, αρκεί να λαβωμεν — , g αοοαΤς , το οποίον εκ-
7

τελουμεν πολλαπλασιαζοντες τον αρι$·μητην επι g, καί
, 9 φοραΤς 12 * l t i i  * ίο ,

κ τουτου συναμομεν -----—----------- η η εςα^ον*

τες τάς άκεραιας μονάδας, 15 και —.

Λοιπόν όιά νά Οιαιρεσωμεν ενα ακέραιον αριΑμόν 
it  έλος κλασματις , πρεπει νά πολλαπλασιάτωμεν τον 
ακέραιον όια του παρονομαστου, νά οιαιρεσωμεν το 
γινόμενον 5ια του αριθμητού, κα'ι νά εζάςωμεν τας 
άκεραιας μοναόας.

"Ας παρατηρησωμεν, οτι, επειόη πρεπει νά λά-
βωμεν τό 7 ^  του 12, και νά πολλαπλασ.άσιομεν το 
εςανόμενον επι g , είναι το αυτό, ως νά πολλαπλα-

τιιουεν 12 επι Ουτοκ ουνάα~?·α προσέτι νά είπω*
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μ εν , ore ο:α νά Οιαιρεσοψεν ενα αχερar.v αριθμόν 
c: ενός κλάσματος, -ττρ/ rrsί νά πολλαπλασιάσοομεν τον 
ακέραιον αριθ-μον επ'ι το κλάσμα, ύιαιρετην άντε- 
σπ. αμμάνον.

Νά ίιαιρεσωμεν κλάσμα οι άλλου κλάσματος.
*τ> ' " ., «■ 3 t. \ ^Γ,στω να σιαιοε->η, — οια — .

1 ' 5 ι ι
Ο συλλομισμος είναι ομοιος ρε τον αν«τερω. Ο

£
Οιαιοετης -- με το νά είναι ίσος με ί» cooαΐς το

4 11 Γ 74
--- cv ~ * ν"$ ν ^
1 1 της μονάοος , ο οιαιρετης ~· πρεπει να είναι Γσος

5
ρε 8 ιροραΤς το 11 °'του παλι'/.ου. Λοιπον το ίΓ" του
3 " 3 ~ χ ’ "ον ~ Λ , V , ,—, η —- είναι το 11 τον πηλίκου , και 11 COpa'-ς
5 40
ο " 3 3  r χ , ,

—  , η ■— είναι το ς,ητουμενον πηλι/ον.
40 4 °

Λοιπον οιά νά οιαιρεσοιμεν κλάσμά οι άλλου 
κλάσματος, πρε’πει να πολλαπλασιάσουν τον αριθμη­
τήν του οιαιρετεου κλάσματος οιά του παρονομαστου 
του οιαρετου κλάσματος, μετά ταυτα τον παρονοματσην 
του ίιαιρετε'ου κλάσματος οιά του αριθμητού του οιαι- 
ρε'του κλάσματος, και νά οώσαμεν το οευτερον μινομε- 
νον οιά παρονομαστήν του προετου, η πλέον απλούστερa 
νά πολλαπλασιάσωμεν το' οιαιρετεον κλάσμα επι το 
οιαιρουν κλάσμα αντεστραμμενον.

O f/ 3 Λ ~ Γν \ 3 V ι 3 \
υτως — να οιαρε-ση οια -  ανεται εις ·- να

4 ‘ 7 '  4
~ · , 7πολλαπλασίασα^ επι - j- , και οι'οει Οιά εξαγόμενον ζ

21

υ> 20

η 1 κα:
2 0
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23 , 1 3 »
Παρομοίως  ̂ διαφουμενον Ota ....  αχεται εις

<23 , 1 3+■'* ' Λ 'Χ - ν \ \ ·» /·ν κ X 1 Ο*να ποΑΑαπΑασιασ.ΐτκ επι , καί οιο·ι oca εςα- 
30 13

t ,">4·3 λ 2 ·Ί > „ , \ V ' /νομενον -  , 7) - ,  επειοη το 15 είναι κ .ινο; παοα-
‘  Γ 3go 26 
y'jyj rcov ούο ορών.

Τέλος πάντων , εάν είχα μ εν ακέραιον ενιομέν". ν 
με κλάσμα νά σιαιρε-S-fl οι άλλου ακεραίου ενωμένου 
με άλλο κλάσμα, α/ομεν τά ακέραια εις κλάσματα, 
και εκτελουμεν,, ως ανώτεροι είπομεν.

*Κστω π .  χ. 12 και — νά διαίρεση ο:ά 6 κα̂ . —.
7 Γ 3, ‘ 3 ι ;>η# 7 t  ̂  ̂ \ ν * '-J 1 * - uΟυτοί O' ouo ape^ftoc ocyovrccc ζις ~ -- /a :  -  3 ες

< f  , 5τά οποία εκτελουντες την διαιρεσιν, ο;ς ανωτέρω, 'συν*
/ , / loco ί 3 ν» / ( 2cr/ομεν πηΑικον ----- , η 1 . ϋαοομοιως 4 και —
1 r  80 80 11
' Λ » » » ν  ̂ \ '2 η r, ' , ι 4^8να διαιρε-ση oca 3 5 και ·- , ϋιοει oca πηΑικον - ....... .

r 8 13 75
§. 6ο« Σ . Κ. Οσάκ:ς εις την διαιρεσιν ο διαι­

ρέτης είναι εν κλάσμα , το πηλικον ε;να: μεγαλύτερου 
του διαιρετέου ’ επειδή αυτδ το πηλικον προκύπτει εκ 
του πολλαπλασιασμού του διαιρετέου δια του διαιρέ­
του αντιστεμομένου , οστις ουτιος γίνεται ένας αριθ­
μός μειζων της μοναδος

§. 6 ΐ·  λς εωαρμόσωμεν τη'ν μέθοδον του πολ­
λαπλασιασμού και της διαιρεσεως των κλασμάτων ε:ς 
τινα ζητήματα*

1 ^  Ί ΐ  πηχη ενδς υφάσματος έχει 42  γρά^κα κα:
2 , \ - ν  , 2  ~
— , ζητείται η τιμή των 12 και — πηχών.
5 * 8

8
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’Κιτ$ι$η ριά ρόνη πήχη εχει ‘Τιμήν 47 φρά^α 
ο Ί  „

χαι - · , sfvae φανερόν, on 12 — -κηχαι 3-ελουν εχει 
8 8

*2
rtp/jV 1 2 φοραίς 47 y-*' ’ “ φρά/*ον > wspwrXsotf «—

6 8

των 47 •/at — του φράγκου , του n o n  ^pe^sc να πολ* 
*y

2  7
λαττλααιάσωρεν 47 χα̂  —· sVt 12 και — , και to y t -

C) 8
vopsvov εκφράζει εις φράγκα την ζητουρενην npyjv.

Τώρα 47 - · πολλαίτλασιαα^-εν εττι 12 ·
5 8

τρέπεται εις -'*-”ΐτολλα*λα<ίιασ3'εν sVi * —\  xac δίδει διά 
5 8

» 344  ̂ / * » ι .γινόμενόν---------- , η εξαγόμενον των Λχεραιων ρο̂
40

νάίων 610 * οντ»$ η groupsνη τιρη είναι 6ΐΟ

φρ« και Διά νά λάρωρεν την βάσανον, διαιροΰ*

ρεν <510 —  διά 1 2  και —, xat χρ$π$ι'νάενραμεν 4?

και — * άλλ’ είναι πλέον άπλουτερον (crpi-S-p. 4θ) νά 
6

διπλασιάσομε:/ 47 και—, και νά πάροορεν το ηριου
5

~ , 2   ̂ « « 2 -ν 4  »*του 12 και — * το οιπλουν του 42 “ sivoit 94 ·~> το 
8 5 8

»# «» 7 ** 2 4ηριαν του 12 και — 2ινα: 6 καί Τώρα 97 y
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-πολλαπλασίαξοαενον eVt 6 — , άνεταt sic πΰχ.

ί ο  5
« λ ο ' ,  ' 105 ' r j f  ■ ' 48822λατΓΑασίασ^-εν επί — καί oto®t νίνομενον —--------

Η> 80 ’

>5 έκτελεσ^εάτης της διαιρεσεης 010  — , η άπλουστβ-
βο

a 1 1ρα 01 0  — .
r 40

Ot. υλΤ 1 * «" « λ ό  · |2 ιν ς  ηνορασε 2 3  πήχες καί —  ενός ειοους
12

υφάσματος με χρηρατικην rtva ποσότηάα οΐπ3 745 
1 3

£ρα^κα κα) — . Ζητείται ποαον επρεπε νά πλήρωσή διά

xaSs πήχην του τοιουτού υφάσματος.
’Λφ’ ου ^svg η Τίρ.η της πηχης ^νωστη, -πολλά-

5
πλασιάξοριεν αυτήν επί 23 —  , και πρεπει νά ευρω-

12
13

μεν 743  φ ρ .— : Λοίπο'ν &ά νά λάβω μ εν την £ητου- 
2 0

ριένην τιριην , πρέπει, νά ήίαφέαωρεν 743 καί —  <5;ά

/  323 και — . 
12

1 3 j
Τώρα 745 καί — &αιρουμε'νων διά 23 καί -  

1 ^ 20 1
ο
2

, 14913  J. . *, > 2 8 !  , ,
προκύπτει —------  oiaip$S-sv ο ια ----- , και εξανεται

r 20
12 φορ. 1 4Q1 3 „ 178Q50
20 φορ. 281 5020

, , ,  . , .  ,  4736
ραίων (Λοναοων λαριρανορεν' 3 ι

, καί ε|αχ3·ειαων των ακε-

8
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Αοιττον η τιμή της -πηχης ειναι 31 φράγκα πλέον
4756
—----- του ςρανκον.
502 0

Δ ιά  την βεβαύωσιν αρκεί νά διπλασιασωμεν τους 
δύο ορούς της διαιρε'σεως, και το πηλικον (αρι.$·μ. 4 0 ) 
ο εν πρεπει να αλλαίςτ,.

13 γ 1 3 ,
Το' διπλούν του 74-5 ' ” eivat 14 9 1 ' “ * το δι-

20 10
5 5

πλούν του 23  κα'ι ----- 5 '"vac 46  και —.
12 0

λ ~ , 3  -.V 14 9  ̂^ ' /
Διαιρουντες 1 4 9 1 και ♦ γ> ----------δια 40

10 10
5 * 281 , .  , . , 8Q478 , .— η ------ , συ νανομεν oca μηλικόν---------- , .η εςανον-
6 6 * 2 8 1 0  '

07,68τ ίς  τάς ακεραιας μονάδάς. 31 και --------Το' τελευ-
2810

W ~ Λ '  ’ θ '  * κ Λ '  4- 1-^6Tacov τούτο κλάσμά εμβαινει εις το κλάσμά — ·· -- ,

όταν πολλαπλασιάσωμεν τους δύο του ορούς εαι 2 ,  η' 
ε^αλειψωμεν τον κοινδν παράγοντα εκ των δύο ορών 
τού 4736

όόαο*

Κ λ ά σ μ α τ α  Κ λ α σ μ ά τ ω ν .

§. 0 2 /  Ε ις τον πολλαπλασιασμόν των -κλασμά­
των προσκολλαται εν άλλο είδος ερμασιας, ητ:ς 'καλεί­
τα ι κ α ν ο: ν κ λ  α σ μ ά τ ο; ν τ ώ ν κ λ α σ μ ά τ ο: ν. 

Δ ιά  να δωσωμενκα-5-αράν τινα ιδέαν ταύτης της ερ­
γασίας, άς υπο£έσωμεν κατά πρώτον, δτιάπο το' κλάσμα
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5 »
·· εχομεν νά λάβωμιν εν pspος , το οποίον να εκφρά­

ζεται όια , » με άλλας λεςεις  ζητουμεν τα —
3 ο

TCOV
7

Κπειόη όια νά εκτελεσωμεν ταύτην την πράζιν 
ρεπει νά λά,3ωμεν όύο φοραίς το τριτημόριον των

. Τοοτο απαιτεί (αριθ-μ. 57 ) νά πολλαπλάσιάσωμεν

επί - ,  το οποίον εκτε^είται (αοι$·μ. 56 ) πολλα- 
7 5 ‘
πλασιαζομενον αριθμητόν επί αριθμητήν, καί παρο­

νομ αστόν επί παρονομαστήν, καί συνάμομεν —-  Six

2 . 5  
των —. 

3 7

Τώρα ας νποθ-ε’σωμεν , ότι από τό κλάσμα 10
21

X 8 '5-ίλομεν νά λά(3ωμεν εν μέρος ε’κφραζο’μενον όιά — .
13

Κις ταντην την περισσά σιν εχομεν σκοπόν πραμματι-
ν 8κώς νά λάρωμεν τα —· των — των —.

13 3 7
\ ν 8 . .  1 ο , \

Ί ωρα οια να ενοωμεν τα — των - -  πρεπει να
11) 21

10 8
πολλαπλασιάσωμεν —  ε’πί — , τό οποίον εκτελου-

21 13
μεν πολλαπλασιάζοντας αναμεταδοτών τους όνο apt-9—
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μητας xat τους ουο παρονομαστας ’ xat ουτω συνα^ο-
80 . χ  ν 10 - 2  _ 5

μ εν----- ota τα  —  των —των —.
273 13 3 7

Δυνάμε?·α. προχεπ, εάν 3-ελωμεν νά λά·3ωμεν

>υτεστι νά ττολλαπλαοχάτωμεν-----
273

\ ~τλ - 80
τα —  τ ω ν ----- ,

1 1 273
• » 3 Λ 'εττ£ >

1 1
ΧΧί το

3 8 -— των —  των
1 1 13

24<"> .
εχφρά^εί Τα

3003
ο

3
;)
Ί

Λ 2*Ας ληφ9·ουν <5ίά Μυτερόν τταρά^εινμα τμ — των
3

3 . 5 - 6
— των —των — του 12.
4 « 7

, 6Κατά πρώτον νά λά|3ωμεν τά — του 12 άλλο

<5£ν 9'v a t, παρά νά πολλαττλασίάχωμεν 12 otx — *

f 72
o-9-sv μας προχύπτει — .

Μετά ταυτα νά λά;3ωμ:ν τά — των — τ οΰ 12
8 ' 7

Τ \ * \ ' < Λ ' *) ν ί » Ά \ -

Δ -,ά νά λά;3ωμ«*

5
8 7

9 β* 1 Λ ν 360
—, το 
8

οττοςον αποτελεί
50 ‘

ν 3 - 5 - 6τα — των —  των — του
4 8 7
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3 «, 300
12 πρεπει νά λάβωμεν τα —- τ ω ν ----- - η νά πολλα-

4 56
. , 36ο  , ,  3 , , „ , . Μ 1080

πλασιασωμεν -· — ε π ι - —, το οποίον αποτελεί ■— —.
56 4 2 2 4

5 ~ 6

ι # t \ \ / Λ X ~ Ο ^
Τέλος πάντων δια νά λάβωμεν τά —- των — των

3 4
1080

224
— των — του 1 2 ,  αρκε? νά πολλαπλάσιά σωμεν

, , 2 ν , 2 t 60
επι -·— , και συνανομεν -------

3 07 2*
Και εξαγοντες τάς άκερα’ας μονάδας , τάς περι- 

εχομενας εις αυτό το ε’£ανύμενον, εύρισκομεν 3 και

-----, η ανανοντες το κλάσμά , ,3 και, — .
072 ί 14

Παοατηρουντες ολίγον τι την οδον, την οποίαν 
ε^ηκολου-9-ησαμεν, βλεπομεν, οτι διά νά λάβα:μεν 
κλάσματα κλασμάτων ? αρκεί νά πολλαπλασιάσωμεν 
τους αριθ-μητάς αναμεταξύ των , και νά πράξωμεν το 
αυτό εις τούς παρονομαστάς , κα'ι νά δωσωμεν. το δεύ­
τερον γινόμενον διά παρονομαστήν tout πρώτου. Εαν 
εχωμεν νά λάβωμεν κλάσματα κλασμάτων ενός ακέ­
ραιου αριθμού, ως εις το δεύτερον παράδειγμα, πρέ­
πει νά Δεσωμεν το'ν τοιουτον ακέραιον αριθμόν υπο 
τη'ν μορφήν κλάσματος , διοοντις του 1 διά παρονομα­
στήν , κα'ι εφαρμόζοντας το'ν κανόνα, τον οποίον ανω­
τέρω εζημύσαμεν.

1J ρό β λ η  μα. Ιίροίτησαν ε'να γυμνοίσμένον αρι$- 
ιτικάν , οποία ο:οα είναι, και αυτός απεκρι^η , εΐ-

7 ν 6
- των ..-  των 2 4  ωοων ς οποία

12 7

μη
, 3 ~ 5, ^ . 7   ̂ 6

ναι τα - - των — των
4 6*5' * f r r/

7,70V C 'Λ3 iV7| 7} o: 0 0' ;l ‘
Δ ια νά λύσωμεν το τοιουτον ζητημα, μρκφομεν

' Λ / ' " Λ ' ' Λ;πι μιας πρώτης ορις,οντι'υ μρ άμμος οΛους τους apt σ-
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CJ..,

\α: επ': μια ς δ$ντέρας
5 , 7 , 6 , 24
6 , 1 2 , 7 , 1.
'ν- ':ςο μ εν το ρινόμενον των
, κα: εκεΤνο των αρ:.$-
α ό:αιρουμεν \  ̂το προ:τον

/ 15 ί 20
ίινομενον ο-, α του οεντεοον , κα: οντω σννάνο μεν----- -
7 Γ 1 ' 2 0 1 6
0:α εξαρομενον , ;<α: εξαροντες τας ακερα'.ας μοναοας ,

. , , 100,‘ϊ * , , 1 . ι
βνρ:σ/θ’.:εν 7 y.u: — , 7j ανανοντες , 7 — .* Act»ον

1 2 Ο 1 ()
1

τιτον 7 ωραι 77:

’Κμπορονμεν πολλάκις νά κ α τ α σ τ α :ν Go μ ε ν απλον- 
στέραν τόν πραξ:ν, παρατηρονντες, ore ο παράρων 
7 ενρ:σκετα: /οίνος παράρων εις το ρ:νομενεν των αρ:3- 
μ·/,των /α: των παρονομ, α στο:ν , ο 3-εν θννάμε-$·α νά εξα- 
λεάρ'ωμεν αν τον προ τον να εκτελε σωμεν τον πολλα­
πλάσια σμόν. Ίο  avro α/ολονθ-εΤ oca τον παράροντα 
0. ο ντο: κα': ο παράρων 1 2 , ος τ:ς ενρ: σκέτα: εες τον 
apcS-μρ'ν των παρονομαστών, ενρ:σζετχί παρομοίως 
εις το 2 4 * Δυνχμε3·α προσέτι νά εξαλεά|’ο:μεν τον 
παράγοντα 2 ,  ος tcc επε:όό stvac το πολικόν τον 2 4  
οιά τον 1 2 , ενοόσκεται ε:ς τον παρονομαστήν 4* v.a't 
τότε τρέπεται, ε ξ αλ ε :ρ ο μ ε ν ων το:ν παραγόντων τον·

, 3 ρορ αΤς 5 λ 15 * 1
των, ε:ς , 7; κ/ 7 ,

2 2 2
ρηκαμεν.

ο:ς ανώτερο: ε ν

’Λλλά at το:αντα: ατλότητες των πράξεων άπα:- 
τονν μερχλωτάτ/ν pv'/.vaatv κα': προσοχχ'ν , εν ω ό σ ν  
στα·$·εΤσχ με'3·οόος ε:'να: ρεν:κη , κα': μάς apse πάντοτε
ε:ς τον αντον σκοπον.
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* » <\ * t  r r i  5  · Ί  ,  *Λ λ λ α ι  ε φ α ρ μ ο μ α ι .  Ι α  — των — ενός
3 4

σοι^μου σγηματιζονσι — , η το ηλιισυ τούτου του 
1 ί 2

αριθμού. Παρομοίως το — του — ενός apt-σμου είναι
5 5

» ~ ’ Λ \ 1 ~ rίσον ,με —  τουτου του αριθμόν ’ το — των — ε:ναι 
r  15 1 r  2 4

» , . c~— και εφεξής.
8

§■ 6ο· Ι Ι α ρ α τ η ρ η σ ι ς  Γ ε ν ι κ ή  ε π ί  τ ω ν  
■/.λα σ μ ά τ ω ν, 'Κπεται προίηλως άπο την φύσιν 
των συσταθ-εισων ίοιοτ/ίτων οιά του υπολομισμου των 
κλασμάτοιν, οτι at τεσσαρες -9-εμελιώθεις ερμασάαι, 
τάς οποίας εκτελεσαμεν εις αυτάς , τοντεστιν'η ΙΙρόσ- 
5εσις, η Αϊαιρεσις , ο Πολλαπλασιασμός και η 
Δ ιαιρεσις ανάμονται πάντοτε , με την τελευταία*/ ανά- 
λυσιν , είς τας α^τάς πράξεις , τας ο'ποιας εκτελεσα- 
μεν επι των αν. εραίων αοι-5-αών.

Ka-S-ώς π. χ. yi πρόσ-Ξ-εσις και μ άραιρεσις των 
κλασμάτων άγεται &α της αναμωνης των κλασματω,ν 
είς τον αυτόν παρονομαστήν , είς τη ν πρόσθ-εσιν και 
αραφεσιν των αριθμητών των.

Παρομοίως , ο πολλαπλασιασμός εκτελειται, 
πολλαπλασιαξομενων των αριθμητών αναμεταδοτών, 
και των παρονομαστών αναμεταξύ των. II όιαίρεσιςw * · 7 , 1 f
αμεται εις τον πολλαπλασιασμόν , αντιστρεφόμενου 
του ώ.αιρουντος κλάσματος.

Δλυμπεραινομεν εντεύθεν, ore at συσταώεΤσαι 
αρχα'ι εις τον άρι5·μ. 25 κα'ι 20. επί του πολλαπλα­
σιασμού των ακέραιων αριθμών, εφαρμόζονται παρο­
μοίως ν.α'ί ί:’: τά κλνσν.ατα, τουτεστι
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ον1 Νά πολλαπλασιάσοομεν εν κλάσμα επί το γ ι­
νόμενον πολλίον αλλ-cov aysrgu εός πολλarrXaaca^^ov 
τον άτρωτου κλάσματος ε̂ > ^zaarov των παραγόντων 
τον γινομένου Οίαοοχί'/,ούς.

2 Ιο γινόμενόν ονο 7) περισσότερων κΑασμά- 
των είναι πάντοτε το αυτό , κα3· ο'ποιαν τά^ιν ε'κτε- 
Λε’σωμεν τον πολλαπλασιασμόν.

ν Τέλος πάντων οννάμεθ-α νά εφχρμο<τωμεν επ\ 
των κλασμάτων ολας τας συστα-3-εισας αργας εις τον 
aptS-μόν 4 0 , επι των τροπών, τάς οποίας <$ε_γετα< το 
γινόμενόν ενός πολλαπλασιασμού , η το μηλικόν μιας 
<?ιαιρεσεως , όταν κάμωμεν μερικάς μετα;3ολάς εις ενα 
τ cov όρων της ερνασιας , την οποίαν εχομεν σκοπού νά 
£κτελεσίομ*γ.

ΚΚΦΑΛΑΙΟΝ Γ

II s ρ ι ' Σ υ μ μ ι γ ώ ν  a ρ ι S· μ ώ ν.

§. 0 4 · -* οντο το κε^άλαιον κα\ το ακόλουθον
ccc κάποιον τροπον άλλο τι οεν είναι, παρά εκτασις

ι,λο οεν π ερ ι ε _γον ν , παρά 
:ριας των -/.Χασμάτων , εις 
■S-s ωρουμεν κλάσματα ε'νος

αρ:σμωνγητις κάμνει το νπο* 
Χν ν ο ν τ ̂  . ν ■ ο ε  ̂ν ·_ θ', λ α1. ο ν ^πρ„π_ι να το ομολο^·/|"

;τεοον *ι
1  ̂\ arrjio/i

Γ'άς της μεν.κης .
* α , ε;, τά οπν♦/Κε.Όονς.
γ: οο ο ία τ ο­ι .'V σνμμ^
 ̂Τ ̂  ̂  » ν. 7/.· ν τ ·'‘ - w> 1. V V
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σωμεν) εστερη-3-η μέρος της άζιολογότητος ύστερον άπο 
την στερεωσ ιν του ο εν. άδικου συστήματος των βαρέων 
και μέτρων, μ όλον τούτο ημεΐς ενομισαμεν αναμκαΐον 
να ε/$·έσωμεν αυτήν εις οληντης την έκτασήν. <ως ευ- 
ρισκεται εις τά παλαιά συγγράμματα, επειδκ'ι ημείς 
την 3-εωρουμεν ικανήν νά γύμναση την νεολαίαν εις 
τα; θεωρίας το>ν κλασμάτων , και νά τη δώση την 
έξιν το ντου του υπολογισμού , η οποία δεν είναι τόσον 
εύκολος νά απόκτηση. Λ στο τ* άλλο μέρος η συμ­
πλοκή τιον πράξεων, τάς οποίας η τοιαύτη θεωρία 
περιέχει μας κάμνει νά ^νωρισωμεν καλλίτερα την 
ωφέλειαν τον νέου συστήματος τούν βαρέων και των 
μέτρων συμκρινομένων με τά παλαιά.

ΚΓδομεν (εις τον αριΒ-μ. 8 ) , ότι διά νά εκτιμη- 
σωμεν τάς ποσότητας, τάς πλέον μικροτερας της αρ­
χικής μονάοος, εννοούμεν ταυτην την μονάδα διηρη- 
μένην εις μέρη μικρότερα, τά οποία θ-εωρουμεν , <ως 
νά ε σχημάτιζαν αυτά ταυ τα μονάδας * αλλά δια να 
καταστησωμεν τον υπολογισμόν πλέον εύκολου, αντί 
νά διαιρέσωμεν την μονάδα εις τόσον μέ^αν αριθ-μον 
ίσων μερών, την διαιρουμεν κατά πρώτον εις προσδιο­
ρισμέ νον τινά αριθμόν από μέρη, και μετά ταυτα 
υποδιαιρουμεν αυτά εις ένα άλλον, και εκ νέου αυτα 
εις αλλα μέρη, και ούτως εαεςης. Διά τούτο εις τα 
νομίσματα έδιαιρουσαν άλλοτε την λύτραν εις είκοσι 
Γσα μέρη, τά  ο'ποΐα τά ωνόμαζον σολ δια, τό δε σολ- 
διον εις δώδεκα ·μέρη , τά όποια τά ων άμαχον δηνά­
ριά. Παρομοίως την μονάδα του μήκους , η την ορ* 
/υιάν , την έδιαιρουσαν εις 6 πόδας, τον ποδα εις 
12 δακτύλους * κ. τ. λ.

. Κκάστη τέχνη υποδιαιρούσε τ/'ν αρχικήν μονάδά 
κατ’ αρέσκειάν της. Ιδού ο κατάλογος, ος τις περιεχει
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μη εις 72 κόκκους. Λοιπόν η λίτρα ισοδύναμεT μέ 
8 9 Γ>ρα7ς 2 ,  η 10 ο.γγίας , 8 φοραις l 6 ,  η 128
δραγμάς , 72  φοραΐς 1 2 8 , η Q210 κόκκους.

"Η -προσέτι το ημιλιτρον είναι το ημισυ της λι-
τρας, η o-jyyix είναι το ' 8 του ημιλιτρου , η το 
ΐ6 ° ν της λιτρας* η δραχμή είναι τδ 8° ' της oCyyi- 
ας, η τδ 12 0 C/ της λιτρας* ο δε' κόχχος είναι τδ 
7 2°ν της δραχμής, η τδ 9 2 1 0 ° 'μέρος της λιτρας.

Π ε ρ ί  τ ο υ  χ ρ ό ν ο υ .

Η ημέρα διαιρείται εις 2 4  ά'ρας, η ωρα εις 
6Ο λεπτό , τδ λεπτόν είς 0θ  δεύτερα, τδ δεύτερον 
εις 6 Ο τρίτα* δ χρόνος εις 305  ημέρας, η εις 3 0 6 ,  
οντος τού χρόνου εμ/3ολιμαιου.

Καλείται αριθμός συμμιμης πας, ός τις σύρκει- 
ται από μέρη αναφερόμενα εις τάς διαφόρους μονά­
δας, εκείνος δε', οςτις περικλείει εν είδος μόνον μο­
νάδων, καλείται αμιμης αριθμός* ούτως 13 *$?* 
1 7 σβλ*· Q 0ην} 25 "'?■ 4 πο°Κ' 7 ί:<χτ· 6 ΐ?*/*· 41 λίτ?· 
i  η^{λ· 7 ^  5 W ·  17 κο'·<* X. τ. λ. είναι αριθμοί 
συμμιγείς, αλλά 8 λίΤΡ· 17 ε?γ- 2 4  χ4*' 5'·ναι αριθμοί 
αμιγείς.

§. 66. Αρχίζομε ν δε' την S-εωριαν των συμμι- 
νων αοι-τμων άναπτύσσοντες δύο ιδιάσου σας εις αυ-

' > / -, t f - -%. ■* * ■> 'τους εργασίας, και αι οποιαι >ε ωρονν ται, ως μχσις , 
εις τάς τέσσαρας αρχικός ερμασιας. II πρώτη εχει 
σκοπόν , δεδομένου ενός συμμιγούς νά τόν ανάςωμεν 
εις ενα μόνον api-S-μόν κλασματικόν της αρχικής μονά- 
οος. Η δεύτερα είναι, δεδομένης αντιστρόφως εκ-



1 2 6 η ε ' γ ι

'φράσεις τίνος κλασματικης νά εξάξωμεν τ'όν οποίον
« V ^ Α» t /.ccvt/) παριστα συμμιμκ; ctplS-μον.

i cv "Ας άνάξώμεν i 7 C>T· 5 πο* 7 J~xr· i l W  
ε:ς κλασματικόν χινά apc-3-μόν τ η ς  ορννιχς.

TV'r '  '/ 1 > / i „r,:vai φανερόν , o n  εαν φυτασεομεν να προσοιο- 
ρισωμεν τον αριθμόν των νραμμων, τάς οποίας πε­
ριέχει ο όεόομενος apt-S-μός, τότε αρκεί εις το τοιου- 
τον εξαγόμενον νά όωσοψεν παρονομαστήν τό 8 6 4 , 
επειόό κατά το'ν πίνακα (αρι3·. 63·) η νοαμμό είναι

CT7) με
864

Tr/ς ορ^υιας.

ΟΡΎ.
17

6

7Γ60

5
ία*.

7
7Ρ· 
11

107
12

1291
12

εξα-

'' 4 * u Λ \ ' Τ 'Ας a to; μεν Αοιπον τον οε- 
ίομενον api-S-μόν εις μραμμάς κα­
τά  πρώτον. Επει&ό η ορμυιά όυ- 
νάται 6 πόόας, άμομεν εις πο- 
όας 17 °ί3γ* . . . . και 5 πύ<̂·
................πολλαπλασιάξοντες τό
1 7  επι 6 ,  κα'ί εις τό μινόμενον 
πρδσ3·ετοντες 5 rc,v· τους οπο/ους 15505
Τ\δη εχομεν, και Ούτως ευρισκομεν 107 ο-ά 
. yνομενον.

cepα επειοη ο πους είναι ίσος με 12 οακτν- 
Χούς , άμόμεν εις όακτυλόυς τους 107 πύ'5'· *αι 7 âltT‘ 
πΟλλαπλασιάξοντες 1 0 7  επι 1 2 > κα'ί προσθ-ε'τοντες 
εις τό μινόμενον 7 C3:zr- , κα'ί εχομεν 12Q1 ^ χτ*

Τέλος πάντων, επειίό  ά δάκτυλος ισοόυναμει 
μέ 1 2  μραμμάς, άρχει όιά νά άξωμεν 1 2 9 1  (*ΛΧΤ· εις 
μραμμάς, νά πολλαπλασιάσωμεν 1 2 Q1 sVi 1 2 , και 
να προσ3·εσωμεν 1 1  εις τό μινόμενον , και ούτως ·$·ε* 
λομεν εχει 15503  'Λ6̂ -· οιά τον όλον άριαμον των 
μραμμων, το'ν οποίον περιέχει ό αριθμός 1 7  5?,γ' 5 “°" 
7 "'«χ. 11
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Διοοντες λοιπόν ε'.ς 15503 τον Παρανομαστώ
. τ , 1 ,)θ 0 3  λ , ι  ~  *  \  \  ,

804 δυρισκομεν ---------- της ορμυιας οια τον ζητουμε-
8 6 4

νον αριθμόν.
Σ. Κ. Κίς τ αυτήν την ερνασιαν ημείς ε πολλα­

πλασιάσαμε!/ 2 <ρορα~ς επι τον 12. Κν μενει ο πολλα­
πλασιασμός επι το'ν παράγοντα 1 2 είναι συχνότατης 
χοησεως εις την θεωρίαν των συμμιγών αριθμών, και 
πρεπει να η£ευρωμεν νά πολλαπλασιάσωμεν αριθμόν 
τινά επι 1 2 ? ως πολλαπλασιάζομε ενα αριθμόν μ3 
εν μόνον ψη^ιον, μ ολον τούτο, εως να. ^υμνασθ^ το 
μνημονικόν , ημπορουμεν νά κάμωμεν χρησιν ενός πι- 
νακος πολλαπλασιασμού (apt-9·. ι 8 )  εκτεινόμενου εως 
είς 12.

Το ανωτέρω παράί:ιμμα μάς όιόάσκει πως εκτε~ 
λίΤται η πρώτη ερμασια. Και tSov είς τι συνισταται. 
Πολλαπλασιάζομε',/ κατά πρώτον τον αριθμόν των αρ­
χικών μονάόων, τάς οποίας περιεχ-1 °' συμμιμης αριθ­
μός επι το'ν αριθμόν των μονάάων της άνωτερας υπο~ 
οιαιρεσεως , αί οποιαι περιεχονται είς την αρχικήν μο- 
νάόα , και προσθετομεν είς τό γινόμενον τάς μοναόας 
ταυτης της υποάιαίρεσεως, τάς οποίας εχομεν ηόη- 
ΙΙολλαπλασιάοομεν τό εξαγόμενον επι το'ν αριθμόν των 
μονάόων της οευτερας υποόιαιρεσεως, τάς οποίας περι­
έχει η πρώτη , και προσθετομεν εις τό γινόμενον τα ς  
μονάόας της οευτε'ρας υποόιαιρε'σεως, τάς ο'ποιας εχο- 
μεν η<5η. ·

Πολλάπλασιά^ομεν τό νε'ον ε’ςαρομενον επι τον 
αριθμόν των μονάόων της τριΤης υπο&αιρεσεως * τας 
οποίας περιέχω η Οευτερα, και προσθετομεν είς το p’i* 
νο'μενον , και ε<ρεςης . . . ακολούθουντες ούτως την 
πράξϊν , ε^ς νά φθάσωμεν εις την τελειταιαν υποάιαι-
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Διοομεν τ$\ος πάντων παρονομαστήν εις το τ?- 
λευταΤον εξαγόμενον τον αριθμόν τών μονάδων τχς 
μιχροτερας νττοδιαφεσεως , τάς οποίας ττεριέχει η αρ- 
χιχη μονάς , αριθμόν, οστις ενρισχεται εις τον πίνα,.%. 
(αρι$·μ. 65 .)

§, 65. 2- °' "Ας αναχ3·^ ο. κλασματικός αριθ-μνς

-) ί θ τ/Ις ορ/νιας εις αριθ-μον τινά συμμιγή.
25

Λργ^ομεν να διαιροομεν 
το 6 1 5 οιά του 25, το οττοιον 
δίνει ττηλάον 2 0 , και κατά­
λοιπον Ι7· Λοιπόν δυνάμε$·α 
τιότ] νά είδωμεν, οτι ο τνροτεθ'εις 
αριθ-μος είναι ίσος με 26°Ργ·

Λ/ 1 7 ~ ’ ~ . ’Λ Λ ’ ’*τλεον~— τ>;ς ο ρονιάς αΛΛ ε-

256 1 5
155
----- ! ο 6

17|
6

1 0 2

1 Ο 
1 2

®?· roo. ίαχτ.

 ̂\ / η ’ \ , τ .  «, 1 οηειοyj κα-5-ε οργυια ισοονναμει _ _
5

1 2
\  ̂ > ί ./ .17 ~ *με 6 π00' επεται, οτι τ^ς ορ~ 

r  25 1

νυιας ισοοννκσει μ ε ----
'  * 25

'ο;ν
6 ο

, / '  Λ /· λ ' ^ 9°Γ'α^  17 * 1026 π5°·,τουτεστι (αοι-^μ. 6 2 ) με..... ........ ......... η ------  rev
23 25

σοοος, κα': όσαις ιροραίς το 102 σεριεχει το 2ο, τόσους
,ττόοας ε γομεν εις το rv;A:'/ov. Λοιπόν )3λεπομεν, ότι
e-S-ασαντός ::ς το ντολοιττον 17 οιά νά συνάξω μ εν τους
πόόας , πρέπει να τοΛλαττ.λασιάσοιμεν το 17 ετά 6
και νά οιχιρεσοψεν το 102 ίιά. τον 25 , και οντω συν-
σμομεν α/,Αιχ ν 4*°,;· κα': υπόλοιπον 10, 'Ο  όεόομενο;
αριθμός λοιπόν είναι ίσος με 20°?γ· και 4 ,Ti"J'* πλέον
10 _ , ,
--- τον 7T000C.
23
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Και, συλλο^ιζομενοι περί τούτου τον νέου χ\ά- 
σματος , ως περί του άνω , βλεπομεν , ότι διά νά το 
άνά^ωμεν εις δακτύλους άρχει νά πολλαπλασιάσω μεν 
το υπόλοιπον 10 επι 1 2 , και νά διαιρεσιομεν τδ γι­
νόμενον 120 επι 2 3 ,  και ουτω σννάγομεν πηλικον 5 
δακτύλους, xac υπόλοιπον 5.

Πολλαπλασιάξοντες τδ vs ον τούτο υπόλοιπον όπ; 
1 2 , δίά να λαβωμεν τάς ^ραμμάς, εχομεν γινόμενον 
6θ , τδ οποίον διαιρετά ν επι 23 δίδει πηλικον 2‘(ΡΧΡ· 
με υπόλοιπον 1 4 ·

Λοιπόν ο δο-9-εις αριθμός είναι Γσος με 20°Ρϊ’ ,
J  Λ

4rt0̂ ’» 5^*τ·, 2 W S  χ α ι —  της γραμμής. "Ως επι
23

τδ πλε ιστόν παραιτουμεν τδ κλάσμα —— της νραμμης,
23

η του δόδομε'φμιάν ως έγγιστα  τ ιμ ή ν’ εάν -π. χ. εΓχα-
1 4 ’ '  ̂4 ' Ί Λ ' * Jf ~ 'μεν ·—  α ν τ ί---- - , τότε το κλάσμά ισοόυναμει με
28 2 >.*)

-  μρχμμης * αλλ επειδή ο παρονομαστής είναι μικρό-

τερος από τδ 28 , διά τούτο —~  είναι ολόγον τι με-
2· 3

χαλητερον της — γραμμής.
2>·

Γ ε ν ι κ ό ς  χ ά ν ω ν .  Δ ίά  νά εκτελεσωμεν την 
τελευταύχν ταυτην πρά£ιν , διαιρουμεν τον apt-5-μητην 
του προτε-9-εντος κλασματικού αριθ-μου δια του παρο- 
νομαστου, χαι ούτως εχομευ μηλικόν saifρόζον τας αρ­
χικός μονάδας, χαι εν τι υπόλοιπον.

Πολλαπλασιάςομεν τδ τοιουτον υπόλοιπον επι τον 
αριθμόν των μονάδων της πρώτης υποδιαιρεσεως, τας 
οποίας περιεχει η αρχική μονός, και διαιροϋμεν το yt-

9
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Ή  βάσανος της ίευτερας πράξεως εχει άνάνκην 
σαφήνειας.

* a 1 7 ’ » *Λφ ου εφαρροσωρεν εις
τον αριΑρόν 20'’??, 4™^ > 
5^**, 2γ?, τον τρό-τοντης 
τρίτης εργασίας, ευρισκο- 
μεν εξαγόμενον 23102??
„ 2 3102
η ---- -—  της ορνυιας *

864S λ > ’ ή λ i 'αλλ εττειση εις τας 
23102?? ευράγχονται και
1 4 ~—  της νραρρης, πρεττει 
23 ' '
νά ττολλαττλασιάσωρεν τας 
23102  $Vt 23 , όιά νά 
άξύιμεν αυτά εις εικο-

cp υο·3 ίαχ yp |  χ
' ' 5 . 22 6 . 4 
6 23

100 
1 2

19*5
12

23102??
23

69306
40204

______ 14
531300

στά τρίτα , και ρετά ταυτα νά προσ-9-εσωμεν εις το γι­
νόμενον τό 1 4 - ό-9-εν λαμβάνομεν 531300  ctciS-μον, 
εις τον οποίον πρεπει εττειτα να όίυσοορεν παρονομαστήν- 
23 φοραϊς το 864*

’αλλ’ 1 53 1 3 0 0  , y ·* „Αλλ επειοη --------------- -—  πρεπει να ηναι ίσον
23 φορ. 864

με , εττεται ότι 53 1 3 6 0  πρεπει νά ίιαιρητ&ι Six 
23

8 6 4 * το οποίον ευκόλως μνωριξομεν, και τότε εξαΧεί- 
φοντες τον κοινόν παράγοντα 804 ανευρισκομεν τ:ο
, 6 ΐ  5
ο ν τ ι---- .

23

Ί$ού άλλο παράίει/'ρα της όευτέρας πράξεις 
ρετά της βασάνου.

9
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Νά τρδψβψόν εις συμμιγή τινά
ημιλίτρων, ουγγιων , δραχμών και

λ . Λ χ 1 2870  _ σματιχον αριθμόν — ■■ λ ίτρα :.
505

αριθμόν λίτρων , 
xoxxaiv τον χλα*

Κ ρ γ α σ ι α . Β ά σ α ν ο : .

12870 505
λ(Γ. ημ. ονγ.ι?. *«.<250 Xir· η

1Q 70 5 5 ,0 ,4 .  ι >22 >δ θ'5 3 δ >
95 2

2 70
1 9 0 8

8 5 0 4
1520 8

6ο 4513
8 72

480 9 0 2 0

115 31591
7 2 22

8017Q 
6 4512

150 
3θο

9Αΐ ό
12870

230
805
8280

9 8 0
25G

3 2 4 9 5 8
565

1 6 2 4 7 9 0  
19 4 9 7 4 8  

• -974874
250

00000

12870 
305  ’

ι  ΐβ ό θ 9 9 20
Ά φ  ου ευρωμεν εις την βάσανον τον αpiS-μόν

1 186099^0 , οστις εκφράζει το' 365°'’ τον κόκκου, 
&αιρου|χ*ν τούτον τον άρι3·μδν διά Q210 aptS-μοΰ κδχ- 
'χ,ων περιεχομένων εις την λίτραν , και συνάγομεν πη-
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λίκον 12870* ούτως δυρίσκομεν τόν δεδομενον άρ<5·-
. 12870 * 

μον -------— της Αιτρας.
3 ft 5

§, 0 9 · Δ ια  ιι$σαν των τοιουτών δυο προοιμιω- 
δων κανόνων αΐ τεσσάρες πρωταιε’ρμασcat επι των συ μ* 
μίμων apoS-μων , αναμονται εις τάς εκτε3·είσας είς το' 
ανωτέρω κεφαλαίο ν, Τω ovrt όποιαδηποτε είναι η 
δεδομένη πράξις , δυνάμε3-α ζατα πρώτον νά τρεφω- 
μεν τους σνμμιμεις αριθμούς, επι των οποίων έχομε ν νά 
πράξο:μ:ν, έκαστον εις ενα μόνον αριθμόν της αρχικής 
μονάδες κατά τον κανόνα (του αριδ-μ.. 66 ), μετάταυτα 
εκτελουμεν επι των ουτω μεταμορφω$·ε'ντων άριδ-μιον 
την ζητούμενην πράξιν, κατά τον κανόνα των κλασμά­
των. 0$-εν εχομεν αριθμόν τινά κλασματικόν, τόν 
οποίον 'τρεπομεν εις αριθμόν συμμιμη. κατά τον κανό­
να τον αρι.$-μ. 67 > η οποία πράξις S-ελζι μάς δώσει 
τό ζητουμενον εξαμόμενον * αλλ αυτή η τελευταία 
πράξις είναι ολιμωτερον απλή διά τάς τρεις πρώτος 
πράξεις , παρά την οποίαν ηόη -9-ελομεν αναπτύξει.

Π ρ ό σ θ - ε σ ι ς  τ ω ν  Σ  ν μ μ ι μ ώ ν η Σ υ μ π ε π λ ε μ -  
μ ε ν ω ν α ρ ι ■$- μ ο.' ν.

§. 70. 'Η πράξις αύτη ε’κτελειται, ως η* των 
ακέραιων άριδ-μοίν. Γράφομε·/ όλους τους δεδομένους 
αριθμούς τόν ενα υπό τόν άλλον, είς τροπον, ώστε αι 
μονάδες του ίδιου είδους, η της ίδιάς υποδιαιρεσεως νά 
ευρίσκωνται είς την αυτήν στηλην , και άρχίζομεν να 
προσδ·ετο;μεν τάς μονάδας της μικροτερας υπoδ£aιpε,- 
σεως, ’Καν τό ά·$·ροιματων δε'ν συμκροτ§ μίαν μονάδα 
του αμέσως ανώτερου είδους, τό μράφομεν υποκάτω* 
εαν όμως περιέχω πολλάς μονάδάς, ιόστε'να σχημάτι­
ζα μίαν η πολλάς μονάδας της υποδιαιρεσεως της αμε- 
-ω ςανωτερας, μράφομεν υποκάτω της στηλης την εξ-
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αχ5·είσχν υπεροχήν του αθροίσματος επί του αριθμού 
των μονάοων του ανώτερου είδους, καί κρατουμεν αυ- 
τάς, oca νάτάς προσθ-εσωμεν με τας ομοίας των» υπό 
τάς οποίας ερ/αζομεθ-α , cog ανωτέρω.

Π ρ ώ τ ο ν  π α ρ άδ  ε t ^ μ  α,

Προτείνετα: να προστε-9·ωσ:ν οί apc-3-μοί.
λ//5ρ. σολ, ίην.

705 1 9 7
1279 *7 6

91 5  13 11
2 5 9 4  *9 8

58 9  8 6
6 ΐ 4 5 λ'β* ι9 'τολ* 2'*ην· [άθ-ρο^σμα. 
$ 3 4 $  4$ Ο . . . βάσανος,

Προσ-9-ετοντες κατά πρώτον τά  δηνάρια ευρίσκο- 
μεν χε^άλαιον 38 ♦ τά  οποία περαλείουσ: 3 φοραίς 
12 δηνάρια, η 3 σολδόα καί 2 δηνάρια, νρά^αμεν τα 
2 δηνάρια, κ*ί κρατουμεν 3 σολοία, δια να τά  προσ- 
^εσωμεν με' τάς μονάδας των σολδίων.

Κυρίσκομεν οε νεον κε^χλαιον 39 > μρά^ομεν Q 
χαί χρατουαεν τρετς δεκάδας , δ:ά νά τάς ενωσωμεν 
με' την στηλην των δεκάδων των σολοίων , oS-εν εχο- 
μεν 7 οεκαοας σολομών* επειοη οε ουο οεκαοες σολοί­
ων κάμνουν μίαν λίβραν , πΙρνομεν το ημισυ του 7 , 
το' οποίον είναι 3 καί 1 υπόλοιπον * γράψομε» το τοι- 
ουτον υπόλοιπον είς την δεκάδα τοϋ σολοίου, καί κρα­
τουμεν τάς 3 ^ ·  διά νά τάς ενωσωμεν με' τάς λί|3ρας, 
καί α?·ροίζομεν αυ'τάς κατά την συνήθειαν.

Ή  ]3άσανος ε 
ακεραίων αρι3·μων

κτελείτχι προσέτι, 
(άρα αρ:·9·μ. Ιό ] .

ως ε’κείνη των
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Δ  ε ύ τ ε ρ ον Π αρ ' *α ο ε ι α.
”Ας πρθστε-9-ωσιν λ/τ. ημ· ονγ. *?- χοχ.

οι ακόλουθοι άρι^-μού· • 59 1 7 6 46
(η αρχική μονάς είναι 47 0 2 7 39
η λίτρα.) 87 i 5 3 53

S 37 1 7 5 29
2 3 2 1 7 7 23

& a £ 0

1 67
23 2

7 2

Εκ τού αθροίσματος των κόκκων λαμβάνομεν 
1 6 7 , τ<> Οποιον ^ράφομεν εις το πλάγιον, ώς ε ίώ  
ανωτέρω φαίνεται, και όιαιρουμεν a Jro  όιά τον 72  
αριθ-μου των κόκκων των περιεχομένων εις την δραχ­
μήν , και σννά/ομεν πηλίκον 2 , και υπόλοιπον 23, το * 
οπο" ν ^οαφομεν νπο' την στηλην των κόκκων, κρατου­
μεν όε τα  ο 0ια να τά ενώσωμεν με τάς όραγ-μάς, και 
ευ ρίσκο μεν κεφάλαιον 2 3 , τουτε'στι 2 φοραΐς 8 όραχ- 
μας πλέον 7 η <$νο ο υ ρ ία ς , και 7 ^ρ^Χ^άς, τάς όποι­
ας ^ράφομεν υπό τάς <5ραχμάς , και κρατουμεν 
τας ίυο ο υ ρ ία ς , όιά νά τάς φερωμεν εις την στη­
λην των ο υ ρ ιώ ν , επι των οποίων πράττομεν, ως και 
επι των ακολούθων, ως επρά£αμεν εις τάς προη^ουμενας.

Ά  φ α ι ρ ε σ ι ς τ ω ν  σ υ μ μ ι γ ώ ν  α ρ ι θ μ ώ ν .

§. 71-  Γράφομεν τον μικρότερον αριθμόν υπο 
τον με^αλητερον ούτως, ώστε αΐ μονάόες τού ΐό'ιον 
ειοους νά ανταποκρινωνται, και αρχι^ο(^ν την αφαι- 
ρεσιν από τάς μονάόας του μικρότερου είόους. Εαν ο 
κάτω άρι-9-μός των μονάόων τούτων $υναται να αφαί­
ρεση από Toy ά'-'ω , νπο^ράφομεν τό υπόλογον, εαν 
όε τό ενάντιον, ^όανειζόμεθ-α μιαν μονάία απο την αμέ­
σως ανωτεραν υποόιαιρεσιν , την οποίαν ανα^οντες εις 
μονάόας τού ίδιου είδούς, ενο'νομεν αύτάς μ? τάς μονά-
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δας , s i  των οπο/ων πρύτερον δεν εδυνάμ*3·α να α<fcu-
ρέσωμεν τάς μονάδας του κάτω αριθμού, προσέχοντας 
νά έλαττόνωμεν κατά μονάδα τον απδ τον οποίον εδα- 
νείσ^ημεν api-S-μόν.

Π ρ ώ τ ο ν  Π α ρ ά δ ε ι γ μ α .
λίβ. σολ. cr).

Εκ τού άριθ-μου....................  327 11 7
να άφαιρέσωμεν το'ν . . . . 18Q 15 11

Τπολοιπον . 137 
Βάσανος

15
327 11 7

μη δυνάμενοι νά αφαιρεσωμεν 11 δηνάρια'απο 7 ,  δα­
νειζόμενα εν σολδιον απδ τά  1 1 , το οποίον δνναται 
12 δηνάρια, τά οποία ενωμένα με τά 7 δίδουν 1Q 
δηνάρια, καί λε^ομεν 11 απδ τά 1 9  μένουν 8» τα 
οποία ^ράφομεν υποκάτω των δηναρίων.

Μετά ταυτα απο τά 1 I , η μάλλον 10 , διότι 
προεδανεισ-9-ημεν 1 , μη δυνάμενοι νά αφαιρέσωμεν 15 
σολδία , δανειζόμενα μιαν λίβραν, ηπς ίσοδυναμεί με 
20  σολδια , τά  οποία ενδνοντες μέ τά 10 εχομεν 30  
σολδία, και αφαιρουντες Ι 5 α π δ  τά 30 , λαμβάνομεν 
1 5 , τά  οποία ^ράφομεν υπδτην στηλην των σολδιων.

Τέλος πάντων αφαιρουντες 189 απδ τά 3 2 6 ,  
ευρίσκομεν υπόλοιπον 137. Ούτως τδ υπόλοιπον της 
άφαιρί σεως~είνα ι l 3 7 ?Uf3· 15τολ· 8^ην· » ως δυνάμε-Va 
νά βεβαιω3·ωμεν, συνα5ροί£οντες τδ υπόλοιπον καί 
τον μικρότεροι απδ τους δύο αριθμούς.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  Π α ρ ά δ ε ι μ μ α .
00. ποί. <ίαχ, γρ.

Εκ τ ο ύ ...................  . . . 39 4 7 5
5-ελομεν νά α^αιρέσωμεν τον 27 4 11 7

I 1 4 7 19 Τπολοιπον,

39 4 7 5 .  Βάσανος·
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Κπει^ύ ύεν ημπορούμεν νά αφαιρέσοομεν 7 ^ραμ- 
μάς απο 5, οανειζόμεθ-α ένα οάκτυλον, οατις ούναται 
ί 2 ^ραμμας τας οποί'ας ενόνοντες pis τάς 5 αννάγο- 
μεν 17 , m't λέ^ομεν 7 άπο τά 17 μένουν 10.

Μετά ταύτα, επειύη 1 1 οεν Ουνανται νά αφαιρε- 
ο-όχπν άπο' τά  6 , δανειζόμενα παρομοίως ένα ποοα , 
Γ,7τις κάμνει 1 2  δακτύλους και 6 , τά οποία εχομεν , 
1 8 , τά οποία αναιρούμενα απο' τά 1 8 δίδουν 7 · Περ- 
νάντες δέ εις τους πόδας , και μη δυνάμενοι νά αφαι- 
ρέτωμεν 5 απο τους 3 , δανειζο’με-δ-α μιαν ορ^υιαν, 
ητις έχει Γ) πόδας , οι οποίοι ενωμένοι με' τους 3 ‘λά­
μνουν 9 > κα'ι αφαιρούντες από το' 9 τα  5 εχομεν 4  * 
κα'ι αφαιρούντες τέλος πάντων 27 άπο τας 3 8  ορ^υιάς 
εχομεν διά υπόλοιπον 1 1 . Λοιπο'ν το ζητούμενον υπό­
λοιπόν το είναι 1 1 °Ρ· 4 π*' 7 α̂χ· 1 0 γΡχ ·̂

Τ  ρ ι'τ ο ν II α ρ ά δ ε ι γ  μ α.

Εν α^ειον ^εμάτον ύ^ρού λι'τ. ονγ. ip. χόχ.
17 5 4 Π

4 7 3 49

V / V"
r*\«(*)Ή πλημμέλεια η το βά­

ρος του κενού αγγείου είναι
Ζητείται το βάρος του  υνρου. 12 12 5 4^ 'Υπόλοιπον*

1 7  5 4 *7 Δοκιμή.
Είναι φανερόν, οτι αφαιρουντες απο το ολον βά­

ρος τού υ^ρου και τού αγγείου το' βάρος τού αγγείου 
,'θνον, το υπόλοιπον ·9*έλει εκφράζει το' τού υ^ρου 
βάρος.

Και επειδή δε'ν ύυνάμεθ-α νά αφαιρέτωμεν 49 
απο τα 17» δανειζόμενα μιαν δραχμήν, η' οποία ίαο-

(* Ι Πλ·Λ,μ^ελ?:χν ο ίϊ ίμ χτχ  την ηχρχ  τοΓ( Γχλλι.α ( t are) ,  
λ χ -Jrj ξεηετμί;).  Ο VI. *
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©υναμεΤ με 7 2 κόκκους , και λέμομεν 49 
τλ$ον 1 7 . έ  άπο' το 8Q μένουν 4<>. Μ

«7το τα 8 πλε'ον 3 , η από τά 1 I μένουν 
τες εις τάς ουμμιας . 7 άπο τά 4 είναι
«φαιρε5ωσιν * άλλ επειδή η λίτρα καμνει 
λεμομεν 7 octto τάς ΐί) πλέον 4» η 20 
Τέλος πάντων 4 α “  ̂ τάς 16 μένουν 12.
©λαόν ράρος τον υμρου είναι Ι 2 λ:ι·· 13°’·'γ· 5̂ ?* 40

απο τα 72 
τά ταυτα 4 
5. Ιίερνων- 
άδόνατον νά 
|6  ουρίας, 
μένουν 1 3 . 

Λοιπόν το

Π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ό ς  τ ω ν  σ υ μ μ ί μ ω ν  
a ρ t θ- μ ο; ν.

Αύτη η πραςις , πλέον σνμπεπλεμμενη από τα; 
ουο προτέρας, απαιτεί μεμάλην προσοχήν , καί διά πα- 
ραδειμμάτων σαρηνίςεται καλλίτερα.

Δ ιά πλείοτέοαν σαιρηνειαν διάκο ίνοαεν δυο αρνί-ι i I ί ί ΑV /χας ir$pt7T7.7jic.
Η πρώτη είναι , όταν του πολλαπλασιαστέου ον* 

τος συμπεπλεμμένου, ο πολλαπλασιαστής είναι απλού;, 
και η δεύτερα, όταν, άντος του πολλαπλασιαστέου 
συμπεπλεμμενου, η μη , ό πολλαπλασιαστής είναι 
συμπεπλεμμένος.

§. 7 2. "Λς 5εωρησωμεν κατά προ; τον την πρά- 
την πεοιστασιν , κα5 ην του πολλαπλασιαστέου οντο; 
συμπεπλεμμένου, ο πολλαπλασιαστές είναι απλούς, 
η ακέραιός τις αρι5μός.

Πολλαπλάσια σ5ητω. . . .
λ;/3ρ, σολ. ίην.

24? 17 1 1*
9

2231 1 3·
Κυρ ισκ ο μ εν αυτό τό μινόμ εν ον ? πολλ απλασι κ* 

ξοντες ολα τά  μέρη του πολλαπλασιαστέου , αρ^άμενοι 
απο τα πλέον μικρότερα επί τον πολλαπλαστην, προσ*
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ε'χοντες νά κρατώμεν διά τάς άνωτε'ρας .τάξεις , τάς 
μονάδας των κατωτέρων μινομενων.

Οντως λε γομεν g cop. 1 ΐ δηνάρια κα'μνουν QQ» 
τά οποία περιεχουσιν 8 φορά:; 1 2 δηνάρια , η 8 σολ- 
δια και 3 δηνάριά. Γρχφομεν τά 3 δηνάοια , και κρα- 
του μεν τα 8 σολδιά, διά νά τά φερωμεν εις το γινό­
μενον των σολδιών.
 ̂ Μ ετά ταυτα Q φορ. 7 κάμνουν 9 3 καί 8 τά  

κρατη3·εντα σχηματίσου σι ν 7 1 σολδι'α , γρίψομεν ενα, 
και κρατουμεν 7 δεκάδας σολδιων · Q (pop. ι δίδουν Q 
και 7 τά  χρατη-5-εντα σχηματικόυσι 10 δεκάδας σολ-' 
διών, χαι επειδή δόο δεκάδες σολδιών σχηματίζουν 
μιαν λίβραν , λαμ/3άνομεν τό ημισυτου I 6 , τό οποίον 
είναι 8 , χαι τό όποιον βαστουμεν, διά νά τό ενώσω- 
μεν μέτό  γινόμενον των λιβρών, ε’πι τών όποιών.πρχτ» 
τομεν, κατα τάς ερμηνείας τάς περί του πολλαπλασι­
ασμού των ακέραιων άρι-3-μων, και συνάγομεν τέλος

λ:ρ. σολ. ίην.
πάντων δια το ζητουμίνον γινομενον 2231 1 3»

Κις τούτο τό παράδειγμα, όπου ο πολλαπλα­
σιαστής μράφεται δι’ ενός μόνου ψηφίου, αρχισαμεν 
από τά δ ε |ιά , χαι ε προσδιορίσαμε'/ διαδοχι/.ώς τάσολ- 
δια τά  συναγόμενα από τό γινόμενον των δηναρίων , 
χαι τάς λίβρας τάς συνκμομενας από τό γινόμενόν των 
σολδιών, Καν όμως ό πολλαπλασιαστής είχε πολλά 
ψηφία, οι αυτοί προσδιορισμοί δεν «/.τελούντο με 
τόσην ταχύτητα , ή με' την ε’ν^υμησιν * χα'ι δια να 
φθ'άσο.'μεν εχοειάςετο νά κάμιομεν ςεχωρισ.'ά τους 
πολλαπλασιασμούς, και μετά ταυτα τάς διαιρέσεις» 
διά νά τρεψωμεν τά μικρότερα εΓδη εις τά  μεμαλητε- 
ρα } η οποία πράςις απαιτούσε μεμιστον υπολομισμον* 
Κις ταντην την περιστασιν η πρα^ις εχτελεΤται απλου- 
στερα, ώς εδώ -S-ελομεν ιδει εις τό ακόλουθον παρά- 
δ-ιμμα.
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Να Γ.ολλαπλασια'σωμεν 
τον αριθμόν

λ.'β. ·Τθλ. irj;·.
784 ΐ5 g

επί 857
. οΛίρ.

5 488
5 9 2 0

6 2 7 2
10 σολ. # . . . 4 - 8 ι ο τελ·

5 . , . 214 5
ή ίη». . . . . 21 8 . · . 6*γν·
ο . . · 10 14 Λ

6 7 2 5 0 2 λί'ί· 1 'jGtX, gor.v.

'λ(ρ ου εκτελεσαμεν τον πολλαπλάσιασμον του 
7 8 4  ε™ 857 κατά το αίνησες περνώμεν εις τον πολ­
λαπλασιασμόν των 15 σολοίων επί 8 5 7 . Δ ιά  νά λα- 
ρωμεν αμεοας το τοιουτον γινόμενον εις λίβρας , πα- 
ρ ατηρουμεν , οτι εάν είχαμεν μ (αν λ ίβραν, ητις νά 
πολλαπλασιασθ-ΐβ επ': 8 5 7 , το γινόμενον η τον 8 5 7 λί/**

α λλά  15 σολοία η —  της λί·3ρας άλλο οεν είναι
20

αρά τα  τρία τέταρτα τη; λι'Βρας, η μάλλον άναλυ* 
μενών εις ί ο  σολβία και 5 σολβία είναι τότε το

εταρτημορ:
αυτό , πλέον το ημισυ του ημίσεος των 857 λιρροον 
ούτως λε γο μ εν : οιά 10 σολβία, το άμι^ν των 807 » 
το οποίον είναι Γσον ριε' 4^8  (ορα dpcS-μ. 3 θ ) ,  και 
μενει μια λ ίβρα , ητις κάμνει 20 σολβία, της οποίας 
το ημισυ είναι 1 0 , και συνά/ομεν 4 2  8 λίβρας και 10 
σολβία, οιά το γινόμενον των σολοίων επί 857*
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Λαρβάνοντες τώρα το ύρισυ των 4 ^ 8  λίτρων 
και 10 σολδιων , συνά^ορεν 214 λι']3ρα , και 6 σολ- 
όιά δια το γινόμενόν tcov 5 σολδιων επί 857*

Περνωντες εις τά  δηνάρια παρατηρουρ=ν, ότι 
{) δηνάρια αναλύονται εις 6 καί 3 δηνάρια, αλλά 6 
δηνάρια scvai το ηρισυ του σολοιον, και έπορένως 
το ηρισυ του πεμπτημορίου , η το Ι0 6ν των 5 σολ- 
όί'ων * λοιπόν το ycvopsvov των 6 διναριων eVt 857
είναι το 105ν του προηγουμένου γινομένου 2 1 4 λ{''· και 
Ρ)7ολ. Λαμβάνοντες κατά πρώτον το ΙΟ01" Των 214   ̂
εχομεν πηλικον 2 1 ,  και υπόλοιπον 4 λίβρας, α- 
οποΐαι ισοδυναρουσι ρε 4 ροραΐς 20 » ^ ^0  σολοια,
τά οποία ενόνορεν με 5 σολοια * το ί ο 0’’ των 85 ει- 
ναι 8 σολδια, και ρενουν 5 σολοια, τα οττοΐα. ισο- 
δνναρουν ρε 5 ροραΐς 12 ο 00  δηνάρια. Τέλος παν- 
tcov το ι ο ° Ρ του 6 0  είναι 6 ’ ο.3-εν το ρινόρενον των 
6. Ανάριων επι 857  είναι 2 1 λ'^ · 8τολ<1 0 'ίην*

Δ ια  νά λάβωρεν το ρινόρενον των 3 δηναρίων 
εττι 857» άρχει νά λάβωρεν το ηρισυ του προηγου-
γουμενου γινομένου , και ευρισκορεν Ι 0 λί ·̂ 1 4 ’τολ' *α'ι 
53ην.

f Υπ ο y ρ α ρ ρ ίζοντες το ολον , κα'ι a-S-ροιξοντες τά 
ρερικά γινόμενοι λαρβάνορεν 0 7 2 5 0 2 ^ -  Ι 7 7:>λ' και 
Ο"'75· το ολον νινορενον.

Ουτος ο τρόπος του ευρισκειν τά ρινόρενα των 
υποδιαιρέσεων της αρχικής ρονάδός του πολλαπλα­
σιαστέου ε’πΐ τον πολλαπλασιαστήν, καλείται ρε'θ-ο- 
δος των όρθιων ρεριδι'ων, επειδή συνίσταμαι εις το 
νά άναλυστ} τους άρι-9-ρους tcov ρονάδων των υποδι­
αιρέσεων εις ρερέδια οροια είτε της αρχικής ρονάδος, 
είτε ρερικά τούτων εις ά λλα , τουτέστι (αρι-9·. 4&·) 
£ΐς ρεριδια περιεχόρενα ρέ ακρίβειαν τό εν εις τδ
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τερών γινομένων , λαμβοίνομεν εν μερίοιον σημειωμε'-
νον απο -ον αριθμόν των φορών, κατά τάς οτοίας τά 
ομοια μερίδια , τά οτοία 3-εωρονμεν . τεριεχοντat εις 
τα μερ^ια τά αντατοκρινόμενα εις τούτο το γινό­
μενόν.

Έ σ τω  π. χ. νά τολλα- ο’ρ. π©£ ία ϊ .  γρ·

τλασιασωμεν 6 7  5 6 5
<3ιά 59

6 03°'?
335

ί«α 3 π^· 29 3*°*·
19 4

6 ffei* 4 5 6 *"·
2 0 yi π
4 γ?· ο CO "V>

1 0  0 4 1 1
op. r.oi. $*x. 7p.

4007  2 0 7

Δ ιά  νά λά]3ωμεν το νινομενον των 5 τοίω ν eVi
59 y -ταρατηρούμεV , ο'τι 5 τόοες αναλύονται είς 3

ίτόοας σχηματίζοντας —  opj- Vcav, καί 2  το'δας σχη*

1
ματίζοντας — της ορμυιας. Λοιπον ετείοη] το yivo*

μενον μιας ορμυιας ετί 59 είναι 5Q o’pyuiai, εκείνο 
των 5 ττοοων ετί 59 σνμκειται ατο' το ημιαυ των 59 
ορμυιων οτλεον το τριτημόριον των 5Q. Λαμβάνοντες 
κατα τρωτόν το' ημισυ των οργνιών συνάγομεν 2Q F·5 
ντόλοιτον ι  όργυιάν , ητις ίσοίυναμει με 6 τόίας , 
των οτοιων το ημισυ είναι 3 πόίες. Ούτως το μινο-
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psv'.v του 3 r'0*· επ'ί 5p είναι 29  ι’ί>· 3 π®̂· Παρομοίως 
το τρίτον μέρος τού 5 q είναι 19  ό:ά 57  , καί μενει 
2 οργυια\ η 12 πόόες > Των οποίων το τριτημόριον 
είναι 4· "Κχομεν λοιπόν i Q eP- 4 πο°· γινόμενον των 2 
πούων πολλαπλασιαύομε’νων επί 5Q*

"Λς ελ$ω μεν τώρα εις τους δακτύλους, παρα- 
τηρουντες , οτ: 6 δάκτυλοί σχηματιζονσι το ŷ pitou 
ενός ποδός, η το τεταρτχιμόριον 2 ποόων, ούτω διά 
νά ευ ρω μεν τό γινόμενον των 6 δάχτυλων  επ': 59» 
αρκεί νά λάβωμεν το' τεταρτημόριου του γινόμενόν 
19  0?1· 4 ποί·* ό-9-εν προκύπτει 4 5*°*· 6 (*Χ*ψ

*11δη δε 5 γραμμαι αναλύονται εις 4 /'ραμμα? 
πλέον ι  ΊΡ·, και επείδό 4 yp&ppcte είναι τό τριτημό­
ριον του δαατύλου , όςτις είναι το 6°ν των 6 δάχτυ­

λων, επεται οτ: 4 /ραμμα'ι σχηματιζονσι το — ^τού
5

— η το —  των 6 δακτύλων* διά τούτο πρεπε: νά 
6 1 8 __  r
λά(3ωμεν το' Ι 8 °ν των 4 ° ^ ‘ 5 π0<*· 6 ^ αχ·» το οποΤον 
δε'ν είναι τόσον ευκολον* αλλ  ευκολι ;νόμε3·α , όταν 
σχηματίσωμεν σνμβοη$ητιχόν τ ι  γινόμενον (άναρμό- 
στως κα.λούμενον ψευδες γινόμενον), το υ τεσ τιτό  ^evo- 
μενον του ενός δάχτυλου επί 59» αλλά το τοίουτον
γινόμενον είναι το ό°ν των 4 β?γ· 5 πο0'  6 e'a*·» και 
είναι ίσον με' Ο β'Ργ· 4 πο*· 11 <*ΛΧ·, το οποίον ^ράφομεν 
με σημειον εξαλειψεως υπό τά  άλλα γινόμενα, ως 
ανω βλέπομεν , και το' οποίον δεν υ'ποβάλλομεν εις 
τον υπολογισμόν. Μ ετά ταυτα εζάγομεν τό γινό­
μενον των 4 γραμμών επι 59 > λαμράνοντες το' τρι­
τημόριον τού τοιούτου γινομένου , δια το' οποίον εν- 
ρισκομεν Ο βΡΤ· 1 πο,ί· 7 ίαχ· 8 ΐΡ·
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Τέλος πάντων επειδή μ:'α γραμμή είνα: το τεταο- 
τημόριον tcov 4 γραμμών' <$:ά τούτο λαμράνομεν το 
τέταρτον του τελευταίου γινομένου, και ευρισκομ^ν 
Ο ° Ρ ·  Ο “6°· 4 ^ϊχ* 1 1 γ?· > και προσθ-ετοντες όλα αό- 
τά τά γινόμενα, συναχομεν <5toc τό ολον χινόμενον
4007°?· 2"οί* 6 ίβχ·77?·

£- 73. Ά ς  .^εωρησωμεν ηόη την περιστασιν , 
χα5 jqv ο -πολλαπλασιαστής εχει ακέραια και υποόι* 
αιρέσεις αρχικής μονάόος.

’Αλλ’ άς λάβωμεν κατ αρχάς παράόειχμα οχι 
τόσον πολύ συμπεπλεχμενον.

Ή  πήχη ενός υφάσματος δίδει 6 5 λί ·̂ 17σολ· 1 1'Γ-ν·
7

Ζητείται η τιμή των 3p πηχών κ α ι~ .

λ'β. σολ. οην.
65  17 11
39 ϊ

5 8 5 λ*
1Q5

ί ο 7· . . . . . 19 10
5 . . . • - 9 «5
2 . . . . . 3 18
6*· · λ . 0 . 19 6*·
3 · ♦ ♦ . . 0 9 9
2- * ♦ ♦ . . 0 6 ό 8
4 π,s · · · 18 11 X

■£ *• 4 · • 4
1
X · · · . . ιό 9 5 3

Λ *. 2 . .6
iίΓ · · * . . 8 4 8 78 *. 1 . . 7

2 0 2 7 λ·11σ· 110. I
17 8

1 2
Έπει<όη η' πηχη £όναται 65 λί ·̂ 17 σ’0** ϋ οην·

είναι φανερόν, οτι 39 πηχαι κα'ι — πρεπεν ο/ά εχωσι
8
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5Q (popα?ς 65 λί ·̂ Ι 7 'τ^· 1 1 ίηι'· τλέον ~  τον ίόιου
8

αρι-ίτμου , <Όυτεστι τρετε: να τολλατλασιάσιομεν κατά 
τρωτόν 6 β λ(β· ΐ7°'ολ· 1 1 ^ ·  ετι 3ξ), και μετά ταυτα 

2
ετι . Ο τρωτός τολλατλασιασαος σεν τα /itστάνει 

8 *
κάμμιαν δυσκολίαν κατά τα είρημενα ανωτέρω ’ ο-S-εν 
άνευ έμτοόίου-συνάμομεν τά οκτώ τρωτά μερικά γινό­
μενα or; ττρότερον.

"Λς τεράσωμεν εις τον το\λατλασιασμόν των
Τ » m  ’ < \ » /  · - >  . 4 " 1— . Ιίοη αυτό το κλάσμά αναλύεται εις - - η —  ,
8 8 2

ο f  ̂ 4 , ι
τλέον — , τό οτοΤον είναι τό ημισυ των — τλέον —

8 8 8 ,
ο

τό οτοΤον είναι το ημισυ των — . Λοιτον ευρισκομεν

το γινόμενον ετι  — , λαμβανοντες τρωτόν το κίμισυ
8

65 λί ·̂ 1 7 σ&λ· 1 1 ίην· ετειτα τό κίμισυ τον τοιουτου 
κίμισεος , και τέλος τάντων τό ημισυ τουτου του νέου 
κ,μισεος.

Λαμβάνοντες λοιτόν τό ημισυ του τολλατλα- 

σιαστέου , συνάμομεν 5 2 λί *̂ ΐ 8 σολ· 1 1 ^ ν· κα ι— ,
Λ*

τό ο’τοιον μρά<ρομεν υποκάτω των ανωτέρω γινομένων.
Λαμ|3άνομεν ηοη τό ημισυ τούτον του τελευταίου 

γινομένου* τό ημισυ του 52 είναι 1 0 , το ημισυ του 
1 8 σολ· είναι Q , τό ημισυ του 11 είναι 5> και μενει

1 ^
1 , τό οτ-ιον ε'νωμένον μέ τό —  όίόει — > τωνοτόι-

10
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ων το ημισυ είναι — . Ούτως το νεον γινόμενον είναι

ίό  λί̂ · Q σ·ολ· 5 cr'” καί — .
4

Ααμβάνομεν ακόμη το ημισυ τούτον τον γινό­
μενόν , καί λεγομεν το άιμισυ του l6  είναι 8 ,  το 
ημισυ του g είναι 4 *α'ι μόνει έν σολόίον, το οποίον 
ίσοόυναμεί ρε 12 δηνάρια Γ 12 και 5 καμνουν 17 , 
των οποίαν το' ημισυ είναι 8 , και ρενει εν το' οποίον

5

Τ
7 ,

ενωμενον ρε τα —  άίάει — , τών οποίων το' ημισυ

7 ^
είναι —  , καί ούτως το τελευταίον τούτο γινόμενόν

8
7είναι 'τον με 8 *·η?. α τολ, g ίην- χα\ — β 

r  8 
Πρεπει τώρα νά προσςτε'σωμεν ολα τα τοιαυτα 

ρερικά γινόμενα , αρχιζόντες από τα '/.Χάσματα,
’Επειδή ο παρονομαστής 8 είναι ε£ αυτής της 

ρύσεως των πράξεων πολλαπλάσιος των άλλων όυο, 
τον ]3άλλορεν κατά πρώτον (αριθ-μ. 55 ) είς τά οεξιά,

καί ολίγον άνω του κλάσρατος — , καί υπογραμμιζο-
•2»

ρεν. Μετά ταυτα γράγομεν υπό του 8 , καί είς την 
ίόίαν γραμμήν των κλασμάτων τά πηλίκα 4 * 2 καί
1 , προκυπτοντα εκ της όιαιρεσεως του 8 άιά των τριών 
παρονομαστών , (οί τοιουτοι είναι apt-S-poi, επί τους 
οποίους πρεπει νά πολλαπλασιάσωμεν τους όυο όρους 
έκαστου κλάσματος , όιά να λά|3ιοσι τον αυτόν παρο­
νομαστήν) · μετά ταυτα πολλαπλασιάξομεν τους αριθ­
μητά ς των τοιουτων κλασμάτων επί ταυτα τά πηλί­
κα , καί συνάγομε'/ 4? 6 καί 7 , των οποίων κάμνον- 
τ:ς το άθροισμα ευρίσκορεν 17 ‘ ούτως τό ν.είράλαιον



T U N  X T  Μ Μ 11 i> N Λ Γ I Θ Μ <Λ N. 1 4 7

I >2 Λ 1
των κλασματο:ν είναι— - η *2 και---, tot; μρά^ομεν

υπό των κλασμάτων το — , και κρατουμεν τά δυο

δηνάρια , 'Sea νά τά «ρερωμεν εις την στηλην των δη­
ναρίων , επάνω εις τ/]ν οποίαν πράττομεν, καθ-ως κα'ι 
ζ'ψς τάς αλλας, ως ανωτέρω εδιδάί-αμεν. Ουτω λοιπόν 
το ζητουμενον γινόμενον , τοντε^τιν η τιμή riov 3Q7:®'5·

7  r  1
•/at —  είναι 2 0 2 7 λί/5' 1 !σί>λ· Ι Ι ^ - κ α ι  —.

8 , 8
Εκ τούτον τον παραδείγματος βλεπομεν, οτι 

όταν ο πολλαπλασιασττις περιέχω μέρη , η υποδιαιρέ­
σεις της αρχικής μονάχος, η τέχνη της με-$·ίδου συν* 
ίσταται ακόμη εις τό νά αναλυσωμεν τάς υποδιαιρέ­
σεις του τοιουτου παράγοντος εις μερίδια ομοια τόσον 
σχετικως προς την αρχικήν μονάδα, όσον σχετικως 
προς αλληλα , μετά ταυτα νά λάβωμεν από τόν'πολ- 
λαπλασιαστεον, η απο' τά συναγόμενα γινόμενα, με­
ρίδια δεικνυόμενα απο' τά όμοια ταυτα μέρη*

Προβάλλεται ως δεύτερον παράδειγμα νά προσ- 
διορίσωμεν την τιμήν των ό ρ 0*3* 4“c'· 11°**· ενόςτινος 
τεχνηματος , υπο-3-ετοντες, ότι χά^-ε ορ^υια εχει 
25 λ,£· 1 9 Τολ· 5 irv·
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λ ΐ β .  <τβλ. «ϊηχ.
2f> ip 5

βργ, π. ίακ.
69 4 i f

225  λ-
150

£ιά 10τ’ . 34 ιοτ-
5 . . 17 5
2 . . 6 18'
2 . , 6 18
4*· ■ 1 3
1 . . 0 5 θ.*»ν· ί2* *
3*· . 12 1Q 8 . . j

ζ  *
ί  · « 4 6 6 . . 5

Ύ> ·
64- . 2 3 3 . · SL 2 *
3 . . <►1 1 7 . . Τ 72 4· *
1 . * 0 7 2 . . 4 f 7 2*
1 . . ο 7 2 . . 4 r ΤΤ»

18ΐ3λ· 57·4^

7  2
τ κ  * * 36
7  2
V* * * 36
12 ·*. 6 ο

6 . - 3 0
3 * - 51
ι  . . 4 i
1 . . 41

25Q 72
43 3

Γπο-ίτετομεν εύω , ως εις το ανωτέρω tfapai'siy- 
μ α , on  εκτελεαα^εν κατά-ττρωτον τον τ:όλλα-τ:λατια- 
σμον των 2 5 λ:^  1 9  σολ- και 5 'ί*ίν· eVi 0Q , « 4  το 
α θρόισμα των τοιουτων ττρωτων μερικών γινομένων 
εκφράζει την τιμήν των 6 9 ] opyuewv.·

Τώρα ίιά  νά ίτροάδιοριτωμεν την τιμήν των 
4  *” * ι 1 ί ίβχ· του αυτό Ο τέχνη ματος, ίταρατηρουμεν, 
οτι μ&  6ρ^υ«ά εχοναα 25 λ$· 1 9 σολ" 5 'ηι'· , 4 ^όδες

η 3  -πόίες «λε'ον ενα ·πό5α,
*

ορ^υιας «ρε-πει νά  εχ-β — ,

* . 3  «» ι  ~τουτειττι —  $ΓΛεον'-τ- της
6 ο

η το ημισυ -ττλεον — ,
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το τρίτον τον ημισεος των 25 λί/3· ΐ ρ '7ολ· 5 <ίην· παρ­
ομοίως J I δάκτυλοι αναλύονται εις 6 δακτύλους

πλε’ον 3* , πλέον 2*· , η -— πλέον -™ , πλέον
12 12 12

πλέον — · του ποδδς, διά τούτο πρεπει νά εχωσι το'
1 2 ν

ημισυ της τιμής, την οποίαν πρέπει νά εχ$ εΤς πους 
πλέον το ημισυ του τοιουτοκ ημίθεος , πλε’ον τίΧος 
πάντων δυο ιροραΤς το' τρίτον του τοκούτου νέου ημι- 
σεος, Πρέπει λοιπδν νά σχηματισωμεν ολα τα τοιαυ- 
τα γινόμενα.

Κατά πρώτον δία 5 πάδχς λαμβάνομεν το ημισυ 
των 25 1 9  '7ολ> 5 0y)l'·, τδ οποίον δι'δει Ι 2 λί ·̂

jqtoX. δη*. χαι διά ένα ποδα λαμβάνομεν τδ

τριτημόριον τούτου του γινομένου, και ευρισκομεν

4 λι& 6 σ6λ· 6 'ϊηί'' και™.-* (πχρατηρουντες , οτι όταν

ερθ-άσαμεν εις τά δηνάρια , έμειναν 2 ,  τά οπο.Τα ενω*
/ \ \ 1 n  /·» 5 , ν » ,  χ , νμένα με το — οιοουσι — , το5ν οποίων το τρίτον ei-

2 2
5ν

ν“  ^ .......................................................
Διά 6 δακτύλους πέρνομεν τδ ημισυ του προη­

γουμένου γινομένου , και συνά^ομεν 2 λί*5, 5.σ0·λ* 3 η̂ν·

και ' διά 5 δακτύλους λαμβάνομεν τδ ημισυ τού-
12

του του τελευταίου γινομένου, τδ οποίον δι'δει 1 λί£*

1 τιλ. ^ ^ yai Τέλος πάντων διά ενα δάκτυλον 
24
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λαμράνομεν το τριτημόριον τούτου , χατ εχομεν Ο λί^
4!

7 7θλ· 2 '?r,v* χ α ι— , το οποΤον γράψ ομε δύο φοραΐς,
ι2

Τ r)v δ$ πρόσδ-εσιν ιών το ιού των μερικών γινομέ­
νων εκτελουμεν, ως εις το πρώτον παράδειγμα , πα- 
ρατηρουντες πάντοτε , οτι ο με^αλτίτερος παρονομα- 
ατη^ 7 2 ,  είναι πολλαπλάσιος όλων των άλλων ■ ο3··ν 
δυνάμεδ-α να εςίαρμόσωμεν εις τά κλάσματα τάς απλό­
τητας τον (αρι-5-μου 44)*

Κως του νυν ο πολλαπλασιαστέος παρεστα'οε 
τον άρι3·μον των λιβρών, σολόιων και δηναρίων, 
ο-S-εν το μινομενον παρεσταινε τάς μονάδας* και τάς 
υποδιαιρέσεις της ιδίας φυσεως. Ιδού νεοντι ζητημα, 
εις το οποίον ο πολλαπλασιαστέος xac το γινόμενον 
εκφράζουν οργνιάς, ποδας κ. τ. λ.

Είναι δυνατόν νά ε'κτελεσθ-ωσιν 0 9 °?γ· 4 rc,c* 
11 ι*αϊ· εργασίας διά μίαν λίβραν , ζητείται ο αριθ­
μός των opyuicov των εκτελουμενων διά 25 λί ·̂ l g '76*· 
15 ^ ν· _

Είναι φανερόν ό τι, διά νά προσδιορισθζ) ο α’ριθ*
μός των ζητούμενων οργνιων πρεπει νά πολλαπλά-
σιασθώσιν αι 0 9 °?γ* 4 ” H  ** επι τάς 25 λ ίβρας ,
και ετά τάς υποδιαιρέσεις της λ ίβ ρ α ς , τάς οποίας
περιεχει η ε/φρασις , επειδή εάν με' μίαν λίβραν εκ-
τελε'σθησαν 09  °Ρ7· 4 π' 11 °Κ***, επεται οτι με' 1 9 75λ·
« !9  ~ λ μ γ. / -  V/ ·  1 9 ~ζ) —  της λίβρας ουναμεθα να κάμω μεν — των 09  *·

4 π' 11 °* , Tour?an τά η το' ημισυ, πλέοντα'
20

20
, η τό ημισυ του ημίσεος, πλέον και όρεξης.
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’KvrauS-x παρχσταινεται ο πίνα? τών υπολο^ι* 
τμων του νέου του του πολλά πλχαιατμου.

δ?· r ΙΧ/,.

6Q 4 1 (
25  Α tcy7· s'*-

3 4 5 (>·
138

ια 5'5· 12 3*οί·
1 4 1
ό'5- 2 0 6-αχ•
3 1 ο 3
2 0 4 2

10τολ. 3 ^ 5 5 ( ) V

5 17 2 8 9
2 6 5 ίΟ 8 , * 2

• · Τ * * * * < > 4 . . . 8
2 6 5 10 8 - 7• · · · · 4 . . .  *8
4*»»* 1 0 1 1 9 · ζ* * γ  * · · 4 . . .  8
1 0 1 8 11 . 7

• * Τ<5 * - · 1 . . .  7
Ό ρ . ποί. cxx■ ϊ?. 31 20

1813 1 7 4 · I I* 2 Ο 11 Γ

f . 74- Σ . Ιί. Παρατηρουμεν,
ο
0 τι εις τούτο τό

ελευτα'’ον παράδειμμα Οι δυο παράγοντες τον 7Γολλα-
λααιατ μου ε:'ναι οι ΙΟΙ οι μ ε εκείνους του προτελ ευτχι-

ου , και μ’ όλον τούτο ευρηκαμεν εξαγόμενα διαφορε­
τικά αναμεταδοτών* εάν οχι εις τα ακέραια, τά 
οποία εις αυτά ευρίσκονται, καν εις την φυσιν της αρ­
χικής μονάδος και εις τάς υποδιαιρεθείς αυτής. Βλεπομεν 
λοιπδν , οτι η αρχή του αριθμού 2 6 , ητις ουνιττα- 
ε:’ς τδ ότι δυνάμεια νά αλλάζωμεν την τάΐςιν των 
παραγόντων του γινομένου , χωρίς να. α λ λ α χ ά  το' γι­
νόμενον, είναι κατά πάντα ακριβής μόνον εις τους αγτ(- 
ρημε'νους άρι-3-μον'ς. Προκύπτει τω όνπ από τον opt-
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σμο'ν του πολλαπλασιασμού , οτι οσάκις 3\εωρουμεν 
αριθμούς συχκεκριμενους, το γινόμενον και ο πολλα­
πλασιαστέος πρεπει νά 3:vac τής ίδιάς φυσεως * ) , ενώ 
ό ‘πολλαπλασιαστής, δυνάμενος κατά πρώτον νά εκ- 
φράοβ συ/κεχριμε'νον άρ:3·μόν, πρεπει πάντοτε νά 
■S-swpnrac, ως αριθ-μός άφςρημβνος, σημείο νων ποσά- 
κις λαμβάνεται ο πολλαπλασιαστέος, η ποιον μέρος 
αυτου πρεπει νά ληφ3·$· Πρεπει λοιπόν εις την εκ- 
τελεσιυ πολλαπλασιασμού τίνος , νά προσδιορίζουμεν 
ποιος των δυο παραγόντων πρεπει να ληφ-^ή» ως πολ­
λαπλασιαστέος , το οποίον δεν είναι δύσκολον, επειδή 
είναι της ίδιας ρύσεως με την του μινομενου φυσιν , 
ητις δείκνυται εκ τη; εκφράσεως του ζητήματος.

§. 75. Η φυσική βάσχνος του πολλαπλασια­
σμού εκτελεΤτχι διά τής διαιρέσεως * άλλ* εν ysvsi εί­
ναι άπλουστερον εςαιτίας των συχνάκις περιεχομένων 
κλασμάτων εις το γινόμενον νά δίπλασιάζωμεν την πολ­
λαπλασιαστέων, και νά λαμβχνωμεν το' ήμισυ του 
πολλαπλάσιαστου , η το ανάπαλιν. ΙΙαρακινουμεν δε 
τους αρχαρίους νά ξαναλαβουν τά ανωτέρω παραδείγ­
ματα , και νά κάμω σι κατά τήν μέθοδον αυτήν τάς 
βασάνους των,

Ίδου κα'ι αλλα v ia  παραδείγματα, επι των όποιων 
δυνανται νά ρ’υμνασ$·ώσι.

JL6V' ϊ \ά  προσοιορίσωμεν τήν τιμήν 3 5 λίτ· 1 
5«'·'7. 4 σ*?· 48 χοχ· μιας οποιασδήποτε πραγματείας, υπο­
τιθεμένου, ότι ή λίτρα δυνατοί 25 λ<£* 1 7 σώλ- 8 ^ ν·

03
'Από/ρισις* 855 λ$· 8 σ6λ· ίο '* '5’· ~

64

λ)  Η ν^,κί/. τJiv r.<i> *.< rr,v Γι,·;;;8Γ?ί«·.
Α'χμαί $ξλΐμ7ίϊ r/jf «'iVi TefJrrrf α?/τ,ζ
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2°ν’ Να πολλαπλασιάσαμε'; t ? > ( ) 0' ? ‘ 5 π · Ο 'Δ
1 ι ??' επ'ι 25 λ:,°'· 1Q τολ· 1 1 ^ ν·

Άπό/ρισις * 3055 «? ’ 2 5 °'· 1 0 *'?’
135
2 4 θ"

.3 ' Να πολλαπλχσιασωμεν 3 1 ^  ΐ 7 (.)'3ην*
επι 1 ο ·'· 11 '* ;> '· Ιο ρ’ΐνομενον -S-ελει είναι της ιο.ιας 
φυσεως με την των Ου ο παραγόντων · μ’ όλον τούτο 
(αρι5·μ. 74) πρεπει πάντοτε να 3-εωρωμεν εις τον πολ­
λαπλασίασαν./ τον πολλαπλασιαστήν, ως xoiSxiov 
αοΓ,ρητεοον.

/ ^

Λπόκοισις. 4(Κ> λ: ' *'· 10~6λ* 3 'ί 'Γ'ν*— ·
8 °  t

Ιον χαίρω θ-ελομεν θεωρήσει ζηττίματα ανηχοντχ 
εις τάς ουο τελευταίας πράςεις * τχυτχ είναι τα ζητή­
ματα περί τόχου.

Δ ι α ί ρ - τ ι ς  τ ο; ν Δ. υ μ μ ι y ω ν η συ μ π ε π λ ε ρ- 
μ ε ν co ν α ο 1 3· α ίο V.* 4 4

Διχχρίνομεν παρομοίως ου ο αρχιχχς περιστάσεις,
η ο οιαιοετε’ος και ο οιαιρετης είναι της αυτής φυσε-
ο;ς , ο:ς προς την αρχικήντω^ μοννοχ , η είναι <5ια- 

/
ι *  ̂ V »/%Γν Ον >3 ·
§. 76. Π ρ ο; τ η π ε ρ ί  σ τ ά σ ι ς ,  ίνάν ο οιαιρετε ος 

και ο οιχιρε’της είναι της ίοίας ςτυσεως σχετικως προς 
την αρχικήν μονάοα, άρον εν (χρι3·μ. 66) τους αριθ­
μούς εις μονάοας της πλέον μιχροτερας υποοιαιρεσεως , 
την οποίαν πεοιε'χουσιν οί τοιουτοι αριπμοί Μετά 
ταυτα εκτελουμεν την οιαίρεσιν των ούο εςαρομενων, 
τρεποντες κατά το'ν χανονα του (αρι·$-. 6 τ) το πηλίχον 
εις ενα αριΔμον συμπεπλερμενον τοιαυτης φυσεως > 
οποίαν απαιτεί η εχ^ρασις του ζητήματος * τούτο σα· 
γ'.νίζ'ετα: επι παραοειμμάτων.
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Π ρ ώ τ ο ν  π α ρ ά ί ε ι ^ μ α ,

ii οργοιχ ενός τίνος τεχνιψατος ας^ει 4 * *
I ρ ·7βλ, 5 °ον- Ζητείται ποιον αρι3·[χον ορ^νιων θυναρε-3-χ
να εχτελεααρεν <5ιά 2 7 28 λί ·̂ 17'Γθλ· ΙΟ 0*15'*

Καν ε^νωρι'ςαριεν το'ν £ητουρενον ap'9-μον τών 
ο ρινιών, είναι φανερόν, οτι πολλαπλα^ιαζοντες την 
τιμήν μιας ορ/ηιας η 47 ^ij3* 1 9 τ' 5^*» δπι τούτον 
/ον αριθμόν, επρεπε νάπαραχθ·^0 api-S-μος 2728 λ<Α 
1 >2 τολ. j ο ^ην· Aoctto' v πρεπει νά ίιαιρεσωμεν τοντον 
οιά 47 ‘̂ίί’'· 1Q σ" 5 °*

λίρ. σ&λ. σαχ. λ;ρ. σολ. <?«*. 1 1 5 1 3
2728 17 10 4? 19 5

20 20
54677 959

12 12

6549^4 11513

054954
79284
10200

6

ορ. ποί. όχχ. yp.

56 5 5 9

01230
307 1 

1 2
44052

9513
12

114156
r 10559 υπόλοιπον.

Άναχ^εντων είς δηνάρια των όυο όεόομενιον
άρc-9-μων ευρίτχεται, ότι ο πρώτος καταντά ε:ς
0 5 4 9 5 4  ~  ̂ /Λ > · * , , H 5 1 3  „---------- τηςλφρας, και ο οευτερος εις.-----------  τη,

240  240
λίβρας. Τώρα οια νά όιαιρεσωμον τον πρώτον αριθ­
μόν όιά τον όευτεροιι πρεπει (άρι·3·μ, 5 9 ) νά αντιατρε-

ψωμεν το όιαιρουν χλάτμα, το οποίον ό$ε: — - —~
11515
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^;>ί()·/>4 · * 240 »-»λ·να: να ποΛΑαπλατιασωμεν..............ε π ί------------ , αλλ
240 11515

ό παράγων 2 4 0  μ^ το να είναι κοινος είς το μινο’με-
νον τού αρι3·μοτου , και είς ε/εΤνο τού παρονοματτού ,
όυνάμε-3-α νά τον εί-αλείψωμεν, καί ούτως συνάγομε*/
5;)4θ·">4 ι < > » λ / /--··. Λοιπον κατα παντα Λονον ποεπει να οιαι-
11513*

ρε’τωμεν 654^)54 ota 11515, το όποιον είναι σύμφο)- 
νον με τον προτυσταθ-ε'ντα κανόνα.

’Αλλά οεν ε μ,3 αίνο μεν εις καμμίαν περιγραφήν 
περί τούτου, επειοη j3λεπομεν ανωτέρω την πράζιν, 
ητις εκτελειται κατά τον κανόνα τού αριθμού 07· II*- 
ρατηρούμεν οε μόνον, ότι κατά την εκφρασιν τού ζη-

/ > « ' * a ' 6 540^4  / ' ’τηματος ο κλατματαος αρι-9-μος---- — πρεπει να ex-
11513

τιμη-S-fl εις ορ^υιάς, πόίας , κ. τ. λ. To ίό προχύ- 

πτον είναι 5 6°?· 4 “· 3** 9γ?· **'&
11513

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  Π α ρ ά ύ ε ι ^ μ α ,

Έπληρωθ-η ί λ: ·̂ όιά IS ’?· 4π* 7**· τεχνηματος 
τινο'ς, ζητείται η -πληρωτέα ποσότης ύιά 3 2 9 5 “· 
11°'· 8*?*

Εάν ε’̂ νωρίζαμεν τό ζητούμενο»/ ά-3-ροιτμα, επολ- 
λαπλατιάζαμεν 15’?· 4*' 7*· sVi αυτό τό ά-^ροιτρα, 
κα'ι ευριτζαμεν τον αριθμόν 3 2 9 0?* 5π&*· 1 1°· 87?· 
η μάλλον ότάκις 3 2 9 0?· 5π· 11^· 8γ?· περιεχουτι ΐ-ί0’?· 
4π' Τ ’*, τότας λίβρας, σολόία κα: ύηνάρια πρετει 
νά πληρώαωμεν. 'Ό·3·εν όηλον, ότι πρεπει νά ύιαιρεαω- 
μεν τους όυο τούτους αριθμούς τόνενα όια του άλλου, 
και τό πηλίκον θ-ε'λει εκφράζει είς λί·3ρας, τολόία χαι 
δηνάρια τ>;ν ζητούμενη*/' ποαότητα.
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op. r .  ί . γ.
32Q 5 1 I 8

ο ρ. 4Γ Α.

16 4 7 2 8 6 I 16

6 6 12716

19"9 94 20

12 1 2 254320

1575C) 1135 118120
12 12 g i 6 o

2ί>5110 15020 12

109920

15020
20λ//Μ 8 7·8'ϊ

gtio.

Μετά την άνα^ωμην των δύο αριθμών £«ς γρ*μ·
μ ας , επειδή η μραμμη είναι r, μικρότερα υποδιαιρεσις,
βύρισχεται, o n  οι TotoCroi χρι$μοι δυνανται να τεθ-ω-

« . , » 285116 , 15620
σιν υπο την μορφήν ... -  "  *αι ----·. —- της ορ-

“  «6 4  864 ,
/νιας. Λοιπον πολλαπλασιάζοντες το πρώτον επί το
* / · ; > , 2 8 Ο 1 1 6 rδεύτερον αντιστρεφομενον, ευρισκομεν — - — , τρε-

πόντες δε τον κλασματικόν τούτον api-S-μδν εις συμπε- 
πλε/μενον εκ λιβρών , εύρισκομεν το ζητούμενον πηλι-

w, . θ6θ ,ν 1 6
κον 20λ·"· 1 8Τ· 8,ην· —̂  ■ · - η -----*

15620 227
Καν ε:ς των ορών της δικιρεσεως δεν ήτον συμ- 

πεπλεόμενος, επρεπε πάλιν νά άξωμεν καί τους δύο 
αριθμούς εις μονάδας της μικρότερα* διαίρεσε ως της 
εις τον ενα ες αυτών ευρε-^ησομενης.

§. 77. Λ ε υ τ  ε ρ α π ε ρ ι 'σ τ  ασ  ις. Έ στω  δ δι­
αιρετέος χα: δ διαιρέτης ρύσεως διαφορετικής σχετικώς 
ττρδς την άρχιχην μονάδα.

Κ:ς ταύτην την περί στάσιν δύο τινά συμβαίνουν, 
η ·ο διαιρέτης είναι άμι^ης, η είναι συμμιγής.
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1°" Καν ό όιαιρετης είναι αριρης , τον S-εα'ρου- 
μεν <x>? α^ρηρενον, χαι εχτελουμεν την ο coups civ του 
όιαιρετεου £ια του διαιρέτου^ ανιόντες το πηλιχον 
εις α’ρχιχας μονάδας χα'ι υπο&αιρετεις της iota? co- 
τείος με την του όιαιρετεου.

2° ’ Καν ο όιαιρετης είναι αυρριρης, τον το ετο­
ρε ν (αρι-$·μ. 66)· εις χλατματιχόν τι να api-S-pov της αρ- 
γιχης μοναόος , χαι πολλαπλάσιί,ζομεν τον όιαιοετεον 
επι τον παρανομαατην του όιαιρουντος κλάσματος, xat 
όιαιοουυεν το νινοαενον όια του α.οιθ-αητού , χνάνοντεςI *  ̂ * % ί »  /
■πάντοτε το πηλό/ον εις χργι/άς μονάάας χαι υποοιαι 
ρε'σεις της αυτής «ρύσεως με τον του όιαιρετεου.

Η Σ T Μ Π Κ II Λ κ I' Μ ΕΝ ΟΝ λ Υ I Ο Μ ί ϊ  \τ. 1 5 7

ΤΙ ρ ω τ ο ν π a ρ α ο ε ι p μ χ.

Ζητείται η τιμή λ!Γ.
- > ~ ' X * Xτης ορ^υιας ενός τίνος 25469

τεχνήρατος, υπο-3-ε- 2749
τομενου, ότι επληρώ- 477
σαμεν 25469A!p‘ 1 9 7‘ 20
7C* οιά 508°?· του
' * / / g.-K>9ιοιου τεχνηρατος.

> * » r » χ Λφ οι; 7) ημγ] 5879

>68
44λ:/'- ι ό τ· (/·

της ορ;υιάς ρνωσΑτ], 471
πολλαπλασιαζομενη 12

τι 5 6 8 ότελει παρχ- 5 6 0 5
. a  2 5 4 0 9 λ;73· 19'7' ~ 5 5 1
i t ' 5'  Διά τούτοπρεπει
■πει να όιαιρεσωμεν τούτον τον τελευτά Τον api-Spov όια
508.

Ay’ ού όιαιρε’σωρ.ν 25469 όιά 508 χατα την 
συνήθειαν, χαι ευρωμεν 44 Αιώρας όια πηλιχον, χαι 
477 λι'/?ρας υπόλοιπον , άρομεν το' υπόλοιπον είς το λ.
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<51a π ο λ λ α π λ ιά ζ ο ο τ έ ς  ro s«i 2 0 , και ενόνοντες μέ to 
yivousvov ra  l Q τολύια too δ ια ιρ ε τέο υ  , oS-εν π ροκύπ ­
τ ε ι  955 9 τολ·, τα ο-τοΤα Οιαιρουριεν ετι οιά 5 ^ 8 ,  και 
ενρίακοαεν τηλιχον 1 6  αολοία, και υπόλοιπον 47 l'70̂ ', 
τά ο'ιτοΐα ττολλαπλασιάξοαεν ετι 12, άια νά τά αάμο:- 
μεο δ η ν ά ρ ια ,  και προσ3·έτουτ$ς εις το νινόρενον τά 1 1 
οηνάρια τον ίιαιρετεου ευράτκοαεν 5665^·, τά οττοια 
οιαιρουρεν -ττάλtv 5ιά 568 » oS-εν τροκύττει τηλάον 9 
ίήνάρια, και νίίο’λοιτον 551, Λ ο ιπ ο ύ  το όλον τηλό- 
κον , η η τιρη της οργυ ια ς  είναι 44λ<̂ ' 10°Γ· 9°' κκ: 
551
508

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  Π α ρ ά ύ ε ι ^ ρ α .

Ή^οράτθ-ηταν 258^!Τ· l r*̂ · 70νγ' 5"?· πραμμα-
τεΐαι με την τοτότητα ο25()λ:'?· 1 7'7ίλ· ΙΟ ^ 5'· Ζ/,τεΐται
ποσού αξίζει ρίαν λίτρα τ αυτής της τρα^ρατείας.

Καν ή τον νναατη η τιο,η τη; λίτοα; , η-3-ελαμεν / 4 % 1  ̂ * *
τολλατλατιάτει αν;ην ετ: 258λ:τ· 1 T'.u- 7 ίνγ· :V?· και 
ηθάλαρεν εύρει 325ξ)Αί£· 17σ· 10';r<v· Διά τούτο πρέπει 
νά διαιρέσαμε^ τον δεύτερον αρι3ρον ύιά τού τρά­
το ν.
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λί’β. <7 ολ, £ην.
525Q 17 10
128

<20072
65 I 8

3259
ίο7· - . · 64
5 . . .  32
2 . . .  12 . . . ιό
6*· . . .  3 . . . 4
5 . . .  1 . . . 12
1 . . .  0 . . . 10

4ΐ7266λ£β* . . . 27·

λ ί τ .  'ήμ. ονγ. tip.
258 1 7 5  

2
5 1 7

8

4 U 3
______ 8__

33149

. - 8 C
55770
194^8

53149
λ. σ. ό.
12 11 9

20

589562  
58072 
2 4 9 2 0  

1 2

299084
743

Άφ ού άλλάξωμεν τον ocx'parrjV ε;ς κλχτρατ'- 
κον apc-S-pov, κατά τον κανόνα του (apc-S-p. 66) $υρι-

j   ̂ \ *“ / ο ·> 14 9τκορ$ν oca τον τοιουτον ΟίΟίίβετην ε^ιοη
128

(κρί-9-μ. 65) τ) οραχατ, ο: vac το' 1 28™ τ/ά; λιτρας , 
αλλά oca νά <$:α:ρέ<τίϋ|ΐ3ν 5 2 5 9 ^ ' IT70''"- 1 0 η̂1'· &ά

~-j—“ , πρέπει (ctpi-3-px. 59) νά πολλαπλά? ίάστορεν

τον &α:ρ:τ:ον επί τον παρονοραοτ^ν 128 , o.S-sv ττρο-
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ηυπτει, ως εδιο βλεπομεν, 4 1 7 206^''· 2'7· Η"*·, και 
να διαιρεσιομεν το γινόμενον διά τον αρΐ-5-μητου *3 149· 
Αυτή η τελευταία πραίις μας αμει εις το ανιοτερω τα 
ράδειμμα, και ευρίσκομεν την ζητούμενην 7'.’η)ν ΐ 2 Λίί"

1 ί
ν  ̂ 7 4 Γ»

t c A .  g ^ v . . . .  J . .

35 149
Ταυ τα. τα τταραδείμματα αρκουν δια να μας δεί- 

£ιοσι την οδόν , τχ',ν οποίαν πρεπει νά αζολουσ-/|σ'·.'μεν 
εις κάδ-ε άλλο παοάδειμμα.

'78· II α ρ α τ η ρ Χι τ ι ς. Οσάκις ο διαιρετέος 
και ο ο-α'ρετηί είναι της ιδίας <ρυσειος σχετι/,ως πρός 
την αρχικήν μονάδα, η εκ^ρασις μόνη του ζητήματος 
δείχνει ο το ία πρεπει νά ή να: η φυσις της αρχικής μο­
νάδας του τηλί/ου * αλλ όταν ο διαιρετέος κα'ι ο 
διαιρέτης η.ναι διαφορετικής ζευσεο.'ς » το' πηλίκον ττρά*I ,. / ( i  ̂ ί
πει να ηναι της ιδίας (ρύσεως με την του διαιρετέου * 
επειδχ) ο διαιρετέος, με το νά 7,ναι γινόμενον, πρεπει 
νά ηναι («ρι-5-μ. 74) της ιδίας <ρυσεως με' του ενός εκ 
τών δυ’ο παραγόντων.

§. 7Q. II δε βάσανο ς Τ7,ς διαιρεσεως ηδυνατο 
νά εκτελετδ-κ, διά του -πολλαπλασιασμού ’ όμως είναι 
πλέον σύντομον νά διπλασιάσωμεν τους δυο όρους , χΐ 
νά λάβωμεν το χ,μισυ αυτών , και τό πηλίκου πρεπει 
νά ηναι τό αυτό (αριθ-μ. 40 )-

Ίδου κα'ι άλλα παραδείγματα.
1°ν· Νά διαιρε'σωμεν 1347°?' Ι 77- 7'* διά 9 0?' Γ»Κ· 

7"'· ΙΟ7?· , και τό πηλίκον πρεπει νά εκ^ράμ/] λίβρας, 
σολ δία κα'ι δηνάρια.

, . , · > 4 6 6
Λποκρισις * 135λ:''· 10"* 2"· -----*

' 859
2 ,- ν · 

8 9 ,;?' 4π·
Νά διαφεσωρεν 85-9^!''· 11Τ· 7'5r,v· δια

7"· ΙΟ7?*
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Άποκρισις ' ι ι σ· ό'5·
7tr,v Νά προσάιορισωμεν rrjv τιμήν της πηχης

7ενο'ς υφάσματος , υποθέτοντας ore 6g πηχαι και

της πηχης εχουσι '2728λί'5* 17 τ· .
, ν 17^)

Λπόν.οισις ' 5 Q ^ · Δτ* Δ'"'· κ α ι -----.
* 4 835

8

Κ Ε Φ Α Λ Ε Ο Ν  Δ '.

Ι Ι ερ :  τ ω ν  i s x a i c x c o v  κ λ α σ μ ά τ ω ν ,  χ α 'ι π ε ρ \ 
τ ου  ν έ ο υ  σ υ σ τ  Κ ρ ά τ ο ς  του  β ά ρ ο υ ς  (η στα-3·- 

μ co ν) χ α ι τ ω ν  μ ί  τ ρ ω ν.

§·ι. α II

§. CO Ο

II ε ρ : τ ω ν  A sv .6 to ry .w v  κ λ α σ μ ά τ ω ν -

την αρχικήν μονάδα, ο απλουστερος κα'ι ευκολωτερος 
ίιά. τους υπολορτσμους είναι αναντίρρητες η υποοιαι- 
ρεσις εις μέρη οεκάκις μιαρότερα της μονάοος * τα μέ­
ρη ταυτα καλούνται όεκαάικσ χλασματα. Ούτος ο τρό­
πος της υποοιαιρεσεως είναι επωφελέστατος, επειοη 
άχει αμέσως, η τουλάχιστον Οι ευΧολωτατων μετα- 
μορφωσεων τάς πράξεις των χλασματιχων αριθμών· εις 
τάς άπλάς πράξεις των ακέραιων. Τούτο -ξέλομεν 
αναπτύξει, άφ’ ού ννωρισωμεν την αρι5μησιν των οε- 
χαοιχων κλασμάτων, "τουτεστι την ονοματολομιαντων, 
και τον τρόπον του νράφειν τουτους 0;α χαρακτήρων.

Δεκαπλασιαζόμενης όϊαόοχικως της μοναίος , 
σχηματίζονται νεαι μονάάες, είς τάς οποίας ε£ό$η το

11
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ονομα των δεκάδων, εκατοντάδων, χιλιάδαν, δεκάδων χι­
λιάδας κ. τ. λ. Κατά τον'αυτόν τροπον επενόησαν νά 
διαιοεσουν την μονάδα εις δέκα μέρη , τά  οποΤα εκα- 
λε'σετ-ησαν δεκατημόοια, κά£·ε δέκατη μ όρον εις δέκα μέρη, 
τά οποία ωνομάσ-5-ησαν εκατοστημόρια, επειδή η αρχικό 
μονάς περιέχει δεκα^οραΤς δέκα δ εκατόν εκ των 
νέων τούτων μερών * μετά ταυτα τδ εκατοστημόριο*./ 
διαιρείται εις δέκα μέρη ονομαζόμενα χιλιοστημό­
ρια* έκαστον χιλιοστημοριον εις δέκα μέρη ονομαζό­
μενα δεκαχιλιοστημόριον , και ουτω διαδοχικούς , ιοστε 
εδόδ-ησαν τά  ονο'ματα εκα^οχιλιοστημόρια, μιλλιονι- 
στηαορια , δεκαμιλλιονιστημόρια και εοεξης.

' Κττεται προσέτι* («ρι3·μ, 5) εκ της ότεμελιωδονς 
αρχής  της μραιρομενης apt-3-μησεως των ακέραιων αριθ­
μών , οτι τα  ψη^ια προχο:ρουντα από χά δεξιά προς 
τά αριστερά εχουσι σχετικός τιμάς απο' δεκοΐ εις δέκα 
φοραις μεξαλητερας, η κατα/?αινοντα από τά αριστερά 
προς τα' δεξιά εχουσι τιμάς από δέκα εις δέκα «ροραις 
μικροτερας, Εκ τούτου επετα ι, οτι εάν εΓς τά δεξιά 
ενός ακεοαιου αριθ-μου ηδη ξεγραμμένου μεΓψη<ρια, -S-ε­
τομεν νεα ξη^έα, προσεχοντες πάντοτε νά,διάκρινωμεν 
δι’ ενός τίνος σημείου π. χ. διά μιας διαστολές τον ακε* 
ραιον τούτον αριθμόν εκ τούτων των νέων ψηφίων, δυ* 
νάμεθ-α διά τούτων νά παρρησιάσωμεν μέρη δεκάκις μι­
κρότερα της μονάδος, τουτέστι τά  δεκατημορια, τα 
εκατοστημόρια, τά χιλιοστημόρια κ. τ. λ.

Ούτως η ενωσις των ψηφίων 2 4  - 75 εκβράζει 
2 4  μονάδας, 7 δεκατημόρια, και 5 εκατοστημόρια * 
5 ,  478  εκβράζει 5 μονάδας, 4 δεκατημόοια, 7 εκα-. 
τοστημόρια , και 8 χιλιοστημόρια,

§. 81. Προβάλλεται νά έκφ ρα σ ή  εις την κοινήν 
ξλωσσαν ο διά χαρακτ/,ρων η ψηκιων γραμμένος αριδ- 
μός 5 6 ,  3506 .
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Ο τοιουτος αρι-9-μός δυναται χ.ατά πρώτον να. ε’χ- 
φρασ3·τ) ούτως: 56 μονάδες, 3 δεκατημόρια , 5 εκα­
τοστημόρια, Ο χιλιοστημόρια και 6 δεκαχιλιοστημόρια. 
άλλα παρατηρούμε'/, οτι 3 δεκατημόρια ισοδυναμουν 
{jts 30 εκατοστημόρια η 300 χιλιοστημόρια, η 3000  
δεκαχιλιοστημόρια ’ -παρομοίως 5 εκατοστημόρια ισοου· 
ναμο>νν'μ| 50 χιλιοστημόρια η με 500  δεκαχιλιοστη- 
μόρια, Λοιπόν ο όλος αρι-3-μός ισοδύναμε? με 56 μο­
νάδας και 3 5 0 0 "δεκαχιλιοστημόρια, τουτεστι, όιά νά 
εκφράσο.'μεν εις την κοινήν γλώσσαν κλασματικόν τινά 
αριθμόν δεκαδικόν ^ραμμενον με ψηφία, πρεπει νά εκ- 
φοάσωμεν ξεχωριστά το μέρος των ακέραιων, η τό με"* 
ρος εις τα αριστερά της υποοιαστολης , και να εκφρα- 
σωμεν μετά ταυτα τό μέρος, το' εις τά δεξιά αυτής, 
ως νά' εκφράξαμεν ακέραιον a ptS-μον , και νά θ-εσωμεκ 
εις τό τέλος της εκφράσεως τό ονομα της μονάόος της 
τελευταίας δεκαδικής υποδιαιρε’σεως^

Ούτως 7, 4 9 ^ 0 6  εκφράξει 7 μονάδας και 49305  
εκατοχιλιοστημόρια. Παρομοίως 249 > 0 0 7 0 5 6  εκ­
φράξει 249 μονάδας και 7050 μιλλιονιστημορια.

Δυνάμει-a προσε’τι, άν 3-ελωμεν , νά συμπεριλά- 
|3ωμεν εός μιαν μόνην εκφρασιν και το ακέραιον με'ρος 
και τό δεκαδικόν. Τ ω όντι ας λα/3ωμεν οιά παράδειγμα 
τον aptS-μόν 5 0 , 3οθ6  * και επειδή μια μονάς ισοδύ­
ναμε? με 10 δεκατημόρια, η με 100 εκατοστημόρια, 
η με' 1000 χιλιοστημόρια, η 10000 δεκαχιλιοστη- 
μορια, επεται ότι 50 μονάδες ισοδυναμουν με 5 0 0 0 0 0  
δε/αχιλιοστυμόρια, κα'ί επομένως 50 , 3500  εκφρά- 
ξουσι 5 0 3 5 0 6  δεκαχιλιοστημόρια. Παρομοίως 7 μο­
νάδες ισοδυναμουν με' 7 0 0 0 0 0  εκατοχιλιοστημόρια, ο 
άρι-5-μός 7, 49305  ά/εται εις 7 49305  εκατοχιλιοστη- 
μόρια * τουτεστιν αρκεί, αφ̂  ου εκφράσωμεν τον αριθ­
μόν , ως νά μην υπηρχεν η' υ'ποδιαστολ/) , νά -9-εσωμεν

t ι
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εις το τέλος της εκφράσεως το όνομα της τελευταίας 
όποδιαιοεσ-«ς, Συνειθ-ι^ουν ouioc να εχτραψιοσι ξεχω-<  ̂ 7 * I  ̂ J 1  ̂ ,
ριστά τα ακέραια, και ξεχωριστά τα οεκαοιχα.

Αντιστρόφως προβάλλεται να χραψωμεν δια ψη­
φίων εν κλάσμά δεκαδικόν εκφραξομενον εις την χοά­
νην νλωσσαν.

Ας ^ραφΑτ] ο αριθμός εικοσιεννεα μοναοες, τρια- 
χόσια πενήντα τεσσαρα χιλιοστά. Γραφομεν χατα πρω- 
τον τάς αχεραίας μονάδας <2(), μετά ταυτα επειοη 300 
χιλιοστά ίσοδυναμουν με .1 δεχατημορια , και '>0 χι­
λιοστημόρια σχηματίζουν 5 εκατοστημόρια , μραφομεν 
μιανυποόιαστολην εις τά δεξιά του 2(), v-ott μετά ταυτα 
y-ράφομεν διαόοχιχως τά ψηφία 3, Γ> και 4 ' y/x- ο^τα'ς 
3-ελει είναι <2(), 354  °' εχφοαξόμενος αριθμός. Παρο­
μοίως εκατόν εννεα μονάδες , Ου ο χιλίαζες χαι τρ:α 
δεχαχιλιοστημόρια γράφονται 10Q, 2003.

Λς μραφ-λβ ακόμη ο αριθμός 8 μονάοες, 3 7 X- 
λιοστημόρια.

Ητειόη 30 χιλιοστημόριά σχηματίζουν 3 εκατο­
στημόρια , και οε'ν εχομεν εις την Ικφρασιν δεκατημο- 
ρια , μράφομεν 8 ,0 3 7 , τουτεστι θ-ετομεν εις τά  δεξ.ά 
της υποδιαστολης τό Ο, όιά νά χρατησχ; τον το τον 
των δεκατημοριων , τά οποία λείπευσι, χαι νά ίωσ^ 
εις τα αχολουθ-ουντα ψηφία την άλη-5-ινην των τιμήν.

Κ α ν ώ ν  Γ ε ν ι κ ό ς .  Διά νά μράψωμεν με ψηφι^ 
αριθ-μον δεκαδικόν εκφραξόμενον εις την κοινήν μλωσ- 
σαν , μράφομεν πρώτον τον ακέραιον άοιθ-μόν , και ·άε·

> * Γχ Λ ' \ ^  ̂ λ/ /
T O f l . i y  L i . t ' f V  1 ί ' Τ Γ ι Λ ι η  { Τ Τ Γ ι  Α Y u /  ·  r r f r 'T 'Y  Ύ ' ν ' ΐ ' τ η  v O r
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εκατημορια, τα εκατοστημ' 
ρια κ. τ. λ. τά οποΐα περιεχει η εκφρασις , προσεχον* 
τες να αντεισάμωμεν μηδενικά είς τάς διαφόρους τάξεις, 
at οποιαι δόνανται νά λειπωσιν.
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Καν δεν εχιομεν αχερχιας μονάδας, τουτεστι 
c'ctv ο δεδομένος αριθμός ηνχι xvptov κλάσμα , μράφο- 
μ:ν Ο δια να κρατχ) Τον τόπον των ακέραιων, και μετά 
ταύτα πρχττομεν, ως ανωτέρω ειπομεν. Ούτως δεκα­
επτά εκατοστημόρια γράφονται 0,17· Κ/.ατόν είκοσι- 
τεντε δ ε κ α χ ι ο σ τ η μ ό ρ ι α διά 0 ,0125*  δώδεκα χιλιάδες 
διακόσια τεσσχρχ- μιλλιονιστημόρια διά 0,01 ‘220 1.

Τέλος πάντων εις την εκφρασιν ενός αρι$·μου, 
όταν ο1 αχερα'αι δεν ξεχωρόξωντιΧι από τά δεκαδικά , 
ο’ αριθ-μός γράφεται ευκολώτερον oca ψηφίων * ττρέττεο 
τοτj να ^ράψωρεν τον α’ρι.$·μόν , ως νά εκφραξεν ακε- 
ραίας μονάδας > κα'ι μετά ταυτχ νά -9-εσωμεν υποδια- 
στολην εις τροπον ώστε τό τελευταίον ψηφιον εις τα 
δεξιά νά εκφράζή μονάδας της τελευταίας υποδιαιρε- 
σεως , την όποιαν φερει η' εκφρασις.

1ί. χ. διά να ρράψω,μεν τεσσαρας χιλιάδας  ̂ δια­
κόσια δεκατεσσαρα εκατοστημόρια, ^ράφομεν χατά 
τρωτόν 4 - 1 4 » χαι. ε»5ΐδη τό τελευταίου ψηφιον πρε’- 
πει νά εκφράξε εκατοστημόρια, 5ετομεν την υττοδια­
στολήν μεταξύ του 2 κα'ι 1 , και ούτως εχομεν
42,14·

Παρομοίως διακόσια: πενήντα τρεΐς χιλιάδες , εΓ- 
χοσι εννεα δεχαχιλιοστά γράφονται διά 25 , 3029  » 
και ούτως και οι άλλοι δεκαδικοί άριθ-μοό.

§. 8 2. *Ηδη αισθανόμενα την ωφέλειαν του 
τρόπου τούτου του μράφειν τα δεκαδικά κλασματα. 
Το κλάσμα σύρκειται εος επι τό πλείστον εκ δυο αριθ­
μών , 5-εμενου του ενός υπό του αλλ^υ, τουτεστι 
του αριθμητού κα'ι του παρονομαστου. Κ δωηνποδια- 
στολη χοατει τόπον του παρονομαστου , οςτις είναι 
ίσος με την μονάδα, ακολου-^ημε’νην από τόσα μηδε­
νικά, οσα είναι τά δεκαδικά ψηφία, τουτεστι οσα ψη- 
φιχ ευρισκονται εις τά δεξιά της υποδιαστολης * ο
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Si άοΐ-$-μητός συχκειται εκ το~ν £ηω>.ών , τά οποία εό· 
ρισκονται εις τά ίεξιά  της υ’ποδιαστολης . η , εάν 
θ-εώρ^Μΐιεν τάς ακεραιάς μονάοας η^μενας- εις κλά­
σμα, τότε αυται είναι ο προτεθ-είς αριθ-μός, όταναωα:- 
ρε-S-x) η υποόιαστολη * ούτως ο αρι3·μός 2 3 , 5037 
θ-εμενος υπο την κοινήν μορφήν των κλασμάτων aysrai

5037 * 2 35037  , , , r
εις 2 3 --------, η ------------ ' ο αριθμός 2, ΟΟΔΟΟ ε>

1000 10000
* 20040Q ,Λ 
η ----------- * τέλος πάντων

469
να: ;σος με 2 , -----------

100000
2154

ιο ο ο ο ο ο ο
Λ 2053  ,

τρέπεται s ί«ς7)

100000

0,0002154 είναι ίσοόυναμον με 

/ - 53
Και άντιστρο'φως 2 --- -— ,

1000 1000
, , 172049 ,2 , 053, κα ι---------------εις 1 7 , 2049·

10000
Αΰται at τροπαί τών ίεκαόικών κλασμάτο,'ν εις 

κοινά κλάσματα^ και των κοινών κλασμάτων εις όε- 
καόικα κλάσματα , είναι συνηθώσταται είς τον υπολο­
γισμόν.

§. 83· Προκύπτει κατά πρώτον εκ τώυ τοιου- 
των, οτι εαν εις τό άεκαόικόν κλάσμα προχωρήσω· 
μεν την υποάιαστολην μιαν η περισσοτε’ρας τάζεις 
προς τά οεξιά, πολλαπλασιάζομεν τον άρι-9-μόν επί 
10, 100, 1000 κ. τ, λ. καί εξ εναντίας προχω-
ρουντες την μιαν η πολλάς τάξεις εις τα αριστερά 
τον &αιρουμεν &ά του 10, 100, 1000 κ. τ. λ.

’Έστω π. χ. ό αριθμός 153, 07 2 9 5 , καί άς 
υπο3·εσωμεν , οτι προχωρουμεν την υποοιαστολην 
τρεις τάξεις κατά τά αριστερά, εντευ-3-εν συνα- 
^ομεν 152072, 95 ’ λε'^ω , οτι ό άρι-9-μός ε ε̂ινε 
χιλιαις φοραΐς με^αλητερος. Τώ οντι ο αρχοει^η;
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α ' *Λ Λ £ ' Τ ν 10307 295 , ν«οισμος άλλο αεν είναι παρα ------,και οτανπρο-
100000 Γ

χωρ/,σωμεν την υποδιαστολην,μινεται 15307295 
100

κλά­

σμα , του οποίου ο -παρονομαστές είναι 1000 φοραΐς
πλέον μικρότερος από εκείνον του άλλου κλάσματος.
Λ ο: τον (αριθ-. 42) τό δεύτερον κλάσμα είναι 1000
φοραΤς με^αλητερον του δεόομε’νου.

Ί'ο' ενάντιον, εανπροχωρησωμεν την υποδιαστολην
δάο τάξεις κατά τά αριστερά, τράπεται εις 1 ,5 3 0 7 2 9 5
•a 15307 2() 5 _ , .  . ,
η —------------ , κλάσμά, του οποίου ο παρονομαστής

1000000
ίι'ναι 100 φοραΐς μεμαλητερος από εκείνον του δεδομε-

* /  15307295  . , , , ' ,νου κλάσματος---------------♦ Λοιπού το νεον κλάσμά
100000

100 φοραΐς μικρότερον ευρΐσκεται.
Ημπορουμεν και κατά άλλον τρόπον να δωσω-

Λ /  % /  ^  r *  Λ  \  ^μεν Xoyov περί τουτου , παρατηοουντες , οτι Οια της 
μετά3·εσεως της υποδιαστολης , η σχετική τιμή έκα­
στου ψηφίου γίνεται 10 , 1 0 0 , 1000 φοραΐς κ. τ. λ. 
με^αλητερα, η μικρότερα * ούτως συ^κρινοντες 153072 , 
95 μό 1 5 3 ,0 7 2 9 5 , βλεπομεν, ότι τό ψηφιον 5 ,  
τό οποίον εκφράζει εις τούτο απλας μονάδάς, εις το 
πρώτον εκφράζει χ ιλιάδας, τό ψηφΐον 5 εις τα αρι­
στερά του 3 , τό οποίον εκφράζει δεκάδας, παρασταί­
νει ηδη δεκάδας χιλιάδος , και ούτως εφεξής.

§. 84· Ή  πφόσ-σεσις οποιοσδήποτε αριθμού μη­
δενικών εις τά  δεξιά ενός δεκαδικού κλάσματος ο εν 
άλλάττει όι όλου την τιμήν του* ούτως 3 ,4 * 5  cjo- 
δυνάμει με 3 ,4 1 5 0  η 3 ,4 * 5 0 0 , η 3 ,4*5000  κ. τ. λ. 

Τ ω  οντι ούτοι οί αρι-3-μοΐ δυνανται (κατα τον
. . ν , „ ~ ' , . , 3 4 t 5 34*50

αρι^μ. 82) να rs-σωσιν νπδ την μορφτ,ν 10000 ’
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34«ί>Ο0 , , - „ , ,
— —— /.. τ, Λ. τωοχ τ ι  τελευταία ουο κλασματα
ΙΟϋΟΟΟ
άλλο osν είναι παρα το πρώτον, του οποίον επολλα- 
πλασιάσωμεν roue δύο όοονς επ'ι 10 , 100 ,  και η
οποόα πρχξις οεν αλλάττε/ την τιμήν (αρι3-μ. 43)·

Η δυνάμε^α νά παρατηοησωμεν, ότι τα μηδε­
νικά προσ3·εμενα εις τά δεξιά των ηδη γοαμμενων ψη­
φίων , ο εν άλλάττουν την σχετικήν των τιμήν, και 
επείδη τα τοιαυτα μηδενικά δεν εχ'&υσιν α<ρ εαυτών 
καμμόαν τιμήν, τα κλάσματα μενουσι πάντοτε τα 
αυτά.

Η τελευταία αυτή μεταμόρφωσις χρησίμευει- εις 
την ανομωμην των δεκαδικών κλασμάτων εις τον αυ­
τόν παρονομαστήν* π. χ. τά  κλάσματα 1 2 ,4 0 7 ’ Ο, 
25 ' 7 , 0456* 23, 4 ά/ονται εις 12 ,4070*  Ο, 2500* 
7-0450 ’ 25 ,4000 ,''και υπό ταυτης Της μορφής Ιχου- 
σι 10000  διά κοινόν παρονομαστήν.

Μετά τάς μνώσεις ταυτας δυνάμε-$-α να περα- 
σωμεν εις τάς επ'ι των δεκαδικών κλαμάτων πράξεις.

85· Π ρ ο σ S-ε σ ι ς κ α ι Ά  φ α ι ρ ε σ ι ς. 
"Η πρόσ^-εσις των δεκαδικών κλασμάτων εκτελεΐται, 
ως εκείνη των ακέραιων, ay ού όμως τά ανάξωμεν 
εις τον αυτόν παρονομαστήν, εχοντες προσοχήν να 
χωρισωμεν δι* υποδιαστολης εις το1 εξαγόμενον τόσα 
δεκαδικά ψηρια, οσα ησαν εις εκείνον εκ των δεδο­
μένων αριθμών , ος τις περιελάμ/3ανε πλειότερα.

Κν παράδειγμα αρκεί νά σαρηνισ^ τον κανόνα
ο  ̂τον.

Πρόκειται νά προσ3-εσωμεν τους api-S-μου'ς 
5 2 .4 0 5 0 *  2 4 5 , 3 7 9 *  12.0470* 9 ,38  Χσά 4 59 ,2375 .

Προσσετω κατα πρώτον ο εις τά δεξιά του δευ­
τέρου αριθμού κα'ι δυο εις τά δεξιά του τετάρτου ’ 
μετά ταυτα ρράρω τους αριθμούς ουτω κατασκευα-
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σμενους τον ενα υ'πό τον άλλον ούτως , ο3στε at μο­
νάδες της tot ας τάξεως νά άνταποκρινωνται, και κάμνω 
την προσθ-εσιν κατά την συνήψε:αν.

Κυρισκιο δ:’ εξαγόμενον 3 2 ,4 0 5 6  
7 5 8 4497  > ή χω ριζών 4 ψ*)* 2 4 5 ,3 7 9 °
φία δε/αδικά εις τά δεξιά , 12 ,0470  
Τ58,449Τ. Κπειδή οι αριθ-μοι. 9 ,3 8 0 0  
τους οποίους επροσ-9-εσαμενεκ- 45Q«~575
9P“ i ou,t μο-Αίν,ςS n * x < \to -~  7 5 ίΜ 4 θ ΐ  « ΐ - ϊν ο -  
στψ ορ ίον . i & u z z t a  '

prjo
Ινις τάς πράξεις ήμπορουμεν νά μη ^ρά'Ι'ωμεν τα 

ενικά προς τά δεξιά των apt-3-μων των εχόντιον ολιμω- 
τερα δεκαδικά ψηφία* διότι άρκεΐνά προσεχωμεν νά 5-ετω- 
μεν τάς μονάδας της αντηςτάξεως υπό την αυτήν στήλην- 

Η αφαι'ρεσις εκτελειται παρομοίως , ως και η 
των ακέραιων αριθμώ ν, αφ’ ον άναχ5·ωσι τά δεκαδι­
κά κλάσματα εις τον αυτόν παρονομαστήν (άρι5\ 84)* 
r" Χ· "Ας άφαιρεσωμεν 2 3 ,0 7 8 4  από 6 2 .0 9 ·

Προσθέτω δυο μηδενικά, εις τά δεξιά του 6 2 ,0 Q, 
και ούτως εχω 02,0(jfl6o* μετά ταυτα εκτελώ την αφαι- 
Ι^άιν κατα την συνήθειαν, προσεχών μόνον νά χωρίζω 
τεσσαρα δεκαδικά ψηφία κατά τά δεξιά του εξαγόμενου. 

Αΰται αί αρχαι επιστηριλ 0 2 ,0 9 0 0
ξονται επι τουτου , ότι επειδή 23 ,07σ 4■* · . . ____ ♦
αΐ μονάδες των διαφόρων T a - * 3 Q , 0 1 l 6
ξεων εις τά δυαδικά κλά σμ α ^  0 2 ,0 9 0 0 . Βάσανος. 
5χο5?κ ττ)ν α ;^ #  σχε'σιν μεμεΔους προς άλλήλας, 
ηςεις τους ακέραιους αριΤμους, εξακολου3·ουσι τα 
υτά διά τά οσα κρατουμεν 7’ ή διά τά oVa δανει- 
νμε-S-a, ο;ς νά £:χομ^»νά πράξωμεν εις ακέραιους

οο 
a
οομ 
αριθμούς.

if* 8 6 .  Π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ό ς  t c o v  δε κ α ο ι -  
κ ε; ν κ λ α σ μ α τ ο: ν. Διά νά εκτελεσωμεν ταυτην την
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τράξιν,τολλατλασιάντ,'ΐεν τους ουο όεόομενονς αριθμούς 
τον ενα ετ': τον άλλον, χιορις νά ταρατηρησωμεν την 
ντοόιαστολην τω ν, κα'ι όταν ενρωμεν το όλον γίνομε* 
νον, χωριξομεν κατά τα όεξιά τόσα ψηφία όεκαόικα, 
ο τα εν ρί σκόντα ι εις τονς όνο ταράζοντας.

*Έστο> τ . χ. νά τοΧλατλασιάσωμεν 
3 0 .4 0 7  £τ·ι 1 <2,ο4‘ Λιά να όώσωμεν λό- 
yo'j rcov avco stpyifisvcov, s-scopoujxsv or* 
οι όνο οεόομενοι aciS-μ'Λ όννανται νά τε-

, , , , 3 5 4 0 7  , 1 2.·,4
-Τωσιν ντο την μορφκ,ν'------ και

1000

35 ,407
J 2 . 5 4  
141^28  

177035  
7Ό8 1 4 

100 ' 35407
Πόη όίά να τολλατλασιασωμεν όνο κλά- 4 4 4 Ό 0 3 7 8  
σματα , τρετει (αρι-5-μ. 56 ) νά τολλατλασιάσωμεν 
αρι-3μη·τ/,ν ετι apiS-μητην, και ταρονομαστην ετι ταρ­
ονομαστην, αλλά οι όνο apt-S-μηται άλλο όεν είναι,  
ειμη οι οεόομενοι άριθ-μο'ι, αφ ον αφαιρε-S-ft η ντο- 
όιαστολη. ΪΙρετει λοιτόν κατά τρωτόν νά τολλατλα- 
σιάσωμεν τον'ς όνο τοντονς αριθ-μονς , οιτινες όιοον- 
σι 4 4 4 0 0 3 7 8  , μετά ταντα εχομεν όιά το γινόμενον 
των ταρονομαστών 10 0 0 0 0  , τοντεττι την μονάόα 
με τόσα μηό.νικά, οσα ψηφία όεκαόικά εν ρίσκο νται 
εις τους όνο ταράζοντας * και τρετει νά οιαιρεσωμεν τό 
ληφό-ε'ν γινόμενον όιά 1 0 0 0 0 0 , ατό τό οτοιον βλε- 
τομεν, οτι τρετει νά χωρισιομεν 5 ψηφία όεκαόικά 
τρός τά όεξιά , και ού^ως ενρι'σκομεν εξαγόμενον 444 , 
0 0 5 7 8 . Λοιτόν κ. τ. λ*

νΛ λ λ ο; ς. Ή ξα λεΓ ι^τες  rr  ν ν^σσιαστολην ατο' 
τον τολλατλασιαστεον, τον τολλατλασιαψομεν φα-
νερά ετι ι ο ο ο  , ετειόη κατά τρωτόν εκφράξε 1 0 0 0 Λ 1 
και τώρα εκφράξει άτλας μονάόας. Λοιτον κατα τας 
άρχάς τον (άριθ-μ. 0 3 ) , τό γινόμενον όιά ταντης της 
τράξεως ε^ινεν 1000 φοραΐς με^αλητερον. Παρομοίως
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εξαλείφοντας την υποδιαστολην τον πολλαπλα­
σιαστήν , τον κατασταίνομεν ΐο ο  φοραΤς μεμαλητε- 
ρον , επεται, οτι το γινόμενον ε/'.νεν ΐο ο  φοραΤς με- 
^αλητερον. ’Κ^ινε λοιπόν διά την εξσλειψιν rcov δυο 
υποδιαστολοόν ΙΟΟΟΟΟ φοραΤς μεφαλητερον, και διά 
νά το φερωμεν εις την άκρι,3η τιμήν του, πρεπει να. 
τό διαιρέσωμεν διά 1 0 0 0 0 0 , η νά χωρίσιομεν 5 ψη­
φία κατά τά δεξιά-

() συλλογισμός ηθ-ελεν είναι α’νάλοχος , εάν εί- 
χαμεν μεχαλητερον, η μικρότερο*; αρι-3-μόν δεκαδικών 
ψηφίων εις τους δυο παράνοντας.

Συμβαίνει ενίοτε νά περικλεή δεκαδικά ε:ς εκ 
των δυο apt-3-μων μόνον. Κίς ταυ την την περίστασιν, 
χωρίξομεν κατά τά δεξιά του γινομένου, τδσα ψηφία 
δεκαδικά, όσα ευρίσκονται εις τούτον τον αριθμόν. 
Λυτή η περίστασις είναι ευκολωτάτη, και διά τούτο 
δεν προχωρουμεν περισσότερον.

Κυρίσκομεν κατά τους κανόνας τούτους
' ον ,, * , *t οτι το γινόμενόν του 4>050 7 επι 9 ’ό03  ε:" 

ναι ίσον με 3 8 ,5 5 0 8  201.
2°' τδ γινόμενον του 4»0015 επι 2Q είναι 

110 0 455 .
3° ' τδ γινόμενον του 0 ,0 3 0 5 4  ^πι ° ,0 2 5  είναι 

0 ,0 0 0 7 0 2 4 2 .
Σ . Κ. Τούτο τδ τελευταίου παράδειγμα απαιτεί 

κάποιαν προσοχήν Κξαλείφοντες την υποδιαστολην είς 
τους δυο παράγοντας, και εκτελουντες τον πολλαπλα­
σιασμόν ευ'ρίσκομεν γινόμενον 7 0 2 4 2 '  αλλ’ επειδή 
εχομεν 5 ψηφία δεκαδικά εις τον πολλαπλασιαστέο'/, 
και 3 είς τον πολλαπλασιαστήν, πρεπει λοιπον είς το 
γινόμενον, τδ όποιον κ;δη περικλείει μόνον 5 ψηφία, 
νά υπάρχωσιν 8 * διά νά ε βγάλω μεν την δυσκολίαν
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ταύτην ταρατηρο,,μΞν , on  επειδή το μινύμενον μελλει 
να ί/μράζη μονάδας της ομδοης τάςειος τιον δεκαδι­
κών , αρκεί να γράψω μεν εις τά αριστερά του 7 0 2 4 2  
τόσα μηδενικά, ο:στε τιθέμενης 2"Sera της υποδιαστο* 
ί\ης, το τελενταίον ψ ημίον 2 να ν.ραττ] την ο'μδοην τά- 
ξ;ν των osv.cn0iY.oyj * εδω λοιτον πρε'πει να μράψωμεν 
4 , επειδή χρείάζετ:/.; εν διά να κρατ^ την τάςιν rcov 
ακέραιων, καί ούτως ευρίσκομεν 0 ,0 0 0 7 0 2 4 2 .

8 7 · Δ ι α ι'ρ ε σ ι ς τ  ώ ν δ ε κ α δ ι ζ ώ ν κ λ  α σ μ ά- 
τ χ ν .  Λύτη η ποά£ις os'J παόρησιάζει περισσοτερας δυσκο­
λίας. Κατά πρώτον αγομεν τους δεδομένους αριθμούς 
fee τον αυτόν παρονομαστήν (ap'3-μ. 8 4 ) » /a t  μετά 
ταυτα εκτελουμεν την οιαιρεσιν, ως να μην ευρίσκετο 
υττοοιαστολη , καί ούτως ευρίσχομεν το ζητούμενον 
πηλίκον.

Διαίρεση τω 4^,047 διά 2 ,536^8
Kara τρωτόν προσσετομεν 4 3 0 4 7 0 0 J253098  

δύο μηδενικά εις τά δε |ιά  του Ι 7 0 7 7 2 θ | ί ό
43 ,047  καί ούτως συνάμομεν 24553  2 
43 ,04700*  μετά ταυτα διαιρουμεν 43 0 4 7 0 0  διά 
^ 0 3 6 9 8 , καί ευρισκομεν το α ν . ρ ί γ ε ς  πηλίκον 16 
2 4 5532  
2 5 3 0 0 8 '

Τώ ον τι αμ> ού εττρρσ-λε’παμεν τα δύο μηδενικά 
εις τά δεχιά του διαιρετέου , τα οποία δεν του αλλάτ- 
τουν την τιμήν , οΐ δύο άριθ-μοί δύνανται νά τε-9-ώσιν
, , , , 4 3 0 4 7 0 0  , 253098
ιπο την μορφήν - —— και — 

100000  ΊΟΟΟΟΟ
τώρα διά

νά διαιρετωμεν το εν διά του ‘ άλλου, πρεπει 
(api.S-μ, 5 9 ) νά πολλαπλασιάσωμεν το διαιρούμενου 
επ': το διαιρούν κλάσμα, αντεστρ^μμενον. Σίυνα- 
μομεν λοιπόν, παρατηρουντες , ότι 100000  είναι κοι-
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·* +, - ν ·«. . , 4-^04700νος ταοανων των ουο οοων, το εςανοαενον-----------
, , ' '  . , -5 .ΐ6 ()3

τουτεστιν , οτι ττρ3 ττ jt να κάνω μ εν τ ο ν όια ύοεσιν τωνι \ 4 * , 1
<3υο αρι-9-μων , χωρίς να θ-εωρωμεν την ; το&αστολην, 
αμ οΰ καταττησωμεν τον αριθ-μόν των οεκαόικών ψη- 
μιων το'ν αυτόν και εις τους όύο. .

Δυνάμε·$·α να εωτωμεν τροσετι, οτι των όυο οεκα- 
όικων κλασμάτων αναχ.$-εν των χ£ις τον αυτόν ταρο- 
νομαίτην , εαν εςαλει:4ο)μεν την ύτοοιαστολην ατό 
τους όυο όρους, κατατται'νομεν τον όιαιρετεον καί τον 
όιαιρετην κατά τον αυτόν άρι5μόν των μορών ysyα- 
λητερους. Λοιτόν το τηλι'κον όε'ν αλλάζει (apt-3-μ. 65).

ν | X ^
Τό τηλικον τού 5 ,4 7 0 5  όιά 0 ,027  είναι 1 2 8 -----·.

270

εκείνο τού ο ;5 Ο6 όιά 0 ,0 0 2 0 1  είναι 21)6 * .
201

Λ4 705· >70
770 «jl2 8 V 

2505 

14·7 ; ^
(). 88. Κις τά ανώτερο) ταραυειμματα εύρηκα­

ν εν με ευκολίαν τό ακέραιον τη λύκον της οιχιοεσεως * 
αλλά τά αναγκαία κλάσματα , ό:ά νά καταστησωσι 
τληρες τό τη λύκον , εγονταεν μενει μεμάλους όρους, 
με όυσκολύαν εκτιμούνταί-. Δ:ά τούτο sivat ανάρκη 
να ςητησωαεν να τά ί/.ΐεοά,Γωμεν εις, υέοη τλεον 
ατλο'νΤτερα της αρχικής μονχόος', τ. χ, εις όεκατη- 
μόριοϊ, εκατοστημόρια , χιλιοστημόρια και εμευης.

Λς.τροτεινωμεν λοιτον το ακόλουύ-ον νεον μενι- 
ζον ζητημα.

Δθ-3-εντος Γενός τίνος κλάσματος της αρχικής μο- 
ναόος οτοιουοητοτε εί’όους, να εκτιμητών:ν το κλατ ια



το ντο εις κλάτμα οε/α ity.ov, η ραλλον νά το
ρεν ε<ς κλατμο νάκαοιχο ν.

η ττω  τ. χ. κατά τρω , Λ / 1 θτον το κΛατρα ~ -
47

*() τροτε^ε:ς αρν^μος 1 10 47
/ανα νερομενος εός την αρ- ι ό ο 0,27 6 5 g

• J3 1 1 0χικην ροναοα £xc;pa^5t -
47 28ο

ταντης της ρο νάοος · αλλ’
ε - 2 i0 7, ρ:α αττλη ρονάς cVo- 
ονναρεΤ ρε 10 csxarrjpo* 27

1 Λ
pea, ε τετα ί , ore—  της μονάοος άλλο osv atvat, 

47

τ α ρ ά ------των οεκατημοοιων * όντως αφ’ ον οιατάςω-
47 ^

μεν τονς ονο αρ:5μονς 1.1 χαι 47» &’ς εις την y.oc- 
vr'v otatpcTiv , y.a'e -5-ετωμεν κατά τρωτόν εν Ο εις το 
τηλικον , Οίά νά zpar/j τον το τον των ακεραίων, xac 
μετά ταντα |3άλλωμεν την ντοοιαττολην, y.a't οιαφε- 
σωμεν το 110 ota 4 7 ,  το' όντως ενρε.5·εν τηλάον εις 
τα csfca της ν·τοο:αττολης ^ε^ραμμενον ταρασταινει

ν 13
τον apvS-pov των τερίεχομενων οεκάτων εις τα — ,

70VT?T7t

/ο εκατόν.

47

τον
13 r „ , „ , . , 56
—  etvac ίτον αε 2 οε/ατα τλεον —
47 * 47
Ιΐαροροίως i-rsior' εν οεκατον tVoovvapec ρ

5 0 ■¥
10 εκατοττ ην.όοία , ε'τεταί , ο'τι τον Ο εκατόν εί~ 

* 1 47
ι6 ο  , , χ

vat Ι’τον μ ε '----- τον εκατό ττηαοο'ον. Κκτελονντες την
47

νεαν ταντην ocatps-iv, σννανομεν 7 εκατοττημοροα

<·><
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Λ r 3 ® ~ ' < . Λ / Λ
π λ έ ο ν  —  του εκατό στημορ:ου , κα: τ.οοσςτετοντες «ν 

47
Ο είς τά £ες:ά του 31 καί ό:α:ρουντες Γ> 1 Ο 0:α 4 7 ,  
«υρίσκομεν τηλάον 6 χιλιοστημόρια, τα οτοΐα ρρά 
^ομεν εις τά άεξτά των άυο ερώτων , καί υτόλοιττον 
28  , σιμά εις το οτοΐον τροσ.σ-ε'τομεν εν άλλο Ο , οίά, 
νά σχηματισωμεν τα οεκαχιλ ιοστημάρια * καί ουτω 
καθεξής. Κξακολου-νΌυντες δε την τραξιν , εως ου

νά λάμωμεν 5 οεκαο:κσ ψη^ία, ευρίσκομεν · ■ ίσοου-
47

<27
ναμουν με 0 ,2 7 0 5 0 , 'πλέον·-·- του εκατογιλιοστη ·

47
μορίου, κλάσμά, το οποίον ουνχμε,-λα νά αμελήσω·
μεν* και λερομεν λοιτόν τότε, οτ: 0 ,2 7 6 5 ρ  είναι η

ι « 1 3  „ < \ < * , #\ /τιμή του - με:ον ενός εκατοχιλιοστημοριου σχεοον *
47

ετειδη το αμελη-5-εν κλάσμά είναι μιζροτερον της μο- 
νάοος ταυτης της τάςεως*

Κν μενε: ό:α νά τρεψωμεν /οίνοντι κλάσμα είς 
οεκαοικον , σιατάττομεν τους ουο αριλμους, ως είς την 
οιαφεσιν, κα: νρα^ομεν εν ο είς το τηλίκον , κα: είς 
τά θε£ιά του Ο την υτοΟιαστολην. Ί'ουτου τε5εντος , 
τροσ-5-έτομεν είς τά  οε£:ά του αριθμητού· Ο , κα: ά:α:~ 
ρουμεν τον συναγόμενου αριθμόν ό:ά του ταρονομα· 
στου, κα': ούτως ευρίσκομεν τηλικ/ν ε κυράγ. ν τά ο. 
κατημόρια , κα: έν τ: υ σολ ο: τον. Γράρομεν ετειτα εν 
Ο είς τά οείμά αυτου του υ το λ ο όπου , κα': ό:α:ρουμεν 
τον συναμάμενον αριθμόν όιά του ταρονομα στου ‘ ού­
τως ευρίσκομεν πηλίκο ν εκυράΤον τά εκατοστημόρια , 
κα: νεον τ: υτόλοιτον. Γοάυοαεν τάλ:ν έν ο εώ ται t I 7 ι  ̂ *
όί^ιά αυτου του υτολοιτου , κα: ο:α:α:ρουμεν τον συν- 
αμόμενον apt^-μόν Οιά του ταρονομαστου , καί ουτω
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λαμβάνομεν πηλιχον εχ^ρά£ον χιλιοστημόρια , χα: τρύ 
rovrt υπόλοιπον, site του οποίου πράττομεν χατά τον 
αυτόν τρόπον. Τέλος πάντων εςακολου^ουμεν ταότην 
rr»y σειράν των πράξεων , εως ούναλάβωμεν τόσα ψη. 
<ρ:'α όεχαόι/σ, οσα -Αελομεν, η οσα απαιτεί η υπόσε 
σις, εαν εχωμεν υπόλοιπον. Ιο ουτω Ληιρ-σεν οεχαοι 
χόν χλάσμα όεν όιαφε’ρει «πο το προτεσεν, είμη κατά 
ποσότητα τινά μικρότερων της μονάοος τη; τάξεως των 

'Οεκαόικων, εις την οποίαν επαυσαμεν τα πηλίκα.
Καν ο σρι.$-μητης του κλάσματος είναι μεγαλύ­

τερος άπο τον παρονομαστήν , τότε εξάρομεν τάς σκε- 
ραιας μονάόας, τάς οποίας μρα^ομεν εις το πηλιχον 
άντ'ι τον μηόενος, το οποίον προτερον είχαμε*./ μράψει.

Με* ευκολίαν μνω ρόζο μεν την σχεσιν, ητις υτάρ­
χει μετα£υ ταυτης της πρά£:ο:ς καί εκείνες , ητις έχει 
όιάσκοπον να τρεψωμ,,ν χλασματιχόν αριθμόν αοχ: 
χης τίνος μονάοος ε;ς αριθμόν συμπεπλε/μενον, του- 
τεστι εις αρχικας μοναόας, χα'ι εις υποόιαιρε’σεις της 
μονάοος ταότης * (όρ. αρι5μ. 67).

"Ολα ταυτα θέλομεν εφαρμόσει ειςπαραόεινμστα 
οιαιρε’σεοσς , σερί ώ> ανε^έραμεν εις τον προηνουμενον 
αριθμόν.

Προβάλλεται π. χ. να όιαιρεσο:μεν 4 3 , 0 4 7  όιά 
2 ,5 3 0 9 8 , καί να εκτιμησωμεν τό πηλιχον, έως οΰ

η όιααορά αυτου να ή ναι μικρότερα άπο' — -—
, 1000

-/ 4504700 25,36()8
16,907

Αα ου ευρωμεν , ως αν ο.' _____
τε'ρω , το' πηλιχον 10 με τό υπό- 1707720  
λοιπον 2 4 5 5 5 2 , ·5··εωρουμεν τό 
υπόλοιπον τούτο ως άριθ-μνην 
κλάσματος, του οποίου ο παρονο­
μαστής είναι 253698  , και τότε 
ίτροσ·$-έτομ:-ν Ο εις τά  οεζιά του 200054  
υπολοίπου τοάτου, χα'ι μετά ταυτα εξακολουθούμε ν

2405320
1720580

1 9 8 1 Q 2 0
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r ην άιαιρεσιν , ητις μας δίδει 9 οεχατημόρια πηλά 
χοV, χαι υπολοιττον 1 7 20.38 * εις τά άεμιά του οποίου 
γράγομεν αχόμη ο. Μ ετά ταυτα οιαιρουμεν το εξαγό­
μενον άιά του αυτου όιαιρέτου, χαι ευρισχομεν πηλιχον 
6 εκατοστημόρια , και υπόλοιπον 1Q81Q2, σιμά εις 
το οποίον Α-έτομεν ο , οιαιρουμεν εκ νέου άια του ίό*'ου 
όιαιρε’του , και συνάνομεν πηλιχον 7 χιλιοστημόρια 
με υπόλοιπόν τι, το οποίον αμελουμεν.

Ο υτω λαμι3άνομεν 1 6 , Q 6 7 τό πηλιχον μειον

•πειόη η άμελη-9-εΤσα ποσότης είναι 206034
2530981000 

του χιλιοστού.
Ήθ-έΛαμεν ευρει προσέτι ως πηλιχον της όιαιρέ* 

σεως του 3^4703 διά 0 ,0 2 7 , 128 ,5296  μειον του
0,0001- ΙΙαρομοι'ως 0 ,5ρ6  όιαιρε^-ε'ν άιά 0 .0 2 0 1 , 
όι'οει πηλιχον 2Q6.51 μειον 0 ,01 .

Θέλομεν επανελθεί πάλιν εις την τροπήν των κοι­
νών κλασμάτων εις όεχαόιχά, επειάη αυ'τη η πρά£ις παρ­
ρησία^1 πολλάς αξίοπαρατηρ/'ιτους ιόιάτητας, τάς οποίας 
χατάτό παρόν πληρέστατα οε'ν άυνάμεθ-ανάαναπτυξωμεν.

§. &Q. "Οταν εις την άιαφεσιν ό όιαιρε’της ηναι 
αχέραιος αριθ-μο'ς , η περιέχει ολιμωτερα ^ηιρια όεχα- 
οι/ά παρά τον όιαιρουμενον, αντί νά προσ-9-εσωμεν 
εις τά δεξιάτον  μηάενιχά , οιά νά τά ανάξωμεν εις τον

• λ \ λ  ̂ r* f ' γαυτόν ρε τον του ocatpcTcOU τταρονοραστην , atvat 
απλουστερον νά πράίςωμεν , ως τάρα θέλομεν ίόεΤ.

ί° '"Α ς  όιαιρε'σωμεν 4 3 7 ,4 8 2 5  όιά 56.
’Κπειόη η Οιαιρεσις όυναται 437,48

εοο> νά ·$·εωρη·3·7) ως νά εζη- 454
τουσαμε'ν το' 56° του όιαιρε- 68
τε'ου, λαμράνομεν χατά πρώτον 122

το 5 b 0' του 437 , η άιάιρουμεν 105

437 διά 5 6 . τό οποίο-ν μάς Οι* 49*

7,8121

12
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δει τηλι/ον 7 ρονάδας και υπόλοιπον 4-5 , το οποίον 
όρου ρέ τά 4 δέκατηpop ja του διαιρετε’ου, τχηρα- 
τ ίζ ίΐ  4 ^ 4  δεκατηρόρια, των οποίων πρεπει να λά.3ο>

• / \ "Τ" ον ,ρεν α κόρη το 5υ , τουτεσ-ίι να οιαιρεσωρεν 4 0 4  οια 
τον 5 6 ,  και ευρισκορεν πηλικον 8 δεκατηρόρια, τα 
όποΐα μράμορεν εις τά δε£ιά του 7 , α? ου -S-έσωρεν 
υποδιαστολην.

Το υπόλοιπον 6 αχολου5ούρενον από 8 εκατό- 
στηρόρια του διαιρετε’ου ctost 68 εκατοστηρόοια,
των ο το ίων το ό 6 ^  είναι 1 έχατοστηρόριον και υπό 
λοιπον 1 2 , το οποίον ακολου-3-ουρενον από 2 χιλιοστά 
του διαιρετέου σχηματίζει 122 χιλιοστά* διαιρούν· 
τες 122/ δια 56 ευ ρίσκο ρεν πηλικον 2 χιλιοστά και 
υ’πόλοιπον 1 0 , εις τά δεζιά του οποίου κατεβάζομεν 
το' τελευταϊον ψηφιον 5 ,  και ούτως εχορεν 1 0 5 , το 
οποίον όιαιρουμενον δια 56 δέδει πηλικον 1 δεκαχιλι* 
οστημόριον. Λοιπόν τέλος τάντο:ν το' ζητούμενον πη- 
λικον είναι 7 ,8121 .

Τούτο το' πηλικον είναι ακριβές μειον 0 ,0 0 0 1 ’ 
αλλ εάν -9-ελωμεν νά προσεμ/ισίομεν περισσότερον, 
τρέπει νά προσςτέσωμεν εις το' υπόλοιπον 49  ^V Ο , 
και νά ε ς ακολ ο υ ·$·η σω μ ε V τόν πραζιν κατά τον κανόνα 
του apt-S-p, 88.

Με ευκολίαν μνω ρόζο ρεν, ότι η πραζις αυτή' είναι 
απλουστερα, παρά εάν η$·έλαρεν προσ-3-εσεϊ εζ άρχης 
4 μηδενικά εις τά δεζιά του διαιρετόν, δια νά τον 
ανάζωρεν εις τον αυ’τόν ρέ τον του διαιρετέου παρο- 
νοραστην.

’HS-ελαρεν ευρει παροροιως, ότι 14 ,57586  δι- 
αιρε-9-εν διά 21Q δι'δει πηλικον 0>00504 > ρίΤον 
0 ,0 0 0 0  1.
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ο ° '" \ ς  όιαιρε'σωρεν 5 ,40567  διά o,03Q.
5 4 0 5 6 7

1 1  6

97

8 7 , 3 2

Αντί νά προσ.σεσοψεν όύο μη- 340507  39
δενι/ά εις τα δεξιά του διαιρετόν ,
> .. Λ / ’ ’ ' ' *  » εχαλετφορεν χατ αρχα; την υποαια-
στολην από του·; δυο ορού; , ρετά
ταυτα εχτ’ελουρεν την διαιρεσιν, εχ
τη; οποία; προκύπτει πηλικον8 7 3 2 . , 1 9

ΓΙαρατηρουρεν ρετά ταυτα, ότι 
εξαλειφοντες την υποδιαστολην από ?Jv’ διαιρετεον, 
εχαταστησχρεν αυτόν 100000  φοραΤ; ρε/αλητερον. 
Λοιπόν (αρι.$-ρ. 6 3 ) το ευρε$εν πηλικον χατεστά.?-η 
και αυτό 100Ο00 φοραΤ; ρε^αλ^τερον ’ αλλά Ota την 
εξάλειψιν τη; υποδιαστολη; εις τον διαιρέτην, εχα- 
ταστησιχρ εν αυτόν 1000 cpoprxTc ρεραλ^τερον * λοιπο'ν 
ota ταυτην τη2 δευτεραν εξάλειψιν το' πηλικον εξ εναν­
τίας είναι (apt-3-p. 6 ο )  1000 φοραΤ; ρικρότερον* ου- 
τω; ει; το τελευταίου εξα^όρενον το πηλικον είναι 
ρόνον 100000  δνχιρεθ-ε'ν διά 1 0 0 0 ,  η 100 φοραΤ; 
ρε^αλητερον, και δια νά το φερεορεν ε:; την άχρι/Βητοα 
τιρην , πρε'πει νά το όιαιρεσωρεν οιά του 10 0 , η νά 
χοορισωρεν δυο ψη̂ -άοο προ; τα δεξιά, χαι -9-ελορεν 
ε·χει 87-32.

Καν -S-ε'λωρεν να προσερχότωρεν πλειότερον πρε'- 
πει νά προσ-^ε'σώρεν ει; τά δεξιά τον υπολοίπου 1 9  
έν Ο , και νά εξακολου.3·ησο;ρεν την πράξιν.

Κ α ν ώ ν  Γ ε ν ι κ ό ; ,  'Ο ταν ό διαιρετή; περι­
έχω ολιροότερα δεκαδικά ψηφία παρα' τον διαιρετε'ον, 
εξαλειφορεν κατά πρώτον την υποδιαατολην και άπά 
του'; δνο όρονς , και εκτελουντε; t /jv διαιρεσιν πρεπει 
νά χωρισωρεν κατά τα δεξιά του πηλίκου τόσα ψη­
φία δεκαδικά, όσαι ροναδε; είναι ρεταξυ του api-9-ρθυ 
τών δεκαδικών ψηφίων τρυ διαιρετε'ου, και του αρι$-
ρου το;ν σεκασικων ψηφίων του οιαιρετου

I 2
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Τούς τελευταίους κανόνας εςε£·$σαρεν coc ρεσα 
ύ^λούστερα εις τάς πράχεις , επειδτ; ο συστα5-είς κα 
νων εις τον αρι5·ρ. {?7 > ocvr»xst εις ολας τας περι­
στάσεις.

()0. ίόού νεαι ειραρροραι.
Ν α  προσόιοοισωρεν t  ̂ το πηλικον του 2 1 ,“234 

οιά 5 9 ,5 7 4 ^ 9 ·  ώστε ν* όια^όρκ, τνΤς ακριβούς τιρης 
ολιρωτερον απο 0 ,00  * -

Λcr0v.ptτις * 0 ,3 Γ> 7 ■
2°' Ί ο πηλό/, ον του 294  ''ία  7*356 * ρ?“ον 

0 .000  t .
Λ/πόκρισις * 3g.()73.
3 JV Το πηλικον του 0 ,0 0 4 7 5 6  οιά 0 ,054  ρεΤον 

τοΓ 0 .000  1.
Λπάκρισις ' 0 ,1 3 9 2 9 .
Κι ναι περιττόν να παρατηρησοεαεν , ort αί βάσα­

νο*. των τοιούτων ερρασιων γίνονται όια τον πολλά 
πλασιασρου , και αί βάσανοι των παραόειρράτων του 
πολλαπλασ?ασρου όιά της όιαιρεσεως.

ζ . β°* Σ  ύ σ τ η ρ α τ ο ν  V ε ον  Β ά ρ ο υ ς ,  κ α ι  τ ω ν  
ν έ ω ν  ρ ε τ ρ ώ ν .

*Ηόη ερπορουρεν νά ωφεληθ-ωρεν καλούς οΐπό 
τον υπολορισρον των όεκαίικων κλασρατων εις παν­
τός άλλον «ίσους κλάσρατα, και νά καταλάβωρεν 
-τόσον ράς ητον ο;<ρελιρος η ενρεσις συστηρατοςτίνος 
τού βάρους και των μέτρων συνόεάερενων ρ« τό ο:- 
κασικόν σνστηρα. Τοντο οί πεπαιόενρενοι επέτυχαν 
οχ: τόσον χωρίς κόπους και ερπόάια εκ ρερους της 
apaS-ε'.άς καί των προλήψεων.

"Ας ρνωστοποιησωρεν λοιπόν την ο’νορατολορι'αν 
τούτου του συστηρατος.
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Μ έ τ ρ α  μ ρ α μ μ ι χ ά ,  η p c 'r p a  roG  μ ή κ ο υ ς .

§. QI - Η μονάς τ',υ’ μη/.ονς είναι το μετρον, 
η το οεκαμιλλιονιστημόριον της από τον πόλον εως 
εις τον ισημερινόν όιαστάσειυς, υπολο^ ισ.$·εισης ε’πι 
του μεσημβρινού του άιερχομενου από τους Παρισιους.

Κατα τους εκτελεσ.λε ντας και αποόειχ-.$·εντας 
υπολομισμους μ όλην την ακρίβειαν, εμνοίρισαν, ότι 
το μετρον εκτιμώμενον ειςπόόας , όακτυλους και μραμ- 
μάς χ. τ. λ. ισοδύναμε? με ο ” '*' Ο °αχ· 11 γ?· , 2y6*·

μεΤον — - -  τ/7ς μραμμ|ς.
1000

Διά να σχηματισωσι μέτρα μεμαλ^τερα η μικρό­
τερα παρά το μετρον, εσυμφώνησαν νά μετάχ'ειρι 
7$'χσί τάς ακολούθους λε£εις.

Μύρια, χ ίλ ια , εχατο'ν , οεχατον, εκατοστόν, 
χιλιοστόν, τά οποία ετεθ-ησαν προ της λεςεως με 
το ον , και ούτως εσχ;ηματ''σ3·η ο ακόλουθος Πιναξ. 
Μυριόμετρον, η μετρον από όεκα γιλιάοιυν μέτρα.
Χιλιόμετρου
’ I' 'Κκατοντσμετρον . 
Λεχάμετρον 
Μετρον
Γποόεκάμετρον
Τρεκατοντάμετρου
Τποχιλιόμετρον

χόλια μέτρα, 
εκατόν με^ρα. 
οεχα με’τρα. 
αρχικό μονας.
Οεχατον του μετρον. 
εκατοστό'ν τον μέτρου, 
χιλιοστόν του μέτρου.

Zj . Η. Τ ο μυριόμετρον χολ τό χιλιόμετρον είναι 
τά οόοιποριχά μέτρα, τά οποία τώρα μεταχειρίζονται * 
τό μυριόμετρον είναι ο λιμόν περισσότερον του οιπλα- 
σιόυ της λεμας από 2500  ορμνιάς * τό χιλιομετρον
είναι όλιμοντι περισσότερον παρά τό 5  ̂
εκ 2 5 00  ορμυιων.
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M s T p c v  ε π ι ψ α ν ε ι α ?.

§. ()2· Η μονοίς τ>~? επιφάνειας καλείται άρον 
( a r e ) '  τούτο είναι το τετραγωνικόν οεκάμετρον, η 
τετράγωνον τ ι ,  τον otto ίου s κάστη πλευρά είναι από 
5ν δεκάμετρον , η από δέκα μέτρα.

Τα πολλαπλάσια τον άρον σχηματίζονται οιά 
των αυτών τούτων λέξεων, μύρια, χίλια, εκατόν λ* τ. λ. 
όντως.
Μυρέαρον σημαίνει δέκα χιλιάδων άρα.
Χιλίαρον . . . χέλια . αρα.
ίνκατόνταοον . . εκατόν . αοα.

. δέκα # . αρα.
. αρχική μονά?.
. δεκατημόριον τον άρον, 

'Τφεκατόνταρον . εκατοστημόριον τον άρον. 
Γποχιλίαρον , χιλιοστημόριον τον άρον.

Σ . Κ. Το' Μυρίαρον, το ετατο'νταρον, το άρον, 
το' ν^εχατόνταρον είναι τά μονά σννή-irn μέτρα.

Το εχατονταρον επέχει τον τόπον τον πλέδ-ρου * 
αλλ’ υπερβαίνει το' διπλάσιον τούτον. Τό εκατόν- 
ταρον είναι τό τετραγωνικόν μέτρο ν.

Δε χάρον . .
‘Λ ρον\ .  .
Γποδέκαοον .

Μ έ τ ρ ο ν τ ο; ν Σ τ ε ρ ε ώ ν .

5. 93. Ή  μονά? των στερεών είναι τό κυβικόν 
μετρον, η κνβο? εχων έν μέτρον είς καθ-ε πλευράν. 
Τα πολλαπλάσια τον κυβικόν μέτρου είναι ανάόέκα με- 
μαλητερα , και τά νποπολλαπλάσια δεν έλαβον μερι- 
χα? ονομασία? 1 τό δε χιλιοστημο'ριον τον κυβικόν μέ­
τρου , τυ ωνόμασαν κύβον υποδεκάμετρο·; * επειδή τώ 
ο?τι είναι εί? κύβος εχων έν νποδεκάμετρον si? κά-λε
πλευράν * τό ΙΟΟΟΟΟΟ^ του κυβικόν μέτρου καλείται 
κύβος v-εκατοντάμετρο? * επειδή είναι κνβο? εχων εν
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υ^εκατοντάμετρον εί? κά£ε πλευράν. 'Ό ταν τά  μέτρα 
των στερεών χρησιμευωσιν εις καταμετρησιν των κ α ν  
σιμών ξύλων, η αρχική μονά? καλείται Στερρον.

Μετά ταυ τα θεωρείται το όεκάστεόρον, οίς μ ε­
τράν εκ δέκα στερνών.

Μ έ τ ρ α  χ ω ρ η τ ι κ ό τ η τ ο ?  δ ι ά  τ ά  υ y ρ ά κ α ι  
δ ι ά  τ ά  γ ε ν ν ή μ α τ α .

§. Q4· Η τωρινή μονά? ττκ χωρητικότητας si- 
ναι ο λιτρος η το κυβικόν υποδοκάμετρον * εκ σε των 
πολλαπλασίων και υποπολλαπλασιων Γόου τά συνη· 
5-εστεο α.
Ιν/.ατοντάλιτρος η μετρ ον εκατόν λίτρων.

Δεκάλιτρος . . , δέκα λίτρων.
Λιτρος , . · · αρχική μονάς.
Ιποδεκάλιτρος . . Γ δε'τατον τωυ λίτρου.
Γοεκατοντάλιτρος . . εκατοστόν του λίτρου.

Σ . Κ. Ο λιτρος λαμβάνεται αντί της πιντης , 
κ̂ τις χρησιμεύει διά τά υνρά, καί λαμβάνεται ως 
τό λιτρον. Δ ιά  τά γεννήματα είναι ο λιτρος ολίγον 
μεγαλύτερος καί παρά την πίνταν καί παρά το λιτρον.

Ό  δεκάλιτρος κρατεί τόπον ενός άλλου γρησι- 
μεύοντος ως μετρ ον του σίτου καί παντός ε Γόους 
γεννημάτων. Ό  εκατοντάλιτρος κρατεί τόπον ενός άλλου 
μέτρου λεγομένου ( s e t i c r )  χρησίμου εις καταμετρησιν 
πό$·ων οίνον καί άλλων υγρών.

Ό  χιλιόλιτρο? καί μυριόλιτρος δεν είναι εί? 
γοησιν.

Π ε ρ ί  τ ο υ  Π ά ρ ο υ ς .

§. (}5. Η μονά? του βάρους είναι τό Γράμμον 
(g ra m m e ) , τό οποίον ίσοδοναμεί με' υφεκατάμετρον 
κύβον από νερόν δ:υλισμένον καί φεομενον εις την με*
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γίστην συχνότητά του, Η τψτίτον κατά το παλαιόν 
βάρος είναι 18*°*' ,827  *5> τουτεττι ολίγον τΐ ^εριστά- 
τερον ourd το τεταρτημόριου τ ίς  δραχμές.

Ί <5 ου ό -π ι ν α £ τ ω ν  π ο λ λ  α?τλ ασΐ ων  κ α: υ ircc 
ΐ ί ο λ λ α π λ α σ ι ω ν .

XiX'.oypappov 
'Κκατ οντάγραμμον 
Αεκάγραμμον 
Τράμμον 
Τίτοδεκά^’ραρρον 
Τφϊκατοντά^ρα^αον. 
ΎποχιΧιόγρΆμμον

χίλια γράμμα, 
εκατόν γράμμα..
6h a  γράμμα.
G£p\Wj ρονάς.
<5ίκατηρνρίον τον γράμμον. 
εκατοστήuoοtον του γράμμον. 
χιλιοστημόριου τον ^ραιψου. 

Σ . Κ, Το χιλιό^ραρμον ον χιλιάκις ριεραλ^τε- 
ρον -παρά το γράμμον t το οποίον, ειπομεν 9 ΐσοόννα- 
ριε: p i  18,827 15, ίσοδυναρει με 18827™  ,15 * αλλ’ 
εττειδϊ) V) λίτρα είναι α*ο (aptS-p. 0 5 ) Q 2J0X<>*·, ίπε- 
τα ι, ότι το χιλιό^ραρρον ίσοίυναρει ολίγον τι περισσό­
τερον παρά το διττλονν dvo λίτρων * ούτως το ημι- 
χίΧιόγραμμον ίννατα ι να |3αλ-3·$ αντί τ«ς^ τταλαιας 
Χιτρας.

Ι Ι ερ ΐ  ν ο μ ι σ μ ά τ ω ν .

§. ρ6· Ή  ν«α μονά* των νομισμάτων είναι το 
ψράγαον * 0:ά τον σχηματισμόν του ε^τροσοιορισ^η ρά- 
ρος α?ιο' πόντε γράμμα όγν.ου, οστις περιεχει 9 05**“ 
τ η μ όρια απο άργυρον καθαρόν, και εν δεκατημόριον 
μίγματος. Το' βάρος τούτο καλείται φράγκου. Κατ’ ευ­
τυχίαν εγιινε γνωστόν, o n  περιόχει σχεόόν την αυτήν 
τιμήν με την της παΧαιάς λ ίβ ρ α ς ' ίχε ιόμ ω ς μίαν όια~

φοράν ~  -κλειοτερον το ψράγν.ον, τουτέστιν εν φράγ-
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κνν ιϊτοόυναρεΤ ρε ι λ'·β* *- y) *1 ττ^ λόΒοας, η , το 
’ 8 0  8 0  “

ο-ποΤον όηλοι το αντο, 8θ φράρκα ι’σοουναριουν με 81 
λίβρας.

Tot υποπολλαπλάσια τούτου ε'ναι το ο εκατόν, 
εκατοστόν. Κις <5ε τα πολλαπλάσια του οεν έκριναν εύ­
λογον νά όώσωσιν ονομασία;.

§. 9 ”ΐ· Ιόού λοιπόν y] εομηνει'α τη; ονοματολο- 
j^ac των μέτρων. Δυνάμε$-α νά πιστωά-ουμεν ttjv ωφέ­
λειαν , ttjV οποίαν παόρησιά^ει τό νίον σύστημα παρα- 
|2αλλορενον προ; το -παλαιόν.

1 0/' Κιναι μονόμορφον και απλουν , y.a-S-ότι a: 
αρχικαι μονάόε; και at υποόιαιρεσει; εςακολουσ-ουτιν 
ολαι μεταξύ των τον νόσον του όεκαόικου συστήματα; ι 
του οποίου η απλότη; $ιναι προ πολλου ρνωστό εΐ; 
>;ρά;. _

CV .  ι ; ΐ  \  ’  /  ->-ι > '  '2 ΐν.ναι στερεόν και αμεταβλήτου και αρμα­
θιού εις κάσε τόπον ' οεν ανήκει εις κκνέν /Λ ίρα, ούτε 
εις καν εν ε̂’νο; μερικόν *).

Ό λ α  ταυτα τα μέτρα πορίζονται απο το ρησεν 
πρωτότυπον μετράν , τά ίοια voptVpara , τά οποία 
κατά πρώτον φαίνονται νά μην εχωσι καμμιαν σχεσιν

* ) Π a ρ α τ η ο η σ t < τ ο υ ft e r a c p aτ  τ ο υ. *Λνηχιυτ:ν s-'< xa- 
~s 74ιθ( xx; χχχε -χλιμχ · cio'n r, a p/:x.-j μονβ'ΐ Ό -
ττ,ν tf j7Cs , rp:< atr’ast s:< c'Xa ra 7s >η * xxi το τίχ-ττημχ τοι> 
Ιΐολο-j a’nc τον Ίτημερίνον <2V ολι τχ /$v/j ε:νχ: το αυτό , «:ί 
χχΐ το ΰεχαμ:λΛ.ίβν:'7τημορ:ον τον τοίΟντΟν ΟίΚΤτημχτοι sr-xt 
(it’ ολχ το: ·)έ>Υ) το αν το’. Περιπλεον ί’λη;5η ί *1 τ/ν -J-nv το 
τοίοοτον μβτοον ί ι χ  να οπαρχη με χν’την ' χχ: c:x va μη ίονττ; 
4ί{ τον< μετχ?ίϋ·7τερει> <  αρχχ;ολογου<, j αν χατα περίΤτχ-τίν 
τθελε χχ5η η τ<μή τον μέτρου, c:a;;Xi:ε.-’χητίν ε:; το π̂>< νχ 
έχτιμΤ'νυύ'τι τό νυν χχλουμενο:. μετρ ον - i~ s to r ‘, θελονν ί·-5*< πάν­
τοτε, o’ri ε:νχ; το -idχεμ:<\iiκττημορ;ον τον οπνττΓ,μχΓος μετα-,̂  
ίον «ολο-α χαί τον ;7ημερ.'·.θν.
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Λμ· το u: 1 : τρον πρ·οσκολλου νται πλαμ όως προς α ύ­ /το * ε J. ν“
Οη ·70 cr> ινάμ/ο ν, ε Γοομεν , είναι η τψ η  των ήr μράμρ:ων,
χα: « / οααιι< 1 1 · ον είναι το μάρος ενό  ̂ ν* ̂  w*x. ατ οj-tετρου κύ-
βύν ι V

αϊτό οιυλ ισμενον υοα00.I
§■ 98- H εσάοαοσ * 1 * ις των τεσσάρων ερμασιιον

<ν
της

αρ:θ·μητ ιχης jεις το νέον σύστημα τον μαρους και των
μετ pOiV , Γν 'οεν π a ρρησιαξει καμμάχν ουσκολιαν ,ι Ι/ΟΤί 007ι1 Vα̂ το <7οσα εΓποαεν " \2 7Γ ί Τ CC V ύεκαύικο:ν κλασμάτων , και
τ* 'eta τουτ * 'ο οεν F:fvojxsv ύC

/ ̂ τα ν 7j ν ι ' ’ > Λην υπόδεσι ν , αλλά
μνωστοποιούμεν τα μέσα, δια νά λύσεομεν ούο ζητημα- 
τα  ανάλογα μέχρι της παντελούς ακυράσε ως και αναι ­
ρέσεις τού παλαιού συστήματος. Δ  tot τούτο ύεν εκάμα- 
ρεν το παν αντεισα^οντες το νεον σύστημα αντί του 
παλαιού , αλλ’ έπρεπεν ακόμη νά Octree μ εν την σχέσιν 
μεταξύ της τιμής και της ποσοτητος των πραμμάτοιν 
τον εμπορίου, και νά εκτιμησωμεν και την μιαν κα'ι την 
άλλην και εις τά Ονο συστήματα.

Το ακόλουύον πρόβλημα 3-ελει σαφηνίσει ο,τι
ειπαμεν.

Κίς έμπορος υφασμάτωνεπούλησεν έως τοίρα την 
πηχην ενός είοους υφάσματος απο 50^;'ν· ]7~ ίλ· ό 0''ν· 
Ζητείται πόσα φράμκα κατά αναλομέαν στρ/ττό c νά λάμ/j 
ο έμπορος.

Το πρόύλημα τούτο λύεται φανερά, εάν μνωρι- 
σωμεν την τιμήν των 3 0 Λ· 17Τ· 6^· εις φοάμκα, οε- 
κατημόρια και εκατοστημόρια , τά οποία η-άελαν ο Ά­
σε1. την τιμήν της πηχης εις φράμκa , και προσέτι την 
τιμήν του μετράν εις πηχας * επειόη η τελευταία εκ­
φράξει το μέρος , το οποίον πρέπει να λάμωμεν από 
την τιμήν της πηχης εις φράμκα, διά νά έχωμεν εκεί­
νην τού μέτρου.
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CilTflUXTCt.
Λοιπόν ■5Ttoi-rrjt να λυσωρεν τα ακόλουθα υυο

1 \ ά  sz^pxaojpjV την τιρην y.p’$-uoyJ συρρι* 
y$C; του παλαιού συστηραroc o:a μέσον αναλόρων po- 
νάοων χαί οεκαίι/ιον υποδιαιρέσεων ταυτη; της ρονά- 
οος απο,Βλεπουσων τό νεον συστηαα.

'2 c ‘ Λ v r  1 7 r  p ό :̂ ω ς. \  ά εζ^ράτωρεν sva τι- 
νά αρι3·ρον ροναόων του νέου συστη'ρατος καί τα ; 
υποόιαιρεσει; ταυ της της ροναοο; ot α ρε’σου της ανά­
λογου ροναοο ς ,  καί των συνήθων υ·ποο:κιρεσεων της 
απο.Βλεπουσων το παλαιόν συστηρα.

(-)ελορεν όε οριλησει Οιαίοχικως περί των όυο 
τούτων υητηρατων , ω; προς τα νορίσρατα, ο;ς προς 
τά ρε’τρα του ρηχούς, καί ο;ς προς τά  |3αρη ‘ επει- 
ίη  αυτα είνα& τα συνη.$·εστερα ρετρά* xat εκ τούτων 
είναι ευκολον να ευρωρεν τον οποίον πρεπε: νά 
ά/.ολου3·ησωρεν ίο  όρον προ; παν άλλο είόος ρε­
τρών.

§. 99· "Λ; αρχίσωρεν από τά νορίσρατα.
"Ον. ,» «, χ  ̂ * χ ' ~,I Ζητείται να προσοιορισωρεν την τιρην των 

2 4 5 λ:'’· 1 9 Τ· Λ*· εί; φράγκα, όεκατηρόρια χαί εκατο- 
στηαοοικ.' * ι

* Κίπορεν (άριθ-ρ. 9 6 ) > ότ: τό cpayxov ουναται

πεοισσότερον τη; λ ί;3οας * άλλα- της λίορας 
80  ‘ ‘ ’ 1 80  ‘

» 20  « 1 ν . / fv / "
χαμνει —· η — του σολοιου , τουτεστι 3 οηναρια ου- 

r  80  4 _
τω τό φρά/κον ισοουναρεί ρε' 1λ· Ο7· 3 Λ'η· η 2 4 5 oV,v'. 
Προσέτι 24^ λ· 1 9Τ* 7** ηρρενα εις όηνάρια, όίόουσιν 
s’faγόμζνον 5 9 0 5 5 7'5’·'*, ω-* είω μαίνεται.
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49*9
12,

Γ>0Ο.ΊΓι|— *-· 

1045  2 4 2 ,9 7  d 
__ 7 t 5

2 2 9 0

10 3 0  
5>»0 

94«

AotTTOV sav ίΓηΤη̂ ΟΟμεν Τ.',ΪΪΑτ λί/·'* oct.
ςοΛΛΐς 5QΟοΛ δηνάρια χεμιεχονν <24 ;» 19 7
243  δηνάρια, η εάν διαιρετωμεν 20
£>1)035 διά 2 4 3 , το χηλικονε/τιμώ ­
μενον εις δεκαδικά (αρι3μ. 8 8 )  εκ* 
ypa*5i τδνάρι5μδν των ζητούμενων 
cpapa:ων, δέκατημοριων , / a t  εκα­
τοστημορίων. Α λλ αντο το' τπτ 
λά ον  c-S-άνον «ίος εις τά  χιλιοστη­
μόρια είναι 2 4 2 *ίΝ 9 4 2 ' ουτβο^
*2 4 ό Λ;ά* t y 75 *̂ ίσο δυναμό ναι
με 2 4 2 ??' , Q4SXX7<J'?T* ^ Ί ο ν  $νος 
εκατοστημορίου.

Λοιμόν ^ λ εχο μ εν , οτι δια νά εζπμησωμεν 
y p a p /a , δεζατημόρια /a t  εκατοστημόρια ενα τινά 
αριθμόν λιβρώ ν, σολδίων, /a t  δηναρίων, χ ρ ίχ ε ι, 
a y  ον ανάςωμεν τον χροτε·$άντα αρι-δ-μόν εις δηνάρια* 
νά δίαιρε'ίτωμεν αυτόν τον αριθμόν τα ν  δ7;ναρίων διά 
2 4 3  (όστις εκβράζει εί-j δηνάρια την τιμήν ενό$ ypay- 
χον) /a t  μετά  ναυτα νά εκτιμησωμεν τδ χηλάον εό; 
δεκαδικά εςακολουΜουντέ; την εργασίαν εως ε^· τά 
εκατοστημόρια.

Η βάσανο? ταύτη$ τη.; χράςεως ytW rat διά το3 
αντιστρόφου £ητηματο; , ω; Αάλομεν ιδεΐ.

2 ^  Ζητείται εις λό.3ρα; , σολδία / a t  δηνάρια η 
τιμή των 2 4 2 '̂ ?* 9 4 0r,i*» ^ μάλλον των 2 4 2 ?̂*, 9 4 2 * 
(3-εωρουμεν εδω εω ; και τά  χιλιοστά τον φράρκου, διά 
να nvat η ακρίβεια τελειότερα).

Κτειδη εν φράρκον ίσοδυναμεΐ με μίαν λίβραν

«λΙον της Χ φ ρχς , ετίεται, ort 2 4 2 ??*, 9 4 *  £cr0‘

δνναμουν με 2 4 2 λ:·'?·, 9 4 2  χλεον ■-*·· των 242 '·#·, 9 - -1·
οΟ
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Λοιπόν πρεπει να λάμωμεν το 8ο0ν τούτου του τελευ- 
rot ου apt S-μ.ου , και να το ενώτο:μ:ν με τον Γόιον άρ ι •S’- 
μον, καί αυτ7ί 7, πραίάς ο to ία :;ς λίβρας και ει'ς κλά- 
(7να οεκαόικον T7j< λίβρας t7jv τιμήν των ο 4 2’5::·, 94 

Μενει επ: :τα να εκτ?μ/,αα>μεν εις σολόία και οη- 
νάοια το όεκαόικον κλατυ.α.J 1

Δ '  '  ts > '  ονία να προτοιοριτιομεν το Η() των 24 2^7, 042 ,
'/ρκε ί να. Λαμ.ωμεν το 8 , το οποίον μας Οιοει 50.7)0775,
7α'ί να όιαιρετοομεν τούτο το εςανόμενον oca του
10, ?) (apt.?·. 85 ) να προχωρ^τωμεν τ/',ν υποττιμ-
υ7,ν μιαν ταίμν προς τα  αριττερα, y.a'c ευρισκομεν
5 .0 5 6 7 7 5 ,  τό όποιον προα-3-ε'τοντες εις 2 4 2 ,  9 4 2
Ιχομεν 2 45λ &  , ()787 75.

Δια να εκτιμ7^τωμεν το κλα- 2 4 2 , ()42
ra a  Ολ:/?·, Q 78775 εις σολόι'α, πρε-
τ;» ( a ρ:.$-μ· 6 7 ) νά πολλαπλά- / * < ' f  ̂ ~οιασωμεν επ'. 2 0 ,  το οποίον μας
οί$:<. Κ)7θλ·, 5 7 5 5 0 0 . Τέλος πα'ν*
Όϊν, oca νά εκτιμ7;το)μεν Ο70^·,

3 , 0 5 0 7 7 5

2 4 5 /f'N  <)~ΗΊΊ5 
20

ΐ ρ ^ λ·, 5 7 5 5 0 0  
1 2

6̂ *'·, οοόοοο
2 4 5 λ· 197&λ· 7,V;V'

5 7 5 5 0 0  είς ότράρια, το πολλά 
πλατιάζομεν επί 1 2 , κα'ι ευρισκο- 
μεν 6';ϊ5ν·, 9θ6θΟΟ 7) μάλλον 7 ίη*

νάοια αειον —  του όηναοιου. Λοιπόν τέλος πάντων 
’ 10

242"?·, 9 4 -  είναι ιτοόυναμα με 2 4 5 λί/'· ί()τολ·

Η a  ν w ν Γ ε ν ι κ ό ς .  Δ:ά να τρ ευ ο: μεν, ε:'ς λ ι- 
βο ας τολόια και οτινάρια αριθμόν υράμκιον. όεκαττ)- 
μοο/ιον και εκατοτττιμορίων , μρα^ομεν κατα πρώτον

\  ^  ^  ,  < ^ \ ί '  1 A , \

τον όεοοαενον aocSaov, κα: υπ αυτου το 80 τουι 1 ‘ ^
ιόιου αριθμού (τό οποίον προτόιοριυομεν Λαμβανοντες 
κατα πριοτον τό Η"' ,  κα': προχωρουντ;ς ttjv υπο, ·α-
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στολί',ν μιαν ra^tv προς τά αριστερά)* μετά ταντα ποοα- 
$·ετο μ εν τους όνο τούτους αριθμούς , και ούτως προ σ­
όι οοίζομεν τον ojooμενον αριθμόν $χ<ρρασμενον εις λ ί­
βρας καί όεκαίικόν κλάσρια της λιρρας.

Μ 3τα ταντα  πολλαπλασιάςομεν επι <20 τό όεόο* 
μενον όεκαόικόν κλάσμα (αφ ον εςαλεά/αομεν τάς α/ε- 
ραιας μοναοας, αιτινες εκφραςονσι τας λίβρας.) και 
ούτ« συνάχομεν γινόμενον, τού οποίον τό ακεραιον με- 
ρος εκβράζει σολόια.

Τέλος πάντων πολλαπλασιάζομε ν τό όεκαυικόν 
κλάσμα τούτον τον εςσχομενον επι 1 2 , και ούτως 
εχομεν χινόμενον, τον όποιου τό ακέραιον μέρος ε 
(ροάζει όηνάρια , και μετά ταύτα εξαλ ει'^ομεν τό οεκα- 
οικόν μέρος , εκτός εάν τό ψηςτιον των όεκχτημορι'ων 
y-vac 'άον με 5 η μεγαλύτερου τον 5 , εις την οποίαν 
πεΟιστασιν ανξάνομεν με' έν τον apt-9-μόν των οηνα- 
ριων.

"Ας ε^αρμοσωμεν εκ όευτερον τας όνο με-ύόοους 
εις τό ακόλουθον παραόειχμα.

Ζητείται εις φράγκα, όεκατημορια, xa't εκατο­
στημόρια η τιμό των 3 17Q^!/"· 17'7(:λ· 8 or;v·

Ενχαριστονμεθ-α μόνον να όωσωμεν τόν πινα'/ά 
των υπολογισμών.
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Π ρ ώ τ ο ν  Ζ ή τ η μ α *  
\ίβ. σολ. δτ,>.

3 1 7 9  17 8
αο

6δδ<)7
12

7 6 3 172
Γ*4ΐ

9 87

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  Ζ η τη μ α

3 1 4 0 ,  6 a 6
5Q >____2 5 7 1 8 2 5

3 1 7 9 ^ · ,  8 8 2 8 1 2 5  
20

2 4 3
3 1 4 0 ,6 2 5

Ι 7 70λ*> 6 5 6 2 5 0 0  
12

7 ίην*, 8 7 5 0 0 0 0

1620

020_
13 4 0 _

125
V?· « m r r .  λίβ. <τ«λ. <JV)v.

’Λπό/ριτίς. 3 1 4 0 , 63 . ’Αποκριά*ς. 3 1 7 0  17 8
1«. Κΐ$ το πρώτον ξητημα, $πεί3η* το ψη« 

ytov τών χιλιοστημορίων του πηλίκου sivat 5 , '/at 
ακολουθείται άπο αλλα πολλά, ελά3ομ:·ν ot’ ανταμοι­
βήν 3140"Ρ', 6 3 8” τ», επειδή ουτ«$ το πραττόμ£νον 
σφάλμα εις αν£η<τιν είναι μι·/οότερον άπο εκείνο, το 
οποίον rj-9-ελαμεν πράίςεί «ί$ ολ'^ο'στευτίν, εάν η5·ελα- 
μεν άμεληοεί το ψηφών 5 χαΐ τά άκόλονθ-α αυτόν.

Κις το δεύτερον ξητημα το ακέραιον τών συναγό­
μενων σηνοίριων είναι 7 οηνάρια, καί ημείς ελάβάμεν
8 δηνάρια, επειδή το' ψη^ιον τών δεχατημοριών είναι
9 η με^αλητερον του 5. Θελομεν εύρει παρομοίως , 
οτι 56275*?·, 9?  ελτίμώνται με 5 0 9 7 9 λ:ί3' 8 Τ3λ·5 ^ ν* 
*/αί άντιστρόφως.

Γ ρ α μ μ ι κ ά  μ ε'τρα .

§. 100 . Πρίν περάσωμεν it? την λύσιν τών δύο 
ζητημάτων, είναι ανά/*η νά άνα^ητησωμε^ χατά πρώ*
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τον την τιμήν της ορρνιας εις ρετρον, και τον ρετρού 
εις ορρνιαν * τουτεττι να εκφράτεορεν την ταλαιάν 
ppapur/.ην μονά να s i  νεα ρετρά. και αντιστρό^ως την
νίαν νο αννι/ην  μονάοα s i  τα λ αία Λίετ.οα.

'<1 ■ ’. . 1 ,, ■ , ν 1 1 λ
Αλλ ηίτενρορεν, ο τ: η opjvta iVoovvapS? ρε 864.

ρραρράς* -προσέτι το ρετρον ισοόνναμεΤ (·α.οι3·μ. qj ) 
p i  O'" , 1 Π?· , ο Q6 , η a/r.TcC τούτον τον άρ'.θ--
ρ.ον s i  ρ.οαρρκς , p i  44·>Ύ·5·» 2()6· Λοιττον, εάν 
οιαιρεσ&ίμεν 86 i  οιά 4 4 3 , 2 Ο 6 , η ραλλον 8 6 4 0 0 Ο 
Ota 4 4 3 2 C)6 , το -ττηλό/.ον ηρρενον s i  οεκαό:κα εκφpa­

st την τιμήν τη^ ο ο pot ας εις ρετρά.
Κνοισκομεν > εκτελουμενον τταντος νπολορισμου , 

ότ c η ορροί a ισοονναμεΤ s i  ρετρά pi 1 γ̂ :λ-, Q4Q030, 
τοντεστι ps εν ρετρον κα: ()4Q χιλιόμετρα, ρεΤον ενός 
οεκαχιλιομ ετρον.

Παρομοίως, εάν όιαιρεσωμεν 4 4 3 ’ 2 9 6  οια 8 0 4 . 
κατά τον κανόνα τον apcS-μ. 89  > βάλομε ν ενρει την 
τιμήν τον ρετρον s i  ορρνιάν και κλάσμα. ίδκαίικον 
της ορρνιας.

Κν.τελεσθεντΟς τον νέου τούτον νεολογισμού, 
ενρισκεται, ότι το ρετρον ισοόνναμεΐ εις ό ο pvt ας ρε 
Ο'?·, 5 1 3 0 7 4 0 }  ρειον σχεοόν 0 , 0 0 0 0 0 0 1  της όρ- 
* vtac.

Σ ν ν ε τ ε ι α .  To μνριόμετρον ον ίσον ρε 1 0 0 0 0  
ρετρά ίσοο νναμεΐ ρε 1 0000  <ρορα?ς 0°?·, 5 130740  
5 t c O c?·, 7 40. Τοντο ράς οειχνει, ότι τό μνριόμ ετρον 
είναι c.Xtpov ρεναλητερον τον ο'/πλασιου της λε;.ας 
των 2500'·?·, κα-5-ως το' ε^ανερωσαμεν εις τον αρ:·3~ 
ρόν· g ι.

1 οντον τε5-εντος , 1 Ζητείται εις μέτρα, νποοε* 
ζαρετρα και ν^εκατονταμετρα κ. τ. λ. η τιμητών 1 7 

5~· 4“'· « ·?;
Κατ αρχας ανάρομεν τον αρcS-μον τούτον εις
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γραμμχς  , καί ευ^σκομεν 15464  ^ραμμάς , μετά ταυ- 
τα διαιρουμεν 1 5 4 6 4  4 4 3 ,  2Q0 (άρι-3-μός γραμ­
μών περικλειουσων το με'τρον), η 1 5 4 6 4 0 0 0  διά 
4 4 3 2 ρ 6 ,  καί ευρίσχομεν πηλίκου, 3 4 , 8 8 4 1 4  Ĥ Tcv 
του Ο,ΟΟΟΟΙ. Λ ο wo ν 17®?* 5 π· 4Α 8γρ· “ τοδυνα-
μουν με 3 4 ^ , 8 8 4 14 » δηλαδη μέ 54  μέτρα 884  
χιλιόμετρα μεΤον ενός χιλιομέτρου,

2 ° ν’ Ζητείται η τιμή 3 4 Μ£Τ',8 8 4 * 4  εις ορ/νιάς, 
πόδας, δακτο'λους, και μραμμάς.

Κπειδη εν μέτρου ίσοδυναμεί εις δργυιάς με 
Oc?·.5 1 5 0 7 4 »  ε π ε τα ι. οτι διά νά ευρωμεν την τ ι­
μήν των 3 4 ,8 8 4 * 4  > αρκεί νά -πολλαπλασιάσω μ εν 
0°? ,51 5074  ewt 34*884*4» >-0·ί το προκυπτον γινό­
μενόν εκφράξει εις ορμυιας καί δεκαδικόν κλάσμα της 
ορ^υιας την ζητουμενην τιμήν. Μενει επειτα νά τρε- 
ψωμεν το δεκαδικόν τούτο κλάσμα εις πόδας r  δακτύ­
λους, καί μραμμάς.

ίδου ο π ίν α | του υπολομισμου^
Ποοπμωμεν διά πολλα­

πλασιαστέου τδ 3 4 , 8 8 4 * 4 *  
επειδή ούτως η πρα^ις γίνεται 
άπλουστερα * ευρίσκομεν δε γι­
νόμενον 17°?·,898> άμελουν- 
τες τά οκτώ τελευταία δεκα­
δικά ψηφία.

Δι άν α  τρέψωμεν Ο0ί?,898  
είς πόδας πολλαπλασίαζομεν 
επί 6, καί ευρίσκομεν5π ,388*

ΙΙολλαπλασιάξοντες Οποί·,·
388 επί 12 δ ι άνα σχηματί­
σουμε ν τους δάκτυλος ευρισκο^ 
ριεν 4 ‘, 656.

5 4 , 8 8 4 1 4
0 ,5 0 3 0 7 4
139 5 3 0 5 0

2 4 4 1 8 8 9 8
1 0 4 0 5 2 4 2
3 4 8 8 4 1 4

17442070
1 7 ^ 8 9 8 1 4 5 2 4 6 3 6

_

5 * ,3 8 8
1 Ο

4 % 6 5 0
12
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Πολλ απλασία ζομεν τέλος πάντων 0 ,6 5 6  επί 1 2, 
ota vs εύρωμεν τάς μραμμάς , και ευρίσκομεν 7γ?*,82, 
η μόνον 8 γραμμάς.

Λοιπόν 54μίΤ »Η84ΐ 4 ε^ αί ιτοόύναμα μέ Ι 7 0?· 
5* ·, 4^'» 8γ?* τούτο βεβαιόνει την πρώτην πρα^ιν.

Σ . ϊ \ .  Κίς ταυτην την τελευταίαν πρά |ιν  ημελη- 
σαμεν τα  οκτώ τελευταία δεκαδικά ψη<£ΐα του γινομέ­
νου , όταν η-3-ελησαμεν νά τό εκτιμησωμεν εις πόδας, 
δακτύλους και γραμμάς. ιδού δε τούτου ο λό^ος. 
’Επειδή π ο λ λ α π λ α σ ια σ τέ ς  τό γινόμενον τούτο διαόο- 
χιχώς ε'πι 6 ,  1 2  κα'ι ί α ,  τον πολλαπλασιάζομε
(αρι5·μ. 2 5 ) επι τό γινόμενον των τριών τούτων αριθ­
μώ ν, η επι 8 0 4  » βλεπομεν ότι κρατούντες μόνον λο­
γαριασμόν των χιλιοστημορίων του πρώτου ληφ3· εντός 
γινομένου , τό τελευταιον ε^α^όμενον -9-ελει είναι

της γραμμής 9 μειον καν μιας γραμμής.
1000

Αυτή

η παρατηρησις συντέμνει πολύ τους υπολογισμούς* 
Θέλομεν δε επανελθ-ει εκεί επάνω, εις τό τέλος  τού­
του του κεφαλαίου.

*Ας ε’κτιμησωμεν προσέτι 5"· 6*· IV- εις μέτρα 
και εις δεκαδικά κλάσματα του μέτρου * (ούτος ο συμ­
μιγής xpiS-μός ημπ 
άνόρός).

9Αγομεν τον αριθμόν τούτον είς γραμμάς και ευ- 
ρισκομεν 799  }̂ ροΐμ.μ<χς, διαιρούμεν 7 9 9 ^ ®  44^»^9^ 
η 7 9 9 0 0 0  διά 443^9^  * και ευρίσκομεν πηλ«ον 
ί ϊ ' τ ;802  χιλιόμετρα, μεΐον ενός χιλιομέτρου.

ορει νά λ η φ ·^  είς το αναστημα ενός
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Π S ρ c τ ω ν  υ φ α σ μ ά τ ω ν .

§. Ι ΟΙ .  Ήξενρομεν , ore η πηχη ισοίυναρεί με 
^not. 8^αχ· η p s 4 4  <$αχτ· τουτε'στι 528 γρχμμάς. Λοι- 
<7Γον ^ιαιροΰντες 528  διά 445»2Q 0, ά 5 2 8 0 0 0  διά 
4432Q 6 ίτροσδιοριζομεν την τιμ7^ν ττίς σττίχης εις με­
τρον. Hat ε’χτελουντες τούτην την διαφεσιν ευρι’σ/ο- 
μεν , δτι 7) -πηχη εχει διά τιμήν,1ΗίΤ·, 1 9 2  χιλιόμετρα, 
y* άχρι|3εστερον 1^·, 191077·

Και αντιστρόφως 443>296 διαιρούμενον οιά 528

δίδει ττηλιχον 0 ,8 5 0 5 7 6  μ ε ιο ν ------------- . Λοιπόν το
1000000

μετρον ισοδύναμεΐ με 0 ,8 5 9 5 7 0  της ττηχης.
7 ,

ΖηΤεΐται η τιμή των 2p τττ7>χα?ν χαι — εφ μέτρα
X ̂

χαι δεχαδιχόν χλάσμα Τον μέτρου.
Δ υνάμει a , χαθως εις την ορ^υιάν χαι τάς υποδι-

 ̂ , , 7
αιρέσεις αυτής, νά τρε’ψωμεν τας χαι — ει;

δωδεχατα της ρραμμης, πολλαττλασιάγοντες 29  χ* ι
7 μ 3 5 5  , , _ / ^
— η - - - "  επι 5 2 8 , αριθμόν νο άμμων περιεχοντα την 
12 12 1 / 1
πηχην , χαι νά τρεψωμεν Παρομοίως το μετρον η 
4 4 5γ?·,20.6 εις δωδεχατα της γραμμής, τουτεστι πολ- 
λαπλασιάζοντες τον αριθμόν τούτον επι 1 2 , χαι μετά 
ταυτα νά διαιρεσωμεν τά  δύο ε’ξαρομενα το εν δια του 
άλλου , χα'ι νά εχτιμ/ισωμεν το πηλιχον εις δεκαδικά * 
αλλά η πράίςις γίνεται με περισσοί εραν συντομίαν, ως 
εοω ακολουθεί.

Κατά στρωτόν εχτιμουμεν την π/ιχην μειον
0 ,0 0 0 0 0  ι , χαι ευρισχομεν αυτήν Γσην με Ι , ί ( )1ϋ7 7·

-  *1 ·*)
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Τούτου τεθώντος σχηματιζο- 
- ' / ~ * μ<ν πρωτον το γινόμενόν του α­

ριθμού τούτου 3ttc 2Q· χαί ενρι- 
σχομεν 34>541233, ω ςεύω φαι-

νεται * μετά ταντα αναλύοντας - · 
Γ '  1 2

, 6 Λ ι % ι  " \ ι ~
εις — η — και η το --9  τον 

12 2 12 6 .

1,1 Q 1077
______ 29 τ τ
1071C)(>93
2 3 8 2 1 5 4

3 4 ^ 4 1 2 3 3  
•/γ 0,51)5558
~ 0 ,09 ()250

3 5 ,2 3 0 0 2 7

— , X aa(3avouav κατά ποωτον όιά · — το τίμισυ του

1 ,1 9 1 0 7 7 , το οποίον είναι 0 ,5 9 5 5 3 8 , το οποίον γ ρά­
βομε ν υπό το ηόη λη^-5-εν γινόμενον' μετά ταΰτα το' 
ό ον τού 0 ,5 9 5 5 3 8 , το οποίον *cvat 0 ,0 9 9 2 5 0 , γ ι­
νόμενόν, το οποίον γραφομεν υπό των ούο προτερων, 
καί εκτελουντες το' άθροισμα των τριών τούτων γινο­
μένων, εύρισζομεν εξαγόμενον 3 5 ,2 3 0 0 2 7 · Λοιπόν 

7
2 9  ττηχαι καί — ίσοουναμουν με 25^·, 236  χιλιύμε- 

i  ϋ
τρα pgtov ενός ĈcXeô xsτρον.

ΐ\ντ7;Ύ\ πράξις δύναται νά ειραρμοστήυ.χ\ εις τός 
όργνιας , ποδας κ. τ. λ . ,  αφ ο ύ 'λ η ^ -S·̂  η τιμή μιας 
οργνιας είςμετρον * αλλ ηΑελαμεν παρασυρ.5·η εις πολ­
λαπλασιασμούς επ': ομοια μέρη πολύ πλέον συμπε- 
πλε^μενα η συμμιγή.

§. 102. Β ά ρ η .  Ήξεύρομβν, ότι η λίτρα περι­
έχει 9 2 1 6 κόκκους (ορ. άρο$ρ. 6υ ). Ειπομεν παρομοί­
ως (αριύ-μ. 95) ore το χιλιόγραμμων ίσοδυναμεϊ με 
1 8 8 2 7 ,ί0 ,1ο· Λοιπόν διαιρουντες 9 2 1 0  διά 18 8 2 7 1 5  
r> 9 2 1 6 0 0  οια 1 8 8 2 7 ,1 5  ευρισκομεν την τιμήν της 
λύτρας εις χιλιόγραμμα, καί τάς δεκαδικάς υποδιαιρέ­
σεις του χιλιόγραμμου. Καί αντιστρόφους , εάν όιαφε- 
σωμεν 18 8 2 7 ,1 5  oca 9 2 1 6 , τό πηλίκον ε-/.τιμώμενον
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«ίς δεκαδικά, εκβράζει την τιμήν του χιλιόγραμμου 
εις λιτρας και δεκαδικάς υποδιαιρέσεις της λίτρας. Έ κ - 
τελουντες ταυτας τας δύο πράξεις, αι οποίαι δεν -παρ- 
ρησιαζουν καμμι'αν δυσκολίαν, ευρίσκομεν

1°* ότι η λίτρα ισοδύναμε! με 1Χίλ·, 48Q 50585 . 
2 οτι το χιΛιομραμμον ισοουναμει με 2 λίΤ- , 

0 4 ^ 8 7 0 5 2 .
Σ . Κ. Τούτο το τελευταίου εξαμομενον φανε- 

ρόνει, ότι το χιλιόγραμμου υπερβαίνει τό διπλουν της

λιτρας ως έγγ ιστα  η — της λιτρας* τουτεστι
Γ "  100 25 Γ

τό χιλιόγραμμου ισοδύναμε! με 2 λιτρας κα'ι —  η με
25

f, I
- της λιτρας σχεδόν , η 25 χιλιόγραμμα σχηματί- 

25
ζουν 51 λιτρας , η 100 χιλιόγραμμα ισοδυναμουν 
με’ 20 4 λιτρας σχεδόν.

*ΙΙδη ζητείται η τιμή ro>V 6Q^iT- Or·̂ · 7 0,;γ' 4 ^ ' 2Qy* 
εις χιλιόγραμμα , καί δεκαδικάς υποδιαιρέσεις του χ ι­
λιόγραμμου.

’Ανάμομεν τον δεδομένου αριθ-μόυ εις κόκκους κα­
τά την μνωστην μέθοδον , κα'ι εν ρίσκο μεν 6 4 0 2 5 5  
κόκκους. Λοιπόν, εάν διαιρεσωμεν 04025.5 δια 
18827 , 15 η 6 4 0 2 5 5 0 0  διά 1 8 8 2 7 1 5 ,  τό πηλί- 
κον 34 .000899»  τό οποίον σννάμομεν διά ταύτης της 
πράξειος, είναι ο ζητούμενους άοι$·μός, τουτε'στι 
69λ/τ·, 00Η· 7°^* 4^· 2 9 *· ισοδύναμον*/ με 3 4 χΌ θ 6 8 9 9 ι  
η 34 χιλιόγραμμα, 6 μράμμα καί 899  Χιλιόγραμμα.

Καί αντιστρόφως προβάλλεται να εκτιμησωμεν 
34Χίλ·, 0 0 0 8 9 9  εις λ ίτρας, ημιλιτρα, ονμμίας κτλ.

Είδοαεν ηδη , ότι εν γιλιόμραμμον ισοδύναμε! με 
2 λιτρας, 0 4 2 8 7 0 5 2  λοιπόν 54<χ:λ » OO68Q0 ιτυδυ- 
ναμει μ* το μινόμενον των δυο τούτο."/ αριθμών.

1Q7
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6 9 Xt'S 4 7 i8 9To γινόμενον τούτο περιέχει δε-» 
κατέσσαρα ψηφία δεκαδικά , αλλα μη 
λαμβάνοντες -παρά τά  πέντε πρώτα κα­
τά τά αριστερά, ευρίσκομεν 6 9 λ·>47 189»

Π ολλαπλασ ιάζανε 0 , 4 7 1 8 9
ε πί 2 , διά νά ευρωμεν τά  ημίλιτρα, 
ευρίσκομεν Οη^-,94378 4 πολλαπλάσιά* 
ζοντες δε εκ νέου επί 8 ευρίσκομεν 
7 °''7· >5 50 24 * πρλλαπλασιάζοντες δέ 
0*55024 «Λ 8, συνά/ομεν 4 * ί\4 0 1 9 2 ·
Τέλος πάντων πολλαπλασιάζοντες επί 
7 2  ευ ρίσκο μεν 28 χ , 93824*

Λοιπόν 3 4 χ<λ'»θθό899  ^σοδυνα: 
μουν με 6ί)λιτ·, 0W- 7 0νγ· 4 ^ ' 2 9 *°**» το οποίον βε* 
βαιόνει την πρωτην πρα^ιν.

Σ . Κ. βλο^αριάσαμεν εις το πρώτον γινόμενον 
μόνον τά πέντε δεκαδικά ψηφία * διότι , επειδή ο πολ­
λαπλασιασμός επί 2ι 8, 8 καί 72  άλλο. δε'ν είναι ,  εί- 
μη α πολλαπλασιασμό'? επί 9 2 1 0 , τό πραχ-9-έν σφάλ-

9 2 ΐ ό

ο ^ · ,  9 4378  
_______ _ _ 8

70υγ ,5 5 0 2 4
__________ ___8

4 ^ »  4 0 1 ρ 2
__________72

8 0384  
2 8 1 3 4 4  

28*·, 93824*

μα είναι μικροτερον απο
100000

κοκκους, προσέτι-

σις ικανωταΤη,
§. 103* Ιπάρχουσι πίδακες συμκρίσεως μεταξύ 

του παλαιού βάρους καί των μέτρων, καί μεταξύ των 
νέων,  καί αντιστροφως, διά μέσου των όποιων μέ 
ευκολίαν δόναταί τις να εκτελέσ^ τάς άνα^ωμάς* περί 
των οποίων ωμιλησαμεν. Ιδού ό τρόπος, διά του οποίον 
κατασκευάζονται οί πίνακες ούτοι.

Ά ς  υπο-9-έσωμεν, οτι επρόκειτο νά κατασκευά­
σω μεν το'ν πίνακα της συγκρίσεις  των παλαιών γραμ­
μικών μέτρων μέ τά νέα , καί αντιστροφως.

β α τ ’ αρχας επροσδιορίσ9·η η τιμή της όρμυιας 
εις μ έτρα , τ ιμ ή , η οποία ευρε$εΤσα (άρι-9-μ. 10Q)
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με οχτώ δεκαδικά ψηφ^α, είναι ίση με 1 ^ 9 4 9 0 3 0 3 1 .  
ίίολλαπλασιάζοντες ταύτην  την τιμήν  επ': 2 , 3 , 
4 · * * 9 συνάγομεν τάς τιμάς  των 2 ,  3 ,  4 · · ·
9 ορ^υίών.

Προχωρουντε* διαδοχικώς εις ολα ταυτα τα εξα­
γόμενα την υποδιαστολην μιαν η δύο η τρεις κ. τ, λ. 
τάξεις  κατά τά  δεξιοί, συνάγομεν τάς τιμάς των
10 » 2 0 , 30  X. τ. λ . . . . 100  , 2 0 0 , 3 0 0  . . . 
1 0 0 0 , 2 0 0 0 ,  3Q00 κ· τ. λ. όργνιων.

Έ ά ν π ά λ ιν λάβωμεν το ό 0''του 1 ,9 4 9 0 3 0 3 1 , συν· 
άγομεν την τιμήν του ποδδς, και επειτα ε’κείνας τών 
2 , 3 ,  4» 5 ^οδών.

Λαμβάνοντες το διο δέκατου της τιμής σου ποδδς 
συνάγομεν την τιμήν του δάχτυλου, και μετά ταύτα 
έκείνας τών 2 , 3 , 4 * · * 11 δάχτυλων.

Η αυτή πράξις γίνεται και διά τάς ^ραμμάς. 'Ό σ ο ν  
δε διά τον αντίστροφον πίνακα ο σχηματισμός τον είναι 
απολύτως όμοιος ' φθάνει νά λαμβάνωμεν  πρώτον την 
τιμήν του με'τρου εις ο’ρ^υιάς , τιμήν, την οποίαν 
ευρήκαμευ ίσην με Ο0?,5 1 3 07407 ·

Ό^-εν εάν ζητη^ά) νά εκτιμήσιομεν εις μέτρα , 
υποδεκάμετρα, υφεκατδμετρα κ. τ. λ. 254 0f>· 3 ff* 
7 * 1 1  ??-

Λαμ|3άνομεν απδ τον πίνακα διαδοχικως τας ,τ ι­
μάς 4  ^  > 5θ °Ρ·, 200  °'0· , μετά ταυτα ε’κεινας των 
3 π-, 7 *  11 ΎΡ·, και ένόνομεν ολας- αυ’τάς τα'ς τιμάς , 
και ούτως προσδιορίζομεν τάς ζητουμένας τιμάς δι 
απλοδν προσ-9-εσεων.

Ε ις  τδ άντ/στροφον ζήτημα, προσδιορίξομεν χατα 
πρώτον την τιμήν ενδς τίνος αριθμού μέτρων και δε­
καδικών υποδιαιρέσεων του με'τρου, εκφρασμένων εις 
ορμυιάς , και δεκαδικόν κλάσμα της ορμυιάς, κλάσμά, 
το οποίον τρεπομεν μετά ταυτα εις ποδας πολλαπλά-
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σιάξοντές το επί 6 , μετά ταυτα πολλαπλάσιάζομεν το 
συνα^όμενον απο 12 όεκαόικόν κλάσμα, όια να σχη- 
ματόσωμεν τους δακτύλους, καί ούτως άφεσης.

Ά λ λ  έκτος του , ο~ι οί τοιουτοι -πίνακας όυναν- 
τα ι πολλάκις νά ηναι σφαλεροί, η' ιόία χρησίς των όχι 
πάντοτε όίόει την οποίαν επι3·νμουμ$ν προσεγγισιν ' 
πρόσ3·ες ε τ ι ,  ότι όχι πάντοτε όυνάμεΑα νά έχωμεν 
αυτους , όταν τους χρειαζωμε-$·.α. Είναι ανάγκη λοι­
μόν νά αναπτύ£ωμεν τους. τρόπους του νά έκτελώμεν 
αότάς τάς τροπάς , αποδεχόμενοι τούτα μόνον τά ε£α- 
j-'όμενα.

Το' φρά^κον ίσοδυναμεΐ με τη,ς λίβρας. ’Η

τιμή τον μέτρου είναι 3 π·, Ο *·, 1 1 ??*, 2 9 6 . Τέλος 
πάντων εκείνη του χιλιόγραμμου είναι 18827  ϊ0Χ· » 15.

§. 1 0 4 · "Ας επαναλα'βωμεν τώρα το' -πρόβλημα 
του αρι-9-μου QB, όπου εμείναμεν διά νά δωσωμεν πε- 
ρισσοτέραν σαφήνειαν.

Είς έμπορος υφασμάτων είχε πωλησει μέχρι τ ί­
νος την πηχην ενός υφάσματος 30  λ· 1 7 σ· 6 Ζ ητεί­
τα ι από πόσα  φράγκα κατ’ άναλο^ίαν αξίζει τό μετρον 
του ίδιου υφάσματος.

νΑγομεν κατά πρώτον τάς 3 0 λ· 1 7 σ· 6 ^  εός 
φράγκα, δεκατημόρια, κ. τ. λ . η όιά μέσου των πι­
νάκων , η κατά τον κανόνα του αριθμού 99  » *α'1 ευ- 
ρισκομεν 30 Ρ̂*, 4 19?  &ά την τιμήν της πηχης.
Προσέτι τό μετρον έκφραξομενον εις πηχην (κατά τον 
άρι3·μ. 10 1 ) εχει τιμήν 0 π·, 8 3 9 5 7 0 . Λοιπόν η τιμή 
του μέτρου είναι ίση με εν μέρος των 30^?*, 4 1 9 ? » 
τό οποίον εκφράζεται όιά ,του γινομένου των δυο 
άρι5·μών 3 6 ,4 1 9 ?  xat 0 ,8 3 9 5 7 6  * καί εκτελουμε% 
νου του τοιούτου πολλαπλασιασμού , εύρίσκομεγ 
5 0 ,5 7 7 1 0 6 0 4 7 2 .
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’Επεται λοιπόν, ότι η τιμή ενός ρετρού θ-έλει 
είναι 50  VP*, 5 8 εχ*(όρα όιά τον σύντομον τρόπον τού 
εκτελεΐν τον πολλαπλασιασμόν τον ακόλουθον άρι-9-μόν.)

Π ρ ο τ ε θ - ε ι σ θ - ω  ε τ  ι το' α χ ό  λ  ο υ S· ο ν ζ  η- 
τ η  μ α .  Η λίτρα μιας πρ αμμανειας αξίζει 25 λ· . 
18°*·» 9 δγίν· , και ζητείται η' τιμή των 375 Χίλ· και 
1 7 5 γΡ"της αυτής πραγματείας.

Κατά πριοτον ο apt3-μός 2 6 ^ ·  11 σο*· Q 'ίην· η/· 
με'νος εις φράγκα κ. τ. λ. δίδει 2 5 ^ * ,  271005*  του- 
τέστι ε φράζει την τιμήν της λίτρας εις φράγκα κ. τ. λ .

Προσε'τι 375Χ ιλ· , 175 η/με’να εις λύτρας κατά 
τον πίνακα, η κατά τον κανόνα τού api-S-μού 1 0 2 , απο­
τελούν 7 ^ 6  λίΤ; > 4 3 0 1 9 8  , χωρίς νά 3-εωρώμεν άλλο, 
παρά τά πρώτα εξ  όεκαόικά ψηφία, τά όποια άρκούσι. 
Λοιπόν ε’άν πολλαπλασιάσωμεν 25 , 27 1 0 0 5  έπι
766  , 4 2 6 1 9 8  , τό γινόμενον είναι η* ζητουμε'νη τιμή.

Και εύρισκομεν εζαμόμενον μεΐον 19639*0 7. 

Λοιπόν 375  Χίλ* και 175 γΡ* άζι'ζουν 1 9 3 6 9  ^**07 <*8*'

Μ  ε 5  ο ό ο ι σ ύ ν τ ο μ ο ι  ό ι ά  το 'ν  Π ο λ λ α ­
π λ α σ ι α σ μ ό ν  κ α ι  ό ι α ύ ρ ε σ ι ν  τ ω ν  ύ ε κ α -  

δ ι κ ώ.ν κ λ α σ μ ά τ ω ν .

5 105 . Ε ις  τά  προηγούμενα ζητήματα εκτελέ-
σαμεν πολλαπλασιασμούς αριθμών συν-9-έτων εκ πολ­
λών όεκαόικών ψηφίων * ενώ αρκούσε όια την υπο·9·ε- 
σιν , της όποιας ζητουμεν την λυ'σιν, νά εύρωμεν το' 
γινόμενον με' πολύ μικρότερον αριθμόν όεκαόικών ψη- 
■φιων , παρά μ’ οσα παριστάνουν ομου οι όύο παράγον­
τες. Ε ίναι λοιπόν ωφέλιμον νά μνωρισωμεν μιαν με-9·· 
οόον , όιά μέσον της όποιας νά ημπορώμεν , χωρίς 
να :ψξ.S-a υποχρεωμένοι νά εκτελώμεν ολον τόν πολ­



102 π κ,γ ι
λαπλασιασμόν , νά προσδιορΐζοψεν μόνον τά δεν.αδικχ 
ψηφία, τών οποίων εχομεν  ανάγκην.

Δ ιά  να δωσωμεν πρώτον τινα ιδέαν ταύτης της 
μεθόδου* άς Χάβοψεν τους δύο αριθμούς 3 4»253407, 
ν.αι 5,46.^7, και άς υπο-^εσωμεν, οτι £ητουμεν νά προσ-

διορίσωμεν τό γινόμενόν των μεΐον
1

1000 *

Τ ό  τέχνασμα του τρόπον τούτου είναι εις το νά 
μεταχειρισ-9-ώμεν εις τους πολλαπλασιασμούς επί τά 
ίιάφορα ψηφία του πολλαπλασιαστή), χιλιοστημόρια 
η μονάδας μιας τά£εως ανωτερας, κωφώς των εκα­
τοστημορίων , δεκατημοριών, και απλών μονάδων 
κ. τ. λ . Ί ίδ η  δε επειδή αρκουσι ί ο  δεκαχιλιοστημό- 
ρ ια , διά να σχηματίσουν 1 χιλιοστημόριον , διά τούτο 
είναι ακόμη <ωφε λιμόν νά έκταν.9·ώμεν εως εις τά δε- 
καχιλιοστημόρια, τά οποία δυνανται νά δώσωσι ταν /
μερικά γινόμενα.

Μ ετά  ταότας τάς πρώτας παρατηρήσεις ιδού τινι 
το άπω πράττομεν.

K a ra  πρώτον αντίστρεφομεν. την Tafev των ψη­
φίων ενός των παραγόντων π. χ . τού  πολλαπλασια- 
στου , κα'ι εχομεν 7 5 0 4  ̂ 5 ,  και μετά ταυτα ypa- 
φομεν τούτο υπό τον πολλαπλασιαστέου ούτως, ώστε 
το ψηφιον 5 των μονάδων του νά ενρισκεται υπό του 
ψηφίου των δεκαχιλιοστημοριών του πολλαπλασια­
στέου * τότε τό ψηφιον των δέκατων του ευρισκεται 
avayxat/ως υπό τό ψηφιον των χιλιοστημορίων του πολ­
λαπλασιαστέου , το' ψηφιον τών εκατοστημορίων του 
υπο τών εκατοστημορίων, και ούτως εφεξής* τά δε 
ψηφι*α τών δεκάδων, εκατοντάδων κ. τ . λ . εάν είχα* 
|.ιεν , ηθ-ελαν είσ-9-αι αναμκαιως 5-εμενα υπό τά  ψηφία 
τών εκατοχιλιοστημοριων, μιλλιονιστημοριών του πολ­
λαπλασιαστέου.
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Εν svt λό^ω εχασττον ψηφίον του πολλαπλά- 
σιαστου εινat διά ταότης της τάίςεως -9-εμενον υπό το 
ψηφίον, του οποίου το' γινόμενον επίεκείνο του πολλά- 
πλασ^αστου δίδει τά δεκαχιλιοστημόρια.

Τούτου τε·9·ε'ν- 3 4 )25346?  
τος , πολλαπλάσιάζο- 7 ^6 4 ) 5

ρεν κατα -πρώτον επι 1 7 1 2 0 7 3  δεκαχιλιοστημόρια,
τδ ψηφίο ν 5 του πολ- 1 3 7 0 1 3
λαπλασιαστου όλα τά 2 0 5 5 2
ψηφία του πολλαπλά- 1027
σιαστε'ου , αρξάμενοι ^ 5 g

** Τθί 4 * ”  Γ 8 Τ ΐ5 0 4
οποίον ανταποκρίνεται με τδ ψηφίον 5 , καί αμελούν* 
τες τδ γινόμενον του 07 επί 5 ,  έκτος των τριών μο­
νάδων, τάς οποίας κρατουμεν από τδ γινόμενον του 
6 επί 5 ,  αί οποίαι εκφράζουσι δεκαχιλιοστημόρια, 
επειδή τδ γινόμενον τούτο είναι 3 0  εκατοχιλιοστημό- 
ρια. Συνά^ομεν ούτως 1 7 1 2 0 7 3  δεκαχιλιοστημόρια f 
τά οποία ^ράφομεν υπδ τους δυο παράγοντας, άφ ου 
υπο^ραμμίσωμεν αυ’τους.

Περνώντες εις το' ψοφάν 4  r&~v δεκατημορίων 
του πολλαπλασιαστου, πολλαπλασιάξομεν επί τδ ψη­
φίον τούτο δλον τον πολλαπλασιαστέου αρξάμενοι απο 
τδ ψηφίον 3 , καί άμελοΰντες τδ γινόμενον του 4^7  
επί 4» ε’κτδς της κρατηθ·είσης μονάδος , η οποία δίδει 
4 φοραίς 4» επειδή αυτή η μονάς ε’κφράξ·ει ακόμη δε? 
καχιλιοστημδριον * καί ούτως εχομεν 1 3 7 0 1 3  δέκα- 
χιλιοστημόρια, τδ οποίον γράψομεν υπδ τδ πρώτον 
γινόμενον, εις τρόπον ώστε τά τελευταία ψηφία να 
άνταποκρίνωνται, επειδή καί τά δυο εκφράξουν δέκα? 
χιλιοστημόρια.

Ποάττομεν παρομοίως είς έκαστον ψηφίον τον 
πολλαπλασιαστου, προσεχοντες νά άοχίξωμεν τον



πολλαπλασιασμόν άπό τώ ψηφίον τον  πολλαπλασια­
στέου , το οποίον είναι θ-εμε’νον άνω του ψηφίου του 
πολλαπλασιαστου, το οποίον S-εωρονμεν, καί προσ- 
^έτοντες μονον είς το' γινόμενον εκείνο,' το ο’ποίον κρα­
τούμε ν ε’κ του γινομένου του ψηφίου, το οποίον ακο­
λουθεί εκείνο του πολλαπλασιαστέου , εκ του οποίου 
αρχόζομεν τον πολλαπλασιασμόν,

Ε ΐςτόν πολλαπλάσιοσμον ε’πίτό ψηφίον 6, προσ- 
3-ετομεν 2 είς το γινόμενον του 34» 25 επί 6 , επειόη 
6 φοραίς 3 όίόουν 18 εκατοστημόρια, τά οποία ίσο- 
όυναμουν σχεόον με' 2 όεκαχιλιοστημόρια * επειίη 
εως του νυν εξαλείψαμεν πολλά ε'κατοχιλιοστημόρια.

Παρομοίως προσόιορίζομεν τά τρία άλλα γινό­
μενα 2 0 5 5 2 , 1027  καί 23Q * τά οποία μράφομεν
υπο' των ανώτερων, ώστε τά άλλα ψηφία νά αντα* 
ποκρίνωνται.

Μετά ταυτα κάμνομεν το' ά-9-ροισμα όλων τούτων 
τών γινομένων, καί σννάγομεν 187 1 5 0 4 *  αριθμόν, 
του οποίου πρεπει νά χωρίσωμεν όιά μιας υποόιαττό­
λης τεσσαρα όεκαόικά 
χιλιοστημόρια.

Τε’λος πάντων εξαλείφομεν τό τελευταίου ψηφί­
ου , καί ευρίσζομεν 1 8 7 » 1 5 0  άιά τό ξητουμενον μείον

ψηφία* επειόη εκφράζει οεκα-

0 ,0 0 1 .
Δυνά;-!ε·9·α νά βεβαιώσωμεν ευκόλως το' εξαγό­

μενον έκτελουντες ολόκληρον το'ν πολλαπλασιασμόν.
Σ · Κ. Δυναταίτις ευκόλως νά νομίσ^,' οτι με 

το νά εβαστάξαμεν τά  ίεκαχιλιοστημόρια τών μερι­
κών γινομένων, τό ψηφίον τών όεκαχιλιοστημορίων 
κα·$’ ε'αυτό είναι ακριβές* άλλα  είς τούτο λαν-9-ανό- 
με^-α, επειόη πολλάκις είναι μικρότερον πολλών μο- 
ναόων ' συνίσταται. όε είς τούτο , ότι τό άθροισμά 
τωγ μονάόω ν της στηλης τών εκατοχιλιοστημορίων όυ-
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ναται νά δώσ^ πολλάς μονάδας διά ν«  ̂ κρατησωμεν. 
Μ’ όλον τούτο είναι βέβαιον, ότι τό σφάλμα δεν.ημ- 
πορεΐ νά προ^ενησ^ επι του ψηφίου των χιλιοστημο­
ρίων με^αλωτάτην διαφοράν , επειδή διά νά ysvfl τούτο, 
πρεπει το' άθροισμα νά δώσ;β ίο  δεκαχιλιοστημόρια 
διά νά βαστά^ωμεν , τό οποίον δεν δυναται νά άκο· 
λου-9-ησ ]̂, ε’κτός όταν εχωμεν πλεόντω ν ιθ  μερικών 
γινομένων, τουτεστι περισσότερον από δέκα ψηφία εις 
τον πολλαπλασιαστήν. Δ ιά  νά άποφΰ^ωμεν κά·9\ε 
σφάλμα αυ£άνομεν απο' μιαν μονάδα τό ό, τι κρατου- 
μεν από κάθ-ε μερικόν πολλαπλασιασμόν, όταν τό 
δεύτερον ψηφιον εις τά δεξιά του γινομένου , τό όποιον 
δίδει το ό, τι κρατουμεν, είναι με^αλητερον του 5 .

'Έν άλλο παράδει^μα 3-ελει σαφηνίσει ταυτην 
την πραξιν.

Προβάλλεταινά προσδιορισωμεν τό μινόμεΑοντών 
δυο άρι-9-μών 7 6 3 , 0 5 4 0 3 0 7 8 9 6 6  και 2 5 4 4 6 3 0 5 7 8  
μειον 0 ,0 0 0 0 1 .

’Επειδή 3 -ελομεν νά ηναι εις τό γινόμενον τά 
πε'ντε πρώτα δεκαδικά ψηφία ακριβή, πρεπει να κρα­
τησωμεν όλα τά μιλιονιστημόρια, τά οποία δυνανται 
νά δώσωσι τά μερικά γινόμενα *),

''Ούτως, άφ’ ού άντιστρεψωμεν την τάξιν τ<ών 
■ψηφίων του πολλαπλασιαστου , τό -9-ετομεν υπο τον 
πολλαπλασιαστέων ούτω ς , ώστε τό ψηφίου 4  τών 
μονάδων του νά ευρισκεται υπο τα μιλλιονιστημορια 
του.πολλαπλασιαστέου * τά άλλα ψηφία-S-ετονται άφ

*)  'Ο Μ ε τ α φ ρ  α σ - η ΐ .  Έ π τ ιίή , όταν το* α^ροισμ* τώ νμ ιλ- 
λιονιστημορ&ον υπ.-ρ/ϊα/νη τα ε’ννεα μιλλιονιστηρ^ρια , t c t s  

οτρεπει >α χρατητωμεν τα σχηματιζομινα «? αυτών χιλι&στη- 
μο'ρια, ίια  να τα ενωΤωμδν με τα’ εχατοχίλιοστηριορί* των 
μεριχών γινομένων* αλλεω ι το ο*ϋα’λρα ηθελεν είναι μεγαλη- 
τερον «no *ν χιλιοττημο'ριον , εναντίον rr,c υπό^ετδωί.



2 0 0 ΠΕ Ρ Ι

tavrMV είς τάς τάξεις * τάς οποίας ανωτέρω επροσ- 
διορίσαμεν , xott εχτελούμεν τον πολλαπλασιασμόν. 
Ε ις  τον πρώτον 7 6 3 ,0 5 4 0 3 0 7 8 9 5 6

8 7 5 0 3 0 4 ,4 5 2
1 5 2 0 1 0 8 0 7 3 5 8

3 8 1 5 2 7 0 1 8 3 9
3 0 5 2 2 1 0 1 4 7

5 ο 5 2 2 ΐ 6 ΐ4
4 5 7 8 3 2 4 2

2 2 8 9 1 0 2
3 8 1 5 2

5 341
6 1 0

χιλιοστημόρια
πολλαπλασ ια­
σμόν , επειδή το 
ψηΐρίον 9 , το'
,ο ποιον α/.ολου- 
3-εϊ τό 8 (του  
όποιου ^ε’λλο- 
μεν νά αρχίσω- 
μεν την πράξιν) 
λόγου χάρινπολ· 
λαπλασιαζόμε-
νον sVt 2  <5$et 1 9 4 1 6 9 ,0 6 3 4 6 #
18 δεχαμιλλιονιστημόρια , $ιά τουΤ0 αρατουμέν τα  
2  μιλλιονιστημορια , διά νά τα  ενωσωμεν με το γΐτ 
νόμενον.

Παρομοίων 4ΐαραΤηρησιν χάμνομεν σχετιχως πρός 
Τον τρίτον χαϊ πέμπτον πολλαπλασιασμόν ' εις όλους 
δε τούς άλλου; κρατουμεν τά μιλλιονιστημοριά τα 
σχηματικό μένα αμέσως εχ του πολλαπλασιασμού.

Έκτελουντες την άθ-ροισιν, και χ&ρι£οντες εξ  
ψηιρι'α 3εκα3ικά προς τα  £ε£ιά , μετά ταϋτα ε^αλει- 
«ροντες με εν σημεΐον το' τελευταίον ψηφιόν, συνα- 
^ομεν 1 9 4 1 6 9 ,0 6 3 4 6  διά ϊό  γινόμενον μεΐον 0 ,00001*

Σ . Κ. Προκύπτει εκ της αύ^ησεοος της γινόμε­
νες εις τάς μονάδας, τάς οποίας εκρατησαμεν, έν 
είδος ανταμοιβής εκείνων τάς οποίας επαρατησαμεν χαι 
το ψηφιον το ε^αλεΐ(ρ·^2ν 3εν είναι συνήθως διάφορον 
Τού αληθούς παρά μίαν η ίυο μονάϋας. *)

‘)  Ό  Μ ί Τ Λ ψ ρ χ σ τ  Τ/(. Καί επεα ίη η Λαφορα τηζ μ'·£ζ η 
μο',οί’ίω ν Ti/Wjrarai e<( το ψηφ/ον, το οποΓον χ -ο ιρ  ρχ τατομε · / }
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§. 1 0 6 . Συμβαίνει κάποτε 6 πολλαπλασια­
στέος νά μην εχη πολλά  δεκαδικά ψηφία, ώστε να 
χάμω μεν νά ανταποκρι'νωνται τά ψηφία των μονάδων , 
δεκάδων, εκατοντάδων κ. τ ,  λ . του πολλαπλασιαστου, 
εις· τά  ψηφία επ'ι των οποίων διορίζει ο κανών νά ^ρα- 
φ-9-ώσιν. Ε ις ταυτην την περιστασιν ^ράφομεν εις τά  
δεξιά τον πολλαπλασιαστέου ένα ίκανο'ν άρι-5-μόν μη­
δενικών.

Έ σ τ ω  π. χ . νάπόλλαπλασιάσωμεν 1825» 4 037  
επ'ι 2427»  1 2 5 , κα'ι υ'ποθ-ετομεν , o n  ζητουμεν γ ι­
νόμενόν άκριβε'ς εως εις τά  δεκαχιλιοστημόρια.

Επειδή’ το ψηφιον των μονάδων του  πολλαπλα- 
σιαστου πρέπει νά άνταποκρινεται με τδ ψηφιον των 
ε'κατοχιλιοστημοριων του πολλαπλασιαστέου, και ά ί 

δεκάδες, εκατοντάδες κ. τ. λ . νά άνταποκριν&ινται με 
τά μιλλιονι- 1 8 2 5 ,4 0 3 7 0 0 0 0  
στημ όρ ια ,δε- 5 2 1 ,9 2 4 2
καμιλλιονι-
στημδρια και 
εφεξής, προσ- 
3-ετομεν τεσ- 
σαρα μηδενι­
κά εις τά  δε­
ξιά  Του πολ-
λαπλασιαστέ-

3 0 5 0 8 0 7 4 0 0 0 0  εκατοχιλιοστημο'ρια. 
7 3 0 1 6 1 4 8 0 0 0  

3 6 5 0 8 0 7 4 0 0  
12777825Q O  

1 8 2 5 4 0 3 7  
3 0 5 0 8 0 7  

9 1 2 7 0 1
4 4 3 0 4 8 2 ,9 5 5 3 8  

ου , και ούτως εχομεν 1825  , 40370000- , Η πρά£ΐς 
γίνεται ως ανωτε’ρω.

χαί το όποιον μ η ίυ ν ά μ ε ν ό ν  νΧ π«ριεχηνκϊ 
ίυνατΛί να σχηματί’ση οντδ μίαν μ ο ν χ -L· 
stc τ *  «ριττερά .au-roC, τ ο ν τ ί τ τ ι  τον τέλι 
να είρΐύμζν sif το' γινόμινον.

ρ τα’< 9·. τβ'ντο $εν
τ o -j α μ έ ν ι ο ζ  ψ η φ ίο υ  

jT ztc 'j όπεο ζητόίιμεν



Τποχρεοΰμεν τους apjCocptov  ̂ νά ^υμνασθ-ώσιν 
εις τά παραδείγματα τά  περί πολλαπλασιασμού , πε­
ρί ών άναφέρομεν εις τον άριθ|ΐδν 1 0 0  και 1 0 4 ·

§. 107· Τέλος πάντων η ανωτέρω μέ-9-οδος δυ- 
ναται νά ε’φαρμοσθ·^ εις τον πολλαπλασιασμόν δυο 
ακέραιων αριθμών συγκείμενων εκ πολλών ψηφίων, 
των οποίων ζητοΰμεν το γινόμενον ίσον ως έμπιστα 
του ακριβούς γινομένου κατά μονάδα μιας τίνος τά- 
^εως. .

Έ σ τω  σαν π ' χ . οί δύο αριθμοί 2 7 9 4 6 6  ‘και 
8 9 7 0 4 , των ο'ποιών θέλομεν νά. εύρωμεν το ^ινο’με- 
νον μειον μιλλιονιου.

Δ ιάνάδιαφε'- 2 7 9 4 5 6  
py του ακριβούς ολι* 4 6 7 Q8
φωτερόν ενός {κιλ- 
λιονιου, πρέπει νά 
βάλλοομεν εις τον 
υπολογισμόν όλας 
τάς εκατοντάδας
των χιλιάδω ν τάς

2 2 3 5 6 5  'εκατοντάδες χιλιάδος. 
2 5 1 5 0  

1 Q66 
107 

1 1

2 5 0 8 4 #
ςαγομενας εκ των μερικών γινομένων.

Ούτως μράφομεν κατά πρώτον toy Πολλαπλα­
σιαστήν αντιστρεφδμενον υ'πο τον πολλαπλασιαστέο'./

έναι υπο τών 
των δεκάδων

του υπδ των ψηφίων τών δεκάδων τών χιλιάδων ’ και 
εκτελεΐται η πρα£ις ώς ανιοτέρω, ούτως ευρισκομεν 
τδ ξητουμενον γινόμενον, άφ’ ου ε’£αλ.ιψωμεν τδ τε- 
λευταΐον'ψηφ/ον , 2 5 0 8 4  μιλλιδνια.

εις τρδπον , ώστε αί μονάδες νά ηναι θεμ 
εκατοντάδων των χ ιλιάδω ν, τδ ψηφιον

§. 108* Μ έ θ ο δ ο ς  σ ύ ν τ ο μ ο ς  δ ι ά  τ η ν
Δ  ι α ι ρ ε σ ι ν. Τπάρχει παρομοίως διά την διαιρε- 
σιν δυο αριθμών συνθέτων εκ πολλών ψηφίων με-
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σον άπλούστερον, παρά το συνήψες , του δυρίσκειν 
το τιηλίκον κατά βαS-μον τινά προσε^ίσεώς·

Κατά πρώτον 3-εωρουμεν την περίσταση/ είς ην 
ο διαιρετε'ος και ο διαιρέτης είναι άκε'ραιοι άριθ-μοι, 
και ζητουμεν να προσδιορίσωμεν το πηλίκου , ώστε νά 
διαφέρω του αληθούς ολι^ώτερον μιας μονάδος. Θε’- 
λεί είσθ-αι ευκολον μ ετά 'τα υ τα  νά συνάξωμεν το πη­
λίκο ν εις την περίστασιν εις την οποίαν ευρίσκονται 
δεκαδικά κλάσματα»

'Η μέ-9-οδος , την οποίαν ηδη ε'ρμυνεύομεν , ε’πι- 
στηρίζεται εις τούτο ,· οτι είς την συνη3·η διαίρεση/ 
έκαστον ψηφίον του πηλίκου προκύπτει, διαιρούμενων 
μόνον δυο η τριών πρ'ωτων ψηφίων του μερικού διαι­
ρετέου, δια του πρώτου, η τών δυο πρώτων ψηφίων 
του διαιρέτου ουτοος εί'με-9-a βέβαιοι , ότι εχομεν 
τά αλη.9·η ψηφία του πηλίκου, πράττοντες ουτ<ως, όίστε 
να ψυλαττωμεν τα δυο η τρία πρώτα ψηφιοΓεκάστου 
μερικού διαιρετέου · και ίδου είς τ ί  συνίσταται η 
*φάξις.

"Έκ-9-λιψε από τά δεξιά του διαιρετέου τόσα ψη­
φία μειον ενός αφ’ όσα ευρίσκονται εις το'ν διαιρέτην. 
Μετά ταυτα εκτελεσε την διαίρεσιν του αριστερού μέ­
ρους διά του διαιρέτου κατά την κοινήν μέθοδον. Εάν 
δεν μείν·/ΐ) υπόλοιπον, τότε βάλε κατ εξακολοά^ησιν 
του πηλίκου τόσα μηδενικά, όσα ψηφία εξε·5λιψες 
από τον διαιρετέων* ε’άν όμως άφε.9··/) τ ί  υπόλοιπον, 
έξατολουθ-ει νά διαιρ·/)ς , όχι πλέον διά που ίδιου διαι­
ρέτου ώς πρότερον , επειδή είναι αδύνατον, αλλ αφ 
ού είς τον τοιουτον διαιρέτην εξάλειψές το τελευταίου 
ψηφίον είς τά δεξιά , μ’ όλον τούτο είς τον πολλα­
πλασιασμόν του νέου διαιρέτου ε’πί τό συναγόμενου ψη­
φίον είς τό πηλίκου, πρόσ3·ες τό κρατη^ε'ν εκ του yivo-· 
μενού του έκ^-λιβεντος ψηφίου επί τό ψηφίον του Ίΐηλί-

14



£10 ηκ π
κου. Μ ετά ταότην την διαιρεσιν διαίρεσε τό νεον υπό­
λοιπον διά τον ίδιου διαιρέτου, αφ ού όμως εξά­
λειψές άκόμ η τδ τελευταιον ψηφίον προς τά δεξιά * 
(παρόμοια παρατηρησις ιος a v o o r ip c o  , εις τον πολλα­
πλασιασμοί του νέου διαιρέσου επί τδ ψηφιον τον 
πηλίκου).

Τ έλος πάντων εξακολούθησε ούτως την διαιρε- 
σ ιν , εκ·$·λι/3ων εις κά$·ε διαιρεσιν εν ψηφιον προς τά 
δεξιά του διαιρέτου.

Δ ιά  νά δώσωμεν λόγον  περί ταντης της πραξε- 
ω ς , λαμβάνομεν άπλουστατόν τι παράδειγμα, το 
οποίον εκτελουμεν κατά πρώτον με' την συνείχαμενην 
μέθοδον, και μετά ταυτα με εκείνην, την οποίαν 
ακωτεριο εκφράσαμεν,

Διαιαιρε·$·ητω 4 3 0 4 5 0 8 9 6  &<* 5 6 8 3 .
4 3 0 4 5 6 8 96

3 2 6 4 6
42318

5 6 8 3  4 3 0 4 5 6 |8 9 6

7 5 7 4 4

2537Q
2 6 4 7 6

3 7 4 4

3 2 6 4 6

4 231
253

2 6

~ 7

5 68&
75)744

Ή διαφεσις εις τά  αριστερά εκτελεστή διά της 
κοινής μεξόδου, και είναι ανώφελες νά διατρίβωμεν 
είς αυτήν. '-Ας ασχολη-9-ώμεν μόνον εις την δευτίραν.

Συμφώνως με τον κανόνα χωρόξομεν τρία ψη­
φία κατά τα δεξιά του διαιρετέου, επειδή υπάρχουσι 4 
εις τον διαιρέτην, καί διαιρουμεν τδ μέρος είς τά αρι­
στερά 4 3 0 4 5 6  δια 5 6 8 3  9 κατα το συνηθ-ες , και ευ- 
ρισκομεν πηλικον 7 5 ,  καί υ'πόλοιπον 4 2 3 1 .

Τούτον τε-9-εντος εκ-9-λι'βομεν το' τελευταιον ψη­
φίο ν 3 του διαιρε'του, και διαιρουμεν 4231  διά 5 6 8 ,
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οθ-εν προκύπτει πηλίκο ν 7 · Πολλαπλασιάξορεν 5 6 8  

επ'ι 7  προσ^-ετοντες είς το γινόμενον τάς 2  μονάδας , 
τάς οποίας κρατουμεν από το' σχηματιζομενον γινόμε­
νον 2 1  , του ε’ςαλειφομενου ψηφίου ε’πι 7 , και άφαι- 
ρουντες το γινόμενον από 4 2 5 1  ευρισκομεν υπόλοι­
πον 255

»ΙΛ <U
Κ^αλεόφοντες το' ψηφιον 8  εις το'ν τελευταΐον 

διαιρέτην, και όιαιροίντες 2 5 5  διά 5 6 , σννάγομεν 
πηλικον 4 * Πολαπλασιάγοντες 5 6  διά 4 - κ*ι ε'νόνον- 
τες με τό γινόμενον τάς 3  μονάδας, at όποιαι προέρ­
χονται από τον πολλαπλασιασμόν τον εξαλειφομhov  
ψόφιου επ'ί 4 > σννάγομεν ύστερον από την αφαιρεσιν 
του τοιουτου γινόμενόν , τό υπόλοιπον 2 0 .

Έ ά ν  , αφ’ ου ε£αλει'ψο>μεν τό τελευταΐον ψηφιον 
του 5 0 , διά τό όποιον ευρισκομεν 5 ,  όιαιρεσωμεν 
2 6  διά 5  , ευ'ρισκομεν πηλικον 5  * άλλα παρατηροΟ- 
μεν ότι πρεπει, διά νά ηναι ακριβές τό πηλικον , νά 
?]vat δυνατόν νά άφαιρε'σωρεν από του 2 0  τό μινόρε- 
νον του 5  επί 5 » αυ’£ανόμενον από 3  μονάδας, τάς 

όποιας δίδει τό γινόμενον του εκ$·λιβεντθς ψηφίου 6 
επι 5  * και επειδή τούτο είναι αδύνατον, ολι^οστευ- 
ομεν τό πολικόν από 1  μονάδα, και ούτως συνά^ομεν 
4  διά τό άλη-9-ινόν ψηφιον των μονάδων.

Τόνγαρινοντες τάς δυο ανωτέρω πράξεις'είναι βυ- 
κολον νά ^-νωρΐσωμεν , ότι τά δυο η Tpta πρώτα ψηφία 
είναι τά αυτά εις κά·9·ε μερικόν διαιρεσ»ν, και επομε-

\ > I ■» Λ / / ν Τ  \ i \νως τα ψηφία του πηλίκου πρεπει να ηναι τα αυτα 
και εις την μιαν και εις την άλλην * αλλά πρεπει να 
φερωμεν τάς μονάδας τάς κρατη3·εόσας , αΐτινες συνά­
γονται εκ τον  πολλαπλασιασμού του είςαλειφομένου 
ψηφίου επι τό ληφ3·ε'ν πηλικον * αλλέως η^-ελαμεν 
φτάσει εις μεγαλύτερα  υπόλοιπα, τά οποία η-9-ελαν

14 *
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<5ωσει$ίς το πηλίκον ψηφία με^αλητερα μάλλον, hotpot 
αληθινά.

Ά ς  λαβωμεν δεύτερον παράδειγμα του? δίο 
αριθμούς 5 4 0 3 4 7 0 5 6 7 8 9 0 4 6  καί 2 7 8 0 4 5 9 -

5 4 0 3 4 7 0 5 0
2 6 1 7 0 1 t 5
ΙΟ 9 1 9 8 4 6  

2 5 5 0 4 6 9  
5 2 0 5 6  
2 4 7 Ο 1 

2 5 0 0  
271;

7 8 9 0 4 6 2̂ 7 8 ^ 4 ^

1 9 3 (9 1 8 8 9 7 -

2 1

Ά φ  ' u γω- 
ρίσωμεν εξ  ψη* 
φία εις τά  δεξιά.
TOU iiOClp3x/oU, 
διαιρουμεν το 
αριστερόν μέρος 
δι ^>λου του διαι- 
ρετοΗ» καί ^υρί- 
σκομεν προότον 
πηλίκον 193»
καί υπόλοιπον ____
'2 5 0 0 4 0 9 -  2

Μ ετά ταυτα χωρίζομε» το τελευταίον ψήφίον 
9 του διαιρετόν , καί διαιρουμεν τό υπόλοιπον διά 
2 7 8 0 4 5 , Ευ ρίσκομεν δε τό πηλίκον 9 , και τό νεον 
υπο’λοιπον 5 2 0 5 6  , τό οποίον διαιρουμεν μετά  ταυτα 
διά 2 7 8 6 4  » και ευ ρίσκομεν νεον πηλίκον 1 * άλλ’ 
αντί νά αφαιρεσωμεν 2 7 8 0 4 » αφαιρουμεν 2 7 8 6 5 , 
επειδή τό τελευταίον ε’ξαλειφο'μενον φηφ Ιον είναι 5 ' 
καί ευ ρίσκομεν υπόλοιπον 24791·

Πράττομεν όε επί τούτου του υπολοίπου καί επί 
των άκολου-3-ιον, κατά τόν ανοο είρημενον κανόνα* εις 
την προτελευταίαν πραξιν ευρίσκομεν υπόλοιπον 2 1  , 
τό οποίον διανοούμενον δια 2  δίδει, το ολιγωτερον δια 
πηλίκον 9 · ’Εάν ον (ας παρατηρήσιομεν τό εξαλειφόμε- 
νον τελευταίον ψηφίον, με ευκολίαν 3-ελομεν yva>pi- 
σει, o n  είναι αδύνατον νά -9-εσοομεν εις τό πηλίκον 
περισσότερα από 7 , επειδή 8 φοραίς 2  η ΐ 6 αυξα­
νόμενα από 6 μονάδας , τάς οποίας κρατουμεν εκ του
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γινομένου του πολλαπλασιασμού  του 7  επί 8  χά· 
μνουν 2 2 .

Σ .  Κ. Εάν, εις την αρχήν της πράξεως, άψ 
ου εζαλείψαμεν κατά τά δεξιά του διαιρετέου τά  ψη­
φία , τά  οποία ο κανών άιορίζει, το μέρος κατά τά 
αριστερά ίεν  περιόχ?, τον όιαιρετην , εκθ·λί)3ομεν ίια - 
οοχικως τόσα  ψηφία εις του δ ια ιρέτην , όσα είναι 
αναγκαία, ώστε ο' νέος ίιαιρότης να περιεχηται εις 
το εν αριστερά τούτο μέρος.

Διαιρεθ-ητω 3 0 5 6 4 8Q7 &ά 07364-
1 A * -Λ ___ / _______  '

453

Αφ ου χωρισωμεν,τα τεσ- 3 θ 5 6 |4 8 9 7  
σαρα τελευταία φηφια'έίς τά  δε· “ “ ~
ςια του σιαιρετεου, το εν αρι- --------
στερα με'ρος 3 0 5 6  δεν περιέχει 2°  
πλέον τον δια ιρέτην’ αλλά εξ  a* 5
λειψόντες τά δυο τελευταία ψηφία του διαιρέτου εχο- 
μεν 673  * καί εκτελουμεν την π ρά ξιν , κατά τον 
σημειω^-ε'ντα δρόμον.

§. 1 0 Q- Δ υ ν ά μ ε ι»  ηοη νά συστησωμεν τάς
άρχάς , τάς όποιας απαιτεί η περίστασις, οτ$ οι δύο 
apiS-μο'ι είναι οεκαδιν.ά -/.Χάσματα, καί ζητουμεν το πη­
λίκου ως έγγισ τα  τού ακριβούς π. χ. μεΐον χιλιοστη­
μορίου , η οεκαχιλιοστημορίον καί εφεξής.

ΦερΟμεν κατά πρώτον την διαίρεσιν εις εκείνην 
όόο ακεραίων άρι9·μων , κατά τον κανόνα του αριθ­
μού 8 7  > *άί προσϊέτυμεν έπειτα  είς τα όεζια του 
ίιαιρετεου τόσα μησενικά > οσα’ψηφία όεκαόικά ·3·ελο- 
μεν εις το πηλίκου * κά :.ν.μεν την διαίρεσιν κατα τον 
ανωτέρω κανόνα* καί σννάγ' μεν ούτως το πηλικον 
μείον μονάδος ’ χωρίζομεν τέλος πάντων κατά τα &ε- 
ζιά  του πηλίκου τά ζητούμενα οεκαόικά ψηφία.

Π ρ ώ τ ο ν  π α ρ 4 δ ε ί γ μ α .  Ζητείται μείον χ ι­
λιοστημορίου τό πηλίκον της διαιρεσεως του Χ234»50ρ
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διά 2 7 ,3 5 8 9 4 · 'Αρχίζω (αρι$μ. 87 ) νά προσ$·ετω 
δυο μηδενικά εις τά  δεζιά του διαιρετέου , και τότε 
εχο? νά διαιρέσω 12456QOO διά 9 7 3 5 8 9 4 ·  Μετά 
ταύτα, επειδή ζητώ τρία ψηφία δεκαδικά εις το' πηλί­
κου, μράφω αλλα τρία μηδενικά εις τά δεζια του διαι­
ρετέου’τουτε'στι διαιρώ J 2 5 4 5 6 9 ° 0 0 0 0  διά 9735894? 
και ζητώ τό πηλικον μειον μονάδος.

1 2 5 4 5 6 1900000
1 4 0 2 0

341

*1[ 6 8 8 9 4  
4 5 1 2 4

68

15
2

Ευρίσκω 4 ^ 1 2 4 *  ά λλ’ εττειδη ε’πρόσ-^εσα τρία 
νεα μηδενικά εις τά δεζιά του διαιρετέου, τά  εκα- 
τάστησα 1 0 0 0  φοραΤς μεμαλητερα * πρεπει λοιπόν, 
•διά νά αζω τδ πηλικον εις την άλη9·ινηντου τιμήν νά 
χωρίσω τρία ψηφία δεκαδικά εις τά  δεζιά του πηλίκου, 
και ούτως 3-ελομεν εχει 4 5 ,1 2 4  τδ ζητούμενου πη­
λίκου.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  Ζητουμεν νά ευ­
ρώ μεν μεΤον δεκαχιλιοστημοριου τδ πηλικον τού 
2 2 9 ,4 7 0 3 5 0 8  διαιρούμενου διά 7,3594*

βπειδη  επρεπε κατά πρώτον, εζα ιηας τού κα- 
νόνος τού αριθμού 8 7 , νά προσ3·έσωμεν τρία μηδενι­
κά εις τα δεζιά τού διαιρε'του, κά'ι μετά ταύτα να 
προσ-9-ε'σωμεν τεσσαρα εις τά  δεζιά τού διαιρετέου, 
δηλαδη νά διαιρέσωμεν 2 2 9 4 ^ 0 3 5 0 8 0  διά 73594·
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73-8'»4
3111805.

229470ν3 |5080
8 6 8 8 3

1 3 2 8 9
5p 50

~ ~ 4 3

6

Και ευ'ρίσκομεν πράττοντες ούτως όιά εξαγόμενον 
3 1 1 8 0 5 . Λοιπο'ν 3 l , t 8 0 5  είναι το ξητουμενον πη- 
λίκον.

Μ* ολον ότι αυτή η με-^οόος τω ονπ είναι απλού- 
στίρα , παρά τον συνη-9-η τρόπον της όιαιρεσεως, μ 
ολον το ντο πρέπει σπανίως νά την μεταχειρι£ωμε$·α * 
επειόη πρεπει νά η’£ευρωμεν, ότι η προσόιόρισις του 
τελευταίου ψηφίου άφίνει κάποτ^ αμφιβολίαν μιας η 
όυο μονάόων της αληθινής τιμηςτης. Αυτή η με$οόος 
όε'ν είναι τόσον εύκολος , ως η σύντομος με^οόος του 
πολλαπλασιασμού, ητις όε'ν παρρησιάξει καμμίαν 
εναντιότητα εις τάς π ρ ά ξεις , και όιά τούτο αυτή η 
τελευταία είναι εις με^άλην χρησιν.

§. 1 1 0 » Σ υ μ π έ ρ α σ μ α  Γ ε ν ι κ ό ν .  Το πρώ­
τον τούτο μέρος^του παρόντος συγγράμματος περιεχει 
παν ο ,τι συγκροτεί την στοιχειωόη ’Αριθμητικήν, της 
οποίας τό πρώτιστον άντικεμενον sivat η εζφρασις και 
ανάπτυςις των κανόνων, τους οποίους πρέπει να ε£α- 
κολου-9-ώμεν, όιά νά ε’κτελεσωμεν επι των άρι$-μό>ν 
όλας τάς όυνατάς πράξεις. A t άρχικαι πράξεις είναι 
αί άκόλουθ-οι τεσσαρες. Πρόσθ-εσις, Άφαίρεσις > 
Πολλαπλασιασμός και Διαίρεσις. Ό λ α ι  αι ά λ λ α ι, 
κα9·ώς η άνα^ω^η των κλασμάτων εις την απλό υστέ­
ραν μορφήν των , η άνά^ωνη είς τον αυτόν παρονομα­
στήν ; η τροπή κυρίου κλάσματος *ίς δεκαόικο'ν και
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εφεξής, άλλο δεν είναι είμη συμπλοκητις των προει­
ρημενών τεσσάρων.

'Τπάρχουσιν άλλαι δνο αρι3μητικα'ι πράξεις, 
περί των οποίων ακόμη δεν ωμιλησαμεν , επειδή είς 
την τελείαν διασάφησιν τούτων απαιτούνται μερικαι 
αρχαι ενός άλλου με’ρους της Μ α3ηματικης. Αύτα/ 
είναι ο σχηματισμός των δυνάμεων, και η εξαγοιγη 
των ριζών των αρι3μων. Περί τούτων 3ελομεν ομι­
λήσει εις τον άρι3μόν του εώ!/ κεφαλαίου.

Ε ις το ε°ν κεφάλαιον 3-ελομεν 3εωρησει τνυς 
άρι3μους με τρόπον μενικόν χαϊ ανεξάρτητον από κά- 
3ε σύστημα αρι3μησεως, και 3ε/λομεν γνωστοποιήσει 
ιδιότητας άνηκουσας εις τοιουτον η εις άλλο σνστημα 
κατά μέρος.

Η επιστήμη, ητις εχει αυτόν τον σκοπόν, είναι 
σχεδόν εκείνη, ητις καλείται Γενική Αρι3μητικη.
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ΜΕΡΟΣ ΔΕΥΤΕΡΟΝ.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ν Ε'.
I

Γ £ ν ι κ α e Ί  ί  ι ο τ  η τ  ε ς τ ω ν  α ρ ι θ μ ώ ν .

§ . 1 1 1 . Ε  ίσ  α γ  ω γ  υ\. Πριν προχωρή^ωμεν εις 
την των api-S-μών επ ισ τήμην , διά νά ανακαλυψωμεν 
ενκολώτερα νέας αυτών ίοιότητας, είναι αναπόφευκτον 
νά £ανεισ<9·ώμεν απο τήν * Αλγεβραν μέρη τινά τν>ς 
ύλης της , κα9·ώς τα γράμματα  / a t  τα σημεία, , δ ιά τω ν  
οποίων ειρράζομεν με γενικόν και σύντομον τροπον τάς 
πράέεις και τους συλλογισμούς τους εις την λυσιν τι- 
νων ζητημάτων οίπαιτουμένους.

Τ ά  στοιχεία ταυτα είναι δεκχ τον άριΑμον αρχι­
κά , τά οποία κατά σειράν £έλομεν γνωστοποιήσει.

1 0>* Τ ά γράμμ ατα , τά oVoTa μεταχε:ριζόμε3-χ 
αντί χαρακτήρων ή ψηφίων προς'παρά στάσιν τών αριθ­
μών. Ή  χρησις αυτών παρρησιάζει εν ταυτώ ^ενικωτέ- 
ραν και συντομωτέραν γραφήν, παρά τήν τών ψηφίων* 
και εκ ταύτης εξάγεται' καλύτερα η νπαρξις τοιαύτης 
ίίιο’τητος , ιός προς μίαν ή πολλάς κλάσεις αρι-3-μων.

2  Ιο  σημειον με το οποίον σημειονομεν 
τήν προσ-3-εσιν δύο η περισσοτέρων αριθμών , και το 
οποίον καλείται πλέον.



2 1 8 Γ Ε Ν l Κ Λ I i Λ i Ο Τ Η Τ Ε Σ

Ούτως 4 5 + 2 3  εκφράζεται 45  πλέον 2 3 ,  η 45 
αύξανόμενον άπο 23· Παρομοίως a+ jS+y προψέρεται 
α πλέον β πλέον γ, η ο αρι3·ρος ο σημειωμένος από α 
αυςανορενος εκ του εκφραξορένου αρι-9-ρου £ιά /Β, και 
εκ του εκφραζορενου διά γ.

3 0,/* Το σημείον — , το όποιο ν λ έγετα ι  ρεΤον, 
vac το όποιον μ$ταχειριζόμε3·α διά να σημειόνωμεν την 
αιραιρεσιν δύο αριθμών τον ενο'ς από τον άλλον.

Ούτως 7 3 — 49 προφε'ρεται 73  ρείον 49» ^ 7 3  
ηλαττωρενον από 49 ♦ προσέτι η διαφορά του 73 
και 4 9 * α — Ρ λέγεται α ρεΤον β.

4°Κ Το σημείον τον πολλαπλασιασμού, τό όποιον 
είναι X ,  η στιρρη βαλλορε'νη μεταξύ δύο αρι-3-ρών, 
και εκφραξορενη ,,πολλαπλασιασρένον επι.**

Ούτως 2 9 X 3 5  η 2 9 * 3 5  εκφράζεται ούτως * 29  
πολλαπλασιαζόμενον επϊ 3 5  , δ το yivopsvov του 2 Q 
επι 3 5 * α,Χβ , >) α . β  ποοψέρεται α πολλα πλα σ ία ζα  
μεν ον επί β·

Σ . Κ. "'Οταν οΐ άρι-9-ροι των οποίων ·9·ελορ$ν νά 
οειςωρεν τον πολλαπλάσιασρο'ν εκφερωνται οιά γραμ­
μάτω ν, εσυρφωνη-3-η νά νράφωνται ο εις κατ εξακο- 
λον5ησιν του άλλου χωρ'ις παρέν5·$σιν σημείου * ούτως 
αβ σηραινει άκορη α-πολλαπλααιαζορενον επι β * αλλ  
εννοείται καλώ ς, οτι yj σημείωσις αβ είναι εις χρησιν 
ρόνον, όταν οι άρι$·μο\ σημειόνωνται ρέ γράμματα* 
επειίη  ά'ν -9-έλωρεν , φερ ειπ*Τν, νά παραστησωρεν το 
νινόρενον του 5  επι 6 , και ^ράφωρεν 50  , τί-̂ έλα*· 
ρεν αυρ\Ίαει ταυτην την σημείω σα μέ τον αρι-9-ρο'ν 5 0 . 
Κατά ταΰτην λοιπον την περιστασιν αφευκτως ρεταχει- 
ζομε&α το σημείου X η μίαν στιγμήν  , και γραφομεν 
5 χ 6 ,  η 5 * 6 .
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5°v‘ Τό σημείον της διαιρόσεως, το οποίον νυγ- 
χειται απο' όυο στιγμάς  : , και το όποιον S-ετομεν με­
ταξύ του διαιρετέου και δ tempi τ ου * η μίαν γραμμήν — 
άνω της οποίας θ-ετομεν τον διαιρετέου, και υποκάτω

τον δια ιρέτην· ούτως 2 4 : 6  η —  εκφράζεται 2 4  δι- 

aipsS-sv διά 6 , η το πηλικον του 2 4  &ά του 6 ’ παρ- 

ομοίως a : β η — εκφράξεται' α ίιαιρεθ-όν διά του β.

a *-
Η σημεόωσις — είναι η πλίον εύχρηστος.

6 °ν' Ο συντελεστής , σημείο ν το οποίον μετ?- 
χειριζόμε&α , όταν είς αριθμός εχψραζόμένος διά γράμ­
ματος πρίπει να προστε^τ^ εις τον ίδιον εαυτόν τον πολ- 
Χαίς φοραΐς * ουτω.ς αντί νά γρχψωμεν α+α-Τα+α-Τα, 
όστις παρασταίνει τον ap t3-μόν α ηνωμέναν τετράκις 
εις τον εαυτόν του , ^ράφομεν 5 α. Παρομοίως 1 ία  πα­
ρασταίνει ανά  προστεθ-β εις τον εαυτόν του 1 Q φοραΐς’ 
1 2 αβ εκφράζει τό γινόμενον του α ε’πΐ β προσ$·εμενον 
1 1  φοραΐς εις τον εαυτόν του.

Ο συντελεστής είναι ο' μερικός apiS-μός νραμμε-
» \ * \ V, * / Λ 1 f '  %Χνος εις τα αριστερά άλλου σημειωμένου οι ενός η 

πολλών γραμμάτων , παριστων τον αριθμόν rcov φο­
ρών, πλε'ον μια,  κατά τάς όποιας ό αριθμός ούτος 
επροστε'^η εις τον εαυτόν του.

ον. Ο εκθ-ετ^ς, σημείου τό οποίον μεταχε^ρι* 
ζομεθ-α , όταν είς αριθμός παρρησιαζόμένος διά. γράμ­
ματος, πολλαπλασιάζεται πολλαΐς φοραΐς επί τον εαυ­
τόν τον.

Ο ύτως αντί νά γράφω μ εν α 'Χ αΧ αΧ αΧ αη ααααα. 
γράχομεν  απλούστεοον a r>, τό όποιον δηλοί α πολ­
λαπλασιασμόν τετράκις $φ’ εαυτό * β () εκφραςει β
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'πολλο'πλααιααϊτέν πεντάκις επ\ τον ε αυτόν του. Ό  εκ* 
•S-ετης είναι αριθμός, όστις γράφεται εις τα ίεξιά, 
και ολίγον τι ανco τον ^ρα,ααατος , εκφράζει όε πόσαις 
φοραις ττλεον μιαν ο διa yράμματος εκτενείς αρ'3-ρ,ός 
«ολλαπλασιάζεται εφ εαυτόν, η πόσαις φοραΐς το 
γράμμα τούτο είναι παράγων εις τι γινόμενον.

Καλείται δνναμις το εξαγόμενον τον πολλαπλα­
σιασμόν άρι$-μον τίνος -πολλαΤς γ.οραις εφ εαυτόν, y.a\ 
βχ$·μός της δνναμεως, ό εκδότης * ποντεστιν ό αριθ­
μός των φορών, $λεον μίαν , κατά τάς όποιας ό τοιον- 
τος αριθμός πρεπει νά πολλαπλασιαστή  εφ’ εαυτόν.

ντως α° προψερεται ·ααομη α να υψω-9-η εις 5 * ου-
vautv, η α ο Λ όνναμις “ β6 ε δ ρ ά ζ ε τα ι , β 6 ° 
δόνχαις.

8 °ν Το σηα$ΐον V , τό οποίον -προτάττομεν εις 
aptS-αόν τι να, όταν οεικνυωμεν , ότι είςά^ομεν εκ τον 
τοιούτ'δν aoiS-μον μίαν ρίζαν ενός βαθμόν* Οντως, τό

* * 1 ' -ν 41 /α  -προφερεται (όίζα τρίτη του a ,  l /p  προβάρεται ρί­
ζα τέταρτη του β.

+ χ +η +η
Καλείται ρίζα 2 , 3 , 4 »  κτλ. ενός αρι-3-ρου

+  αν +  ην +  ην
ένας άλλος aptS-μός, όστις υφωμενος εις 2 , ο , 4 
. . . iuvotuiv, όυναται νά προάξ% τον πρώτον αρι3·-

+ α
Η ον. Ούτως 3 είναι η 2 ρίζα τον Q, επειδή 3 γοραΐς 3

Ή»
σχηματίζουν τό g * 7 είναι η 2 ρίζα του 49 » επειόη

+ η
7 φοραις 7 σχηματίζουν τό 49 * 4 είναι η 3 ρίζα του 
04> επειόη 4 φοραις ^  χάμνουν ι 6 ,  και 4 
χάμνονν 64·
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4-α -f-η
Ac ρίζαι 2 καί 3 καλούνται άκύρη ρίζα, η μεν 

τετραγωνική, ,καί η άλλη κυβική. Ό τα ν  .$·ελωρεν να 
φανερώσωρεν απλήν εις ay coy ην ρύζης. τετραγωνικής η
2 j-'ράφορεν ρόνον έμπροσθεν του αριθμού το σηρεΤ- 
ον ΐ / ,  χωρίς νά 5εσ<ωρεν κοίνε'ν σηρείον εντός αυτού.·

υτως 1/ α φανερονει ριςαν τετραγωνικήν η 2 του α.
9 0/ Ίο  σηρειον, διά του ο'ποίου φανερόνορεν, ότι 

δύο ποσότητες είναι ίσαι, είναι το , και εκφράζεται 
είναι ίσον ρε\ η απλούστερα ίσον * ούτως α =  β εκφρά­
ζει , ότι α είναι ίσον ρε' το' β , η α ίσον β.

Δ ιά  να εκφράσωρεν ρε συντοριάν, ότι η διααο- 
ρά του 30 και 2ό είναο ίσ/] ρε 1 ι ρράφορεν 36 — 25 
— 11 ' τοντε'στι 30 ρεΐον 2ο ίσον 11.

Αί εκφράσεις α = β  , 30 — 25=1 1 καλούνται ’Ισό­
τητες * το' ρερος εις τά αριστερά του σηρείου == καλεί­
ται πρώτον ρελος, και το μέρος εις τά δεξιά, δεύ­
τερον μέλος.

10 Ιο σηρειον της ανισοτητος >■,· το οποίον 
ρεταχειριζόρε·$·α , δ ι άνα εκφρασωρεν , ότι ρίχ ποσό- 
της είναι ρεραλητε'ρα η ρικροτερα άλλης * ούτως α > |3  
σηραινει , ότι α είναι ρεραλ ,τερον του β* α-^Ζβ ση* 
ραίνει, ότι α είναι ρικροτερον του β* τουτεστιν ότι το 
άνοινρα του σηρείου πρεπει να είναι ρυρισρενον προς 
τό ρερος της ρεραλητερας ποσότητος.

§. 112. Προς κατάληψιν δε' της χρησεως τού­
των τοτν διαφόρων σηρειών , καί της απλότητας της 
άλρεβραίκης ρλώσσης , ας κάρωρενρερικάς εφάρροράς.

"Αν ύπο^-ε'σιορεν κατά πρώτον, οτι 3-ελομεν να 
ε’κφράσωρεν, ότι ο άρι-3-ρός α πρεπει νά πολλαπλασία­
σα̂ ) 3 φοραΐς ε’φ’ ε’αυτόν, καί ότι τό εξαχ3·εν γινόμε­
νον πρεπει νά πολλαπλασίασα^ 3 φοραίς διαδοχικω:
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επι β , και ότι τέλος πάντων το νεον τούτο γινόμενον 
πρέπει νά πολλαπλασιαστή 2 φοραΤς διαδοχιν.ως διά 
ΤΟυ y , μράφομεν μόνον α4 β^ γ 2.

Οταν εχφράξιομεν, ore τουτοτο' τελευταίου εξα­
γόμενον πρέπει νά προστε-S-fi 6 φοραΤς είς εαυτό, ηγονν 
ότι πρέπει να πολλαπλασΐασ-S-jfl επί 7» νράρομεν 

4
ηαβ3 y2.

ΙΙαρομοίως 6α$ β 2 είναι η σύντομος εχφρασις του 
6 φοραΤς το νινόμενον της 5 r,< Φσνάμεως του α επ': 
την 2  Ουναμιν του β.

3 α — 5 β είναι η σύντομος έΧφρασις της όια^ο- 
ράς μεταξύ του τριπλού του a  καί του πενταπλού 
του β.

2 α 2— 3αβ4“4ρ2 είναι η σύντομος εχφρασις του 
όιπλου του τετρανώνου α , ηλαττοιιιιένου κατά τό

Λ ~ ~ / ' ·· η \ * »*. t 'τριπλουν του γινομένου α επι β , χαι αυςανομενου εκ 
του τετραπλού του τετράγωνου του β.

Καλείται Μονώνυμου η ποσότης μ ένα μόνον 
όρον, τι απλουστερα ορος αλ^εβραϊκητις ^τοσο'της, ητις 
<?εν ενόνεται με' χαμμίαν άλλην όιά του σημείου της 
προσθ-έσεως η της αφαιρεσεως., χαι Πολυώνυμον η πο· 
σότης με πολλούς ορούς, αλνεβραϊχη τις εχφρασις, 
σύνθετος από πολλά μέρη χωρισμένα, διά του +  χαι 
—  · ούτως 3 α, 5 α2, Ίσ.^β2 είναι μονο'νυμα * 3 α— 5β, 
2 α2 — 3αβ4"4β2 sivat πολυιόνυμα. Η πρώτη των δυο 
τούτων εκφράσεων καλείται ϋιώνυμον, επειόη έχει δυο 
όρους* η οευτερα, τριώνυμον, επειόη εχει τρεις όρους, 
και ούτως εφεξής-

§. 113. "Ας ίδωμεν τώρα πώς όυνάμεθ-α νά εκ· 
τελέσωμεν ε’πι των αλ^εβραίκοόν εκφράσεων τάς 3-εμε- 
λίώόεις ε’ρ^ασίας της αριθμητικής, περιοριζομενοι πάν­
τοτε είς τάς πλέον απλουστέρας περιστάσεις , όηλαίη
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#ις έχε ένας μόνον εις τάς όποιας $·ελ6μεν έπιστηριχ£ 0  
εις την σειράν της πραγματείας ταυτης.

1\ρο<7 3- εσ  ι ζ. Δ ιά νά συνάψωμεν τούς δυο 
άρι·$·μους α και β, γράψομεν α + β , παρομοίως α + β+ γ  
εκφράζει το α3·ροισματών a’piS-μών α ,  β , γ . Τούτο 
συνά/ομεν fix των κατα συν·3·/\κην σημείωσεων. Παρο­
μοίως α —β κα'ι y+ o— £ συναθροιζόμενα σχηματιζου- 
σι την μόνην ποσότητα α— j34'/'-f*i— ζ.

Καν είχαμε ν νά προσδέσω μεν α — β και β— ν,  
ε^ραφαμεν α —β + ρ — γ  αΑλ επειοη απο εν μέρος το 
β άφαιρεΐται, καί απο το άλλο προσ^-ετεται, επεται 
ότι αύται at όύο πράξεις ανταμείβονται, χαι η εφρα- 
σις ανάβεται εις α —  ν. Τούτο καλείται εις την *Αλ^ε- 
βραν, π ρ ά τ τ ε  ιν τ η ν  αν a y  coy η ν τ ω ν  ό μ ο ι ω ν
όρο: ν*

§. 1 14* Λ cp α ι ρ ε σ ι ς. Δ ιά  νά άφαιρέσωμεν 
β άπό α, γράγΟμεν α·— β ’ παρομοίως εάν^-ελωμεν νά 
αφαιρέσωμεν y από · α —  β , γράψομεν α —  β —  γ . 
Καν όμως έχωμεν νάαφαιρέσωμεν την εκφρασιν y— 5 
άπό την εκφρασιν α —  β ,  κατ’ αρχάς σημειονομεντην 
αφαιρεσιν ούτως α— β— (7 7 -$), γράτροντες μεταξύ εις 
όνο παρενθέσεις την όευτεραν ποσότησα y— ό , και 
προτάττοντες τό σημείο ν — . Εάν όμως '3-ελωμεν νά
ανάξωμεν τό εξα/όμενον εις εν μόνον πολυώνυμον, 
ιόου τινι τρόπω πρέπει νά συλλομισ,^ωμεν. Έ άν  είχα- 
μεν νά άφαιρέσωμεν όλοντό^ άπό τό α —  β, η-9-έλα- 
μεν ευρει εξαγόμενον α — β —  γ  * πλην δεν είναι τό 
y, τό όποιον πρέπει νά αφαιρεσωμεν , αλλ’ είναι τό y 
ηλαττωμένον κατά ό, τό οποίον πρέπει νά αφαιρεσωμεν, 
τό εξαγόμενον α —  β — γ  είναι μικρότερου του αριθ­
μού των μονάδων των ευρισκομένων εις τό ό* ούτως 
εχομεν το εξα/ομενον εις την ακριβή του τιμήν, ποοο- 
£ετοντες δ εις α — β— γ ? κα'ι συνάμομεν α —β— y+ o .
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Ύουτεστι διά νά άψαιοέσωμ.εν πολυώνυμον από 
πολυώνυμον, πρέπει νά μράψωμεν το δεύτερον κατ 
ε^ακολουθ-ητιν του πρίότου με σημεία εναντία των όσα 
πρότερον είχε.

Ευράτκόμεν κατά το'ν κανόνα τούτον it* αναλό- 
μοον σνλλομισμων

3 α — ( 2 β — 3μ) =  3α —  2(3 Hh 3 μ*
5 α —  /,(3 —  (6 5 — 4-Ηο) =  5α — 4β— 654-£— η*
§. ί 15· Π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ό ς .  Ας πολλά* 

πλαcrtacrS·  ̂ a 4 sVt β3 · μράφομεν α4χβ·* η απλώς
α·4 β3,

’Εάν όμως έχωμεν α·Γ> νά πολλαπλασιάσώμεν 
επί α^, παρατηρούμεν, ότι ό αριθμός α με το' νά είναι 
5 φοραίς παραχών εις τον πολλαπλασιαστέου  , και 3 
ψοραίς παράγων εις τον πολλαπλασιαστήν , πρεπει να 
Stvac 5 *H5 ό 8 ψοραίς -παράγων εις τό γινόμενον' 
ούτως συνάμομεν α^χα^= .α® , toutεστιν όταν το' γράμ­
μα ηναε το αυτό εις τούς δύο παράγοντας τ-ου πολλά* 
πλασιασμού , το' γράψομεν μίαν μόνν> φοράν , όιόον- 
τες του εκδότην το άλροίσμα των εκθετών των 5ύο 
παραμοντων.

Ευρισκομ:ν παρομοίως αάβ2χ α 2β^ — α,^βΐ,
*Εστω ^5χ) α·—  β νά πολλρ,πλασιασ3·$ έπ\ μ.
ΔυνάμεΑα κατά πρώτον νά σημειωσωμεν το' γι­

νόμενον τοιουτοτρόπως (α —  β) γ.
Εάν όμως θ-ελωμεν νά εύρωμεν εν μόνον πολυ­

ώνυμον , παρατηρούμεν, ότι τό νά πολλαπλάσιάσωμεν 
ά-~~β επί γ  είναι τό αυτό (σρι3-μ. 27) ως και να 
πολλαπλασιάσώμεν ν επί a — β , τουτεστι νά λαβω* 
μεν γ  τοσαις ψοραις, οσαι μοναόες είναι εις το α πλατ· 
τωμενον κατά β. Έ άν λοιπόν πολλαπλασιάσουμε ν κατα 
πρώτον το γ  εψ ολον το α , εκ τού οποίου προκύπτει 
μα r) αμ, τό γινόμενον είναι μίγαλότερον κατά τό γ  επί β
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η το β γ ' ούτως πρεπει νά αφαιρε.σωμεν βγ  άπδ a y  
το δε αγ-— βγ είναι το' ζητούμενου γινόμενον, τοντδ- 
στι (α  —  β) γ = α γ —  βγ.

" "Ας πολλαπλασιάσω μ εν προσέτι a— β ε’πι γ— δ.
Το γινόμενον δυναται κατά πρώτον νά παραστα- 

$■% ούτως ( α — β) ( γ — δ) * αλλά διά νά λάβωμεν εν 
μόνον πολυώνυμον , πολλαπλασιάξομεν πρώτον α — β 
επί γ  , o-S-εν προκύπτει α γ — βγ. Παρατηρουμεν· έπει­
τα , οτι δεν επρεπε νά πολλαπλασιάσωμεν ειρ όλον 
το γ  το α —  β , αλλ επί γ  ηλαττωμενον κατά δ.

Ούτως το γινόμενον αγ  — βγ είναι μεγαλητερον 
του γινομένου του α — β επι δ, τουτεστι του α δ —  βδ* 
λοιπόν διά νά αξωμεν το γινόμενον εις την ακριβή τον 
τιμήν πρεπει νά άφαιρεσωμεν αδ -— βδ άπδ α γ — βγ ’ 
ό$·εν προκύπτει κατά τον κανόνα της ά^αιρε’σεως, 
αγ —  βγ —  αδ+βδ.

Δ ιά νά ε’κτελεσωρεν τον πολλαπλασιασμόν δύο 
δυοινύμων, πολλαπλασίαζομεν διαδοχιχώς έκαστον όρον- 
τού πολλαπλασιαστέου εφ έκαστον όρον τού πολλά* 
πλασιαστού, παρατηρούντες τον ακόλουθον κανόνα 
σχετικως πρδς τά σημεία. ’Εάν οι δυο οροί του πολ­
λαπλασιαστέων και πολλαπλασιαστου εχωσι και οι 
δυο τδ αυτδ σημείον η — , τδ γινόμενον 5ελει εχει  
πάντοτε το σημείον +  * α’λλ’ εάν εχωσιν εναντία ση­
μεία, το' γινόμενόν των 3-ελει ·εχει τδ σημείον — .

Ευρίσκομεν κατά τούτον τον κανόνα ότι (ά + β ) 
(?+ δ ) — αγΑ-βγ-ότα δ + β δ , ( α —  β ) (y + i)  =  αγ —  
β /+ α δ — βδ.

§. 110. Δ  ι α ί ρ ε σ ι ς. Θελομεν θεοψησει μίαν 
μόνην περίστασιν ταυ'της της πράξέιας, εκείνην δύο 
μονώνυμών ποσοτήτων εκ 'τού αυτού γράμματος συντι­
θέμενων.
• "Ας διαιρε-S-fl α 7 δνχ α 15
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Δυνάμε3-α κατά πρώτον νά σημειώσωμεν το πη­

λίκο ν ούτως —τ η α7 : α^ * αλλά παρατηρουμεν, on
(X

επειδή α7 είναι γινόμενόν, τον οποίου α·̂  και το̂ . πη­
λίκου είναι οι δύο παράγοντες , ο εκ-3-ετης 7 του διαι­
ρετέου πρβπει νά ηναι (αρι$·μ. 115) ίαος με το άθροι­
σμά του εκθ-ετον 3 του διαιρέτου , και του αγ^ωατου 
εκ-9-ετου του πηλίκου * λοιπόν αντιστρόφους ούτος είναι 
ίσος με' την διαφοράν μεταξύ του εκ-9-ετον του διαιρε­
τέου , και του ε’κθ-ετου του διαιρε’του, τουτεστι με 
7 —  3 η 4·

Ούτως —5 =  α4 * και τώ όντι α 4 χ α ^ —α?,Λ/ ο *

β 9 Λ* ^

α^β·

Ευρόσκομεν παρομοίως β 7- =  β$, =  ' /  η

-=  α' β'=αβ.
α 2β

Λί άλλαε περιστάσεις της διαιρεσεως είναι ανωφε­
λείς νά ^-εωρη-^ώσι τώρα διά τον προτεινόμενόν μας 
σκοπόν. Μόνας δε ταύτας τας αλμε|3ραίκάς γνώσεις 
•9-ελομεν χρειασ-9-η εις το πεμπτον κεφάλαιον κα'ι είς 
τά αν.όΧου3·α.

§. 117- Δ ι ά ν α  παραστησωμεν ■ την ωφέλειαν, 
την οποίαν λαμβάνομεν εκ της χρησεως των γραμμά­
των προ'ς παράστασιν τοίν apt-9-μών, £ελομεν λύσει 
τά ακόλουθα δύο ζητήματα.

MOV ττ> ' / »  ̂ λ / V1  llotoc τροπή προχυπτε* εις εν χλα<ψα, όταν 
προστεθάμ ο αυτός αριθ-μός εις τούς δύο όρους του ; 
(τούτο ηδη ε’ίςημη·9·η είς τον apiS-μ. 4 ^)·

"Ας σημει ώσωμεν διά — τό δεδομενον κλάσμα,
Ρ

και δια μ τον άρι3μο'ν, τόν όποιον 3·έλομεν νά προσ-
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3-έσωμεν εις τους δυο ορούς ακαιβ  τού τοιούτου κλά- 

σματος 7) πραςις αυτή σιόειτο νεον κλάσμά -----.
χ , % , β+ Ρ

Διά να σν^κρι'νωμεν τά δυο ταύτα κλάσματα, τά 
ά/ομεν εις τον αυτόν παρονομαστήν, εκ του ο'ποιου

/ »> » ' ~ * / ®(β"^·μ) , * , χσυ νανομεν ο ια το πρ «τον κλάσμά —- ,  και οι ατο
β (β+μ)

δεύτερον — -y^ , rl ε’κτελούντες τούς υπολογισμούς

, χ - * ή ~ αβ+αμ
κατα τον κανόνα του αριθμού Ι ΐ 5 »------------  και

. β 2+ β ρ
αβ+βμ 

β*+βμ (·
Ά λ λ  οι δύο αρι^-μηται αβ-Ι-αμ, και αβ+βμ έχου- 

σι κοινο'ν μέρος το' Λβ, το δε μέρος βμ του δεύτερον 
άρι3-μτ)Τοΰ είναι μεγαλύτερου παρά το μέρος αμ του 
πρώτου , ε’πειδγ) εχομον β ^χχ . * ουτω λοιπόν, το' δεύ* 
τερον κλάσμα είναι μεyaλύτεpov τού πρώτου * ούτως» 
αύξάνομεν την τιμύν τού κλάσματος, προσ$·ετοντες 
τον αυτόν αριθμόν εις τούς δύοτου ορούς.

Βλέπομεν προς τούτοις εκ τού ανωτέρω συλλο*

^ισμου on πρέπει νά είναι κύριον κλάσμα , η νά

εχωμεν α < β  , διά νά άλη3·εύ  ̂ ύ προτασίς * εάν ε’ξ 
εναντίας ε?χαμ εν α ^ > β , ύ πρότασις ύ3·ελει ύπαρχε εις 
αντίστροφον τάξιν * επειδή τότε ύθ-έλαμεν εχει 
!αβ+βμ<Ξ αβ+αμ.

' Σ . Κ. Τούτο το' μέσον των ακριβών και γενικών 
αποδείξεων, όταν οι αριθμοί σημειόνωνται δια γραμ­
μάτων , δεν 7)3·ελε μένει, ε’άν ειρμαζόμεθ-α επ'ι μερι-

l<j
κών^άριθ-μών. Π. χ . ε’άν ειχαμεν τδ κλάσμα *— , και

/
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*προσ-$εταμεν 3  μονάδας εις τούς δύο του όρους, η-3-ε-
~ V 15λαμεν ευοει — *

2 0
Άνά^οντες τά δυο κλάσματα εις τον αυτόν παρο-

240  ννομαστην, συνά^ομεν διά τό πρώτον ----- , και διάτό
340

δεύτερου
255
340*

ΈντευΑεν βλεπομεν , ότι τό δεύτερον κλάσμα 
είναι μεγαλύτερου του πρώτου * α λλά  τίποτε δεν μας 
δείχνει, ότι η άληθ-εια τούτου τού μερικού παραδείγ­
ματος άναφε'ρεται και προ'ς παν άλλο,

Ή  άπόδειίμς, την οποίαν ε’κθ-εσαμεν εις τόν α’ρι5-  
μόν 4 6 , είναι κατα την φύσιν των συλλογισμών ούτω 
γενική, 0)ς εκείνη, την οποίαν ανώτεροι εδώκαμεν * 
όμως αυτή, άν οχι τόσον πολύ έξοχος, είναι όμως 
δεκηκη συντομίας. ’Ιδού λοιπόν άγεται εις πλέον 
συντόμους όρους ως ακολούθως.

Έ στωσαν ·—■ και —— - τά  δύο κλάσματα, τά
β β+Ρ

ο’ποία 3-ελομεν νά συ^κρίνωμεν.
"Αν τά ανάξωμεν εις τον αυτόν παρονομαστήν,
, α β + α μ  , αβ4-βμ ι<* < ,

προκύπτει —; . ■ και ——— αλλ ες υπο3·εσεως
β 2+ β μ  β 3+ β μ

- εχομεν α<Ξ!β* λοιπόν αμ<ζζβμ ' 03-εν αβ+αμ<Ξ:αβ 
+ βμ *  ούτως τό δεύτερον κλάσμα είναι μεγαλύτερου 
τού πρώτου,

2 0,< ΖητεΤται τό γινόμενον τού αθροίσματος δύο 
αριθμούν πολλαπλάσιασμενου επι την διαφοράν των 
ίδιών τούτων αριΑμών.
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*Έστωσαν α καί β οί όύο προτε-9-εντες άρι-9-μοί , 
το «θροισμάτων 5-ελει εκφρασθ-η όιά α + β ,  και η 
όιαφορατων όιά α —  β.

Ήόη εάν έκτελεσωμεν τον πολλαπλασιασμον 
τον α +  13 επί τον α·— β , κατά το'ν κανόνα τον αριθ­
μόν 115 > λαμβάνομεν γινόμενον α2 —  α β+ α β —  β 2, 
η απορρίπτοντες τούς όνο ορούς —  αβ καί ·+αβ, οί- 
τινες αναμεταξύ των εξαλείφονται, εχομεν α3 —  β 2 * 
Λοιπόν (α + β ) ία  —  β) =  α 2 — β 2.

Τούτο φανερόνει, οτι τό άθροισμα όνο Οποιων- 
όηποτε αριθ-μων πολλαπλάσιαξόμενον ε’πί την όιαφο- 
ράν αυτών, όιόει πάντοτε γινόμενον την όιαφοράν των 
τετράγωνων των, η των όευτέρων όννάμεων των.

Π α ρ ά ό ε ι μ μ α .  Εστω σαν οι όνο «pt-9-μο'ι 25 
και 1 2 , τό ά·$··ροισμά τιον είναι 3 7 . καί η όιαφορά 
των 13* πολλαπλασιάξοντες 3 7  ε’πί 13 εχομεν γι­
νόμενον 481 * από άλλο μέρος 2 5 χ 2 5  όιόει 6 2 5 ,  
1 2 X 1 2  όιόει 1 44

"ϋθ-εν 625 — * 1 4 4 = 4 8 1  * λοιπόν (2 5 + 1 2 )  
(25 — 1 2 ) ^ 6 2 5 — 144= 125 ) 2 — ( ΐ 2) 2.

Οί τελευταίοι οντοι συλλογισμοί άλλο όε'ν είναι 
ειμη βεβαίωσίς τις της ΐόιοτητος επάνω είς όνο μερι­
κούς αριθμούς, εν ω οί προηγούμενοι σχηματίζουν 
ακριβή καί γενικήν απόόειξιν, όταν οί αριθ-μοί σημειό- 
-νωνται όιά γραμμάτων.

Τ ά  ζητήματα ταυ τα αρκονσι όια ν« καμωσιν 
ικανούς τούς αρχαρίους νά έννοωσι τας εκ της χρκί- 
σεως των μραμματων προς παραστασιν των αριθμών 
ωφέλειας. Δ ιά  ταντης τός χρησεωςτο.'ν ο*χι μόνον 
κατασταινομεν τούς συλλογισμούς πλέον γενικούς, καί 
πολλάκις πλέον συντόμους , αλλά προσέτι φυλάττουν 
τό ίχνος των πράξεων , αί οποίαι πρέπει να εκτελε- 
σ5ωσιν ε’πί των αριθμών, οίτινες αποτελούν μέρος
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της εκφράσεως του ζητηματος, και δεν δύνανται νά 
άναλυθ-ώσι μεταξύ των , ως όταν εpy αζωμε-9-u--επΐ με­
ρικών apiS-ρών.

Μ ετά τάς τοιαύτας γνώσεις επ^στρεφομεν εις 
το προ/ειμενον , τουτεστι αναλαμβόίνομεν ε * των .υπο­
κείμενων. των εξηγημένων εις τό πρώτον τρήμα διά . 
νά τό σπουδάσ<ωμεν περισσότερον, Οντως .9-ελορεν 
φτάσει εις νέας Ποιότητας, κα: είς μέσα του νά μετά·* 
ποιώμεν η νά κατασταινωμεν απλουστερους ' τους 
τροφούς των διαφόρων πράξεων της αριθμητικής.

§, α0<" Θ ε ω ρ ί α  tcov δ ι α φ ό ρ ω ν  σ υ σ τ η μ ά ­
τ ω ν  τ η ς  ά ρ ι θ ·  μ .η σ ε ω ς.

§. 1 1 8 · ΕΓδομεν (άρ. 5 ) τινι τρόπω δια' μέσου 
δέκα ψηφίων εκφράζομεν ολους τους άρι-9-μούς κατά 
μόνην την συνθήκην ? οτι κάθ-ε ψηφιον 3-εμένον εις τα 
αριστερά άλλου εκφράζει μονάδας δέκα φοραΐ'ς με^α- 
λητερας παρ’ αυτό. Πρόκειται δε' ηδη νά δει^ωμεν, 
ότι δυνάμεια παρομοίως νά ^ράψωμεν ολους τους 
αρΐ-9-μους με περισσοτέρους η όλιμωτερους των δ^κα 
χαρακτήρων, αρκεί να ηναι καν δύο, και εν τούτων 
νά ηναι τό μηδέν.

Καλείται εν ys’v^i |3ασις ενός συστήματος άρι·9·* 
ρήσεως, ό αριθμός των ψηφίων, τά ό το ία  μεταχειρί­
ζονται. Τό σύστημα , εις το' οποίον μεταχειρίζονται 
μόνον δυο ψηφία, καλείται σύστημα δυαδικόν ■ εκείνο,

*) *0 Μεταφραστή? " Π. χ , ε'α'ν α πολλαπλασιαστή επί β, γρα- 
ψομεν αβ , καί πα'ντοτε ε’ννοουμεν , ότι ό xptSpoc α πολλα- 
πλασίχζετκι επί του β * δ’αν όμω? πολλ'απλασιχσωμεν 2 επί 
8 , το γινο'^ει-ον ιό  όεν παρρησιά'ζβι ό',τι παρρησια'ςει το' 
<β ' έπε ι ίη  16 ο'χι μόνον σχηματίζεται από 2 χ  8 , α’λλα 
• καί από 4 X 4 ·
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ώτο ojtoTov μεταχειρίζονται τρία, σύστημα τριαδι-

Εις t0$s σύστημα άρι$μησεως άναλογφΥ με το 
fcmntov σύστημα πρεπει χάΒ-s ψηφΐομ 3-εμενον εις τα 
αμστ«ρά άλλον να ε’χφράζτ) μονάδας τδσαις φοραις 
μμιΧτ,τίξας σχεταως είς εχείνας αυτου τού άλλου 
^ ιον, οσας μονάδας εχει η βάσις, τουτεστιν ο άρι5- 
ρβ{ r«v ψηφίων τού συστήματος * ούτως είς το δυα- 
lain σνστημα έκαστον ψηφίον άκον.τα τιμήν άνά δυο 

μιγαλητ:ραν, χα5 -’ δσον στροχωρεΤ μίαν j δυο , 
τριΤς τά£ί:ς κατά τά αριστερά * εις το τριαδιχδν σ υ-  
yTTjpx, η τιμή ενός ψηφίου είναι ανά τρεις φοράς 
ζ^χλητερα* και ε’ν y ivsi είς εν σύστημα, τού οποίου 
υ £ι?ις είναι β , έκαστον ψηφίον άποκϊα τιμήν άπο 
β «? β φοράς μεγχλητέραν. Ό ταν  εΤς αριθμός ηναι

«ιρί κείμενον, τάς μονάδας της οευτερα* 
το ί» εις τά αριστερά των δυο τούτων βυρι  ̂ t  
φηφίον τάς μονάδας της τρίτης *ταξεως> *αι* ν%

' / W v ,  «  xpstav Μ  Ρ

* * ·  ? Η?ν - ς  *  ^  ^  0̂ ς
ριτΐ7»μεν την μονάδά της τριτη  ̂ τα ,.
ΨΑμ .

I  U 9 . Τούτου χ α λ ώ ;^ ^ ^ ζ Ι Ι χ ί Δ η ·  
Ρ» ιίς τον τοόκον toC eVfP·&«» *“  Λ  τ;  »ύ-

^ tiv* προί «ρ*β«τ°Γίτπμα, το οροϊον «αρ5οεχ·σημ-ν· ' ««ταδικον
« « Α φ * . "  μ Ιτβν»«ΡΦ ^ « ·“ φ * ,  d τό σ ό ϊτη μ » , ίΚ  τ® 0 Η
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t %sirrct. . . . .  # * & ·  » ι
i f M t e v * ·  r . ™ “ n ° / u^ a · ,

Oi*X*paxT7'P^ T0U e* ra0txou συστήματος ^
t , 2 , 3 , 4  * 5 ,  6  ^ Ο , ex των  ̂όποιαν ol ?$ *pj. 
rot εχφράξουσι τους εξ πρώτους αριθμούς, *ρω$ί. 
τοντες την μονάδα εις το' ε£ σχηματΛΓομεν τον άμ$. 
μδν επτά, η την μονάδα της δευτερας τά£ειος, ^  
κατά την προσυστα5·εΐσαν άρχη'Λ δύναται νά έκφρασή 
διά 1 0 , επειδή το' Ο μηδέν μη Ιχον εις τον εαυτόν rw 
καμμιαν τιμήν, χάμνεί νά εκφράζη το' ψημόν 1 , ·,’ 
οποίον είναι εις τά αριστερά του επτά απλός μονάδας.

Θετοντες δε' διαδοχικώς ολα τά ψηφία τουαν· 
στηματος εις την πρώτην και δευτε'ραν -9-εσιν, ά̂λο· 
μεν σχηματίσει ολους τους διαδοχικούς άρι3·μούς, τά; 
περιεχομενους μεταςυ επτά η 1 0 , εως εις τον αριθ­
μόν 6 6 .

Ούτος ο’ α’ριθ-μο'ς γράφεις, μετά την εις αυτοί 
πρόσ3·εσιν νέας μονάδος,' 5-ελει αποτελεσει εξ μονά, 
δας της δευτερας τάίςεως, πλέον επτά μονάδας τ>χ 
πρώτης, τουτε'στιν επτά μονάδας της δευτε'ρας τάςί. 
ω ς, η μιαν μονήν μονάδα της τρίτης τάξεως, ^πς ϊψ· 
πορει νά έκ φ ρ α σ ή  με 1 0 0 -

Θε'τοντες διαδοχικούς εις την πρώτην, δευτερ, 
κα\ τριτην τ ά ς ιν ,'τ ά  διάφορα ψηφία του συστήματος 
σχηματίζομε^ ολους τους διαδοχικούς αριθμούς τά; 
περιεχομε'νους μεταξύ του 1 0 0  και του 666·

Συλλοριζόμενοι επι τούτου του τελευταίου άμ$· 
μου ως επι τού 6 6 , φ^-άνομεν κατά πρώτον εις τάνρ 
ναδα της-τετάρτης τάξεως , ητις .δ-ελει εκφραστή με 
1 0 0 0 . Μ ετά ταύτα συνά^ομεν διαδοχικώς ολους τον; 
οιαδοχικούς άριθ-μους τούς περιεχομενους άπο' το 1000 

β»ς εις τον εκφραζομενον αριθμόν διά 6 6 6 6 , κώ οντ» 
*°°ς 8ι$ το άπειρον.
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Ex τούτου βλέπομεν, δη  ολοιοί ακέραιοι apt#* 
pot δννανται να ’̂ραφ3·ωσιν εις τούτο τδ συστημα* 
ιά οκοΐόν χαιάν ηναι αποδεκτόν σύστημα, αϊ μονάδες 
τέν Ομορων τάξεων παρασταινονται αμοιβαίας δια 
1 , 1 0 , 1 0 0 , 1 0 0 0 , 1 0 0 0 0 , -ώ ς εις τό δεκαδικόν 
«ίτφ*·

§. 1 2 0 . Σ . Κ. ειπομεν εις τον άρι$·μον 118 , 
δη το ψηφιον Ο, ητον ψηφιον απαραίτητον εις όλα 
τασνστψατα τα ανάλογα με τό δεκαδικόν σύστημα, 
ηντεστιν εις σύστημα , όπου δ σχετική τιμή ενός ψή­
φον εζαρταται από τον βα#μόν, τον όποιον κρατεί 
«5 τά αριστερά των άλλων * άλλ’ ακριβέστερου ·9·εω- 
ρονντες εδυναμε-S-o. νά τό παραιτησωμεν, πλην τό 
σνστηρια δεν η-9-ελεν είναι τόσον κανονικόν , ως 3-i- 
λορεν δείςει.

Προτεθεισθ-ω π. χ . νά συστησωμεν τό τριαδικόν 
ώετημα, παραδεχόμενοι τά τρία μόνον σημαντικά 
W * 1» 2 , 3.

Οι τρεις πρώτοι αριθμοί ήθελαν ε’κφρασ3·η κατά 
τμπον διά τούτων των ψηφίων.

Διάνα ^ράψωμεν τέσσαρα, πε'ντε και ες, αρκεί 
w ‘/ρόψωμεν 1 1 , 1 2 . 13 . Διά νά εκφράσωμεν δε 
**τα, οκτώ , εννέα, δέκα, ένδεκα, δώδεκα, γράφο- 
Ρίν 2 1 , 2 2 , 2 3 ,  31 , 3 2 ,  3 3 . Παρομοίως 1 1 1 , 
)12» 113, 121 , 122 , 123 εχφράζούσι δεκατρι'α, 
®Λχτ»Γσαρα, δεκαπέντε, 1 δεκαε£, δεκαεπτά, δεκα-
οκτώ.

Δεν είναι, άνάμκη νά έκτανθ-ώμεν περισσότερόν 
tava ζαταλάβωμεν την δυσχ'έρβιαν τούτου του συ- 
^τψατος. Το' πρώτον του ελάττωμα συνισταται εις 
το οτι αί μονάδες της ίδιας ( τά£εως εκφράζονται με* 
Χρ̂ πον διαφορετικόν· ούτως εις τό 13 και 23 το ψη̂  
?ι'ον 3 έχφράζει μονάδα δευτε'ρας τάζεως , χα^ώς τα
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τούτον τον αριθμόν, τό εν εις τα αριστερά του άλλον.
§. 121 . Ή ακριβής συμφωνία, ητις υττάρλ*Λ 

μεταξύ της ονοματολογίας των api-S-μων, και τον τρό. 
που τον μράφειν αν τους όιά ψηφίων εις το δεχαβαη 
σύστημα, μάς κάμνει μέ ευκολίαν να τους εκφράξ»μ«ν, 
χαι όιά νά είπω ούτω , υπό την υπα^όρευσιν είς η,* 
χοινην γλώσσαν. Ά λ λ α  οεν ακολουθεί το αυτό εις ά 
ά λλ α  συστήματα , τά οποία οεν παρρησικξουσι μ* 
jjttav συνάφειαν με' την παρούσαν ονοματολογίαν.

Πρόκειται π. χ . νά γράψωμεν τον αριθμόν τμι·’ 
κόσια εξήντα εννε'α, εις ,τό επταόικόν σύστημα Ervs 
όύσκολον πρότερον νά μνωρισωμεν, ποΤα είναι τά ir.· 
τηόϋα ψηφιά εις τό νά εκφράσωσι τάς μονάόας 
πρώτης, οευτερας και τρίτης κ. τ. λ. τάξεως, ά? 
οποίας ο' όεόομενος αριθμός περιεχει* άλλ’ srrston ον- 
τος ο αριθμός γραφόμενος όιά ψηφίων εις τό όεηόαπ 
σύστημα άγεται εις 5 0 9  , επεται, ότι το ζητηματ«· 
το εξαρταται άπό τό άκόλου-2-ον, τό οποίον είναι»· 
λυ πλέον γενικόν.

Αριθμού εκφρασμένου εις γλώσσαν κοινήν, η 
^ε^ραμμβνου εις το όεκαόικόν σύστημα, νά μετα^ρ 
σωμεν το'ν αυτόν τούτον αριθμόν εις σύστημα, τον 
οποίου η βάσις είναι β.

Διάνα  το λυσωμεν, παρατηρούμεν, on «σκά 
χρειάζονται β μονάόες της πρώτης τάξεοο;, Λ* ά
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σχημαπσ-9·/) μια, μονάς της Δευτέρας , τοσάκις Q δε­
δομένος αριθ-μός περιέχει τον apiS-μόν β , όσας μο- 
νάόας περικλείει της δξντερας τά,ξεοος του συστήματος 
β , τουτεστιν , on  διαιρονντες τούτον τον άρι-9-μόν 5ιά 
του β , -ϊελομεν εχει πηλικον εχφράζον μονάδας της 
όευτερας ταχέως , το 5s υπόλοιπον, τό ο'ποΤον άνα/- 
καιως θ-ελει είναι μικρότερου του β , -9-έλει εκβράζει 
τάς μονάόας της πρώτης τά£εως του ξεγραμμένου 
αριθμού εις τό σύστημα, του οποίου η βάσις είναι β. 
Παρομοίως, επειόη β μονάδες της οευτέρας τρ,ξεως του 
συστήματος β , σχηματιζουσι μιαν μονάόα της ταιαυ- 
της τάξεως του ιόιου συστήματος, εάν όιαιρεσωμεν 
τό πηλικον, τό οποίον εκφράζει τάς μονάόας της όευ- 
τε’ρας τάςεως 5ιά του β , τό νεον πηλικον , τό όποιον 
λαμβάνομεν, εκφράζει μονάδας της τρίτης τάίςεως, 
και τό υπόλοιπον πάντοτε μικρότερου του β ,  ·!τέλει 
περικλείει τάς μονάόας της όευτέρας τά^εως του αριθ­
μού του ξενραμμένου εις τό σύστημα, του οποίου η 
βάσις είναι β , και ουτω καθ-εξης.

Έ κ  τούτου βλεπομεν, ότι 5ιά νά περάσωμεν εκ 
του όεκαόικου συστήματος εις τό σύστημα , του οποίου
η βάσις είναι β, πρε’πει. 1 °̂  Νά Οιαιρεσωμεν τον όεόο- 
μενου αριθ-μόν 5ιά της βάσεως του νέου συστήματος 
γραμμένου εις τό σεκαόικόν σύστημα , εκ του οποίου 
έχομεν υ'πο'λοιπον, τό οποίον ξράφομεν κατά μέρος, 
ως εκφράζο'/τάς μονάδας .της πριότης τάζεως εις το
νεον σύστημα. 2  ' Να οιαιρε'σωμεν το συναγόμενου 
πηλικον 5ιά της ιόιμς βάσεως , έκ του οποίου έχομεν 
υπόλοιπόν τ ι, το' .οποίον ξράφομεν εις τά αριστερά 
του πρώτου ως έκφράζον μονάόας της 5ευτερας τα­
χέως. 3 °ν Νά όιαιρέσωμεν τό δεύτερον πηλικον όιά 
της ίδιας βάσεως, και νά ξράψωμεν τό τρίτον λαμβα-
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νόμενον υ’πόλοιπον εις τά αριστερά των όυο προτε·9·εν* 
τω ν, ε’πειάη εκφράζει μονάδας της τρίτης τάζεω ς, καί 
νά ε£ακολου5ώρεν ταντας τάς πράξεις , εως ου νά φ5ά~ 
σ cop εν εις πηλίκον ελασσον της βάτεως του νέου συα- 
τηραχος. Το' τελευταίον ά$ τούτο πηλικον εκφράζει 
τάς μονάδας της ανωτερας τάζε ω ς , και γράφεται 
τότε  εις τά  αριστερά όλων των άιαόοχικων \ηφ$-εντο:ν 
υπολοίπων.

"Ας ε’φαρρόσωρεν τούτον τον κανόνα εις τον 
αριΑρόν τριακόσια εξήντα εννεα χ) 3 0 9 , τον οποίον 
προ'κειται νά ρεταφράσωρεν εις το επτα^ικόν συσ-
τημα.

Ζ 6 θ )f J7

/5 2 ?  71 9 / '—s 
5 \ 3 \  7 ^

ο)
(1 0 3 5 )

Διαιρουντες 3 6 q όίά 7 ευρισκορεν πολικόν 52 
κα'ι υπολοιπον 5 ? το' οποίον' γράφομεν κατά μέρος , 
καί το οποίον εκφράζει τάς μονάδας της Πρώτης τά ­
ξ ε ι ς  εις το' νεον συστηρα.

Διαιρουντες 52  &ά 7 > ευρίσκορεν πηλι/.ον 7 
κάί υπολοίπου 3 , το ο'ποίον εκφράζει τάς ρονάοας 
τος άευτερα; τάξεως , καί γράφομεν εις τά αριστερά 
του ψηφίου 5 .

Διαιρουντες 7 άιά 7  ευρίσκορεν πηλίκον i , καί 
Ο υπολοιπον · τούτο φανερόνει, ότι οεν υπάρχουσι 
μονάδες της τρίτης τάξεως , άλλα γράφομεν τό ο  , 
οια νά επεχγ, την 5 εσιν αυτών.

Τέλος πόντιων ε’πειάη το πηλίκον 1 είναι μικρό­
τερου του. 7 , εκφράζει τάς μονάδας της Τετάρτης τά­
ξεως , ο δε αρι$·μδς μεταφραζόμενη εις το' επταάικόν 
αίατημα' άγεται εις ( ΐ0 3 5 ) .



TUN A Γ I θ Μ il N. 237

Βυρισκομευ παρομοίως , ort ο αρι-9-μός 5 3 4 7  με­
ταφράζεται εις το οκταόικόν σύστημα, τουτεστι γρα­
φόμενος με τά ψηφία 1 , 2  , 3 ,  4* 5 ,  6 , 7 , 0 ,  
όι'όει εις το ν'ον  σύστημα (1 2 3 4 3 ).

3347 ) 8

(1 2 3 4 3 ) .

Π α ρ α τ η ρ η σ . ι ς .  'Η βάσις του νέου συστήμα­
τος είναι ενίοτε μεγαλητόρα  του 10 η της τού όεκα- 
<5ιν.ου συστήματος.

Ε ις ταύτην την ττεριστασιν πρεπζι νά κάμωμεν 
μιαν μικραν μεταβολήν, 0ιά νά άξωμεν την πρά£ιν 
εις το'ν κανόνα.

"Ας ε’κφρασύ·^ π. χ. ο' άρΐ-9-μός 8423 εις τό ύω- 
όεκαύικο'ν σύστημα , η ειςτό σύστημα ύωόεκα ψηφίων.

Τά ψηφία τούτου του συστήματος είναι 1 , 2 , 
3 ,  4»f S,  6 ,  7 ,  8 ,  9 ,  α , β' ,  ο. (μεταχειριζο- 
μεθ-α εκ συνύ-ηκης τά όύο ταύτα γράμματα α", β ', 
ύιά νά σημειόνωμεν τούς αρι-9-μούς όεκα και ενύεκα).

12

01)__(
01
—  ι 
5 )

Της βάσεως όωύεκα ε’/φρασθ-εισης ύιά 1 2  εις 
τό όωόεκαόικόν σύστημα, ύιαιρουμεν 8423 ύιά 1 2 , 
όιά της οποίας πράζεως ευρισκομεν μηλικόν 701 και 
υπόλοιπον 1 1 , το' όποιον εκφράξει τάς μονάδας της 
πρώτης τάζζοτς τού νέου συστήματος·,. αλλά 1 1  ^ραμ»

8 4 ^ 3 ) 
0 2 3 )7

7 7 )1/

54 ( 6 6 8  ̂J i
67 ί 2 8  8 5 | 8 

3 /  4>' 3170, 8
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μενόν είς το δεκαδικόν σύστημα σημαίνει ενδεκα , και 
επομένως στρβ-π-εε νά εκφρασ-S-fl διά β' είς το δωδεκα- 
δικόν σύστημα. Γράφομεν λοιπο'ν κατά μέρος οχι -πλέον 
1 1 , αλλά β ' , ως ε’κφράξον το' ψηφιον των μονάδων 
της πρώτης τάξεως.

Παρομοίως είς την τριτην διαιρεσιν, σννάγομεν 
υπο'λοιπον 1 0  η δέκα , το όποιον εις το νε’ον σύστημα 
ε’κφράξεται διά α* Γραφομεν λοιπόν α εις τά  αριστε­
ρά των δύο ηδη ευρεθώντων ψηφίων. Κυρίσκομεν ούτως 
( 4 <ώ5 β )  τον ζητούμενον αριθμόν μεταφρασθεντα εις 
το  δωδεκαδιχόν σύστημα.

§. 1 2 2 . Άντιστρόφως, άφ> ού γράψ$-η οποιοσ­
δήποτε αριθμός εις σύστημα , τ ο υ  οποίου η βάσις 
είναι β ,  δύναται νά προτεθβ το νά ε’κφράσωμεν 
αυτόν εις την κοινήν γλώσσαν, η , το οποίον είναι 
το αυτό, νά μεταφράσωμεν αυτο'ν εις το δεκαδικόν 
σύστημα·

Έ σ τω  εν γενει . . . ....................θηξδ^α είς
αριθμός γραμμένος είς το σύστημα από β ψηφία, α, 
ν» δ , ξ  . . . . . .  . εκφράξουσι τάς μονάδας της
πρώτης, δευτερας, τοιτης και εφεξής τάξεως. Έ πετα ι 
εκ τνίς θεμελιώδους αρχής, συσταθεισης εις τον αριθ­
μόν 1 18  , οτι το ψηφιον το σημειωριενον διά τού y 
ε’κφράξει μονάδας β φοραΐς μεγαλητερας παρά εάνητον 
μόνον του * λοιπον η σχετική του τιμή είναι ίση με το' 
γινόμενον του γ  επι β , και δύναται νά παρρησιασθ?) 
(αρ. I l l )  διά γ Χ β  η απλώς γβ. Παρομοίως το' ψη­
φίο ν δ εκφράξει μονάδας β φοραΐς μεγαΧητερας απο' 
τό ψηφιον γ . ούτως η' σχετικητου τιμή είναι ίση με 
τδ γινόμενον τού δ ε’πΐ β X β η β 2 , και δύναται‘νά 
έκφ ρασή  διά δβ2·.
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Ευρισκομεν παρομοίως-, ότι ζ]33 , yj/3̂  , 5·]3 5 . . , . 
$Γναι at σχετικαι τιμαι των άλλων ψηφίων * λοιπδν ο 
ζητούμενος aptS-μος εχει εκφρασιν

α4-β /+ δβ24-£/33+ ^ + · 9'β5+ ’ X- τ. λ. . . . ,
Hat διδοντες εις την βάσιν β , και εις τά ψηφία 

a , / , <3 > £ . . . . μερικάς τ Εμάς , -9-ελομεν εκτε- 
λεσει εις το δεκαδικόν σύστημα ολας τάς άρι-5-μητικάς 
ερ/ασιας, τάς οποίας παρρησιαζει η τοιαύτη εκφρασις, 
και ούτω συνά/ομεν το'ν εις ταυτα τά μερικά δοθ-εντα. 
άνταποκρινόμενον αριθμόν , κα'ι μεταφρασμένον εις’ το 
δεκαδικό'ν σύστημα.

ΙΙροκεισθ-ω π. χ. ο αριθμός (4 3 0 1 ) /ραμμένος 
εις το' σύστημα το οκταδικον, νά τραπεί εις το' δέκα* 
δικόν σύστημα. 'Ο άρι-9-μδς ουτος κατά την προ τέραν 
εκφρασιν δύναται νά λά/3  ̂ την ακόλουθον μορφήν.

7 + 0 Χ 8 + 3 Χ 8 2 + 4 Χ 8 3*
Εχομεν κατά πρώτον 7 * ♦ « =  7

κ α ι ............................................6X 8 · . 48
μετά ταυτα 8 2ώ η 8 χ 8 = 6 4  * λοιπδν 3 Χ 8 2

—3X 6 4^· ♦ * · * * ■ * * * =  19*
τέλος πάντων 8 3= 0 4 Χ 8 = 5 1 2 *  λοιπον 4Χ

......... ........ ........................................................= 2 0 4 8
προσ-S-̂ τοντες τούτους τούς αριθμούς ευριάκομεν 22Q5.

Το κεφάλαιον 22Q5 είναι η τιμή' τού (4 3 0 7 )  
μεταφρασμένου εις το' δεκαδικόν σύστημα.

Λυνάμεθ-α νά βεβαιιόσωμεν τη'ν ακρίβειαν ταύ- 
της της πράξεως διά τού κανόνος τού αριθμού 121 ‘

22Q5j 8
69  ( 2 8 6  ̂ 8

55 t 46) 55)  8 
l )  ό) ~3)  4

(4 3 0 7 ).
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’Αντιστρόφων, τούτο εόω βεβαιουται όιά του παρ­
όντος κανόνος , τον οποίον εκφράζομεν, ως άκολου*
•3-εΐ-

Σ χημάτισε  κατά πρώτον τάς όιαφορεηκάς όυνά- 
μεις της βάσεως β , /οαμμενας εις τό όεκαίικόν συ- 
ο'τημα, πολλαπλασίασε μετά ταυτα όλα τά ψηφία
.............................a, y, δ, ζ, τι, S - ................./ραμμε'·
να παρο/χοιως εις τό όεκαόιχον σύστημα, αμοιβαίας 
δια των άρι3·μών 1, β, β2, β 3, β4, β5 . . . . και 
μετά ταυτα πρόσ- ε̂ς ολα τά μερικά γινόμενα, και 
όντως ·$άλεις εχει τον ζητουμενον άρι3·μόν.

Προκεισ3:ω προσέτι αριθμός (4α< 5β ) /ραμμένος 
εις τό όιοόεκαόικόν σύστημα (ιόε άρ. Ι 2 ΐ )  νά έκφρα­
σ ή  εις τό δεκαδικόν σύστημα (τά /ράμματα α και β' 
«κφράζουν τους άρι-9-μους όεκακαι ενόεκα). Ό  αριθμός 
ουτος βάλλεται κατά πρώτον υπό την μορφήν.

11-f 5Χ 124-10Χ122+ 4 Χ 1 2 3
'Ο θεν εχιμεν.

................................................ 11 ~  - 11
.............................................  5 χ ΐ α  =  . 6 ο

5 ^ ΐ α 2 = 144* οθ-εν ΐοχ ΐ22=  . 144Χ *0  ==.1140
4 *ν 1 2 3 = 1 4 4 X i2 = 1 7 2 8  * λοιπόν 4 Χ 1 2 3= .0 9 1 2

8423.
Λοιπόν (4«-/ 5β/) ισοόυναμεΐ με 8423 /ραμμίνον εις 
τό όεκαδικόν σύστημα.

Σ. Κ. Ή εκφρασις αΗ-/β4-όβ24'ζβ3·+ηβ44'·9·β5 
κ.τ.λ. . . . καλείται εις την αλ/εβραν τύπος, επει- 
όη ουτος περικλείει υπό σύντομον μορφήν τό σύστημα 
τών αριθμητικών πράξεων , αίτινες πρεπει νά ε’κτελε· 
σθώσιν ε’πι τών όιαφόρων αριθμών * όιά νά λνσωμεν 
/ενικόν τι ζητημα, και νά όυνηθώμεν νά εζάζωμεν 
ολους τους αριθμούς, όταν εχωμεν ζητήματα του ίδιου

6V

0V
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βΓδονς, των οποίαν η εκφρασις διαφέρει μόνον κατά 
τάς άρι·$·μητικάς τιμάς των δοθώντων.

§. 1 23* 0 1  'προηγούμενοι δύο κανόνες μας αγου- 
σιν εις τρίτον άλλον -πλέον μενικόν, οστις εχει σκοπόν 
να φερΧΐ αριθμόν τινά όποιο'υδήποτε συστήματος, τον 
οποίον η βάσις είναι β , εις άλλο σύστημα, τον οποίον 
η βάσις είναι γ.

Πέρασε τον δεδσμένον apt-9-μόν εκ του συστήμα­
τος β εις το σύστημα το δεκαδικόν , κατά τον κανόνα 
τον αριθμού 1 2 2 . Μετά ταύτα από τό δεκαδικόν σύ­
στημα εις το σύστημα γ , κατά τον κανόνα τού αριθ­
μού 1 2 0 * κα'ι ούτως εχεις το' ζητούμενον εξαγόμενον.

ΠΡ ο::είσ$·ω π. χ . νά περάσωμεν τον άρι3·μόν 
(23104) τού πενταδικου συστήματος (ή από -πέντε ψη· 
φια) εις τό δωδεκαδικόν σύστημα.

Λαμβάνομεν κατά πρώτον δια τούτον -τον αριθ­
μόν μεταμορφωτών τα  $ίς τό δεκαδικόν σύστημα 1054> 
μετά ταύτα δια τούτον μεταμορ'φω3·εντα εις τό δωδε- _ 
χαλκόν σύστημα (β*5 α). Ϊ3εβαιόνομεν 6ε την πράξινV  
εκτελούνσες τάς μεταμορφώσεις εις τάξιν αντιστρο- 
φον *).

§. 1 2 4 · 0 & τρόποι, διατώ ν οποίων ε’κτελούνται 
αΐ τεσσαρες θεμελιώδεις πράξεις της αριθμητικής επί 
αριθ-μών γραμμένων εις οποιονδήποτε σύστημα, δεν 
διαφέρουν από ε’κεινας, τάς οποίας εσνστήσαμεν δια 
τό δεκαδικόν σύστημα* μόνον πρεπει νά εν^υμώμε-δ-α 
καλά τον νόμον , όσης υπάρχει μεταξύ τ<ών μοναδοον 
των διαφόρων τάξεων, διά νά ήμπορώμεν κατά την

*) Τουτε'ττι πρκττομεν $ιζ τον αρ^μον (β '5 ζ )  του συττημα-ίος 
γ κατά τον χανονα 122 καί εΰρίσχομιν 1644* Msra" τα,Οτα 
άγοντεζ τοοτον εις το σύστημα τηζ /νασεωι β κατα τον κα­
νόνα τον α*ρι$, 1 3 0 , $ύρισχομ$ν (2 3 Χθ4). Ό  Μεταφρατήί.

1 0
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χρείαν νά τρεπωμεν τά ς μονάδας ο'ποιασόηποτε τά£εως 
εις μονάδας της αμέσως με^αλητερας, η κατιοτερας 
τάξεως,

Λιά νά λάβουν γύμνααιν οι αρχάριοι εις τά  διά­
φορα συστήματα της άρι3·μησεως, 3-ελομεν προτάξει 
εν παράδειγμα εκάστης των τεσσαρων πράξεων, αΐ 
όποιαι πρεπει νά εκτελεσθ-ώσιν εις το δωδεν.αδιαδν σύ­
στημα.

"Ας εν·3·νμγ)3·ώ'μεν δε , οτι εις τούτο το σύστημα 
τά  ψηφία είναι

1» 2» 3 > 4 * 5 » 6 )  7  ̂ 8 , 9 » a , β , 0«
(α ' και β' εκφράζουν άεκα και ενόεκα).

1 ον "Ας ττροστεθ-ώσιν οι άρι-9-μοι 3 7 0 4 α'?β '2950 , 
27/3V5, 4Baj3f.

Κατά πρώτου ευρισκομεν άιά το' 
άθροισμα των απλών μονάόων τριάκοντα 
£υο, τουτεστι ίυο ίωόεκαόας πλέον 8 
μονάδάς’ ^ράφομεν λοιπο'ν8 εις τον .βα.$~ 
μο'ν των μονάόιον, και κρατουμεν τάς δυο 
διά νά τάς φέρω μεν εις την στηλην των 
μονάδων της όευτερας τάξεως.

Το άθροισμα των περιεχομένων μονάδων εις ταν- 
την την Δευτέραν στηλην είναι 31 , η 2 μονάδες της 
τρίτης τάξεως , πλέον 7 μονάδες της όευτερας ’ ypa* 
φομεν λοιπού 7 » και κρατουμεν τάς όυ'ο, διά νά τάς 
φέρω μεν εις την ακολούθου στηλην.

Και πράττοντες κατά το'ν αυτόν τρόπον επι των 
άλλων στηλών, λαμβάνομεν εςα^ο'μενον Ι5 α ,07δ .

β' β'

3 70 4 α
5/ /β'2 9  5 6 

2  Ίβ'άΐ)5I λ/48 α β 
1&α 678

ον *1
2 "  Έ σ τω  να αφαιρεθ·^ απο' του . .5 α 'θ θ 4 0  
ο αριθμός . . J ..........................47α(3 ββ*

1215 77
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Έπειόη όεν ίυνάρεθ-α να άφαιρεσωρεν το βί η 
1 1 από το 6 > δανειζόμενα από το' ψηφίον 4 ρ α ν  ρο* 
νάόα, ητις ίσο^υναρεί ρε 12 της axoXovVov τάξεως 9 
ώστε εχορεν 1 8 , καί Χεγομεν 1 1  από 18 ρενει 7 · 

ίίερνωντες εις της axoXovVov α<ραύρεσιν, επειόη' 
όεν δννάμε3·α να αιραιρεσο,'ρεν 8 απο' 3 , δανειζόμενα 
μιαν μονάδα από το χατ αριστεράν σηραντικόν ψηιρί'ον, 
όταν ευρίσκεται ρηόενικόν. Αυτή ισοδυν αρεί ρε 1 2  η 
1 1  πλέον 1 της axoXovVov τάξεοις * αύτη ίσοόυναρεί 
ρε' 1 1  πλέον 1 της axoXovVov αυτής τάξεως. Τέλος 
-πάντων αυτή η τελευταία ίσοόυναρεί ρε' δάδεχα άπό 
εχείνας επ\ των οποίων spyαζόμενα, χαι Χεγομεν 1 2  
καί 3 /άρνουν 1 6 , 8 από 15 ρενουν 7.

Ε ις τάς άχοΧούνους δύο αφαιρέσεις , -9-εωρουρεν 
αντ'ί των μηδενιχων αντεισαγμενα τά 1 1  η β', χαι εξα- 
xoXouVoυρεν την πράξιν ούτως εως εις το ΛεΧος , ευ- 
ρίσχομεν δε εξαγόμενον 121577· Τούτο βεβαιονται 
προστι-9-ερενου του ρικροτερου aptS-pou εις το υπόλοιπον. 

’ Ας πολλαπλασίασα^ 3407α  επ'ι 5α'68* 
'Τποθ-ετο,ρεν, ότι εχορεν υπό τά* βλέμματα πί­

νακα πόλλαπλασιασρου ε/τεινόρενον εως εις 11 τι β/9 
τό οποίοι είναι το ρε^αλητερον ψηφίον του συστηρατος.

Λοιπο'ν πολλαπλασιάζορεν κατά πρώτον 3 4 0 7 α 
επ'ι 8 , καί Χεγομεν 8 φοραίς α η όεκα όίόουσιν 80 9 
ογδοηντα , η 6 δωδεχάδες και 8 ρονά^ες της πρώτης 
τάξεως , νράφορεν 8 καί χρατουμεν ό· 3407α
Μετά ταυτα 8 φοραίς 7 όίοουσι πεντη- δα 'όδ
κοντά ε ξ ,  καί 6 τά κρατη-9-Ιντα, κά- 2 2 8 5 2 8
ρνουσιν εξηχοντα δύο, η 5 μονάδες της ιδΟ οβ’Ο 
τρίτης τάξεο^ς καί δύο της δευτερας , 294664
τάς οποίας γρά<ρομ$ν εις τον βαθ-ρόν τού* 1 ^8332  
των των μονάδων ’ χρατουμεν δε 5 διά 1^7008828  
νά τάς ψερωμεν εις τό γινόμενον των ρο-

ι6  *
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νάδων της τρ/της τά£εως. Έ|ακολου.9·ουντες οντω 
την εργασίαν λαμβάνομεν μερικόν γινόμενον 7 2 8 5 2 8 * 
όσον δε' διά τά γινόμενα τόν πολλαπλασιαστέου επϊ 
τά  άλλα ψηφία τον πολλαπλασιαστον , άποδειχνομεν 
διά συλλογισμών αναλογών, με τούς οποίους εκφράσα* 
μεν (άρ. 1 2 1 ) διά το δεκαδικόν σύστημα, ότι πρέπει 
και εδώ νά πολλαπλασίασα*μεν διαδοχικώς τόν πολλά* 
πλασιαστιαστεον εψ έκαστον τών ψηφίων τον πολλά* 
πλασιαστον, θεωρούμενων ως απλών μονάδων, και 
νά μράψωμεν τά  γινόμενα υπό τό προη^ουμενον, προ- 
χωρονντέςτα μιαν τάξιν πρός τα  αριστερά, και τέλος 
πάντων χροσθετοντες όλα ταντα τά γινόμενα, ευρισκο- 
μεν τό ολκόν γινόμενον 1 7 7 0 0 8 8 2 8 .

4 ον* Βεβαιόνομον δε ταντην την πράξιν διά της 
διαιρεσεως * προς τούτο άρχει νά διαιρεσοομεν τό λη- 
φ·9·εν γινόμενον δι ενός τών παραγόντων . π. χ . τον 
5 α 6 8 .

1 7 7 6 0 8 828  
ΐβ 'α Ο β  

3α 'θ82  
4 « 9 6 8  

0000

5 α 6 8
5 4 0 7 »

Διά νά ενρωμεν τό ψηφιον των ανώτερων μονά­
δων τον πηλίκου, πρέπει νά λάβωμεν τά πρώτα πέντε 
ψηφία εις τά αριστερά του διαιρετέου , και νά διαιρ:· 
σωμεν 1776ο διά 5 α'ό8 , διά τούτο ζητοϊμεν 
εις τό 17 τη 19» «οσάκις εισέρχεται τό 5* εισ­
έρχεται δέ τρεις φοραΤς. Λοιπόν γράψομεν 3  εις τό 
πηλικον. Πολλαπλασιάξοντες τόν διαιρέτην διά 3 » και 
αφαιρουντες τό γινόμενον έκ του πρώτου μερικόν διαι­
ρετέου, λαμβάνομεν υπόλοιπον ΐβ'α'ο , τό όποιον άκο*
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λου-9-ούμενον ax του ψηφίου 8 9χ δίδει ΐβ 'αΟ β  , δεύτε­
ρον μερικόν διαιρετέον, επι του οποίον πράττομεν, ως 
ε.π'ι του προηγουμένου.

Διαιρούντες ΐβ 'α 'οβ  διά 5 α 68  η 1/3' διά 5 » τον- 
tscttc 23 διά 5 εχομεν πηλίκου 4 ,  το όποιον γράψομεν 
εις τό  δε£ιά του προηγουμένου , και υπόλοιπον 3 α'θ* 
και επειδή καταβιβασ-9-έντος του ακολού-8-ου ψηφίου , 
ό νέος μερικός διαιρετέος 3 α 08 δέν περιέχει το'ν δι­
αιρέτην , ^έτομεν Ο εις τδ πηλίκου, και κατεβάζομεν 
το' ψηφίου 2  του διαιρετέου, ώστε συνάγομεν 3α 'ο82  
νέον μερικόν .διαιρετέον.

Και ε’κτελούντες επί τούτου , ως επί των προ­
ηγουμένων. ευρισκομεν πηλίκον 7 » και υπόλοιπον 4 * 9 6 . 
Τέλος πάντων καταβιβάζουτες το' 'τελευταίου ψηφίου 
του διαιρετέου, καί- διαιρούντες 4 α 0 96 8  διά 5α 'ό8 
ευρισκομεν α πηλίκου, κα'ι ο υπόλοιπον.

Λοιπόν 340  7 α’ είναι τό ζητούμενου πηλίκου * ).
'Τποχρεόνομεν δέ τούς αρχαρίους νά ^υμνασ-^ωσι 

και με όίλλα παραδείγματα λαμβανόμενα κατα'τυ’χην, 
και ε’πι διαφόρων συστημάτων, μάλιστα επι των δύο 
τελευταίων ε’ρ^ασιων. 'Η τοιαύτη ^ύμνασις ·9·έλει τους 
γυμνάσει εξαίρετα είς τόν υπολογισμόν.

§. 125· Τό ζητημα τού άρι-9-μού 123, τό όποιον 
εχει σκοπόν νά πέρασή αριθμός τις από οποιονδηποτε 
σύστημα β είς εν άλλο σύστημα γ , δυ’ναται να λυ-3^

*) 17760 iiarpsirai Jia toJ ςα'ββ· Οντως 5 εις 17 δίδει 3y ποΑ· 
λαπλατίαξομεν 3 ί’πι 5*’68 * πρχττομεν δε ούτως* 3 φοραΐς 
8 όιόει ^4 η 2 όωίεχαόες' 3 φύρχίζ 6 ί/ίεΐ ΐ8  καί 2 όι’όει 20 
δωίεκασ«ς , η 1 μοναίχ της τρίτης τα|εω< , χχϊ 8 δωδεχχδχι · 
3 φ.ορχΐζ οι δίδει 3θ της τρ/της τα'^εως χα< 1 τό χρατη$εν σχη­
ματίζουν 3 ΐ  η '2 της τέταρτης χαΐ 7 τρίτης · πχλιν  3 ψο- 
ραις 5 χχ’μνονν ΐ 5 της τέταρτης , χαΐ 2 τά χρατη^εντ* χα- 
μνονν \η  η 1 της πέμπτης, χαΐ 5 της τέταρτης, ωοτε τό 
γινόμενον είναι 1578ο, Ό  Μεταφραστής.
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κατ’ εύ·5·εΤαν, τουτεστι χωρίς νά εχωμεν άνάμκην να 
περάσωμεν κατά προοτον εκ του συστήματος β εις το 
όεκαόικόν σύστημα , και μετά ταυτα απο τούτο εις το 
σύστημα γ. Αρκεΐ τω οντι νά μεταφράσωμεν την^|3ά* * 
σιν μ εις το σύστημα β « και νά εφαρμόσωμεν τον κα­
νόνα του αρι3·μου 1 2 1  εκτελούντες τάς πράξεις εις το' 
ιοιον σύστημα.

Ούτως όιά νά απεράσωμεν τον (2 3 ! 0 4 ) (op& αΡ· 
125) του πεντάρικου συστήματος εις το' οωοεκαΟικον , 
πρεπει (άρ. 1 2 ΐ )  νά σιαφεσωμεν 23104 όιά 2 2  η 
όωόεκα μραμμενον εις το' πενταόικόν σύστημα, και νά 
κάμωμεν την όιαιρεσιν εις τούτο το σύστημα * εντευ-
5-εν λαμβάνομεν υπόλοιπον, τό οποίον 3-sA$t εκφράξει 
τάς μονάόας της πρώτης τάξεως εις τό όωάεκαόικον 
σύστημα, και πηλικον, τό ο'ποιον όιαιρουμεν ακόμη 
όιά του άωόεκα η 2 2 , άιά νά εξάξωμεν τάς μονάόας 
της όευτερας τάξεω ς,' και ούτως εφεξής *).

Έπειόη 3$λομεν να τρεψοψεν τον αριθμόν του συστήματος β 
£tς αριθμόν συστήματος γ ,  είναι φανερό'ν, ότι εαν θεωρησυψεν 
τον αριθμόν τοϋ συστήματος β ηγμενον εις όϊιλας μοναόας , 
χ»ΐ ίιχιρεσωμεν αυ’τα'ς fox τοΤν μοναίων, τας όποιας περιεχει 
η βασις γ ,  θελομεν εΰρεΓ πηλάον ε’χφρινον μοναόας γ  φορχΓς 
μεγαλητερας από τας απλα< μοναόας, τουτεστι μοναόας τής 
ίδυτερας τά£εως τοΰ συστήματος γ ,  καί τό υπόλοιπον /τη σχη- 
τιζον γ μονχόχς , θελει εκβράζει τας μονα’όας τη< ττρωτης τα- 
ξεως του συστήματος γ. Έα’ν τώρα όικιρε σιομεν τό εΰρεθέν 
πηλικον, η τας μοναόας της ίδντερας τάξεως . ίια του

•  I J ' « r  ) V ν' ̂ Α’'- '  <j ^  Γ * '  1 * 7. ρ ' "  ^  ν'*!, i W r  γ  ν  j/w>r * »

ξεων του , όια’ τοΰ όιαρετου , οστις εχει τονάζ μονάδας, oVa 
ψηφία εχει τό συσττμα. γ '  επείόή ί ιχ  ν« όιαιρεσωμεν α’ριθμόν 
&’ άλλου είναι α’ναγχη να γρα'ψωμεν τό» όιχιρετεον χαΐ άαιρε*
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Δεν προχωρνυμεν περαιτέρω εις ταύτας τάς <π·ρά.- 
ξεις, etc οποίαι δε'ν -προσφέρουν καμμιαν δυσκολίαν.

§. 120. Γ ε ν ι κ ή  -ή a ρ α τ η ρ η σ ι ς. Το δςυδε- 
χάδικον σύστημα -προσφέρει καποιαν οιφελειαν επάνω 
εις το δεκαδικόν σύστημα, ε’πειδη η βάσις του δώδεκα 
περιεχει μεμαλητερον αριθ-μον παρανόντων άπό τό 1 0 . 
Τώ όντι δώδεκα διαιρείται διά 2 , 3 , 4 » 6 , ενώ οι μό-

' / ~ r  \ ν „ 'νοι παράγοντες του 1 0  είναι το 2  και 5 ·
Μ ’ δλον τούτο είναι αδύνατον νά άντεισά^ωμεν 

το' δω δέκα δικόν σύστημα, η κά9·ε άλλο αντ'ι του δεκα­
δικού , χωρίς νά άντικαταστησιομεν αντ'ι της παλαιας 
ονοματολογίας μίαν νεαν αναλομοιτεραν "εις τδ παρα­
δεχτή σόμενον σύστημα, και ε’κφράζουσαν ευκολοίτερον 
τούς διά ψηφίων μεμραμμενους αριθμούς.

(“) ελομεν δε πολλάκις ιδεί, δτι αι πλειοτεραι 
ιδιότητες άφ’ οσας άνεκαλύψαμεν των apt3-μων, είναι χ 
πάντοτε αληθείς, οποιονδηποτε και αν ηναι το συστη* 
μα, τδ οποίον παραδεχόμενα. Μερικαι 3-ελουν φαν-β, 
ότι ανηκουσι μόνον ειςτδ δεκαδικόν σύστημα* αλλ αι 
ανάλογοι τούτων υ'πάρχουσιν επίσης και εις τα αλλα 
συστήματα.

Ή  χρησις των νραμμάτων του αλφαβήτου προς 
παράστανιν των αριθμών, είναι πολλά' επιτήδεια εις 
τό νά ε£ά£ωμεν την γενικότητα τούτων των ιδιοτήτων, 
επειδή δυνανται νά παρρησιάζωσιν αριθμούς προφερο-

την δια' ψηφίων, καί οντοι τον tjiaipsrioy γραμμε'νου ει( το σύ­
στημα β , «ναγχη civai να γραψωμεν χαί τον διαιρέτην με τα 
ψηφία του ίδιου συστήματος , τουτεστι τον αριθμόν , οςτις εκ­
φράζει ποσά ψηφία εχ$ι  το άλλο σόστημα , η τον οστ« εχε ι  
τοσ«ς μονάδάς , oVa< εκφράζει η βασις γ. Οντως λοιπον, apt^- 
μον τινα τον πενταδικον σ-νστηματος , θελοντες να τρεψωμεν 
ειο το δωδεχαδικδν σύστημα, πρεπει να γραψωμεν το 12 δια 
των ψηφίων τον πεντχδικον συστηματοι , η εις το πενταδιχον 
σύστημα , ηγονν δια 22, Ό  Μεταφραστής.
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μένους, η ε’κφραζομίνονς εις όποιονόηποτε σύστημα, 
αρι 3-μησεως,

§. β'. Ά  ρ χ  α ι λ s ρ ι τ ο υ  π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ο ύ  
κ a t  τ η ς  Δ ι α ι ρ έ σ ε ω ς .

Δ ι α ι ρ ε τ ό τ η ς  τ ω ν  a p t$ -μ ων.

§. 127 . Άπεόειβαμεν ηόη εις τον άριβ-μόν 25
και 20  1  °ν οτι το' νά πολλαπλασιάσωμεν αριθμόν 
επι γινόμενον δυο η περισσοτέρων παραγόντων, είναι 
το νά πολλαπλασιάσωμεν τον άριθ-μόν τούτον εψ έκα­
στον των παραγόντων όιαόοχικώς.

2 Ο τι το γινόμενόν ουο αριθμών είναι το αυ­
τό , εις οποίαν τά£ιν εκτελεσ-9·^ ο' πολλαπλασιασμός.

Μ ’ ολον ότι οι συλλογισμοί εσαφηνισ-9-ησαν όιά ’ 
μερικών αριθμών , είναι όμως επίσης γενικοί, και δια 
νά τους βεβαιωθώ μεν , αρκεί νά τους ε’παναλάβιομεν, 
γράχοντες τους διά των γραμμάτων α, β ,  γ ,  δ ♦ . .

Πρόκειται λοιπόν μόνον νά βεβαιώσωμεν την 
ακρίβειαν της όευτέρας προτάσεως, ο ποιος κα'ι άν ηναι 
ό αριθμός των παραγόντων , τους όποιους μέλλομεν 
νά πολλαπλασιάσω μεν μεταξύ των.

Κατ άρχάς άς παρατηρησωμεν, ότι εάν εΓχαμεν 
νά πολλαπλασιάσωμεν αριθμόν τινά Ν  επι 0 ,  και νά 
πολλαπλασιάσω μεν μετά  ταυτα τό εξαγόμενον γινόμε­
νον επι γ , επρεπε παρομοίως νά πολλαπλασιάσωμεν 
κατά πρώτον τό Ν  επι γ , και μετά ταυτα τό ε£α^ο- 
νον γινόμενον επι |3.

’Ή  κατ’ άλλον τρόπον, εις ενα πολλαπλασιασμόν 
περισσοτέρων από όνο παράγοντας, όυνάμεθα νά αλλα- 
ξοιμεν την τά£ιν των όύο τελευταίων πολλαπλασια­
σμών, χωρίς νά αΧΧάξωμεν τό γινόμενον.
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*Η ίεά νά ο'μελησωμεν άλγεβραίχως Ν χ β χ γ = :  
NXyXp· τ «  οντι προκύπτεε έκτης -προεερημενης στρω­
τής αρχής, o n  Ν χ β χ ^ =  Ν χβ μ  (το βμ εχφράζει το 
εκτελουμενον γινόμενον δύο αριθμών β κα'ε γ , (ορα. 
S . Κ. του αρ. i l l ) ,  αλλα κατά την Δευτέραν αρχήν, 
Ιχομεν β γ~ μ β , λοιπόν Ν χ ]3 χ μ =  Ν χ ^ β , η κατά την 
«ρώτην αρχήν Ν χ β Χ μ  =  Ν χ μ χ β  , οπερ Ιδεε δειξαι.

Έ κ  της -παρεμπεσοΰσης ταυτης ττροτάσεως, καε 
εκ της ττροτάσεως, οτι το μενομενον δυο άρεθ-μών εε'ναι 
το αυτό' εις ο-ποεανδη-ποτε τάξεν , καε εφεξής . . . . . 
με ευκολίαν εξάμομεν την ε’δεάν σιρότασεν κα'ε δεά τρεες, 

>Εστωσαν α , β , μ οε προβαλλόμενοι dpiS-μοί. 
Α έγω , οτι εχομεν αβγ= ζβαγ — βγα =  γβα= .γαβ

°7β.
Τ ω  οντε το δεύτερον γινόμενον είναι εσον με το 

πρώτον , κατά την δεά δύο παράγοντας πρότααιν * το 
τρετον εεναε εσον με το' δεύτερον, κατά την τταρεμ- 
πεσονσαν προτασιν * το τέταρτον εσον με το' τρετον κα­
τά  την δεά δυο-παράγοντας πρότασεν * το πεμτττον,εεναε 
εσον με' το τέταρτον, κατά την παρεμπεσουσαν-πρότα- 
σεν. Τέλος -πάντων το εκτον εεναε εσον με το' πίμπτον* 
κατά την πρότασιν δύο παραγόντων. Λοι-πο'ν ολα ταυ- 
τα τά μενομενα εεναε έσα.

Εκ της -παρεμ-πεσουσης -προτάσεως, καε εκ της 
ττροτάσεως διά τρεες παράγοντας, ε§ά^ομεν με την 
εδεαν ευκολεαν την ίτροτασεν δάε τεσσαρας.

*Εστωσαν α ,  β, γ, δ οΐ προβαλλόμενοι αριθμοί, 
Λεμοο, ore εχομεν αβγδ=ζβαδγ—βγαδ=ζζγβαδ=γαβδζ=αγβδ

=  αβδγ .
=  βγδ α .
=  γαδβ . . . .

Κατά -πρώτον τά ε£ μενόμενα της πρώτης οριζον­
τίου γραμμής είναι ΐσ% μεταξύ των, κατά την προτα-
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σιν διά τρεις παράγοντας, διο'τι προκύπτουν εκ του
πολλαπλασιασμού των γινομένων α β γ } β α ,γ ...............
Sid τον Ιδιον παράγοντος S.

Το πρώτον γινόμενον της δεύτερης γραμμ-ηζ είναι 
ίσον {13 το πρώτον γινόμενον της πρώτης , κατά την 
παρεμπεσοΰσαν προτασιν ' τα δε άλλα  γινόμενη ταυ* 
της της γραμμής, τα οποία δεν εγρά^αμεν, σχηματί­
ζονται , ιρυλαττομενον πάντοτε τον γράμματος γ , εις 
την τελεύταγαν 3-εσιν, χα\ είναι όλα ίσα , κατά τ/]ν 
διά τρεις παράγοντας πρότασιν.

Τ ο π ροοτον γινόμενόν της τρίτης γραμμής είναι 
ίσον με τό τρίτον γινόμενον της πρώ της, κατά T7X|V 
παρεμπεσουσαν πρότασιν , και τά  αλλα γινόμενα ταυ- 
της της ^ραριριης είναι ίσα μ  εκείνα, κατά την διά 
τρεις παράνοντας πρότασιν*

Τέλος πάντων τό πρώτον γινόμενον της τέταρτης 
γραμμής είναι ίσον με τό πεμπτον γινόμενον της πρώ­
της , κατά την παρεμπεσοΖσαν πρότασιν , και όλα τα 
γινόμενη ταυ της της ^ραριμης είναι ίσα, κατά την διά 
τρεΐς παράγοντας πρότασιν. Ουτοος συνάγομεν όλα τά 
γινόμνα των τεσσάρων παραγόντων α, β , γ ,  δ , επειδή 
δεν δυνάμ·3·α νά σχηματίσοψεν άλλα , παρά εξ γινό· 
μένα τελευτω ντα εις τό αυτό γράμμα. 'Ο άρι-9-ριός των 
γινομένου ανά τεσσαρα  είναι ίσος με !\ φοραΤς ό η 

2 4 Σ . Κ. Μ ε ευκολίαν ^νωρι'ζορεν, ότι τά δυο 
πρώτα γινόμενα εκάστης των τριών τελευταίων γραμ.-

* )  Σχηματίζονται με τεσσαρχ ψηφία μόνον έ '| γινόμενα, τα 
οποία εχουσι τελευταίον πο α γο ντα  τό τέταρτον ψηφίον, ε’πειοη 
α’μελουμ-νου τοϋ τέταρτου παρα'γοντοι: , οί τρείι πρω τοιζαρα- 
γοντε< όίόουν ε"| γινόμενα, καί προσθέτοντε? τον τέταρτον παρ­
άγοντα εκ τό τε'λος εκχττου γινομένου, συνάγομεν πάλιν έ |  
γινόμενα χπο τεσσχρα< παρχγοντα< εκατόν, 'Ο  Μεταφραττηι,
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jxcov λαμ^ανονται, αφ ου θ-εωρη.^ωσι ra  νινομενα της 
πρώτης μραμμης, εις τα οποία το τναραληνον νινομενον
V Τ' , \ 1 t> V / 1 1 * ,είναι οιαφορ^τικον , επειοη Tc/τε απερνουμεν τον παρα- 

μοντα εις rrv  τελεύταγαν 3-επιν, κατά την παρεμπε- 
crouvav πρόταοτν.

Μ ο'λον οΤί 7) τοιαυτη απόδει£ις δύναται νά ε’κ- 
τανθ-β εις οποιονδχ^ποτε άρι-9-μόν παραρόντων * είναι 
όμως ωφέλιμον νά ε|ά£ωμεν την ρενικότητάτης.

Διά νά αποδει^ωμεν , ότι το γινόμενον ενός οποι- 
ουδηποτε apiS-μου παραρόντονν μένει τό αυτό, εις οποί- 
ανδήποτε τάςιν εκτελεπθ-β ο πολλαπλασιασμοί ’ 34- 
λορεν δει£ει, οτι εάν η άρχη ηναι αλη^-ης δε’ ένα 
aptS-pov μ παραρόντων , 3-έλει είναι παρομοίως αλή­
της διά τον αριθμόν ρ + Ι .  Μ άρχη 3*ε'λει άποδειχ3*η 
παρομοίως, επειδή ρετά την άλη9·ενσιν της διά δυο 
παράγοντας , 3-έλει αληθευτεί και διά τρεις , και εάν 
αληθ-ευσβ διά τρεις, 3-έλει αληθεύσει και διά τέσσα- 
ρας κ. τ. λ.

”iiaT 0j λοιπόν apiS-μός τις ρ4~ 1 παραρόντων a  ,
|3, μ, δ . . . .  κ ,  ρ , σ* και επειδή η άρχη υπε-
τέθ-η αληθ-ης διά ένα άοι-9-ρδν ρ παραγόντων, δυνά-
με3·α νά άλλάίςοψεν κα3·’ δλους τους τρόπους την
ταίςιν των ρ πρώτων παραρόντων α ,  |3, δ * . .
κ, ρ , πολλαπλασιάμοντες όλα τά ουτω ληφθ-εντα 7σα
γινόμενα επί του σ , καί ουτω^ σχηρατίζορεν ολα τα
γινόμενα των ρ-|~ΐ παοαρόντων * τελευτιόντων, εις
τον παράμοντα σ. Ταυτα δε' τά τελευταία μινομενα
3-ελουν είναι ε’πισης ίσα* άλλ’ εχομεν εκ της παρεμ-
•_ > / .π^σουσης προτασεως,

α;3μδ............... κοσ — α;3ρδ . . . .  κτρ *
και άλλάττοντες κατά πάντα τρόπον τους ρ πρώ­
τους παράμοντας του δευτε'ρου αρι3-μον ταυτης της 
ίσοτητος, επειτα πολλαπλασιά^οντες τό μινόμενον επ':
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ρ , λαμβάνομεν νεαν,σειράν μινομενων όλων- ίσων με­
ταξύ τω ν^αί .με τά προηγούμενα , είς τά  όποια ό παρ­
άγων ρ , επεχει την τελεύταγαν £εσ ιν , -9-ε'λομεν εχει 
ακόμη ,
αβγδ ♦ . . κρσ =  αβγδ  . . . ρκσ =  αβμδ . . . ρσχ * 
you £υνάμε·9·α εχ τούτου του τελευταίου γινομένου να 
εςάζωμεν ολα τά ίσα μινόμενα, εις τά οποία ο -παρά­
γων κ επεχει την τελεύταγαν -S-sVtv.

’Εν ε'νί λό γω , επειόη όυνάμε·9·α νά περάσωμεν 
ούτως έκαστον τοίν μ4 - 1  παραγόντων κατά διαδοχήν είς 
την προτελευταόαν -S-eViv, καί μετά ταυτα είς την τε­
λεύταγαν, καί νά μεταλλάζωμεν κα3·’ ολους τους τρό- 
πους τους μ+ 1  πρώτους παράγοντας, επεται, οτι τά 
γινόμενα των μ+ 1  παραμόντιον πολλαπλασιαζομεΡων 
μεταξύ των εις οποιανόηποτε τά^ιν, είναι ολα ίσα με­
ταξύ των, λοιπόν κ. τ. λ.

§. 1 2 8 · Σ . Κ. Ούτος ο* τρόπος του άποδειν.νυ» 
έιν μίαν πρότασιν , βεβαια>3·εΐ<ταν προτερον είς μερικάς 
περιστάσεις, είναι πολύ εύχρηστος είς τά  ίιαφορα 
με'ρη της μαθ-ηματικης. Μ’ ολον τούτο πρεπει νά τον 
μεταχειρεςώμε-^α, αφ’ ού οι προηγούμενοι συλλογισμοί 
μας Ιπεισαν σχεόόν όιά την γενικότητα της προτάσεως.

Το άθροισμα των συλλογισμών , οι οποίοι μι- 
νοντα?- εις μερικάς περιστάσεις καλείται με-9-οάος όεί* 
ξ ε ω ς \’ξ άναλομίας, η ξξ  επαμωμης είναι <$ε πλή­
ρης, όταν άκθλον-9-ηται από ομοιάν τ% προτε3·είσ$ 
απόόειξιν. Πρεπει προσέτι οι συλλογισμοί ταύτης να 
πλησιάζω σι κατά την μορφήν τούς είς μερικάς περι­
στάσεις αναπτυχ-5-έντας συλλογισμούς,

§· 1 2 Q. Η άπόάειξις της προειρημένης αρχής 
υπο-9-ετει, οπο ί αριθμοί, επί των οποίων συλλομιζόμε- 
·9·α? είναι ακέραιοι (άρ, 2 1  καί 2 0 ) * άλλ’ εάν σκε- 
φ·^ώμεν ολίμον επάνω είς τους συστα3ώντας κανόνας
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<$ιά τον πολλαπλασιασμόν τών κλασμάτων , .S-έλομεν 
καταλαβει, οτι η' ιδιο'της αυτή εφαρμόζεται επίσης 
και εις κλασματικούς αριΒ-μούς.

Προσέτι αυτή η πρότασις πληροί την απόδειξιν 
συσταΑεισης αρχής (άρ. 4 ^) *sp* της άνα^ω^ης των 
κλασμάτων εις τον αυτόν παρονομαστήν,

»
Δ ι α ι ρ ε τ ό τ η ς  τ ω ν  α ρ ι θ μ ώ ν *

§. 130 . Η ιδιότης τινων άριθ-μών νά διαιρών- 
ται εντελώς δ ί  άλλων και η αναζητησις των διαιρε­
τών ε'νδς άριΑμου, σχηματίζουσι μίαν από τάς πλέον 
άζιολόγους θεωρίας της αριθμητικής.

Αυτή δε επιστηριξεται επι μιας σειράς αρχών, 
τών οποίων η εκθ-εσις απαιτεί με^άλην τάξιν, θέλομεν 
δε τάς αναπτύξει διαδοχικώς.

Π ρ ο ο ι μ ι ώ δ ε ι ς  ο ρ ι σ μ ο ί .  Αεγομεν, ότι 
ακέραιός τις αριθμός εΐναιακριβως δι άλλου διαιρετός, 
όταν υ'πάρχ.)!) τρίτος άλλος ακέραιος αριθμός, οςτις 
πολλαπλάσιαζομένος επι τον δεύτερον δίδει τον πρώτον*

Πας ακέραιος αριθμός, δςτις διαιρεί ακριβώς 
άλλον, καλείται παράγων, η διαιρέτης, η ύποπολ- 
λαπλάσιος ■ του αριθμού τουτου, και ούτος καλείται «, 
πολλαπλάσιος χού πρώτου,

Ποίς ακέραιος αριθμός, δςτις δεν |χ ε ι  άλλον 
διαιρέτην παρά το'ν ε’αυτόντου, η την μονάδα καλεί­
ται πρώτος απόλυτος αριθμός » η πρώτος.

Δυο ακέραιοι αριθμοί καλούνται πρώτοι μεταξύ 
των, όταν δεν εχωσιν άλλον κοινόν ‘διαιρέτην, παρά 
την μονάδα , ητις είναι διαιρέτης όλων τών αριθμών.

’Εντεύθεν-προκύπτει, οτι βΙς πρώτος. αριθμός, 
δςτις δεν διαιρεί ακριβώς άλλον ακέραιον αριθμόν, 
είναι πρώτος μέ τούτον, τον άλλον, επειδή τότε δεν
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S'i'JCLvrau νά εχωσιν άλλον κοινόν άιαιρετην παρά 
την μονάόα. *)

Ο ι ορισμο'ι οίτοι εσυστη^ησαν ηάη (άρ. 4 8 )*
§. 131- Π ρ ώ τ η  α ρ χ ή .  Πας άρΐ-λμο'ς Π, oc τις

τ. * η ~ ' " /διαιρεί ακριρως τον ενα εκ των παραγοντο>ν του γινο­
μένου Α χΒ ., ίιαιρει εξ ανάνκης και το νινόμενον τιον,
Λ \ » τ \ 5 »* ~ » f 4 ’ Λ 'η , το οποίον είναι το αυτό, πας ακέραιος api-9-μος, 
ός τις όιαιρει ακριβώς άλλον , διαιρεί εξ ανάγκης τά 
πολλαπλάσια του άλλου αρι3·μου (όρα άρ. 4 8 )·

Τ ω  οντι, έστω Κ το εξ υποθ-εσεως ακριβές πη· 
λικον της οιαιρεσεο^ς του Α 5ιά I I ,  εχομεν Α = Π χ Κ '  
o’-9-εν πολλαπλασιάζοντας τά όυο μέλη ταΰτης της ίσό- 
τητος όιά του ιδίον αριθμού Β

Α χ  Β=Π  χ  Η χ Β = Π χ  Κ Β
βλε'πομεν, οτι το Π είναι παράμων του γινόμενόν
ΑΒ.

§. 132. Δ ε ύ τ ε ρ α  α ρ χ ή .  Πας a’pc-9-μός Π, 
οςτις Αιαιρει ακριβώς γινόμενόν τι ΑΒ , και οςτις εί­
ναι πρώτος με ενα απο' τους δυο παράγοντας , όιαιρεΐ 
εξ  ανάγκης τον, άλλον παράγοντα.

"Ας υπο-3-εσωμεν π. χ . ότι Π είναι πρώτος με το 
Α ” λοιπο'ν \εγ(Λ , οτι Π όιαιρεΐ τό Β.

Τω οντι , επειόη Α κα'ι Π είναι δυο αριθ-μοι 
πρώτοι μεταξύ τω ν, επεται ότι, εάν είς αυτούς εφαρ- 
μόσωμεν την με$·οδον του μεγίστου κοινού διαιρετόν 
(αρ. 49)> τουτεστιν , εάν διαιρεσωμεν Α όιά Π (υπο· 
3-ετοντες κατά προ)τον Α ζ^ΓΙ) * μετά ταυτα Π διά 
του πρώτου υπολοίπου , και το πρώτον υπολοιπον^όια

* ) ΎΟτ«ν αριθμόζτίζ διαιρή jusv rev διαιρετέον, δεν dCvarat <$s 
να διαιρέτη τον (harpsτην οςη< είναι -πρώτο?, ο διαιρετη<
χαΐ ο' διαιρετέος δεν εχουσι μεταξύ των χοινο'ν μέτρον. Ό  Με­
ταφραστή?.
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του <$ευτερου, χαι ουτω καθεξής, 3-έλομεν φτάσει 
εξ άναρχης ύστερον άπότινας πράξεις εις τελευταίου 
υπόλοιπον Ίσον με T7jv μονάδα.

-Τούτου τε3-εντος, ας σημειωσωμεν Sea Κ , Κ'
Κ· , Κ"' X. Τ, λ . χαι ο\ά Ρ ,  Ρ ' ,  Ρ " , Ρ " ' ...............
τά άίαίοχιχά πηλίκα , χαι τά ίιαόοχιχά υπόλοιπα. ’Εν­
τεύθεν -S-έλοριεν λάβει τας ακολούθους ιδιότητας.

Α =Π Κ +Ρ 

Π=ΡΚ-ρ Ρ' 

Ρ = Ρ Ί Γ + Ρ "  

Ρ'=Ρ"Ιί'"-ί-Ρ"'.

* * · * ♦

^Καΐ πολ-ύ-ΑΒ ΒΡ
Ιλαπλα-

ΒΡΚ'
\σι<Ίζοντες

«τα Λ/ο 
μ έ λ η  ε’χα* 
στης τοΰ-

i iT&Tî rwv 
sVi Β, χαί/ 
Λαιοοί/ν · 
τδ( μετά 
ταντα το' 
γινόμε­
νόν Λα 
I], εξα­
γομεν.

ΙΒ=-
Π 1 π · ·

ΒΡ Κ Ρ ΊΓ ΒΡ"1
Π ~ ’ Π Π ’

ΒΡ' ΒΡ"Κ"' { Β Γ '
π π

• ( Ο

• (a)

. (3 )

• (4 )

vH5/j εάν $·εωρή<τοψεν τ-ην Ισότητα ( ι ) ,  βλεττσ- 
μ$ν y o n  το πρώτον ρελος είναι ακέραιος αρiS-μός, 
επειδή ΑΒ είναι εξ νπο3·έσεως διαιρετός δια II. Ο 
πρώτος όρος ΒΚ του οευτερου μέλους είναι παρομοίως 
ακέραιος apiS-μός. Λοιπόν πρέπει χαι ο δεύτερος όρος 
BP  ̂ ,
Tjj· νά ηναι και αυτός ακέραιος, αλλέως η-^έλαμεν

έχει ακέραιον apcS-μόν ίσον με αριθμόν κλασματικόν, 
το όποιον είναι άτοπον. Λοιπόν επειδή ΑΒ είναι διαι­
ρετός διά Π , έπετα ι, ότι και τό γινόμενον του Β επί 
το' -πρώτον υπόλοιπον Ρ είναι παρο^οό»? διαιρετόν
?ta Π. .
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*Ας θεωρησωμεν ηδη την ισότητα ( 2 ) . Τδ πρώ- 
τον μέλος είναι ακέραιος αριθμός , ο πρώτος Ορος τού 
δευτέρου μέλους rsivai παρομοίως ακέραιος , επειδή 
ΒΡ όντος διαιρέτου διά Π . -πρέπει προσέτι νά διαι- 
ρηται wai τδ πολλαπλάσιον του ΒΡΚ' (ορα άρ. Ι δ ί ) ,

■" g p '
λοιπδν πρέπει και ο δεύτερος ορος νά ηναι και

αυτός ακέραιος αριθμός. Ούτω τδ γινόμενόν του Β 
^Vt τδ δεύτερον υπόλοιπον Ρ*, είναι ακόμη διαιρετόν 
διά Π.

Τ δ  πρώτον μέλος της ίσότητος (δ) ε?ναι αριθ­
μός ακέραιος'*, επειδή ΒΡ είναι διαιρετόν διά Π* δ 
πρώτος ορος τού δευτε'ρου μέλους είναι παρομοίως 
ακέραιος αριθμός , διότι είναι και ΒΡ', και επομένως 
ΒΡ/Κ// είναι διαιρετόν διά Π. Λοιπόν ο δεύτερος ορος
ΒΡ*
~β~. πρέπει νά ηναι κάΐ αυτός ακέραιος αριθμός.

Έ ν ενι λό^ω βλέπομεν, ο η  η διαιρετότης τού 
ΑΒ διά Π επισύρει εξ ανάμκης την των γινόμενόν ΒΡ ,
Β Ρ ,  B P S  Bly" ................και εΥειδη μετά τινά άριθ·
μόν πράξεων μέλλομεν νά φθάσωμεν είς υπόλοιπον 
Γσον με i  j επεται, ότι τδ γινόμενον B X i η απλώς 
Β , πρέπει και αυτό νά διαιρηται διά Π . . . όπερ 
εδει δεΤ£αι.

'Τπεθέσαμεν κατ’ άρχάς Α ^ Π  , εάν όμως εΓ- 
χαμεν A-=CiI, η’θελαμεν διαιρέσει Π διά A , ,Α διά Ρ*
Ρ διά Ρ ' ............... η δέ άπόδει^ις ηθελ’ είναι άπολύ·
τως η αυτή.

Σ. Κ. Πρέπει πάντοτε τό Π νά ηναι πρώτος 
μέ ένατων δύο παραγόντων, επειδή π. χ . 56Χί δ»  
η 8 4 0  είναι διαιρετόν διά 4 0 , και δίδ:ι πηλίκον 2 1 , 
μ όλον οτι έκαστος των αριθμών 5.6 και 15 δεν διαι-
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ρεΐτα* διά του 4 0 · Τούτο ε^αρτατα* α’πδ το , o n ,  
όντος 40  ίσου με 8 X 5  , ο ‘πρώτος παράγων sJp{'σκέ­
τα* εις το 50 δ 7 X 8 ,  κα* ο δεύτερος παράγων 5 ,  
εύράτκεται ε*ς το 15 Υ) 3 χ 5 .  Λοιπδν 56X 15  είνα* 
Ισον μό 7Χ 8Χ 5Χ 3  , Υ) 7 χ 3 χ 8 χ 5 ,  η τέλος με 
21X 40. #)

§. 133 . Τ  ρ ί τ  7) α ρ χ ή .  Πας άρι-9-μδς Π , απο­
λύτως πρώτος, oc τ*ς διαιρεί ακριβώς εν γινόμενον 
Α χ Β ,  πρεπε* να διαιρώ ακριβώς ενα των δύο παρα­
τάν των.

Τ ω  ovrc, ας υπο-9-εσωμεν, όη  Π δεν διαιρεί Α, 
λοιπόν είναι πρώτος με τό Α (άρ. ΐ οΟ) ,  03-εν πρζπει 
νά διαιρώ τό Β (άρ. 132).

Έ κ  τούτου προκύπτουν α* ακόλουθο* συνεπε*α*.
§. 134· 1 α Πας aptS-μός απολύτως πρώ τος, 

ος τις διαιρεί Α2 , κα* εν μενει οποιανδ^ποτε δύναμ*ν 
Αμ του Α , πρεπε* νά δ*αφ·^ κα* το' Α.

Τω οντ* Α 2 είναι τό αυτό ως ΑχΑ . Ήξευρομεν, 
ότι πας πρώτος αριθμός, ος τ*ς δ*α*ρε* το γινόμενον 
τούτο , πρεπει (άρ. 133) νά διαιρώ ενα των παραγόν­
των. Παρομοίως Α^ οντος ίσου με ΑΧΑ2 , πας αρ*5- 
μος πρώτος, ος τ*ς δ*α*ρε* A 3 , πρεπε* να δ*α*ρ$ το 
A η το Α 2 ' αλλά διά νά διαιρώ τον τελευίαΐον παρα'- 
^οντα , πρέπε* νά δ*α*ρ·̂  το Α , κα* ούτω δ*αδοχ*κως.

§. 135 . 2 α Πας άριΑμδς II , πρώτος με' έκα­
στον των δύο παραγόντων του γινομένου Α χ Β ,  ε'να* 
παρομοίως πρώτος με τούτο τδ γινόμενόν.

*) Εκειδό  56 *α'ι ζ ο  εχουσι χοινον <?ιαφ;την το 8 ,  ουτοί οι 
δΰο άρώμοι δέν είναι πρώτοι μεταξντων , ναι το 40 *Λ* ΐ5  
δχοντε< xoivdv άοκρέτην το 5, όεν είναι πρώτοι /χ«τα|οτων. Η 
<ίδ ανω ίίρτψενη πρότασιο απείεΐχ~η , ότ#ν μόνον ει< τών παρ­
αγόντων rtvcu πρώτο* μέ τον αριθμόν, ο* τι* διαιρεί το ήινο- 
fievov. 'Ο ΜβταφραστΥΚ·

17
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Τω οντι εΤς αριθμός απολύτως πρώτος, οςτις 
διαιρεί Π καί ΑΗ, -πρέπει νά διαιρώ A η Β* ούτως 
Π και Α η Π και Β δεν πρέπει νά ηνχι πρώτοι άνα- 
μεταξύ των t το οποίον ηθ-ελεν είναι ενάντιον της υπο- 
.^ε'σεως.

§. 130. ' 3 η . Ό τ α ν  εΤς άριθ-μδςΝ ηναι σχημα­
τισμένος δια τον γινόμενόν πολλών άλλων Α , Β ,
Γ ............... ο άρι3·μδς οντος δεν δύναται νά εχ;β
άλλους πρώτους παράγοντας , παρά εκείνους, οί'τινες
εμβαίνουν ηδη εις A * Β , Γ ,  Δ ....................

Τω οντι πας αριθμός πρώτος, ος τις διαιρει 
το γινόμενον ΑΒΓΔ , καί δεν διαιρεί το Δ  , πρέπει 
νά διαιρώ το' ΑΒΓ (dp.  133)- Παρομοίως πας πρώτος 
αρι$·μδς,' δς τις διαιρεί τδ Α Β Γ , καί δε'ν διαιρεί το' 
Γ ,  πρέπει νά διαιρώ τδ ΑΒ, καί διά τούτο τδ Α η 
τδ Β.

Ουτω με άλλας λέγεις*- εΤς αριθμός σχηματι- 
ζόμένος δια τον πολλαπλασιασμού πολλών άλλων, 
δεν δυναται νά πορισ-9-fl έκ νέου , διά του πολλαπλα­
σιασμού αριθμών, οίτινεςπεριεχουσι παράγοντας πρω- 
τους , διαφορετικούς εκείνων, οί'τινες ευρίσκονται εις 
τους αριθμούς, τους οποίους πρδτερον επολλαπλα­
σιάσαμε ν.

§· 137. Τ ε τ ά ρ τ η  κ α ί  τ ε λ ε υ τ α ί α  ά ρ χ η .  
Κά$·ε αρι-9-μδςΝ, οςτις διαιρείται διά δυο, η πολλών 
αρ^μώ ν δ ,  δ \  δ" . . . . πρωτων αναμεταξύ τω ν, 
διαιρείται καί διά του γινομένου των.

Τω οντι, ε’πειδη δ , διαιρεί τδ Ν  , εχομεν Ν — 
δκ, οντος κ. dpiS-μού ακεραίου* α’λλ* εξ ύπο3·εσ$ως 
δ' διαιρεί παρομοίως τδ Ν , λοιπδν δ’ διαιρείτο δκ, 
καί ε’πειδη δ καί ο τους υπο·3-έσαμεν πρώτους αναμε­
ταξύ των, πρέπει (άρ. 132) τδ δί να διαιρώ εντελώς
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το κ ,  και ούτως εχομεν Χζ ζ$* χ , εκ τούτον επεται οτι
^1=.δχδ,χ ~ δ δ 'χ χ   ̂ ούτως Ν διαιρείται διοί δ&.

Παρομοίως επειδή δ” όιαιρεΓ τό Ν , πρέπει νά 
όιαιρ}] καί το όιΓΧκ, αλλά δ" είναι πρίοτος με' τδ
δ κα'ι S', καί όιά τούτο κα  ̂με' το δ δ' (άρ. 135) ,
λοιπον ό' πρέπει νά 5tcttp^ εντελώς το' γ ' , καί όιά 
τούτο κ= ο  κ , εκ τον οποίον συναμομεν J\=od Χό 
χτ=-δο δ"χ ·// , το οποίον άποδεικννει, ότι το Ν ’όιαι-,

- ί> ' ~ jy y ' \ ν ’ c-~ρειται Οια τον οο ο , καί υντως εφεξής*
§. 138. Σ υ ν έ π ε ι α .  *Εάν ό , ό" . . . .

όντες αρι-3-μοι πρώτοι μεταξύ τον;, έκαστος εισερχε* 
τα ι, ως παραγιών εις ενα api-S-μόν φορών εις το' Ν , 
π. χ . V , ν , ν ' . . . . ο αριθμός Ν  διαιρείται εν­
τελούς όιά δν > δ ν , δ 'ν . . . .  και δι όλων των 
σριθ-μων , τονς οποίους ημπορονμεν να συνάξωμεν, 
πολλαπλασιάζοντες ανά δυο , άνά τρεις, τάς δια φό­
ρους όυναμεις τον <£, o ', ό" ♦ . . . αιτινες περιέ-
χονται μεταξύ της πρώτης, εως εις εκείνην , της οποί­
ας ο |3α$·μός σημείονταί όιά τον V , σχετικως προς 
το ο , οια του ν , σχετικως προς το ο , οια τον ν ,
σχετικως προς το ο ................... J ω οντι ο , ο , ο
. . . .  με το νά ηναι πρώτοι αριθμοί αναμεταξύ των, 
ακολουθεί το αντο' και εις δν , δ ν\  δ 'ν' . . . .  
λοιπόν (άρ. 137) τά γινόμενά των άνά όνο, άνά 

-τρία . , . πρεπει νά ηναι ακριβείς όιαιρεται τον Ν.
Αντη η αρχή χρησιμεύει ως βάσις εις το ζητημά­

των διαιρετών τόσον απλών, οσον και συνθέτων ενός 
αρι5μον* ξητημα , τό οποΤον 3-ελομεν θ-εωρησει 
δό$νς.

Είναι άνωφελε'ς νά παρατηρησωμεν, οτι όλαι, 
α: μέχρι τονόε σνσταθ-εισαι προτάσεις είναι αλη-3-εΐς 
ίις ολα τά συστήματα της άρι-9-μησεως. Ίόον και άλ;-

17 *
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λαι ,  a t όποϊαι έχουν ιδιαιτέραν σχέσcv μέ to όεκαδι* 
κόν σύστημα.

§. I3Q. X  αρ α κτ ή  ρ ι σ τ  ικ ά τη ς δ ι α ι ρ ε ·  
τ ό τ η τ ο ς  ενός d p t S -μου δι  ά λ λ ο υ .  Τπάρχου- 
crt μερικά σημεία, διά των οποίων συχνάκις δυναμε·$·α 
νά ^νωρισωμεν, on εΤς αριθμός είναι, η δεν ft vat 
διαιρετός δι’ άλλων αριθμών. Τούτο είναι ωφέλιμον 
εις τάς πράξεις. Οι συλλογισμοί οι επιτήδειοι εις την 
σύστασιν ταύτης της άρχης έπιστηριξονται εις την αχό· 
λονθ-ον αρχήν.

*Ας άναλυθ·^ είς αριθμός Α εις δύο μέρη Β και 
Γ , ώστε νά Ιχωμεν Α =  Β + Γ  . . ( ί ) .

1 Μ. ’Εάν τέταρτός τις αριθμός Δ  διαιρώ εντελώς 
τά δύο μέρη Β και Γ , πρέπει νά διαιρώ παρομοίως 
κα'ι τό αθροισμάτων Α (όρα άρ. 4 8 )*

2 Ck. Έ άν ο αριθμός Δ  διαιρώ έν των μερών Β , 
χωρ'ις νά διαιρώ τό άλλο Γ , δεν θ-έλει διαιρη πλέον 
τό Α , και τό υπόλοιπον της διαιρέσεως τού Α διά τού 
Δ  είναι Γσον με εκείνο, τό οποίον δίδει η διαιρεσις 
τού Γ διά τού Δ .

Τό πρώτον μέρος ταύτης της αρχής ευ*κόλως 
άποδεικνύεται. Τώ όντι διαιρούντες τά δύο μέλη τη; 
ίσότητος ( ΐ )  διά Δ ,  συνάμομεν 

Α _ Β , Γ  
Δ  Δ  ΓΔ  *

Τώρα οί δύο όροι τού δευτέρου μέλους είναι 
ακέραιοι αριθμοί, επειδή Β και Γ είναι ε£ υ'ποθ-έσεως 
διαιρετοί διά τού Δ  * λοιπόν τό πρώτον μέλος πρέπά 
νά ηναι ακέραιος αριθμός, αλλέως ηθ-έλαμεν εχ:ΐ 
κλασματικόν αριθμόν ίσον μέακέραιον, τό όποιον είναι 
άτοπον. Ούτως Α είναι διαιρετόν διά τού Δ.

Ό σον δέ διά τό δεύτερον μέλος, είναι φανερόν, 
οτι κατά την ισότητα ( 2 ) ,  έάν, Β όντος διαιρετόν
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διά του Δ , το' Γ δε'ν r’vott διαιρετόν, μήτε το A δε'ν 
είναι * ε’πειδη άλλως ηθ-ελαμεν εχει αριθμόν ακέραιον 
ίσον με κλασματικόν. Πρόκειται ηδη νά αποδειξωμεν, 
ότι τό υπόλοιπον της διαιρεσεως τον Α δια του Δ  εί­
ναι Γσον με τό υπόλοιπον της διαιρεσεως του Γ διά Δ.

Διά τούτο παρατηρουμεν , οτι 15 με τό νά ηναι 
διαιρετόν διά Δ ,  εχομεν Β =  ΔΚ (Κ είναι ακέραιος 
αριθμός), και ε’πειδη Γ  δεν είναι διαιρετόν διά Δ , 
σννάγομεν Γ ^ τ Δ Κ '+ Ρ .

Λοιπόν Β + Γ  η Α =  Δ Κ + Δ Κ '+ Ρ  =  Δ  (Κ + Κ ') 
+ Ρ  (αρ. 115). Λοιπόν βλεπομεν , ότι Α διαιρούμε- 
νον διά Δ δίδει πηλικον Κ + Κ \  και υπολοιπον Ρ ,  τό 
όποιον άλλο δεν είναι, παρά τό υπόλοιπον της διαι­
ρετέους του Γ  δια του Δ '  τούτο, τό οποίον επρεπε 
νά άποδεί%ωμ$ν.

"Ας περάσωμεν τώρα εις την ανάπτυΙμν των δια­
φόρων χαρακτηριστικών της διαιρετοτητος.

§. 1 4 0 * ’Ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ω ν  α ρ ι θ μ ώ ν  2 , 5 ,
4 ,  2 5 ,  8 ,  125.

1 °ν Πας αριθμός, δςτις τελειόνει εις εν των 
ψηφίων Ο, 2 , 4 > 8 είναι διαιρετός δια 2 *

Τω δντι, ό τοιουτος άρι-9-μός δυναταινά αναλυθώ 
εις δυο μέρη , τουτεστιν εις τό μέρος πρός τά αριστερά 
των άπλων μονάδων , -9-εωρουμενον με την σχετικήν 
του τιμήν , και εις τάς, α’πλας'μονάδας (π. χ. 3 8 5 7 6  
άνάμέται εις 3 8 5 7 0 + 6 ) * άλλα το' προίτον μέρος με 
τό νά τελείόν^ εις μηδέν, είναι πολλαπλάσιον του ίο ,  
αλλά 1 0  είναι διαιρετόν διά του 2 , επειδή εχομεν 
1 0 = 2 ’ 5 * λοιπόν τό πρώτον μέρος είναι διαιρετόν 
ota του 2 * άλλ’ εν οποιονδηποτε των ψηφίων Ο , 7', 
4 » 6 , 8 είναι διαιρετόν διά 2;* ούτως (άρ. 13Q) 
όλος ό άριΑμός είναι διαιρετός διά 2 .
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Έ άν ο αριθμός τ sXscovy είς εν των ψηφίων ι  , 
ο» 5 ,  7> 9 δεν sc vat διαιρετός διά 2 ’ επειδή gv
των μερών του διαιρείται διά τού 2 , καί το άλλο οχι.

Σ .  Κ. ΙΙας dptS-μος , ος τις διαιρείται Ota του 2 , 
η τελειόν/) εις εν των ψηφίων Ο, 2 , 4 » 6 , Π, κα­
λείται αριθμός άρτιος ' οι άλλοι καλούνται αριθμοί 
περιττοί. Ό λ ο ι  οι άρτιοι αρι$-μοί λαμβάνονται εκ του 
τύπου 2 ν , οντος ν ακέραιου άρι-9-μου * ol περιττοί $κ 
του τυττου 2 ν~μ 1 .

2 Πας αρι5·μος, ος τις τελειονει εις Ο η εις 5 , 
είναι διαιρετός διά 5 * αλλ είναι η' αυτά απόδειίςις 
με την του αρι$·μου 2.

Καν το τελευταίου ψηφίου διαφερη του Ο, η 
του 5 , ο apc-9-μ'ός δεν διαιρείται Sid του 5 , καί το' 
υπόλοιπον της Sictιρεσεως τον τοιούτον αριθμόν, Sid 
του 5 , είναι ίσον με το υπόλοιπον του τελευταίου 
ψηφίου οια τον 5 (dp. 139)* ούτως 1327 διαιρούμε­
νου δια 5 δίδει υπόλοιπον 2 , το' οποίον είναι ίσον με 
το' υπόλοιπον της διαιρεσειος του 7 διά 5 ·

Παρομοίως 3478Q *at 71436  δίδουσιν υπόλοι­
πον 4 καί 1.

3 ύ-/ Πας α’ρι-9-μο'ς, του οποίου τά δύο τελευταία 
ψηφία θεωρούμενα με τάς σχετικάς των τιμάς , σχη- 
ματίξουσιν άριθ-μόν διαιρετόν διά 4 ά διά 2 5 , ο άρι-9·- 
μος ούτος διαιρείται διά του 4  καί 25.

Τω οντι ουτος ό άριθ-μός δύναται νά άναλυθ-fl εις 
δύο μέρη, εις τό μέρος προς τά αριστερά των δεκά­
δων , .9·εωρούμενον με' την σχετικήν τον τιμήν, και 
εις την ενωσιν των δεκάδων καί μονάδων (π. χ. 3548 
καί 27875 άγονται είς 35004-48 καί 2 7 8 0 0 + 7 6 )  
άλλ επειδή τό ποιο των μέρος τελειόνει είς δύο μηδε­
νικά, διά τούτο πολλαπλασιάξεται επί τού 1 0 0 , το
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100 διαιρείται διά 4 , καί δίδει πηλίκον 25 , επειδή 
100= 25X 4  * λοιπον το -πρώτον μέρος διαιρείται διά του 
4 η δια του 25 ' αλλά καί το’ δεύτερον μέρος διαι­
ρείται και αυτό' ε§ υπο-9-εσεως διά του 4 δ' 25  * ού­
τως ολος ο apc-S-μός διαιρείται διά του 4 δ διά του 
25 * II. Χ· 3548  διαιρείται διά του 4 , εκειδά 48 εί­
ναι -πολλαπλάσιον του 4 * 27875  διαιρείται διά του 
25 , επειδή 75 είναι πολλαπλάσιον τού 25 * τδ δε 
13758 δεν είναι διαιρετόν διά του 4» άλλα δίδει 
υπολοιπον 2 , τουτεστιν εκείνο , τδ οποίον λαρ]3 άνομε ν 
διαιρουντες το 58 διά του 4 ‘ 2505Q δεν διαιρείται 
διά του 25 αλλά δίδει υπόλοιπον Q, >ί τδ υπόλοιπον 
της διαιρεσεως τού 5Q διά τού 25.

Σ . Κ. Δ ιά τδν αριθ-μον 25 , μονον οί αριθμοί , 
οίτινες τελειόνουν εις 0 0 ,  2 5 , 5 0 ,  καί 7*6 διαιρούν- 
τας διά τού 25-

4°V Πας αρι5·ρο'ς, τού οποίον τρίά τελευταία ψ η - 
φία , θεωρούμενα με τάς σχετικαςτων τιμάς, σ^ημα- 
τί£ουσιν άρι-9-μδν διαιρετδν διά 8 ,  ό διά 1 2 5 , είναι 
παρομοίως διαιρετός διά του 8 ό' 125.

Δεν αναπτύσσομεν την δείΐμν , επειδή είναι ανα- 
Χόγος με τάς ανωτέρω. Αρκεί μόνον νά σημειώσωμεν , 
ότι αυτή επιστηρίψεται εις τούτο , ότι 1000=125X 8* 
αλλ αύτη >) ίδιότης δεν είναι εις χρησιν.

§. 141· Ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ω ν  ά ρ ι .$· μ ώ V 3 καί p.
Πας αριθμός , του οποίου τδ άθροισμα των ψη­

φίων -θεωρούμενων είς T7jv απόλυτον τιμήν των είναι 
διαιρετός διά του 3 η διά του 9 < είναι καί αυτός ο 
ίδιος διαιρετός διά του 3 η διά τού Q.

Παρατηρουμεν κατά πρώτον , οτι εάν είς οποιασ- 
δηποτε δυνάμεως του 1 0  η της μονάδος, ητις εχει 
είς τά δεξιά της αριθμόν τινα μηδενικών, αφαιρεσώ-
μεν ί ,  το εξαγόμενον είναιδιαφ?τόνδιά τού 9- Επειδά
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το εξαγόμενον rovto  συντ& εται από τόσα ψηφία 9 , 
γραμμένα το εν κατ ε£ακολον·3·ησΐ’' ,του άλλου , όσα 
μηδενικά έχει ’ αλλ η,σιπάλυτος τιμή , έκαστον ψηφίου 
g είναι διαιρέτη τοσον δια τον 3  , όσονκαί διά του 9 * 
λοιπόν τό αυτό ακολουθεί και διά την σχετικήν του 
τιμήν, ητις είναι πολλαπλάσιος της απολύτου τιμής. 
Ούτως τό εξαγόμενον είναι διαιρετόν διά του 3  η 
διά του 9 -

Τούτου τεύ-έντος, έστω θ -ξ δ ^ α ό προβαλλόμενος 
αριθμός} τον οποίον σημειόνομεν διά Ν , και εχομεν 
κατά την -9-εμελιωδη αρχήν του συστήματος της άρι$·* 
μησεως N = a-h l0 j3 -l- i0 2 /+ 1 0 ^ 0 _ j_ lo 4 ^ -h t0 ^ n  . . . 
ισότης, την όποιαν δυνάμε-S-a νά -S-εσωμεν υπό την 
ακόλουθον μορφήν.

i-h(lO — l )  j3+ (ΙΟ 2 — ΐ )  y+  (ΐΟ 3 —  ΐ )  <Η-
4-α  + |3 + /  + δ

(ιοά*-— ι ) ζ 4 - ....................
* Κ +  ■ ................

[Π . χ. 1 0 3.δ = δ .ΐ0 3 ----δ+δ=;(ΐθδ —  l)0 + 0 j
α λλά  κατά τά προειρημένα 1 0  —  1 , Ι Ο2 —  1 , 
ΙΟ 3 — 1  . . ♦ . και ^ν με'νει 1 0 ν — 1  μέ το' νά 
ηναι διαιρετά διά του 3 η διά του 9» η πριότη opt* 
ζοντιος γραμμό σνγκειται από σειράν αριθμών πολ­
λαπλασίων του 3 η του 9 * οντω τό  πρώτον μέρος 
τ.ού αριθμού Ν είναι και αυτό διαιρετόν διά 3  V διά 
9 * λοιπόν ε’άν τό δεύτερον μ έ λ ο ς , τό οποίον άλλο 
δεν είναι, παρά τό α-3-ροισμα των ψηφίων του προ- 
βαλλόμενου apt-9-μου, θ-εωρουμενον με' την απόλυτόν 
του τιμήν, είναι, διαιρετόν διά τού 3  η διά του 9 * 
όλος ο αρι-3-μός είναι καί αυτός διαιρετός διά του 3 , 
η διά τού p " Ο  * Ε  * Δ .

§. 1 4 2 . Δ ιά  νά'προσδιορίσωμεν τό υπόλοιπον 
της διαιρεσεως οποιουδηποτε αριθ-μού διά 9? αρκεί να
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κάμιομεν to α^ροισμ® των ψηφίων θεωρούμενων με 
την απόλυτόν τιμήν των , και νά τό διαιρέσιομεν διά 
του 9 ' εάν η τοιαύτη διαιρεσις δε'ν δωσ  ̂ υπόλοιπον , 
ο δεδομένος αριθμός είναι διαιρετός διά του Q’ άλλ’ 
εάν ευρωμεν υπόλοιπον, τούτο είναι τό αυτό, ως 
εκείνο, τό όποιον ηθ-ελαμεν δείξει, εάν εδιαιρούσα- 
μεν τον δεδομενον αριθμόν διά του 9· Τούτο είναι 
συνέπεια της σνσταθείσης αρχής εις τον άρι-9-μόν 1 3Q.

§. 143. Ι δ ι ό τ η ς  τ ο υ  άρι-9-μου 11. Κάθ·ε 
αριθ-μός είναι διαιρετός δια 1 1 , όταν η διαφορά με­
ταξύ του αθροίσματος των ψόφιων των περιττών τά­
ξεων από τά δεξιά, και τό άθροισμα των ψηφίων της 
αρτίας τάξεο^ς ηναι Ο , η πολλαπλάσιον του 11.

Πριν άποδείξωμεν ταυτην την ιδιότητα , είναι 
ανάγκη νά παρατηρησωμεν

Γ  Ό τ ι  κάθε δύναμις βαθμού αρτίου του 10 
ελαττουμενη κατά μίαν μονάδα είναι διαιρέτη διά 
του 1 1 .

Τω ον τι τό εξαγόμενον τούτο είναι συνθ-ετον ε’κ 
σειράς τινων ψηφίων p είς αριθμόν άρτιον γραμμένων 
χατ^ έξακολου5ησιν του ενός εις τό άλλο * έκαστον δε 
τμήμα εκ δυο ψηφίων -3-εωρουμενον μόνον,, σχημα­
τίζει ρρ η 9 * 11» και άιά τούτο είναι διαιρετόν διά 
του 11* λοιπόν η' σχετική τιμή έκαστου τμήματος, 
ητις είναι πολλαπλάσιος της απολύτου τιμής, είναι 
και αυ’τη διαιρέτη διά του 11 * λοιπόν εν μενει 1 02ν 
■— 1 είναι διαιρετόν διά του 11 (<Ζν εκφράξει κα3·ώς 
ηξευρομεν αριθμόν άρτιον )

201>, Κά-9-ε δυ'ναμις βαθμού περιττού του αριθ­
μού 10 δυναται νά έκφρασή διά ΐό^Η -ι (αρ 1 4 ° ) ‘ 
αλλ’ εχομεν και 102ν+1 = 1 0 2νΧ10 (όρο. αρ. 115), 
καί κατ’ άλλον τρόπον 10 *ν + 1 =  10 2νΧ 10 —· 1 0 + 1 0 
= ( ΐ 0 3ν—· 1) 10+· 10'* πρόσθετόντες^Ι καί είςτάδυο
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μέλη εξάγομεν ι ο ^ + 1 -4~ 1 = ( ι ο 2ν'+~1 —  ι )  ι ο + t i  *
αλλά 1 0 2ν—  1  είναι διαιρετόν διδί του 1 1  κατά 
την πρ ώτην πρότασιν, 1 1  προσέτι είναι διαιρετόν δια 
του έα ντο ύ το ν  λοιπόν i 0 2>' + 1-f-l  είναι διαιρετόν 
δια 1 1 .

Τούτου θετεντος, έστω . . . .  ηθζδγβα ο προ* 
βαλλόμενος αριθμός , τον οποίον καλούμεν Ν , ούτως 
εχομεν Ν = α - } - 10  * β + 1 0 2 * μ + 1 0 3ό4-1()4ζ-}-ιοΓ>
3~ {-................ ίσότης, την οποίαν δννάμεθα να γρά~
ψωμεν υπό την μορφήν,

+  ( l O + l )  j3 + ( l0 2+ l )  / + ( ΐ θ 3 Ή )  <$+
+ α  —  β + /  —  5
( ι ο ̂  *4~ ι ) . . . · .

*Ηδη κατά τάς ανωτέρω δυο παρατηρήσεις η 
πρώτη γραμμή συγ/.ειται από αριθμούς ούσιωδώς διαι­
ρετούς δια 1 1 , και επομένως σχηματίζει τδ πρώτον 
μέλος, το οποίον καί αυτό είναι διαιρετόν διά 1 1 . 
Λοιπόν εάν το' δεύτερον μέρος , τό οποίον άλλο δεν 
είναι, παρά η διαφορά μεταξύ τού αθροίσματος α +  
y + C +  ·.· * . των ψηφίων βαθμού περιττού  , καί τό 
άθροισμά β + ύ + θ ·+  . . . .  των ψηφίων βαθμού αρ­
τίου , είναι διαιρετόν διά τού 1 1 , καθ-ώς νπεθεσαμεν  , 
ολος ο αριθμός Ν είναι παρομοίως διαιρετός διά τού
ι ι  * Ο . Ε . Δ .

§. 1 4 4 - Ό τα ν  η διαφορά μεταςύ τού αθροί­
σματος των ψηφίων τά£εως περιττής , καί τού αθροί­
σματος των ψηφίων τά^εως άρτίας , δεν ηναι Ο η πολ­
λαπλάσιον του 1 1 , ο ολος αριθμός δεν είναι ύίαιοε- 
τός δια του 1 1 , ε’πειδη εν των μερών του είναι διαι­
ρετό'ν καί τό άλλο δεν ε ίνα ι' αλλά τότε πρέπει νά
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·9·εωρησωρεν δυο περιστάσεις ως προς τον τρότιρν του 
λαρβάνειν το υπόλοιπον της διαιρεσεώς.

ρην της τιρης του Ν. Σηρειόνοντες λοιπόν ταύτην την 
τφωτην ρραρρην ύιά Β , και την διαφοράν , την όποιαν 
εχομεν να προσ-9-εσωρεν, όιά Γ , ·$·ελορεν εχεί  Ν =  
Β + Γ  , κα\ εαν Γ όεν ηναι διαιρετόν did 1 1 , τό υπό­
λοιπον της ύιαιρεσεως του Γ όιά του 1 1 , ·5·ελει είναι, 
ως εκείνο, το' οποίον η3-ελαρεν λάβει διαιρουντες Ν 
δια του 1 ι (άρ. 1 5 9 ).

~ O V  1 » " ,  X ’ *.  · I  \  *  -  ~  . /
2  . Εαν εξ εναντίας το αθρόισμα τον) ψηφίων 

τάξεως άρτιας η vat ρεραλητερον από εκείνο των ψη· 
φιων τάςεως περιττής, η διαφορά πρεπει νά αφαιρεθ-fl 
από την πρωτην ^ραρρην, κα'ι 3-ελορεν εχει Ν— 
Β —  Γ , Γ παριστάνοντος πάντοτε την α’ρι-9-ρητικην 
τιρην της διαφοράς.

Διά νά προσδιορισωμεν εις ταύτην την περιστα- 
σιν τό υπόλοιπον της διαιρεσεως του Ν διά του 1 1 , 
παρατηρούρεν , ότι εχομεν Β = Ι 1 Χ Κ , Κ οντος ακέ­
ραιου άρι$·μου, και Γ—1 1  χ Κ + Κ  * λοιπόν 
Ν =  1 1 X Κ —  1 1 χ  Κ' —  Ε  , η άφαιρουντες και προσ- 
3-ετοντες 1 1  ,
NrrzT ι χ Κ  —  ι ι χ ϊ ί ' —  ι ι + ι ι — Ε = ι ι  (Κ — Κ'—
ι ) + ι ι  —  Ε ·  άστε βλεπομεν , ότι εις ταύτην την 
περίστασιν τό υπόλοιον της δίαιρεσεως τού Ν όια του 
1 1  είναι ’ίσον οχι με τό υπόλοιπον Β της όιαιρεσεως 
τού Γ διά του 1 1 , αλλά με τό εξα^όρενον, 
τό όποιον προσδιορίζομεν αφαιρουντες Ε  απο το 1 1 .

Έ στω  πρός ακριβή κατάληψιν τούτου ύ apt-9-ρός
47356708 .
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Κάμνοντες το ά9·ροισμα των ψηφίων τά^εως πε­
ριττής , άρχιζοντες από τά δεξιά , ευρισκομεν 27* ε’κ- 
τελουντες προσέτι το άθροισμά των ψηφίων ταχέως 
ά ρτιας, λαιιβάνομεν 13* ηδη το πρώτον άθροισμα. 
είναι μεμαλητερον του δεύτερου * λοιπόν λαμβανομε- 
νης ττ\ς διαφοράς 1 4 » τό υπολοιπον 3  ταυτης της δια­
φοράς διαιρούμενης δια του 1 1 , είναι Γσον με εκεί­
νο της διαιρεσεως όλου του αρι$·μου, ως δυνάμεθ-α 
νά βεβαιωθ-ωμεν, εαν διαιρεσωμεν την τελεύταγαν 
διαιρεσιν , κατά τον συνειθ-ισμενον τρόμον.

'Ό μ ω ς , εάν ο αριθμός ητον 3 7 0 5 4 ^ 3 4 5  , επειδή 
το άθροισμα των ψηφίων τάξεως περιττης είναι 1 5 ,  
και των ψηφίων τάίςεως άρτιας είναι 22^> ~15, επε- 
τα ι, ότι λαμβάνοντες την διαφοράν μεταξύ τούτοjv 
των δύο αθροισμάτων, ητις είναι 7  > το' υπόλοιπον 
της διαιρέσεως του ολου αριθ-μου διά του 1 1  δε'ν είναι 
7 , αλλά  1 1  —  7 4 » *αθ·£ος δυνάμε-9-a νά βεβαι-
ω·9·ώμεν.

§. 145. Β ά σ α ν ο ς  δ ι ά τ ω ν  Q κ α ι  1 1  τ ο υ  
π ο λ λ α π λ α σ ι α σ μ ο ύ  κ α ι  τ η ς  δ ι α ι ρ ε  σε  ως.  
*Τπάρχει σύντομός τις και απλή βάσανος του πολλα­
πλασιασμού και της διαιρεσεως , δχι βε'βαια ά£:α 
σιωπής * και ιδού τινι τρόπω εκτελειται.

Ά-9-ροιζομεν διαδοχικώς τά  ψηφία του πολλαπλα­
σιαστέου, και διαιρουμεν τό άθροισμά διά του 9 , 
και σημειόνομεν το υπόλοιπον * παρομοίως α9·ροιζομεν 
τά ψηφία του πολλαπλασιαστου , και διαιρουμεν το' 
α σροισμα διά του 9 » καί τημειόνομεν τό υπόλοιπον * 
Μετά ταυτα πολλαπλασιαζομεν τά δυο υ'πόλοιπα και 
διαιρουμεν τό γινόμενόν των διά του 9 » κα': τημειόνο- 
μεν τό τρίτον υπόλοιπον.

2 0 8
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Τέλος πάντων οιαιρουρεντό γινόμενον τον πολ­
λαπλασιαστέου καί πολλαπλασιαστου όιά τ ον Q , καί 
ευρισκορεν τέταρτον υπόλοιπον , το οποίον θ-ελει είναι 
ίσον ρε το τρίτον, εάν η πράίςις ηναι όρ·9·η.

'Ας πολλαπλασιασ-9-ουν π. χ . οί όυο aptS-poi 
5786  καί 475.

Έκτελεσ.9·εντος του πολλαπλασιασρου κατά την 
συνει9·ισρενην ρε·$·οόον , συνα3-ροίζομεν τα ψηρία του 
πολλαπλασιαστέου , καί εκ του τοιούτου αθροίσματος 
ά<ραιρουρεν τοσάκις το' ρ > οσάκις είναι όυνατον να 
άφαιρε-S-fl, τουτέστι λε^ορεν 5 και 7 κάρνουν 12 ,* απο 
το ι 2 αφαιρουντες το 9 ^χορ,εν 
3 , 3 και 8 κάρνουν 1 1  , απο 
το' 1 1 α^αιρουντες το ρ εχορεν 
2 * τέλος -πάντων 2 και 6 κάρνουν 
8 * το ο-ποιον είναι Το υπόλοιπον

5 7 8 6
475

28930  
4 0 5 0 2

της άιαιρεσεως του -πολλαπλά- 144

8 |2

7||2

σιαστέου όιά του ρ » και το' οποίον 2 7 4 8 3 5 0  

’̂ράφορεν κατά ρε'ρος.
Πράτορεν το αυτό' κα'ι εις τον πολλαπλασιαστήν, 

ναι ενρίτγ,ομεν υπόλοιπον το όποιον γράιρομεν υπό 
το' 8 » ως εόώ (ραίνεται.

Πολλαπλασιάζορεν 8 επί 7 και εχορεν 5 6 , το 
οποίον άιαιρουρεν όιά του 9 ι καί ευρίσκορεν τρίτον 
υπόλοιπον 2 , τό όποιον γράφομεν εις τα δεξιά του 8 · 
Τε'λος πάντων πράττορεν επί του όλου ^ινορενου , ως 
επράςαρεν ε’πί των όυο παραγόντων, καί εξάγομεν 
υπόλοιπον 2 , το' όποΧον πρεπει νά ηναι ίσον ρέ το 
τρίτον , όιά νά ηναι η εργασία ακριβής.

Δ ιά νά δωσωρεν λόγον της βασάνου διά του ρ 
ρε τρόπον γεινιν,ύν, άς σηρειωσωρεν <5ιά Α καί Β 
τους δύο δεδομένους παράγοντας, άιά Κ καί Κ , Β  
καί Ε" τά πηλίκα καί τά υπόλοιπα της διαιρε'σεως του
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πολλαπλασιαστέου και πολλαπλασιαστου όιά του Q , 
εντεύθεν 3-ε'λομεν εχει τάς ακολούθους ισότητας.

A=CT Κ +Ε  
Β = 9 · Κ '4 Κ '.

Πολλαπλασιάξοντες μέλος επι μέλος ταυτας 
τάς δυο ισότητας S-ελομεν ενρεΐ (αρ. 1 1 5)

Α Β = 9 »· M iM -pK 'K -fg* Κ Ε '+ Ε Ε '.
Α λλ οί τρεις πρώτοι οροί του όεντε'ρου μέλους 

ταυτης της ΐσότητος είναι προφανώς πολλαπλάσιοι του 
C). Λοιπόν (αρ. t3 p )  TC' υπόλοιπον της όιαιρεσεως του 
γινομένου ΑΗ δαχ 9 ^ρεπει να ηναι ίσον με εκείνο το 
όποιον 3-ελει όώσει τό γινόμενον Ε Ε  , όταν διαιρε$·$ 
όιά του 9» Ο , Ε ,  Δ»

Εάν ε!ς των δυο παραγόντων του πολλαπλασια­
σμού ηναι διαιρετός διά ρ, πρεπει νά ακολου5^ το αυ­
τό και εις τό γινόμενον, και τό αυτό ηθ-ελεν ακολου­
θ ε ί ,  εάν τό γινόμενον Ε Ε ’ ηναι πολλαπλάσιον του ρ.

Ε ις δε την βάσανον της όιαιρε’σεως όυνανται νά 
άκολο u-9-ησωσι όυο περιστάσεις* όταν γένη η όιαιρεσις , 
κατά την κοινήν με·3·οόον, η όεν ευρισκομεν υπόλοιπον, 
η ευρισκομεν εν.

1 Εαν οεν υπαρχη υπολοιπον, ο οιαιρετεος
S-ελεΐ· είναι τό άκριτες γινόμενον του όιαιρετου όιά του 
προσόιορισθ-εντος πηλίκου , και εις ταύτην τηνπεριστα- 
σιν ε’φαρμόζομεν τον προειρημενον κανόνα, -S-scopouv- 
τες τόν διαιρέτην και τό πηλικον, ως δυο παράγοντας 
ενός πολλαπλασιασμού, και τόν όιαιρετεον ως τό γι­
νόμενον.

2 °ν' Έ άν  λάβωμεν υπόλοιπον , (και τούτο συμ­
βαίνει συχνότερα) α’φαιρουμεν αυτό από τόν ολον όιαι- 
pVreov, και τότε τό υπόλοιπον ταύτης της αφαιρεσεως 
είναι τό ακριβές γινόμενον του όιαιρετου όιά τό πηλό·
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κον, και πράττομεν επί των τριών τούτων τελευταίων 
άρι-9-μών, ύ?ς ανοδτερω είδομεν.

Σ . Κ> Οσάκις μεταχειριζομε-9-α την βάσανου 
διά του ■ Q , και το υπόλοιπον τό συναχόμενον από το 
ολον γινόμενόν, δεν είναι ίσον με το τρίτον υπόλοι­
πον , συμπεραίνομεν , ότι η πράξις του πολλαπλασια­
σμού δεν ε/.τελεσθ-η ακριβώς. ’Καν όμως το ύπόλοι- 
τον του νινομενου η ναι ίσον με το τρίτον υπόλοιπον* 
δυνατόν η πράξις νά ηναι ακριβής, άλλα δεν πρεπ,-t 
αποφασιστικούς να την λαβωμεν ως ακριβή -πάντοτε διά 
τα ακόλουθα δύο αίτια. Το' τρωτόν, επειδή δυνατόν 
είναι νά ε^ράψαμεν , είτε εις τά  μερικά γινόμενα, είτε 
κα'ι εις το ολον γινόμενον μηδενικά αντί Q , και κατά 
την φυσιν της βασάνου δεν δυνάμε3·α νά καταλάβω- 
μεν το σφάλμαν το δεύτερον, επειδή δύο ψηφία τόσον 
των μερικών-μινομενων , όσον καί του όλου γινομένου, 
δόναται να' ηναι τό εν μεμαλητερον , καί τό άλλο μι- 
κρότερον του ίδιου άρι-9-μου μονάδων , τό οποίον κάμνε& 
την ανταμοιβήν εις τό άθροισμα των ψηφίων του νινο­
μενου , καί ούτω δεν καταλαμβάνομεν ακόμη το 
σφάλμα.

Η βάσανος αυτή , μ ολον οτι είναι -πολλά εύκο­
λος .εις τάς -πράξεις , δεν είναι ακριβής, καί διά τούτο 
πρεπει νά την 3·εο>ρωμεν ως ημιβάσανον , μεταχειρι- 
ζόμενοι αυτήν μόνον εις κατεπεινούσας περιστάσεις.

Ί ΐ  βάσανος διά του 1 1 , η οποία δεν διαφερεο 
εκείνης του 9 » είμη εις τον τρόπον του -προσδιορίζεις 
τό υπόλοιπο της διαιρεσεως εν,ος αριθμού δια του 1 1  
(ορα άρ. 1 4 4 )» £i'vou προτιμητέα, άμν.αλά καί αυτή 
είναι υποκείμενη είςτινα σφάλματα, άλλα τα σφάλμα­
τα ταυτα συμβαίνουν σπανίως. Επομένως τοιαυταο 
βάσανοι εφαρμόζονται -παρομοίως εις τον πολλαπλασια­
σμόν καί εις την όιαίρεσιν των «δεκαδικών κλασμάτων ,

m

(
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επειόη at ττρά ε̂ις εις αυτά hrslow rcu , ώς sxetvatTων 
ακεραίων αριθμών.

§. 1 4 0 . 'Τπάρχουν προσέτι χαρακτηριστικά τινά, 
διά μέσου των οποίων μνωρίζομεν,. o n  είς άρι$·μός 
είναι διαιρετός διά των πρώτων αριθμών 7 , 1 3 ,  1 7 .

Ά λ λ ’ η μέθοδος , την οποίαν πρε'πει νά ακολου­
θήσω μεν είναι, μακρα και επίπονος, και είναι συντομιο- 
τερον νά εκτελε'σωμεν την πρχ^ιν της διαιρέσεως διά
7 ,  13

rr }Τά δι’ απλήν περιερχειαν ζητήματα ταύτα απαν­
τούν προσε'τι περισσοτέρας αλ^εβραικάς άρχάς, άψ 
οσας εως του νυν εςηχησαμεν.

Συμβουλεύομεν δε τους αρχαρίους νά νυμνασθ-ω- 
σιν επι του ακολούθου ζητήματος. Ποιοι είναι είς εντι 
σύστημα άριθ-μησεως , του οποίου η βάσις είναι β ,  οι 
δύο αριθμοί, οίτινες είναι δεκτικοί αναλογών ιδιοτήτων 
με εκείνους του 9 'λαι 1 1 η εννέα και ενδεκα τού δε­
καδικού συστήματος, και να απδδεί^ωσι ταύτας τάς 
ιδιότητας. Θελουσι δε y-S-άσει ευκόλως κατά ταύτην 
την αρχήν, oVt είς xoLS-s σύστημα αριθ-μτ'σε&ς πάσα δύ- 
ναμις της βάσεως δύναται να έκφ ρα σ ή  διά της μονά- 
δος ακολουθημένης απο τόσα μηδενικά, όσας μονάδας 
εχει ο βαθ-μός της δυναμεως , ' τουτέστι διά ιΟν , όν- 
τος ν του βαθμού της δυναμεως.

§. 1 4 7 . Τά δε' χαρακτηριστικά της διαιρετό'τκτος 
ενός αριθμού διά των πολλαπλασίων (), 17, 15, 1 8 , 
30 , των προίτων apc-S-μω^-2 , 3 , 5, οντα απλού- 
στατα , ημπορούν νά τεθ-ωσιν εδώ.

1°ν' Ε ίς άρι-3-μός tivai διαιρετός' διά τού 6 η 1 8, 
ό 'ταν, τού αριθμού οντος αρτίου, το α3·ροιομα των 
ψηφίων του θεωρούμενων κατα τας απολύτους τιμάς 
τω ν, ηναι διαιρετός διά του 3 η του 9* Ε πειδή  ου- 
τος ο αριθμός είναι διαιρετός τότε διά του 2  και δια
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του 5 *η Q * αλλα 2 και 3 η 2 και 9 είναι πρώτοι 
άναρεταςυτο^ν. Λοιπόν (αρ. 137) ο apiS-μος είναι 
διαιρετός δια του 6 η διά του 18.

2  ον' Ε ίς άρι-9-ρός είναι διαιρετός διά του 1 2  >5 
διά του 30 , όταν τα δυο τελευταία  ψηφία του, 3-ειο- 
ρουρενα κατα την σχετικήν των τιμήν , σχηρατιςωσιν 
αριθμόν πολλαπλάσιον του 4 » και τό ό&ροισρα των 
ψηφίων του προσέτι διαιρείται διά του 3 δ' διά του Q» 
επειδή τότε ο αριθμός είναι διαιρετός δια του 4 καί 
διά του 3 η 9> λοιπόν είναι διαιρετός διά. 4X 3* η 
4X9 ,/Τουτεστι διά 12 η 30.

3 °ν' Τέλος -πάντων ε ;ς άρι-9-ρός είναι διαιρετός 
διά του 1 5 η  4 5 ,  όταν, του τελευταίου ψηφίου δντος 
Ο η 5 ι  το' α-^ροισμα των ψηφίων ηναι ϊ διαρετδν διά 
του 3 η διά του 9 * επειδή τδτε ο άρι5ρός είναι διαι­
ρετός διά του 5 κα*ι διά του 3 η 9 ♦ λοιπόν και διά 
του 15 η ί\6*

*Ας ενλΑ·ω)χεν τώρα εις την ερευνάν όλων των διαι- 
υ τόσον των απλών, ωσάν κα'ι των 
πρότασιν δε ταυτην, ως ραλίστα 

ά^ιολορωτάτην, -9-ε'λορεν εκ-9-εσει ακριβώς και γενιχως.
§. 1 4 8 . Έ σ τω  Ν  όαρι-9-ρός, του οποίου ξητου- 

ρεν νά ^νωρισωρεν όλους τους διαιρετας τοσον απλούς, 
οσον και συνθέτους.

ρετων ενός αρι-9-ρο 
συνθέτων. Την

Σηρειόνορεν διά α τόν ρικρότερον πρώτον άρι5- 
ρόν, άρχ^ζοντες από τον 2 , οστις διαιρεί το Ν ,  κοά 
εκτελουρεν την διαίρεσιν του Ν  διά α τόσαις φοραΤς 
διαδοχικούς, οσον είναι δυνατόν. *Εστω ν ο αριβ-ρος 
τώνφορο3ν , κατά τάς οποίας η διαιρεσις εκτελεσθ-η , 
είς τρόπον , ώστε εχομεν

Ν  =  αν 4- Ν'* Ν' ρη περιεχοντος πλέον τον παρ­
άγοντα α. Επειδή πας πρώτος apiS-μος διαφορετικός

'  18
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του οι διαρών Ν , πρέπει (σρ. 1 3 3 ) νά διαιρώ Ν', $πε- 
r a t , ott η αναζητησις των ερώτων -παραγόντων του 
Ν» διαφορετικάίν του α> αγεται εις εκείνην των πρώ­
των παραγόντων του Ν', αριθμού απλουστέρου παρά Ν.

*Ας σημειώσωμεν 'πάλιν διά β τον άπλουστερον 
πρώτον aptS-μδν, όσης 6taιρει το Ν', και διά του ν 
το'ν άρι5·μδν των φορών, καθ·’ άς ο τοιουτος παράγων 
εις το Ν  εισέρχεται' ούτως εχομεν Ν '= β ν χΝ " , και 
ούτως εξά^ομεν Ν = α ν βν X Ν", Ν" μη περιέχοντος 
πλέον τους άπλους παράγοντας α και β.

‘‘Ά ς σημειώσω/εν ετιδιάμ τδνμικρδτερονάρι.5·μο'ν, 
δστις διαιρεί το Ν", και διά ν ' τον άρι^-μδν τώνφορών, 
κα3·’ άς ο τοιουτος παράγων εισέρχεται, κα'ιευρισκορχεν

N"r=yv* χΝ "', και έπομε'νως Ν = α ν βν' yv X Ν'".
Και ακολουθ-ουντες ταυτην την σειράν των πρά­

ξεων, -9-ελομεν ενρεϊ πηλι'κον, τδ ο’ποΐον θ-έλει είναι 
πρώτος αριθμός, η μι'ατις δύναμις πρώτου άρι$μον ? 
και τότε διαιρουντες διά τουτου τόσαις φοραις , οσαις 
ημπορέσωμεν, .9-έλομεν ευρει τέλος πάντων πηλι'κον 
Γσον με την μονάδα,

*Ας υ'πο^εσωμεν προς ακριβή τουτου κατάληφιν, 
on  JN είναι ίσον με ον , ο οντος αρ^-μου πρώτου , 
τότε 3 ·ελομ$ν εχει, Ν=^αν βν yv* δν”', των γραμμάτων 
α, β»  ̂ εκφραξδντων (άρ. 1 3 6 ) μο'νον τούς πρώτους 
παράγοντας, τους οποίους δυναται νά περιέχω τδ Ν.

‘Ο ’Αριθμός Ν  λέγεται τδτε, οτι άνελύθ-η εις 
·τ$ύς απλούς του παράγοντας.

Έ άν μετά ταυτα ·9·Ιλωμεν νά σχηματ&ωμεν 
δλους τους συνθέτους διαιρέτας, πρέπει (κατά τον άρ. 
13 8 ) νά προσδιορισωμεν δλα τά γινόμενα πολλαπλα- 
σιάξοντες ανά δυο, άνά τρεις τάς δυνάμεις τών πρώ­
των παμα^δντων ,  τάς περιεχομέρας μεταξύ της πρώ­
της και της δυνάμεως ν, διά «  της ν ,  διά β της ν ' ?
κ %
βια γ . . . . . .
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Δίά ν« εχεομεν την βεβαιότητα, ότι εαχηματίσα- 
μεν οΧονς τούς Χαιρετάς, είναι χρ ίκ ον νά εξαχολον- 
$·γ\σοιμεν μίαν τινά ταξιν , xat ιδού τίνι τρόπω διατάτ- 
τομεν την -πρα^ν.

Προχ*ισ5·ω νά εύρ&μεν ολους τους &atpετας τον 
αριθμόν 5880* ** κ> ο* to 4*- Ό co 4>. -£»· ΟΙ ·*4 -Ρ* CO >·» *4 Ό ϋ< Ο» Ο Ο Ο,
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Ά φ ου 7 ράφ»^εν 4 , ro oirotov elvoie ο iecetpefsw 
$X$y το~ν αρι·$“μύον εις τα δεζια τον 5880» του* Χ*3'

18 *
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cξοαεν διά κα-9-έτου γραμμής, καί έκτελουρεν την 
ιαίρεσιν διά 2  , τό οποίον ρράφορεν υπό τον διαιρέτην

1 , και λαρβάνορεν πηλίκον 2 Q4 ^ » το όποιου -9·ε~ο- 
ρεν υπό των 5880  * καί επειδή 2940  είναι ακόρη δι­
αιρετόν διά 2 , ypacpopsv εκ νέου τούτον το'ν διαιρέτην
2  υπό τον πρώτον, καί το' νέον πηλίκου 1 4 7 0  υπό 
το προηρ'υρεν ον * επειδή το' πηλίκον τούτο είναι αχ ό­
ρη διαιρετόν διά του 2 , θ-ετομεν τούτον τον νεον διαι­
ρέτην υπό τον προ εαυτου, και τό νεον πηλόκον 7 35  
υπό τό 1470. Λοιπον δυναρε-9-α νά συρπερχνωρεν , 
ότι 5 8 8 ο — a 3* 735.

Τό πηλίκον 735 δεν είναι πλέον διαιρετόν δια 
του 2 , αλλχ διά του 3, τό οποίον χράφορεν υπό τον 
τελευταίου διαιρέτην \  ρετά ταυτα 3-ετορεν τό πηλίκον 
2 4 5  υπό τό ανωτέρω. Λοιπόν £>8 8 0 = 2 3 . 3 . 2 4 5 .  
Τό 2 /ι 5 δεν διαιρείται πλέον διά του 3 , αλλά διά 
του 5 ι  το οποίον ρράφορεν υπό τον διαιρέτην 3  , καί 
το πηλίκον είναι 49 > το' οποίον δεν διαιρείται πλέον 
διά του 5· Λοιπόν 5 8 8 0 = 2 3. 3 » 5 . 49-

Τό 49 είναι διαιρετόν διά 7 , τό οποίον ypv.yo* 
μεν νπο τον διαιρέτην 5 , καί' δίδει πηλίκον 7 » τό 
οποίον είναι ακόρη διαιρετόν διά του εαυτου του. Γρά- 
φομεν λοιπόν εκ νέου τον διαιρέτην 7 υπό τον προη- 
yovpsvov , καί ευρίακορεν τελευταίο,ν πηλίκον 1 . Λοι­
πόν 5 8 8 0 = 2 3- 3 . 5 . 7 2·

Ούτως αναλύεται λοιπόν ο αρι-9-ρός είς τους 
απλούς του παράγοντας.

Δ ιά νά λάβω μεν τους συνθέτους διαφέτας έπι- 
στρεφδρεν είς τόν δεύτερον διαιρέτην 2 , τον όποιον 
πολλαπλασίαζα ρεν επί τον προ αυτου καί εχορεν 4 > 
το οποίον θ-ετορεν είς τό πλευρόν του δευτέρου διαι­
ρέτου. Άπερνωντες εις τόν τρίτον διαιρέτην 2 , τον 
πολλαπλασιάζορεν επί 4  *®ί εχομεν 8 νέον διαιρέτην , 
επειδή 8 είναι ίσον ρε 2 3. Περνώρεν ρετά ταυτα
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ζΐς τον όιαιρετην 3 ,  επι τον οποίον πολλαπλασιάζο­
υ ν  όλους τους όιαιρε'τας 4 > καί αυνά/ορεν 
τους νέους όιαιρέτας () , ί α ,  2 4 * &.όη ούτοι παρρη- 
σιαζουν 2X3» 2 2^ 3 ,  2 3χ 3 .  Περνώρεν ρετά ταυτα 
είς τον όιαιρετην 5 , και πολλα,πλασιάζορεν επι 5 τους 
aptS-μονς 2 ,  4 » 8 » 3 ,  6 , 1 2 , 2 4 * ·Η τοιαυτη
πρα^ις μάς όι'όει νέους όιαρέτας , τους όποιους -3-έτορεν 
εις τά όεζιά του 6 .

Εν ενι λό} ω $ι έκαστον άπλρυν παράγοντα προσ- 
ίιορισρενον εις την πρώτην σειρά/; τών ερνασιών, πολ- 
λαπλιαζορεν ολους τους όιαιρέτας τους προ' αυτου επι 
τον παράγοντα τούτον , προσεχοντες νά ρην επαναλά- 
βω μεν τό αυτό γινόμενον.

Ουτιο περνώντες εις τον όευτερον όιαιρέτην 7 , 
^ολλαπλασιαζορεν ρόνον επι τούτον τον διαιρέτην 
όλους τους όιαιρε’τας, ο” τινες ευ'ρίσκονται ετς την ίόιαν 
ypappyyv εις την οποίαν είναι και ό, πρώτος όιαρετης 
7 , και συνάγομεν 4 Q , Q^> 1 Q0 -

η  οοος είναι απολ^το^ς η αυτή εις κασέ άλλο 
παράάει/ρα. Ενταυθ-απροτεινορεν όίά yupvaaiv νά ευ- 
ρο:ρεν όλους τους όιαιρέτας τών apurpcov 1 7 0 'j, 1 0 6 5 · 
5 6 7 0 ,  5 0 5 2 7 , τους οποίους ευρισκορόν Γσούς ρε 
2 2. 3 2· 7 2· | 3 2 . 5 . 3 7 ·  | 2 . 3 4· 5 · 7 . | 7'3. 89· |

§. Γ40· Επειόη είναι αναγκαιότατου να ρην παρ- 
αιτησιορεν ούτε ένα τιον άιαιρετών , <$ιά τούτο κά- 
ρνορεν ^νοοστόν κανόνα τινά, όιά του οπαου βεβοιιο- 
νόρε-9-a , εάν επροσόιορισ-$·ησαν όλοι οΐ διαιρέται ενός 
api-S-p ου.

Π * «  τούτο, άς επα,ναΧάβωμεν την εκ^ρασιν 
Ν = α ν pv yv άν *' Είναι φανερόν, ότι 3-έλορεν Χάβει 
όλους τους όιαιρέτας του Ν , εις αυτους όέ και την 
ρονάόα, πολλαπλασιάζοντες ολους του'ς ορούς της 
σειράς . . , . 1 , ο!, α 2, α3, α4 . . . αν
επί όλους τους ορούς ταυτης ί ,  |32, β^ , β 4 . . . βν
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Μετά ταύτα ολους τους 
όρους τοΰ-ουτως προσδιορι­
σμένου γινομένου, επιτούς 
ορούς τής νέας σειράς 
χοΛ τέλος πάντων όλους 
τους ορούς του νέου γινομέ­
νου 8ψ ολους τους ορούς 
της νέας σειράς

i \ y , y 2, y 3,

1 ,3 \  δ2, δ ^ ,δ 4 ί**'
και οι διάφοροι οροί τούτου του τελευταίου γινομένου , 
άλλο S$v είναι, είμη συμπλοκή άνά ε% άνα δύο , άνά
τ ρ ία '................... των α , |3, 5 . ♦ » . υψωμένων εις
δυνάμεις , των οποίων οι βα$-μοι δεν υπερβαίνουν ν ,
ν ,  ν , ν ................αλλ  ο αριθμός των ορών του
πρώτου πολυωνύμου, είναι προφανώς ν + 1 , ο δε αριθ­
μός των ορών του άευτερου είναι ν '-Η . Λοιπο'ν όλος 
ο αριθμός των ορών του γινομένου των όύο πολυωνύ­
μων είναι ίσος με (ν-{-ΐ) ( ν + ΐ ) .

Παρομοίως ο αρού-μός τών ορών τού τρίτου πο­
λυωνύμου είναι ν* + 1  * ούτως ο ολος αριθμός τών 
ορών του γινομένου εκ τριών σειρών είναι ( ν + ι ; ( ν '+ ι )  
( ν " + ί) ,  και ούτο3 όιαόοχικώς. Έ κ  τούτον εξάγομεν 
τον ακόλουθ-ον κανόνα. „  Αύξανε κατά μονάδα τους εκ- 
,3-ετας ν, ν̂ , . . . . τών βταφόρων πρώτων παρα-
yovrav, ο ιηνες εισέρχονται εις το'ν αριθμόν Ν , μετά  
ταύτα πολλαπλασίαζε αναμεταξύ των τούς ούτω αυξα­
νόμενους κατά μονάία εχθ-ετας, κα'ι τό γινόμενόν εκ­
φράξει τους'διαιρετας ολους τ ο ϋ 'Ν ,  εμπεριλαμβανο- 
μένης και της μονάδος.(ί Δ ια  τούτο ε^ς τάς πράξεις 
έγράφαμεν επι κεφαλής τών διαιρετών τον 1 , οστις 
πρέπει και αυτός νά βάλλεται εις λογαριασμόν«

Εις τό προειρημίνον παράδειγμα ενρηκαμεν 5880  
=  2 3. S 1. 5 1 . 7 2 * τούτο $$ μάς δίδει (3 -f  1) ( i + i )  
( | - f l )  ( 2 -f ΐ )  η 4  Χ 2Χ 2Χ 3 , η 48  > τον ολον 
αρι^μο’ν των όι α φετών πραγματικως διαφορετικών άνα-
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μεταξυτων, το ο'ποΐον είναι βυχολον νά βφαιοο$ώμεΤ 
από τον πίνακα (άρ. 1 4 8 ).

§* 150. Π ρ ώ τ η  π α ρ α τ η ρ η σ ι ς .  Ακολουθεί 
ενίοτε , δοκομάζοντες την διαιρεσιν του apiS-μύ Ν  διά 
των άτρωτων αριθμών 2 , 3 , 5 , 7 . . . .  νά μην 
εύρίσκωμεν χανεν από αυτούς διαιρούντα εντελώς αυ*- 
τον,  άλλ’ άφ’ ού δοκιμάσωμεν διαιρέτην τινά, δστις 
νά άπερνα την τετραγωνικήν ρίζαν τούΝ(οραάρ. 1 8 ΐ ) ,  
χωρίς νά εύρωμεν χανεν’ ακριβή διαιρέτην, είναι άνω* 
^ελε'ςνά δοκιμάζωμεν άλλους νέους διαιρερας, χοά 
]3ε|3αιούμε·9·α, οτι Ν  είναι -πρώτος αριθμός.

Ούτως'73 είναι αριθμός" Πρώτος, ε’πειδη η τε­
τραγωνική ρίζα τού 7 3  είναι μεταξύ τού 8  και Q, και 
κάνεις άρι$·μδς έως εις ρ δε'ν διαιρεί ε’ντελώς 7 3 .

Προς άπόδειξιν ταύτης της προτάσεως, εττωααν 
δύο άρίθ-μοβ A καί Β , των οποίων το μινο'μενον εατω 
Ν . Σημειόνοντες διά Ρ την τετρα^ωνκην- ρίζαν τού 
Ν ,  εχομεν Α χ Β = Ρ χ Ρ , εκ τού οποίου συνάμομεν, 
διαιραύντες τά δύο μέλη διά τού ^νομε'νου Β χ Ρ , την

A Ρ
ίσοτητα .

’Αλλά διά νά υπάρχω αύτη η ισοτης, πρεπει, 
εάν Ιχωμεν Α ^ Ρ ,  νά εχωμεν εις τον αυτόν καιρόν 
Β < :Ρ , επειδή αλλέως ηΆελαμεν εχει αριθμόν με/α- 
λητερον της μονάδος , ίσον με αριθμόν μικροτερον αυ* 
της. Έπεται.εκ τούτου, οτι δεν υπάρχει κάνεις διαι­
ρέτης τού Ν  με^αλητερος τού Ρ μόνον, διότι δε'ν εΤναι 
πλέον μικρότερος * ούτως τό Ν  είναι πρώτος αριθμός. 
Ο ι νέοι, οιτινες μνωρίζόυν την εξαγωγήν της τετραγω­
νικής ρίζης , γνωρίζουν χωρίς κόπον, κατά τη'ν ανω 
παρατηρητιν, ότι 1 1 3 ,  719»  9??»  3 3 2 g , 8123  

. . . .  είναι άριθμο'ι πρώτοι.
§. 151 . Δ ε υ τ έ ρ α  π α ρ α τ η ρ η σ ι ς .  "Ολοι 

οι frpwrot αριθμοί εχουσι ταυ την την πολλά περίεργον

579
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ί$ιότητά, o r t , s’αν αΰξη$·ώσιν η ελαττοο.3·ώσι κατά 
μονάία, τό εξαγόμενον είναι πολλαπλάσιον του 6 . Ms 
άλλους λόγους, όλοι οι πρώτοι αριθμοί περιλαμβάνονται 
«ίςτόν γενικόν τύπον 6ν + ΐ  (όντος ν ακεραίου άριθ-μ^·)

Διά νά όώσωμεν τόν λό^ον τούτης της ίίιότη- 
τος , άρχει νά παρατηρησο?μεν , ότι πας ακέραιος α’ριθ·- 
μός εξ άναρχης περιλαμβάνεται $ις μιαν των άκολου- 
5-ο>ν εξ κλάσεων* *
<5ν+ι, ό ν + 2 , 6y*f3, 6ν4*4» ό ν + 5 ,  6*4-6 *).

Η όευτερα, η τετάρτη καί η έκτη κλάσις σύχ* 
χεινται από αριθμούς διαιρετούς διά του 2  , κα ί διά 
τούτο <5εν δύνανται νά ηναι αριθμοί πρώτοι * η τρίτη 
π,εριίχει αριθμούς διαιρετούς διά του 3 * μενουσι λοι­
πόν αι δύο κλάσεις ό ν + Ι  , 6ν+ 5  , αΐ όΐποΐάι είναι 
ίκανα'ι νά περιλαμδάνιοσι τους πρώτους αριθμούς *’) * 
και ε’πειδη 6ν + ο  είναι ίσον με 6ν + 6 —  ι = 6 (ν + ι)  
1 = 6ν —  1 , ν εκφράξοντος ακέραιον τινά αριθμόν, 
επεται, οτι οι πρώτοι αριθμοί περιλαμβάνονται εις 
τον τύπον 6ν + 1 . '

Ά λλ’ εκ ταύτης της παρατηρησεοος δεν ημπορού- 
μεν νά εξάξωμεν την αντίστροφον, ότι κάθε αριθμός 
του τύπου (jv+ l η — 1 είναι αριθμός πρώτος.

Π. χ . 25 είναι ίσον με 6 X 44- 1 » καί δεν είναι 
πρώτος αριθμός’ 1 2 1  είναι ίσον με 6χ 2 θ 4 *Ι , και 
δεν είναι πρώτος αριθμός, επειδή 1 1  χ ΐ ΐ = 1 2 1 .

♦) Έ*ν «(( την σειράν τω ν  eg κλίσεων των αριθμών χαλέσω- 
μεν ν , ίσον τω Ο, σννα γομεν , 1 , 3 , 3 , 4 /  5» 6 ' Έ«’ν ν 

ιτον 1 συναγομεν 7 ,  8 ,  9» 10, 11 , 12* *αν το* ν 
ίσον τω 2 , συνα'γομεν, ΐ 3 , ΐ4 , ΐ5,  Ιό , 17 , *8, χαί βντω<
*φε%ήζ. τουτεστίν εξ αυτών τών εξ κλίσεων συναγομεν diado- 
χιχώ< ολου< τού{ αρι5μ-ΰ«. Ό  Μεταφρβστηι.

**) Έπειίη δίίοντει Λαφορβτίχα*< τιμ«< του y ε’ξαγομεν ταί 
«ίχολου̂ ουί τΐμα< ίιβΐ 6v-t-l , 6ν + 5, τουτε’στι ν=0 = 1  = ,
2 = 3= 4  · ♦ « . «Ίίγβμβν 1 *«ΐ 5 , η χαΐ ι ι ,  ι3 **ί *7 ν 
19 *** 23 , 25,χ*Ϊ 29 · . · · Έχτο< του ν= 4  *“~ε “λλη «ρο 
του 4 ΤΨΌ του ν μά< «<ίωχε πρώτους apiJpouf. 'Ο Μετα­
φραστή.

* κ ο
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Κν γενει ολοι οι περιττοί άρι$μο'ι, οίτινες δεν 
είναι διαιρετοί διά τον 3 , εμπεριέχονται εις τον τύπον 
6ν + 1 . *Ηδη πολλαπλασιάζοντας δύο η πολλούς πρώ­
τους άρι-9-μους διαφορετικούς τού 2  και 3 εζάγομεν 
γινόμενον, το, οποίον εχει την αυτήν ιδιότητα, χωρίς 
να ηναι αρι-9-μος πρώτος, επειδή εσχηματίσ.$·η διά του 
πολλαπλασιασμού άλλων αριθ-μιον . . . .

§. 152. Ά ν α μ ω ^ η  τ ω ν  κ λ α σ μ ά τ ω ν  ε ι ς  
τ ον  αυτο'ν π α ρ ο ν ο μ α σ τ ή ν .

Ό  συσταςτε'ις γενικός χάνων εις τον αριθμόν 4 2 , 
διά νά ανάχωμεν δύο η περισσότερα κλάσματα εις τον 
αυτόν παρονομαστήν, μας ά^ει εις χλάσματα, των 
οποίων οι όροι είναι πολλά μεμάλοι * *Ηδη, όταν οι 
αρχικοί παρονομαστα'ι περιε'χωσι χοινούς παράγοντας , 
ε'ναι δυνατόν νά εξάζωμεν αρι-9-μόν πολύ μιχρότερον 
τού γινομένου , τό οποίον θ-ελει είναι μετά ταυτα ο 
χοινός παρονομαστής όλων τοόν χλασμάτιον.

Τούτο το ζητημα τό διά τούς απλουστάτους 
υπολογισμούς του αςιολομώτατον , περί του Ίποίουηδη 
λαλούμεν, συνίσταται εις τον προσδιορισμόν του 
άπλουστέρου πολλαπλασίου των παρονομαστών δύο , 
η περισσότερων χλασμάτων.

’Ιδού ποιος είναι ό κανών, τον οποίον πρεπει 
νά ε’ξακολουθ-ησοψεν, όιά νά προσδιορίσωμεν τούτον 
τον άριθ-μόν. ,,’Λνάλυσε τούς διαφόρους παρονομα- 
στάς εις τούς πρώτους παράγοντας των , χατά τον κα­
νόνα του άρ. 1 4 8 . Σχημάτισε μετά ταυτα τό μινομενον 
όλων τούτων, υψωμένων αμοιβαιώς είς την ανωτεραν 
δύναμιν , είς την οποίαν ούτοι ευρίσχονται νψιομελοι 
είς τούς διαφόρους παρονομαστάς. Τό ουτω σχηματι- 
ζόμενον γινόμενον είναι ό ζητούμενος άρι3·μος.(ί

Κατά πρώτον αυτός ό άριθ-μός είναι πολλαπλά­
σιος ε'χάστου παρονομαστού, επειδή περιεχει ολους 
τούς πρώτους παράγοντας είς δύναμιν τουλάχιστον

28 1
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«την με εκείνην, ητις εισέρχεται εις αυτόν τον παρο­
νομαστήν. Asyos προς τούτος, οτι τούτο το πολλαπλά­
σιον gtvatro' απλοΰστερον, έπειόη, δια να περιέχω 
ακριβώς οποιονόηποτε -παρονομαστήν, πρέπει νά πε­
ριέχω έκαστον πρώτον παράγοντα εις δύναμιν τι νά του*· 
λάχιστον ίσην με εκείνην, ητις περιέχεται εις αυτόν 
τον παρονομαστήν.

Προκεάτ-^ω λό^ου χάριννά άνά^ωμεν εις τον αυ­
τόν -παρονομαστήν τά ε£ κλάσματα

13 η  JZ3_ 173 319 523
6 θ ’ 28 ’ 240 ’ 225 * 490 ’ 720*

0 1  ε% παρονομασται αναλυόμενοι έκτους απλούς 
των παράγοντας, κατά τον γνωστόν κανόνα , άγον­
ται εις
2 2 * 3* 5 ,  2 2 * 7 ,  2 4 ' 3* 5 ,  3 2 · 5 2 » 2 * 5* 

7 2 , 24* 3 2 * 5 .
ΟΙ μόνοι πρώτοι παράγοντες , οΓτινες εισέρχονται εις 
τούτους τους παρονομαστάς, είναι 2 , 3 , 5 και 7 , και 
αι άνώτεραι δυνάμεις ,  εις τάς οποίας ουται οι παρά­
γοντες υψόνονται, είναι 24., 3 2 , 5 2> 7 2  · · · Σχη* 
ματίζοντες λοιπόν τό μινόμενον των ανώτερων τούτων 
δυνάμεων Ιχομεν 170400* καί ούτος είναι ό αριθ­
μός, ός τις είναι το' απλού στερον πολλαπλάσιον όλων 
των Παρονομαστών, η ο κοινός παρονομαστής» προς 
τον οποίον πρόκειται νά φέρωμεν ολα τά κλάσματα, 
ως άκολουθ-ως.

Παλλαπλασ:ά£ομ*ν διαδοχικας τους δυο όρους 
έκαστου κλάσματος επι τό πολικόν της όιαιρέσεως του 
άπλουστέρου πολλαπλασίου όιά του παρονομαστου του 
κλάσματος επι του όποιου ερ^α£όμε3·α. Ούτως εις 
τούτο τό παράδειγμα, λαμβάνομεν κατ άρχάς τό 
πρώτον κλάσμα.

Ή  διαι'ρεσις του 1 7 0 4 0 0  όιά 6 θ δίδει 2 Q4 0 
πηλίκο·/, και πολλαπλασιάφντες. τους δύο όρους αυ-



Τ Ω Ν  Α Ρ Ι Θ Μ Ω Ν , 2 3 3

107100 10905 135032 114840
1 7 6 4 0 0 ’ 1 7 6 4 0 0 ’ 1 7 6 4 0 0 ’ 1 7 6 4 0 0  9

ρετότητος, κα~9·ώς χοίϊ των -πολλαπλασίων των 4 » 6, 
8 , 9 ,  1 2 , 1 5 , 1 8 , 2 5 , 36 . . . .  . .

Φέτορεν £ε διά ^υμνασιν τα ακόλουθα κλάσματα, 
13 17_ 113 527 1 2 1 1  3013 523.7 ^
20  ’ 4 8 ’ 2 « ο ’ 9 6 0 ’ 1 8 0 0 ’ 5 0 4 0 ’ 6 8 6 ο

(το άπλούστερον -πολλαπλάσιον όλων των παρανομα­
στούν είναι 2 6 * 3 2 ' 5 2 ' 7 3 * =  4 9 ^ 9 ί 0 6)·

§. 153. Π α ρ α τ ά  ρ η σ ι ς  π ε ρ ί  τ ο υ  μ ε γ  ι­
σ τ ο ύ  κ ο ι ν ο ύ  Δ ι α ι ρ έ τ ο υ .

Έσυστησαμεν εις τον αριθμόν 4 9 » μέθοδον του 
νά προσδιορίζω μεν τον μεμαλητερον άριθ-μον , ος τις 
διίναται νά διαιρώ εν ταυτω δύο δεδομε’νους αριθμούς.

Ολαι αύται αΐ πράξεις είναι πολλά σύνθετοι,

128135
170400*ι, r

*2ί$ Tfli ρίς^-όίου.
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'Κστωααν A  καί B ol δεδομε'νοι άρι-9-μοά *Ας 
εννοηαωμεν, ότι, αψ ού τους άνελύσαμεν καί τους 
δύο si; τούς απλούς των παράγοντας χα,τά^ην με'~ 
$·οδον τού αριθμού 14 8  , svprjxαμεν , ότι α , β , γ ,  
δ είναι ol κοινοί πρώτοι παράγοντες αυτών, καί οί 
μόνοι, τούς οποίους εις τον αυτο'ν καιρόν ευρηκαμεν. 
Ζ,ημειονομεν ετι Οια ν , ν , ν , ν τους εκ^ετας, των 
άνωτε'ρων δυνάμεων αυτών τών παραγόντων, χοινιον 
εις Λ και 13* *Κχομεν λοιπόν Α = αν β ν' γν δν X  και 
Β.—αυ /3> y > " '  II' . . .  ( ι )  (X  και Β7 όντων άρι*- 
μών πρώτων μεταξύ των). Τ ώ  οντι, η περιεχουσιν 
ακόμη ό είς και ο' άλλος τινάς των παραμόντων α , 
β ,  μ, δ , εκ τών οποίων οσόι εύρίσκοντχς εις Α \  δεν 
δύνανται νά ευρε3·ώσιν εις Β#, επειδή αλλέως ν ,  ν , 
ν " , ν"  δεν ήθελαν είναι οι sv-S-irou τών ανώτερων 
κοινών δυνάμεων, η Α7 και Β7 σύμχεινται από πρώ­
τους παράγοντας διαφορετικούς τού α , β ,  γ ,  δ , και 
τότε οι παράγοντες τού Α' διαφέρουν τών τού Β7, αλ­
λέως δεν ηθ-ελαν είναι α , β , γ ,  δ οι μόνοι πρώτοι 
κοινοί παράγοντες. Λοιπόν Α7 κα'ι Β7 είναι πρώτοι ανα­
μεταξύ των*

ϊΐροκύπτει εκ τών προειρημενών, οτι οι κοινοί 
παράγοντες τού Α και Β είναι γινόμενα τινών δυνά­
μεων τού α , β ,  ν ,  δ ε'νός βαθμού ίσου η μικροτε- 
ρον των ν , ν , ν , ν , και συμπλεκόμενων ανα εν, 
άνά δύο , άνά τρία , ανάτεσσάρα* αλλά τό μόγκττον 
γινόμενον, το όποιον εδυνάμε·$·α ούτως νά προσδιορί- 
σωμεν είναι φανερά τό αν β> νν δν”. Λοιπόν ο’ α’ρι3- 
μος ουτος είναι ο με^στος κοινος οιαιρετης των ουο 
δεδομένων α’ρι·9·μών.

Έ κ  τούτου βλεπομεν, ότι ο μεγκττος κοινός διαι­
ρέτης δύο αριθμών είναι τό γινόμενον τών πρώτων 
παραγόντων κοινών είς αυτούς τούς δύο αριθμούς, και
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υψωμένων σχετικως εις την μικροτε’ραν των δύο δυνά­
μεων, ε:’ς τάς οποίας ούτοι οι παράγοντες ευρισκονται 
εις τούς δύο αριθμούς.

Σ υ ν έ π ε ι α .  Πας κοινός διαιρέτης δύο άpiS·* 
pcov διαιρεί το'ν μεγίστων κοινόν διαιρέτην των, διότι 
έΐ'δσμεν , οτι κά-9-ε μερινός διαιρέτης πρέπει νά ηναι 
είς των παραγόντων του αν βν yv δν .

§ 154· Αύτη η ίδιότης χορήμει εν άλλο μέσον 
διά τον προσδιορισμόν τον μεριστου κοινού διαιρέτου 
δυο αριθ-μων. Αρχιζομεν κατά πρώτον νά ερευνω- 
μεν όλους τους διαιρετας του A , κατά την μέθοδον 
του αρι-9-μου 14 8 ,  κα'ι παρομοίως τους του αριθμού 
Β. Θεωρουμεν is μετά ταυτα , ποιος είναι ό μεγαλύ­
τερος από όλους τους διαιρετας , οϊτινες είναι κοινοί 
εις τούς δύο πίνακας , και ούτως εχομεν τον ζητούμε- 
νον αριθμόν.“ *Η αλλέως , τό όποΤον είναι πλέον σύν­
τομον. ,, Αφ’ ου άναλύσωμεν μόνον τούς δύο αριθμούς 
εις τους απλούς των παράγοντας (αρ. 1 4 8 ) ” σχηματί­
ζομε γινόμενόν τι εκ των κοινών πρωτων παρανον των,

ν * , /· » ο ,  , > * / ~ >και υψωμένων αμοιβαίους εις την μσ.ροτεραν των ουο 
δυνάμειον, κατά τάς οποι'ας ουτοι οι παράγοντες ευ- 
ρισκονται εις τούς δύο άρι·9·μούς.“

Έστωσαν π. χ. οι δύο αριθμοί 2150 και 3 6 1 2 , 
των οποίων ζητουμεν τον μέ^ιστον κοινόν διαιρέτην.

2 χ 4 3 = 8 6 .

2150
1075

215
43

1

1
2
5
5
43

3612
1 8 0 6

ξ}03
301

43
1

1
2
2 
3 
7 
43

Εύρισκομεν διά τούς απλούς διαιρετας του 2150, 
2 , 5 ,  5 , 43, και διά τούς απλούς διαιρετας του 
3 0 1 2 ,  2 ,  2 ,  3 ,  7 ,  43*
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Λοιπον 2 χ 4 3  η 86 εΓναι ο ζητούμενος μέγιστος 
κοινος διαιρε’της.

Βλεπομεν 7τρος τουτοις, on 5 X 5 η 25 , καί 
2 χ 3 Χ 7  42 είναι τά πηλίκα της διαιρεσεως των
2150 και 3012  διά 86 .

§. 155. Αυτή η μέθοδος είναι εν ^ενει ολι^ω- 
τερον απλή απο' την κοινήν μέθ-οδον, και μάλιστα, 
όταν είσάγωμεν είς τάς πράξεις τους ακολούθους με* 
τασχηματισμους. 7

Ετίειδη ο μέγιστος κοινος διαιρέτης δυο άριΑ- 
μα>ν συ^κειται απδ τους κοινούς πρώτους παράγοντας 
των δυο αριθμών, δυνάμε$α πρεπδντως νά εξαλείψω- 
μ εν από Ινα εκ των δυο, πρώτον τινά παράγοντα, 
ος τις ευρισκεται εις αΰτδν, καί δε'ν είσερχεται είς τον 
άλλον, και αντιοτρδφως.

Δννάμε^α παρομοίως, εάν $·ελωμ$ν, νά ε’ξα- 
λείψωμεν παράγοντα, ος τις φανερά sivat χοινος είς 
τούς δυο αριθμούς * αρκεί είς το' τέλος της πράξεως 
νά τον εν^υμώμε-^α, όταν πολλαπλασιάξοομεν το εξα­
γόμενον επ\ τον εξαλειφΑεντα παράγοντα. ·

Παρατηρουμεν προσέτι, δη  ο μέγιστος κοινος 
δ ια ιρ ε ίς  δυο αριθμών με' τδ νά ηναι (άρ. 4 9 ) °* αν* 
τδς με το'ν δςης υπάρχει μεταξύ του μικρότερου αριθ­
μού καί του πρώτου υπολοίπου, μεταξύ του υπολοί­
που καί του δευτέρου, καί ε’φεξης . . . ·. η τοιαυΤη 
εξάλειφις δυναται νά εκτελεστά) εις ε'κάστην των παρά 
της μεθόδου άπαιτονμένων πράξεων.

Ούτως επαναλαμβάνοντες τους δυο αριθμούς 
2150  καί 3 0 1 2 , βλέπομεν, on  2150 περιεχει το'ν 
παραγοντα 5 , και παρομοίως τον παρα^οντα 2 5 , ο 
ο’ποΐος δεν είσε'ρχεται είς 3 6 1 2 * τον εξαλ&ίφομεν 
λοιπον, καί ευρίσκομεν πηλίκον 86 .
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Παρομοίως 3012 περιε’χει τον παράγοντα 3 , 
ός τις δε'ν εισέρχεται, ι εις 21 5 0 , τον εξ αλείψομε·:, και 
ευ'ρισκομεν πηλικον 1 2 0 4 *

Οι δύο αριθμοί 86 και 1204  εχουσι προιρ αν ως 
κοινόν παράγοντα το' 2 , το οποίον β άλλο μ εν κατά 
μέρος, το δε ζητημα άγεται εις το νά άναζητ/,σωμεν 
το'ν με^Ίστον κοινόν διαιρέτην του 43 και 002· Διαι-* 
ρουντες 0 0 2  διά 43 ενρισκομεν αχριβε'ς πηλίκον 1 4 . 
Λοιπόν 43X 2 η 80 είναι ο ζητούμενος μέγιστος κοι­
νός διαιρέτης.

Έ στω  σαν προσέτι οϊ δύο αριθμοί 377 και 249* 
Βζαλει^ομεν πρώτον τον παράγοντα 3 , όςτις 

ευρισκεται εις το 249 » χα'£ ^£'ν εισέρχεται εις το 377 * 
το' δε' ζητημα άμεται εις τδ νά προσδιορισωμεν τον με­
γίστου κοινδν διαιρέτην μεταξύ του 377 και 83.

*Ας εφαρμόσωμεν την μεΑοδον. Διαιρουντες 577 
διά 8 3 , ευρισκομεν πηλικον 4» και υπόλοιπον 4 5 ,  
άλλ’ -αντί νά οιαιρεσωμεν 83 διά 4 5 , ώς 
συνει$·ιζομεν, παρατηρούμεν, δτι 4 5 =  377
3 2Χ5 . η δη οι παράγοντες 3 και 5 δε'ν εισ- 45

έρχονται εις τδ 83. Δυνάμε-9-a λοιπδν νά έξαλειψο;- 
μεν απδ τδ 45 τδν παράγοντα 3 2 και τον 5 , χαιεξά- 
γομεν τελικόν πηλικον την μονάδα. Λοιπδν 377 και 
8 3 , και επομένως 377 και 249 S£Vat πρώτοι προς 
αλληλους. . *

Γυμναζόμενοι ολιμον εις τους μετασχηματισμούς 
τούτους , εύκολόνομεν πολύ' την μέθοδον των υπολο­
γισμών. Ημείς δε με άλλον σκοπόν δεν επαρρησιάσα- 
μεν ταυτην Την νεαν με-3-οδον,' ειμη διότι εΓναι αναγ­
καία εις τον αλγεβραϊκόν με^ιστον κοινδν διαιρέτην.

§. 1 5 6 · Έ χομεν χρείαν κάποτε νά προσδιορι- 
ζωμεν τδν μ ε σ τ ό ν  κοινδν διαιρέτην Περισσοτέρων παρά
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δύο άριΑμών , καί ιδού Τι VI τρύπιο
αυτόν.

(Διά συντομίαν Της γραφής σημείο
ψηφίων μ. κ. δ. τας τρεις λεξει ς μεγισ·
ρέτης).

Διά νά εύρω]itsν τον 'μ. κ. μεταξύ πολλών 
αριΑμων, πρέπει κατά πρώτον να ξητησωμεν τον μ, 
κ. δ. μεταξύ δύο τουτοον των αριΑμών, μετά ταυτα 
μεταξύ του ευρεΑεντος καί ενός τρίτου αριθμού, μετά 
ταυτα μεταξύ τούτου του τελευταίου, και ενός τε* 
τάρτου α ρ ιθ μ ο ύ ............... «

*Εστωσαν Α , Β , Γ , Δ 5 Ε  , Ζ , ...............οι
προτεΑεντες άριΑμοί, και ας καλέσωμεν Δ τον μ. κ. 
δ. μεταξύ του Α και Β , Δ’ τον μ. κ. <$. μεταξύ τού 
Δ  και Γ , λέ^ω πρώτον, ότι Α' είναι μέγιστος χοι· 
νος διαιρέτης του Α, Β , Γ. Τω οντι ο μ, κ. <λ 
του Α , Β , και Γ  , έπειάη εχει νά διαίρεση Α καΛι Β, 
διαιρεί Δ ,  ος τις είναι ο μ. κ. 5. αυτών (όρα αρ. 153), 
περιπλέον διαιρεί και το Γ , διά τούτο πρεπεt νά <5ι- 
αιρ$ και Δ 'ν ος τις είναι εξ υποΑέσεώς ο μ. κ. ί. τού 
Δ  aaV Γ. Προσέτι οε Δ* άιαιρων Δ , διαιρεί Α και Β* 
ούτως Δ' διαιρεί A , Β , Γ , και επομένως είναι* ο 
μ. κ. δ. αυτών. Λοιπόν ουτος ο τελευταίος αριθμός 
και Δ? είναι άμοιβαίως διαιρετοί ο εις £ιά του άλλου, 
καί δια τούτο είναι ίσοι.

ί; Παρομοίως ο* μ. κ. δ. μεταξύ Α, Β, Γ, Ε , επειδή 
μέλλει νά διαιρώ A , Β , Γ ν διαιρεί καί το Δ", το 
οποίον είναι ο μ. κ. αυτών, προσέτι άιαιρει το Ε ,  
ούτως πρέπει νά διαιρώ τον μ. κ. δ. Δ" του Α! καί Ε . 
Π Ρ οσέτι επειδή Α " διαιρων Α \  διαιρεί καί Α , Β , Γ , 
ούτω Δ” διαιρεί Α, Β , Γ ,  Ε ,  καί δια τούτο τον 
μ. κ. δ. αυτών. Ούτος ο τελευταίος αριθμός και Δ'
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οντες άμοιβαίως διαιρετοί ο είς $ιά του άλλου , είναι 
ίσοι, καί ούτω κα.$·ε£ης.

Σ . Κ. Έ  ννοεΐται η ωφελεια εν γενει, του νά 
εργαζδψε$·α κατά πρώτον επί των δυο άπλουστερων 
αρι-9-μών , επειόη ο ζητούμενος μ. κ. δ. δεν δύναται 
νά υπερβαίνη εκείνον, ός τις υπάρχει μεταξύ το~ν όνο 
τούτων αριθμών · ευρισκομεν διά της τοιαύτης πρά* 
ξεως , δτι οί αριθμοί 5 0 4 ,  750 , 1200 καί 2058 
εχουσι μ. κ. δ. τον 4 2 .

Ήτον επίσης δυνατόν νά αναλύσωμεν τούς τεσ- 
σαρας αριθμούς εις τούς απλούς των όιαιρε'τας, και 
νά εκτελεσωμεν $π\ αυτών το δ, τι εϊπομεν εις τον 
αριθμόν 154· ’

§. 157. Π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς  π ε ρ ί  τ ώ ν ά ν α -  
yo$ycov κ λ α σ μ ά τ ω ν .

Καλούμεν (άρ. 5 i )  κλάσμα avaywyov εκείνο, το 
οποίον δεν εκφράζεται δι άπλουστερων ορών. 'Έπεται 
ποοόηλως εκ του ορισμού τούτου, on οί δύο οροί τού 
avaywyou κλάσματος είναι πρώτοι μεταξύ τω ν4 επειδή 
εάν είχαν κοινόν πapάyovτa, ηθελαμεν ημπορεσει νά 
τους όιαιρεσωμεν δι αύτου , και νά Χαβωμεν απλού· 
στερον κλάσμα, το' οποίον ηθελεν είναι ενάντιον της 
υποθεσειος.

’Αντιστρόφους, κάθε κλάσμα, τού οποίου οί δύρ 
όροι είναι πρώτοι μεταξύ των , -είναι avaycoyov.

Τω οντι άς σημειοίσωμεν διά —  το δεδομενον 

κλάσμα, τού οποίου οί όροι sivat καθ’ υ'πυθεσιν πρω-
y

τοι μεταξύ των , καί έστω άλλο κλάσμα y  ίσον με το'
ποωτον. ** α ν αο

Ηίχομεν λοιπόν =  —■4 oS-εν εξάγομεν γ~~— ,
■ β δ μ

«9
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I y % 0C.J
αλλά γ  εινσα ακέραιος αρι$·μός * λονπδν πρέπει νά

ηναι και αυτό ακέραιος apiS-μός' αλλ* εξ  ύποδτέσεως 
β είναι πρώτος με το α , δια τούτο (άρ. 132) β πρέ­
πει να διαιρώ δ, χα'ί ούτως εχομεν δ=βκ. Άντεισάγον- 
τες ταύτην την τψχ'ν Γτου δ εις την εκφρασιν του y ,

Χαμβάνομεν γ=~~~· =  α%. Τούτο μας δείχνει προδψ

r V -ν
λως> ότι το' κλάσμα διά νά ηνα« ισοδύναμον με

ο

άλλο κλάσμα — , του όποιον οι δυο όροι eivat πρώτοι

μεταξύτων,' πρέπει οΐ δυο οροί γ  κα\ δ να' η vac cl αυ­
τοί πολλαπλάσιοι τον a  xoct β.

Αοιπον — δεν δυναται νά η vac ισοδύναμον pcs

κανέν άλλο άπλουστερον κλάσμα. "Επεται' ε'κ τούτον,
’ ’ t  f / \ / '' » ' Λ rοτι αφ ον όιαιρεσωμεν τους ονο ορούς ενός κλάσματος 

S ta r  ον μεγίστου κοινού διαιρέτου των, το εξαγόμενον 
κλάσμα είναι ανάγωγον ’ πρότασις, την όποιαν εκψρά- 
σαμεν (άρ. 5 ·), αλλά δεν την άπεδείξαμεν.

Σνμπεραινομεν προσέτι, οτι δυο άνάγωγα κλά­
σματα δεν Svvavrat νά r\vai Ισα, έκτος? εάν oi apc$- 
μΐ)ται και παρονομασταί των rjvac Ίσοι*

Τω ovrc, το πρώτον ον avayoyov orpsTrst νά εχ# 
τους duo όρους τον πρώτονς μεταξύ των. Αοιπον, δια 
να ηναΐ το δεύτερον ίσον μέ αυτό , πρέπει οι δύο τον 
οροί νά >ivat τά ίδια πολλαπλάσια των δύο ορών τον 
πρώτον, και επειδή τούτο το' δεύτερον κλάσμα εχει παρ­
ομοίως τους δυο του όρους πρώτους μεταξύ των, πρέ­
πει απλώς νά ηναι ίσοι με τους δύο ορούς τον πρώτου.
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§. γ .  Π ε ρ ί  τ ω ν  π ε ρ ι ο ό ι χ ων  δ ε κ α δ ι κ ώ ν  
π λ α σ μ ά τ ω ν .

§■ 158. Εις την εκτιμησιν κοινύ τίνος /.Χάσμα­
τος εις δεκαδικόν κλάσμα , τοντεστι εις δεκατημόρια , 
εκατοστημόρια της αρχικής μονάδος, ακολουθούν ιδιαί­
τερα t τινε'ς κα'ι α£ιαι εξετάσεοίς «περιστάσεις * άλλα 
-πριν νά ε’ρευνησωμεν αυτάς, είναι ανάγκη νά ε’πιστρε- 
ψωμεν ε’πι του τρόπου, διά του οποίον τρεπομεν κοι­
νόν τι κλάσμα εις δεκαδικόν.

Ίδομεν (άρι-^μ. 8 8 ) , οτι διά νά ε’κτελεσωμεν 
ταύτην την άναμωμην, πρεπει, άφ’ ου γραψοψεν Ο 
εις τό «πηλίκον, και υποστιγμήν εις τά δ$£ιά τού μη­
δενικού , 1 ον· Νά προσ-ίτεσωμεν εις τά δεξιά-ου αριθ­
μητού εν Ο , και νά διαιρεσωμεν τον εξαγόμενον αριθ­
μόν διά του παρονομαστού * αύτη η* πρά^ις δίδει εις
τό πηλικον δεκατημόρια, κα'ι εν τι υ’πόλοιπον. 2 °** Νά 
μράψωμεν νεον Ο εις τά δεξιά του υπολοίπου, και νά 
διαιρεσωμεν τον εξαγόμενον αριθμόν διά του παρονο­
μ αστού , διά της οποίας πραξεως ευρισκομεν εις το 
πηλικον εκατοστημόρια , και δεύτερον υπόλοιπον.
5 °'' Νά προσθ-ε’σωμεν εις τά δεξιά τού υπολοίπου νεον 
Ο, και νά διαιρεσωμεν τον ε’ξαμόμενον αριθμόν δια 
του παρονοματού * εξαχολον$·ουμεν ό$ ταύτην την σει­
ράν των πράξεων, εως νά λάβωμεν τον βαθ-μόν της 
προσεγγίσεις, την οποίαν -9-ελομεν.

Ά λλ’ είναι φανερόν, ότι τό νάπροσ-9-ετωμεν δια- 
δοχικως εις τά δεξιά των διαφόρων υπολοίπων τοσάκις 
τό μηδέν, όσα ψηφία δεκαδικά $·ελομεν νά λάβωμεν, 
είναι τό αυτό , ως νά τά 3-έτωμεν όλα ταύτα τά μη­
δενικά ε’ν ταυτω κατ’ ε’ξακολού·9·ησιν εις τά δεξιά του 
αριθμητού τού διαιρούμενου κλάσματος, τουτεστι να

* 9 *
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πολλαπλασιάξωρεν τον άρι-3-μητην ε’πι την - μονάδα 
άκολουθ-ημένην από τόσοι, μηδενικά, οσα ψηφόα δεκα­
δικά .S-ελομεν νά ευρωμεν, και νά διαιρωμεν το συνά­
γομε νον γινόμενον διά του παρονοραστου , και νά χω- 
ριζωμεν επειτα -προς τά δε£ιά-του πηλίκου, τόν αριθ­
μόν των ζητούμενων δεκαδικών ψηφίων * επειδή κατά 
την κοινήν μέθοδον της διαιρεσεως των ακέραιων αρι3~ 
μων , κατα]3ι/3ά£ομεν διαδοχικως εις τά δεξιά του υπο­
λοίπου τά μηδενικά, τα οποΤα ε^ραψαμεν όλα κατ’ εζ- 
ακολούθ-ησιν. Αύτη η παρατηρησις .S-ελει ρας χρησι- 
ρεύσει εις την απόδειξη/ των δύο ακολούθων ιδιο­
τήτων.

§. 159* 1 °V* Κά-9-ε κοινόν κλάσρα, τού όποιου 
ο -παρονομαστής δεν περιεχει άλλους πρώτους παράγον­
τας, ειρη 2 και 5 , αρεται εις πεπερασμενον τινά άρι-9·- 
ρόν δεκαδικών ψηφίων* τουτε'στι ύστερον από κάποιον 
άρι3·ρόν ερρασιων 3-ελόμεν φ-9-άσει εις υπο'λοιπον Ισον 
με το ρηδε'ν. Ε ις ταυτην την περίσταση/ τό ληφθ-εν 
δεκαδικόν κλάσρα εκφράξει άκριτη τιμήν του δεδομένου 
κλάσματος.

Περιπλεον , εάν τό κλάσρα ηναι η^με'νον εις τάν 
άπλουστεραντου μορφήν (το' οποίον δυνάμεια πάντοτε 
νά υποθ-ετωμεν), ο ολος apt-S-ρός των πράξεων, τάς 
όποιας εχορεν vcL εκτελεσωρεν, σηρειουται διά τού με- 
^αλητερου των εκθετών 2 κα'ι 5 ,  των εισερχόμενων 
εις τόν παρονομαστήν.

\ λ λ 7 13 11 31 7 ·  ,Ούτως τα κλασρατα — , — , — . -------- ·, τα
8 25 40 1250

οποία δύνανται προφανώς νά τεθ-οΤσιν εις την άκόλου- 
* 7 15 11 517
* ον W " v · Ρ ’ 52 ’ Ρ Τ Ϊ ’ Γ δ 4 ·  α<"'νται £ι;
πεπερασρενον άρι-9-μον δεκαδικών^ ψηφίων.

2 Q 2
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Τό πρώτον και τρίτον είναι δεκτικά τριών εργα­
σιών , το δεύτερον, δυο, και το' τέταρτον, τεσσάρων.

Και τώ οντι ευρισκομεν τάς τιμάς των, ,
Ο, 875 ' Ο, 52 · Ο, 275 ’ Ο, 2530 7
Τ ο οποίον δυνάμε-9-α με ευκολίαν νά βεβαιώσω- 

μεν εκτελουντες την αναγωγήν τνν  εις δεκαδικά κατά 
τον κοινόν τρόπον.

. Δ ι ά  νά δώσωμεν .λό^ον ταύτης της- ίδιότητος, 
παρατηρουμεν , OTt

10, 1 0 0 , 1 0 0 0  ...................οντων ίσων με 2 . 5 ,
2 2 . 5 2, 2 3 . 5 3 . . . . εάν· διά νά εκτελεσοομεν την 
ανα^ωνην εις δεκαδικόν κλάσμα, πολλαπλασιάσωμεν 
(άρι$·μ. 158) τον αριθμητόν επι 1 0 , 1 0 0 , 10 0 0
. . . . .  τό συνα^όμενον νινόμενον είναι διαιρετόν διά 
2 . 6 , 2 2 . 5 2, 2 3 . 3 3 . . . . .  . λοιπόν πολλαπλα- 
σιάξοντες τον άρι-9-μητην tou επι την μονάδα ακολου­
θημένη ν αχό το'σα μηδενικά, όσαι μονάδες ευρισκον- 
ται εις τόν μεγάλητερον αχό τους ε’κθ-ετας του 2  και 
5 , τους ο ποιους χεριεχει ό παρονομαστής, τδ συνα^ο- 
μενον γίνεται εξ Ανάγκης πολλαπλάσιον του παρονο* 
μαστού.

Λοιπόν δ άρι-9-μός τών εργασιών, αι ο ποια ι, πρέ­
πει νά εκτελεσ3·ώσιν, είναι περιωρισμενος, και Γσος με 
τόν μεναλητερον από τους δυο εκ-9-ετας του 2  και 5 , 
οι οποίοι περιεχονται εις τον παρονομαστήν.

1 (50. Κά-9-3 κοινόν κλάσμα, του όποιου ο παρ­
ονομαστής χεριεχει ενα η πολλούς πρώτους, παράγον­
τας διαφορετικούς του 2  κα ι'5 , και οι οποίοι εν ταυ- 
τώ δεν περιεχονται εις τόν αρι-9-μητηντου, διοει αριθ­
μόν απεριόριστον, η άπειρον δεκαδικών ψηφίων. Περι- 
πλεον το' λαμβανόμενον δεκαδικόν κλάσμα είναι περι­
οδικόν, τουτεστι μετάτινα αριώμόν εργασιών τά αυτά
οεκαδικά ψηφία ανα^νω νναι με την αυτήν ταξινV £'V
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Τώ ονη ο πολλαπλασιασμός του αριθμητού επί 
1 0 » 1 0 0 , 1 0 0 0  ............... Βΐσάγζι τους πρώτους παρ­
άγοντας 2 καί 5  έκαστον εις μίαν τινά δύναμιν * καί 
όντως ό πρώτος παράγων, τον ο ποιον υπο3-ετομεν, 
οτι ευρισκεται εις τον παρονομαστήν χοιρ'ις νά εισέρ­
χεται εις τον άρι3·μιηην, δεν 3-ελει εύρεση (άρ3·μ. 
150) εις το γινόμενον του άρι$·μϊ)του επί όποιαν δήποτε 
δυναμιν τον 1 0 . Λοιπον όποιονδήποτε αριθμόν μηδε­
νικών καί αν προσ$·εσωμεν, δεν δυνάμε$·α νά ευρωμεν- 
γινόμενον ακριβώς διαιρετόν δια του παρονομαστου, 
καί οΰτως αί πράξεις εξακολου$ουται εως εις το άπει­
ρον,.

Αεγω περιπλέον, ότι το κλάσμα 9-ελει είναι πε­
ριοδικόν, Τω οντι επειδή κατά τον τρόμον του apc-9-- 
μου 8 8 , έκαστον υπόλοιπον, το όποιον λαμβάνομεν, 
είναι κάτιτι μικρότερον τον διαιρέτου, δστις μενει στα­
θερός, ε π εται εκ τούτου, οτι όταν κάμω μεν το περισ­
σότερόν τόσας πράξεις, οσας μονάδας εχει ό διαιρέτης 
μεΐον μιας, πρεπει νά συναπαντάσωμεν εν των προευρε- 
S-έντων υπολοίπων.

Άλλα προσ3·ετοντες ο  $ί$ τά δεξιά τον υπολοί­
που,  3·$λομεν ενρει νέον μερικόν διαιρετεον ομοιον με' 
ενα των προτερων * καί επειδή ο διαιρετές είναι ο 
αυτός , το νεον πηλικον, και το νεον υπόλοιπον 3-ε- 
λουν εΤναι παρομοίως όμοια με εκείνα, τά οποία Ιδω- 
καν τον πρώτον ενρε3·ετα διαιρετεον και διαιρέτην. 
Ώροσ^ετοντες εις τά δεξιά του υπολοίπου νεον ο, 
ναευρισκομεν τον μερικόν διαιρετεον, όστις άμεσως 
ακολουθεί εκείνον, το'ν όποιον πρώτον ειχομεν ευρει, 
καί επομένως ̂ το πηλίοκν , το οποίον λαμβάνεται ύστε­
ρον άπο εκείνο, το οποίον ε’χαμεν ευρει, καί ούτως 
εφεξής.
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Ο, 8 5 7 1 4 ^ 8 5 7 1 4 ^ ’

Πράττει λοιπόν τινά ψηφία του πηλίκου fa  £afa- 
ακαφανοϋν περιοδικως , και κατά την οΐχόλοu9ov τά£ιν. 

Ά ς  κάμωμεν μερικάς" εφαρμο^άς.

§. 101* Π ρ ά> τ ο ν πα ρ ά δ s ι /μ  α. Ά ς προτε- 

νά ανά£ωμεν εις δεκαδικά τό. κλάσμα —.

Άρχει διά τούτο νά „ |7
> / » / 6ο ------------------ --------εφαρμοσωμεν τον χανονα 

του αριθμού 8 8 · Εδω η πε- 
ριοδος αρχίζει ύστερον απο' *̂ ο 
την εκτην εργασίαν, τουτέ- 1 0  
drnv ύστερον από το'σας ερ- jq  
y αίσιας, όσαι μονάδες είναι ^0
εις τον παρονομαστήν 7 > 5

ε’λαττουμενον από μιαν μονάδα.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  πα ράδε ι γ μα .  Έστω το κλά- 
15

Εις τούτο τδ παράδειγμα η |37
περίοδος παρρησιάξεται μετά την Ο, 351 [351
τριτην ερνασιάν * τουτέστ» ταχύ­
τερα αψ ο,τι σημειονει ο διαιρέ­
της 37*

Τ ρ ί τ ο ν  π α ρ ά δ ε ι ν μ α .  
ν V 875

Έ δω  το δεκαδικόν κλάσμα· είναι · 875
■πεπερασμένο·;, μ’ όλον o n  ό παρονο- *^70 ο, 108
μαστης 875 η 7 ·1 2 5  περιέχει τον
παράγοντα 7 ' αλλά παρατηρουμεν,
οτι ο' παράγων ουτοςευρισκεται εις τον
άριΑμητην, και ε’|αλειφοντε'ς του άνω και κάτω, ευ-

130

1 9 0
50
13

147

1470

5050
7000
0000
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ρίσκο μεν η ~ · ,  κλάσμα, το οποίου (άριθ-μ. 159)

δυναται νά ά χ ^  εις άρ^μόν πεπερασμένου δεκαδικών 
ψηφίων.

/ , 29Τ έ τ α ρ τ ο ν  π α ρ ά δ ε ι / μ α . —  .

Ή περίοδος 
παρρησιάζεται εις 
τούτο το παράδειγ­
μα ύστερον από 
την ό^δοην πραξιν' 
αλλ εκείνο , το 
οποίον πρέπεί νά 
παρατηρήσω μεν 
ε ν̂αι, οτι τα όνο

290 84
Ο, 34523809)523809 * . · 

380  
440  

200 
328  

680 
800  

44
πρώτα δεκαδικά ψηφία δεν κάμνουν μέρος της περιό­
δου , έν ω εις τά δυο πρώτα παραδείγματα η περί­
οδος αρχίζει άπδ το πρώτον δεκαδικόν ψηφιον,

Τά περιοδικά δεκαδικά κλάσματα , τοσ/ οποίων ?! 
‘περίοδος αρχίζει άπδ τδ πρώτον δεκαδικόν ψηφιον, κα­
λούνται απλά περιοδικά κλάσματα* καί εκείνα, των 
οποίων η περίοδος αρχίζει ύστερον απδ τδ ψηφιον οποι- 
αςδηποτε τάζεως, καλούνται μικτά περιοδικά κλά­
σματα.

§. 1 0 2 . Ίδομεν οτι άπδ μερικά κοινά κλάσματα 
άναχ-9-έντα εις δεκαδικά, ε’ζά^ονται δεκαδικά περιο­
δικά.

Καί αντιστρόφους. Παν περιοδικόν δεκαδικόν 
κλάσμα απλονυ η μικτόν προκύπτει από κοινόν τι κλά­
σμα , και δυνάμεθα ευκόλως νά ευρό:μ εν τό κλάσμα, 
από τδ οποίον ε’̂ εννη^η.
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Το ξητημα τούτο παρρησιάξει δύο χιοριστάς περι­
στάσεις , η το περιοδικόν κλάσμα είναι άπλουν, η εΓναε 
μικτόν.

"Ας παρατηρησωμεν κατ άρχάς την πρ ωτην περλ
στασιν.

Έ στω  Ο» α β ^δ ε ...............αβ^δε . . . .  αβ^δε
το δεδομόνον δεκαδικόν κλάσμα , και άς παραστησωμεν 
διά ν το'ν αριθμόν των ψόφιων, τά οποΐα περιεχει 
έκαστη περίοδος , και διά χ  την άγνωστον τιμήν του 
κλάσματος.

Έ χομεν λοιπόν χ' =  Ο , αβ^δε . . . .  αβ^δε 
, . . . αβ^δε. ( ι ) .

"Αν πολλαπλασκκσωμεν τα δυο μέλη ταύτης της 
ισότητος επι 1 0 ν > η επι την' μονάδα ακολουθημένων 
από τόσα μηδενικά, οσα είναι τά ψηφία εις την περί­
οδον, η ο'ποια πράξις εκτελειται, προχιορούσκις (αρι-9-μ. 
8δ) της υποδιαστολης ν τάξεις κατά τά δεξιά,

Έντευθ-εν λαμβάνομεν 1 0 ν . χ^, η ΙΟΟΟΟΟ . ♦ . 
χ χ ' =  αβ}δ$ . . . αβ^δ. . .  αβ^δ9 τουτε'σπν 10 0 0 0 0  
. . . χ χ '= α β /δ ε  . . . + 0 , αβ/δε . . . αβ^δε(2 ).

Έ άν ηδη άφαιρεσαμεν την ισότητα ( ΐ )  από την 
ισότητα (*)> και παρατηρησωμεν ότι

1 0 0 0 0 0 .  . . χ χ ' — X “ (ίΟΟΟΟΟ— ι )  χ' 
η  '  f =  99999»*·  XX»
συνά^ομεν 99999  ■· * XX* =  αβ/άε . . .  >
Τέλος πάντων χ'=  αβ^δε . . .

99999
τό όποιον φανερόνει, ότι περιοδικόν δεκαδικόν κλάσμα 
άπλουν είναι ισοδύναμον με κοινόν κλάσμα , τό οποίον 
Ιχει δι’ άρι^μητην τό ά-5-ρόισμα των ψηφίων της περι­
όδου , και παρονομαστήν σύνθετον απο' τόσα 9 > 07:4 
ψηφία είναι εις την περίοδον.
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Ούτως το κλάσμα ο, 3 51351351  . . . ειναι 

κατά τον κανόνα τούτον ισοδυναμεν με το κλάσμα .
999

Τό τοιουτον κλάσμα ytvstcu απλουστερον, όταν 
παρατηρήσωμεν , οτι oL δυο του όροι είναι διαιρετοί διά 
του 9 Συνάγομεν δε διά της εξαλείψεως του -παρά'

/ ^ 9 »r? *. τ * ’ , ' '^οντος τούτον, -— . Ιΐςαλειφοντες εκ νέου τον παρά­

γοντα 3 > όστις και αυτός εΤναι κοινός, εόρικομεν τ$-
13 ,

λος πάντων τό α’ναχ-9-εν κλάσμα — , τό οποίον είναι

τό κλάσμα του δευτέρου παραδείγματος, περί ου ορα 
εις τον άρι3·μ. ΐ 6 ΐ .

Έ στω  προσέτι τό κλάσμα 0,03 9^039 6 . . .  *
'Η περίοδος είναι εδώ 0 3 96 * λοιπόν το κλάσμα

τ , , 0390  . . . .  3Q6
είναι ισοδύναμον μ ε ------ —, η α π Α ω ς------- %

9 9 9 9 f / 9 9 99 ,
(Έ |αλειφομεν ο , ως ανώφελε'ς * * όμως επρεπε νά 

βαστά£ωμεν πρότερον λογαριασμόν, επειδή καμνει με* 
ρος των ψηφίων της περιόδου). 'Ο -παράγων 9 Ρ* τ0 
νά είναι κοινός των δυο ορών τούτου τού ε£α^ομενου,

\ 'ί* Λ t % / 44  λ / ~τον εςαλειφομεν, και συνανοαεν-------- , ^λασμα, του
1111

όποιου οι δυο όροι είναι άκο'μη διαιρετοί δι$ του 11 ,

και ε’̂ αλειφοντες το , λαμβάνομεν τε'λος πάντων ~ γ

διά τό κλάσμα ημμενον εις τους α'πλουστερους του 
όρους.

Σ . Κ. Εάν τό περιοδικόν κλάσμα περιειχεν ακέ­
ραια, εκάμναμεν κατά πρώτον άφαίρεσιν του ακέραι­
ου , μετά ταυτα τό επροσ-δώταμεν εις τό ισοδύναμον
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κοινόν κλάσμα, αψ ον η-9-ελαμεν το ανάβει εις τονς 
απλόν στ ε ρους τον ορούς.

Ούτως , ας ζητησωμεν νά εύρωμεν την τιμήν 
T63V 4 4 0 2 1 0 2  . . . .

*Γ, , .  , ΐ 6'2Ινγομεν κατα πρώτον 0 , 1 0 2 1 0 2 . . . . —  =
1 999

18  6 Α k , . , 6 154
-----= — * Λοιπον 4 4 0 2 1 0 2  . . . .= 4  — — ----- ·
111 37 37 37

§. 103. *Ας ε\$·ο:μεν τώρα εις την περιστασιν 
των ρεκτών περιοδικοί κλασμάτων.

Προς όκριβεστεραν κατάληψιν ύπο-9-ετομεν , οτι 
ύπάρχουσι τεσσαρα ψηφία προ της περιάόου, και 
πεντε εις την περίοδον * άλλ’ 6 τρόπος τ ου συλλο­
γισμού δεν 3-ελει είναι ολιγωτερον γενικός.

' Έ σ τω  λοιπόν Ο , πκρσαβγδεαβγόε . . . .  το 
δεδομενον κλάσμα. Παρατηρουμεν, ότι πολλαπλα- 
σιάζοντες και διαιρουντεςτο εις το'ν αυ’τον καιρόν δια 
του 1 0 0 0 0 0 , το' β άλλο μεν υπό την μορφήν.

(πκρσ, αβγδεαβγδε . . . .)
10 0 0 0 0

αλλ η ποσότης η εντός της παρενθ-εσεως ισοδύναμε!
* ν , , , αβμόε *„

χατα τον ειρημενον κανόνα με πκρσ-μ -  , η α/ον-

, . , , Λ , , πκρ σ X 9 9 99 9 4 -αβμδετες το ακέραιον εις κλάσμά, με — ί-------------------- —  ·
, , 99999  r

Λοιπόν τό ζητούμενου κλάσμα, τό οποίον είναι
10 0 0 0  φοραις μικρότερου, £ελει είναι ισςν με
πκρσΧ 9999 9 + αβ /^ ε

9 9 9 9 9 0 0 0 0
Τούτο μάς βεβαιο'νει, ότι οποιονδηποτε μικτόν 

περιοδικόν κλάσμα, είναι ισοδύναμον με' κοινόν κλά­
σμα , εχον αριθμητήν μ#εν την περίοδον αν$ανομενην
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εκ του γινομένου τ ου μη περίοδικού μέρους επι αριθ­
μόν τινά σόν-9-ετον εκ τόσων 9» όσα εχει ψηφία η πε­
ρίοδος, παρονομαστήν δε τον αυτόν τούτον αριθμόν 
9 ακολου-3-ουμενον από τόσα- μηδενικά, οσαεχει ψηνίά 
το μη περιοδικού μέρος.

Έ άν -9-εωρήσωμενπ.χ, τδ κλάσμα 0,3 t 93009306 . 
Κατα το'ν /προειρημένου κανόνα εχομεν την τι-

, 9 3 0 6 + 3 1 X 9 9 6 9μην τ ο υ ------------------------- .
,9 9 9 9 0 0

Δ ια  νά χαταστησωμευ απλουστερον τούτο το 
εξαγόμενον, παρατηρουμεν , ότι 3 1 X 9999  είναι το 
αυτό ως 3 ΐ Χ ( ΐ 0 0 0 0 —  ΐ )  ό 310000  - 3 1 *  του- 
τεστιν άφ’ ου προσ-9-εσωμεν τεσσαρα μηδενικά εις τα 
δεξιά τοΐί 3 1 , αρκεί νά άφαιρεσωμεν 31 από το' εξα­
γόμενον, και εχομεν 3099^9-

Προσθ-ετοντες εις τούτον τον αριθμόν, 9 3 0 0 ,
)<. / 319275  Λ / Λ ' „ » / .εξανομεν------------, κλάσμά, το οποίον ανανεται εις

9 9 9 9 0 0
1 -29 , , ,, „

, άφ’ ου οι δυο του όροι διαδοχικούς διαιρε.9-ώσιν

διά 9 ,25  και 1 1 , τόΐν όποιων είναι προφανώς κοινοί 
διαιρεται * (όρα τά συστα$·εντα χαρακτηριστικά δια 
τους τρεΐς τούτους αριθμούς).

Προβάλλομεν δε διά ^υμνασιν τά κλάσματα
1 6 ,2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4  ........ , + 9 4 * 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1

5 ,5 2 0 27027 -
Τ ά  κοινά κλάσματα , με τά οποΤα είναι ισοδύ­

ναμα , άγονται εις ορούς απλού στάτους.
£ , r ,  ·η  ' πκοσXQQ9 9 9 + α]3/δε Λ ν5. 1 6 4 - Ο τύπος — --------------------- -— μαςα^.ι
J 9 9 9 9 9 0 0 0 0

είς αξιοπαρατήρητους συνέπειας.
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Δυνάμεδ-α νά .9-εσωμεν αυτόν υπο' την μορφήν
πρσ. Ο  0 0 0 0 0 — Ο+αβνδε « , ,
-------------------------- ---------- -— , η και κατ άλλον tog-

9 9 9 9 9 0 0 0 0  Γ
πκρσ ΟΟΟΟΟ —  πκρσ ■+- αβχδε 

TtO'J ---------------------- ------------ ---------»
9 9 9 9 9 0 0 0 0

Τούτου τε3·εντος, είναι φανερόν, κατά τον τε­
λευταίου τύπον, οτι άφ’ ού ξκτελεσωμεν τούς; ύπολο- 
^σμούς, οίτινες είναι σημειωμε'νοι εις τον αριθμη­
τόν, το εξαγόμενον δεν τελειονει εις εν , η -περισσό­
τερα μηδενικά * επειδή, δια νά γίν% τούτο, επρεπε τινά 
των τελευταίων ψηφίων τού πκρσ , νά είναι τά αυτά, 
ως τά τελευταία ψηφία τού αβ^δε, και εις ταύτην 
την περίστασιν, η περίοδος δεν τί-δ-ελεν άρχιζε1 από 
το τέταρτον δεκαδικόν ψηφιον, κα$ώς υ’πε-δάσαμεν , 
(π. χ . ,  εάν είχαμεν σ==ε, ρ = δ , τό πρωτότυπον κλά­
σμα ηθ-ελεν είναι Ο, πχδεαβμδεαβμδε . . . Γ και η 
περίοδος ηθ-ελεν αρχίζει από τό τρίτον ψηφιον, και 
η^ελεν είναι δεαβχ) . . . Βλεπομεν λοιπόν, ότι με­
τά την ανακωχήν της ανωτέρω εκφράσεως εις τούς 
απλουστερους ορούς της, τό ε£αμόμενον πρέπει νά 
rjvai κλάσμα, τού όποιου ό παρονομαστές περιεχει 
τούς δυο παράγοντας 2  και 5 , η καν τον ενα των 
δύο είς την τετάρτην δύναμιν, τουτεστιν εις δύναμίν 
σημειοομενην διά τού αριθμού των μη ευρισκόμενων 
ψηφίων είς την περίοδον. y

’Εντεύθεν εξάγομεν τάς δύο ακολούθους προ­
τάσεις.

Ι**' Κά^ε κλάσμα, τού οποίον ό παρονομαστής 
δ-ν περιεχει κανένα των δυο παραγόντων 2 και 5  , η 
είναι πρώτος με 2  και 5 , δίδει, όταν είς δεκαδικόν 
αχ^τ], Περιοδικόν άπλουν κλάσμα.
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Τω δντι, εάν ηναι δυνατόν νά άχ-9-fl είς περιο­
δικόν μικ τον κλάσμα, τότε το ισοδύναμον κοινόν κλά­
σμα , εις το όποιον α^εται, κατά τον κανόνα του 
άρι-9-μού 1 0 3 , όταν φερθ·# εις τους απλονστέρουςτον 
όρους, S-έλεί είναι Γσον με το δεδομένον κλάσμα * 
αλλά τούτο είναι αδύνατον, επειδή εΓδομεν (αρι-9-μ. 
157) ότι εν κλάσμα, του οποίου οι δύο όροι είναι 
-πρώτοι μεταξύ των, η το' όποιον είναι dvdyor/ov, διά 
νά είναι ίσον μ άλλο κλάσμα, πρέπει να είναι οΐ 
οροί του πολλαπλάσιοι των.του πρώτου όρων* η$·ελε 
δε' προκόψει εκ τούτου ότι ό παρονομαστές τού προ- 
τεθ-εντος κλάσματος ητον πολλαπλούς κατά 2  η 5 , 
τό οποίον ητον εναντίον της υποθ-έσεως.

<ΐα% Κα3·ε dvdywycv κλάσμα, τού οποίου ο παρο­
νομαστές περιέχει ένα των δύο παραγόντων 2  κα'ι 5 , 
η και τούς δύο υψωμένους έκαστον εις μίαν τινά δύνα- 
μιν, δίδει περιοδικόν μικτόν κλάσμα, του ο'ποίουύ πε­
ρίοδος πρέπει ν αρχίξ^ ύστερον από τόσα ψηφία, οσας 
μονάδας εχει ο* μεγαλύτερος των δύο εκ-9·ετο;ν τού 2 
και 5 , οίτινες ευρίσκονται εις τον παρονομαστήν.

Πρώτον με'ν τό περιοδικόν κλάσμα δεν δύναται
νά ηναι απλουν * έπειδέ του τύπου τούτων οντος
αβνοε -5- ,, \ Λ f

-------------- είναι αδύνατον, ώστε το κλάσμά τον-
99999^ ,
το , τού οποίου ο παρονομαστής δε'ν περιεχέι ουδενα 
των παραγόντων 2  και 5 » νά είναι μετά τέν ανα^ω- 
γην εις τους άπλουστέρουςτου όρους, Γσον μέ τό δε- 
δομένον νέλάσμα, του οποίου ο παρονομαστές περιέ­
χει τούς αυτούς τούτους παράγοντας.

Δεύτερον δε' η περίοδος πρεπει νά αρχίζω ύστε­
ρον από V ψηφία, εάν ν παοέησιά^ τον μεγαλύτε­
ρο ν των δύο έκθ-ετιον τού 2  και 5 , ός τις ευρίσκετε
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εις τον παρονομαστήν* 'επειδή' , υποτιθέμενου π. χ, 
ότι αρχίζει μετά? ν —  I ψήφίά το' ισοδύναμον κλά­
σμα με το περιοδικόν τ^ρυτό κλάσμα,, η-θ-ελαν %y-£l 
ονομαστην μη περιέχοντα το.ο’ς £υο παράγοντας 2  και 
5 , η τον ενα τούτο^ν , παρά εις τημ ν —  1  δύναμιν, 
χοά δεν η-9-ελεν είναι Γσον με το' δεδομε.ον κλάσμα * 
επειδή άλλως τά τοιαυτα δυο κλάσματα ύπετε-^ησαν y 
ανάγοιγα.

Π· χ. Τ ά κλάσματα — , — (άρι·$-μ. i <31) εδο-
7 37 ,

σαν άπλα περιοδικοί- κλάσματα * επειδή 7 και 3 7  ει- 

ναι πρώτα με 2  και 5 ’ άλλα τδ κλάσμα —-  εδοοκε πε-
84

pt ο δικόν κλάσμα , του οποίου, η περίοδος’ άρχιζε μετά
το δεύτερον ψηαιον, επειδή 84  είναι/σον με' 2 2. 2 1 *- *. **

f , , '■ 145Τέλος πάντων > τδ κλάσμα — -  δυνάμενον #νά ■

Δ Ε Κ Α Δ Ι Κ Ω Ν  Κ Λ Α Σ Μ Α Τ Ω Ν .

170
145

τεθ-β υπό την μορφήν ——— , δίδει περιοδικόν κλά­

σμα, του όποιον η περίοδος αρχίζει μετά*· τδ τέταρ­
τον δεκαδικόν ψηφιον.

Ευρισχομεν τω οντι διά την τιμήν τούτου του
κλάσματος εις δεκαδικά 0 ,8 2 3 8 6 3 0 3 0 3  .......................

§. ΐ 6 δ* Δεν ε’κτεινομεν περισσότερον την ε£ε- 
τασιν των ιδιοτήτων το>ν δεκαδικών περιοδικοί κλα­
σμάτων * άλλα παρατηρούμεν μόνον, ότι αναλομοι 
ιδιότητες με τάς προημουμένας παρρησιάζονται εις 
Οποιον δήποτε σύστημα άρι-9-μησεως, Ιχον |3άσιν β.

Κατά Vpojrov, διά νά άνάξωμεν κοινόν κλάσμα 
εις υποδιαιρέσεις άνά β μικροτερας της μονάδος , πρε- ' 
πει'κατά τον κανόνα του άρίθ-μου .88 νά πολλαπλά- 
τιάσωμεν TcV άρι5μητην# ε’πι β η 1 0 , τουτεστι να
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προσ$·εσο:μεν ο  εις τά δεξιά του, καί νά διαιρέσαμε 
τό γινόμενον διά του παρονομαστου, * η οποέα πράξι 
δίδει εις το πηλικον μονάδας ανά β μικρότερα? τη 
αρχικές μονάδος, και εντι υπόλοιπον* και να γράψο 
μεν εις τά δεξιά, του υπολοίπου νέον Ο , και νά δια 
ρεσωμεν το εξαγόμενον διά του παρονομαστου, 
όποια πράξις δίδει εις τό πηλικον μονάδας άνά β μ 
κροτέρας των προτέριον, η άνά β2 μιχροτερας της ά[ 
χικης μονάδος * και ουτω διαδοχικώς. Αποόεχόμεν< 
δε τούτο εχομεν την ακόλουθον 3·εωριάν.

Κάθ-ε κοινόν κλάσμα , του όποιου ο παρονομι 
στη? δεν περιέχει άλλους πρώτους παρά/οντας, sip 
εκείνους, οίτινες εισέρχονται εις την βάσιν β , αν: 
χθ-sv εις υποδιαιρέσεις άνά β μικροτέρας της μονάδο 
δίδέι χώραν εις κλάσμα εκ πεπερασμένου αριθμού ψ 
φάϋΐ * -άλλα κά·9·ε ανά̂  ωρον κλάσμα , του όποιου 
παρονομαστής περιέχει πρώτους παράγοντας, δια  ̂
ρετικους των όσοι συνθέτουν την βάσιν, δίδει χώρ 
εις κλάσμα ε’ξ άπειρου aptS-μου ψηφίων και περιοδικά

Και ουτω περί των άλλων ιδιοτήτων. Παραιτο 
μεν δε' εις τους μα$ητάς την φροντίδα νά τάς ά. 
ζητώσι, · και νά τάς έκ^ράξωσι και νά τάς άποδ
κνυωσι.

§. δ\ Περ'ι τω ν Σ υ ν ε χ ώ ν  Κ λ α σ μ ά τ ω ν .

§. ΐ66.  Τά συνεχή κλάσματα έλαβαν την ι 
χην τους απο' τάς ως έγγιστα νινομένας εκτιμησ 
των κλασμάτων, των όποιων οι όροι είναι με/α!) 
τατοι, και πρώτοι μεταξύ των.

*) Μεριχοΐ αριθμοί τούτου τον napxypitfvj uVoSctcutiv e 
βρχύοίς γν«·7£ΐι ο’λ/γοντι πλέον ι’χτετιψί , π»ο* ««*?'
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Διά νά ε?ημη·9·ο>μεν χαλήτερα, έστω το κλάσμα

του οποίον μ εύκολι'αν βλεπομεν, ort οΐ δύο
405 Ύ t
οροί είναι -πρώτοι μεταξύ των, καί διά τούτο είναι 
(άρι.$-μ. 157·) άνάμωμον.

Παραιτοϋντες τδ κλάσμα εις ταύτην r r t V  μορφήν 
είναι δύσκολον νά λάβοομεν κα-9-αράν ιδέαν περί αυ­
τού. Έάν δμως, χαχά την γνώστην αρχήν, δίαιρε'σω* 
μεν τούς δύο του ορούς διά 159 > ιτραξις  ̂ ητις δεν

I I
αλλάζει την τιμήνην τον, άγεται εις /4 4 3  \  » η ε’χτβ-

> , W
λουμένης της σημειωμένης οιαιρεσεως είς τον παρονο- 

ί
μοίστην * 3-Η 6 

159-
Τούτου τε-^εντος είςαλειφομεν άπο τον rtapovo-

1 ό
μαστήν του κλάσματος , το δε προκύπτον κλά­

σμα —  είναι ο λιμόν μεμαλήτερον του δεδομένου, 
3

επειδή ωλιμοστευ3·η ο παρονομαστής.

Άπδ άλλο μέρος, ε’άν αντί νά άμελήσωμεν---- -
* 159

άντεισά£ωμεν αντί τούτον τού κλάσματος ι j εχ του

«ΐ ο «τ&Γαι ετβ'̂ η-Τχν «ΐ< τήν βίτχγωγην « ν  its/infou χί<ρ«λα'οι>, 
o ’μ α > (  o i  μ χ ϊ η τ χ ί  η / x r r o p o v v  v x  « « p a i T r / r a v y  t o v t o v  t o ’ »  n a p * *  

χ ρ χ φ ο ν ,  ο ϊ ρ ζ ε ι  v x  f ’ n i T t p s ^ i O ' T i v ,  o f * »  λ α / ϊ ο ν ν  η ε ρ ί τ τ β τ δ ρ α ν  

γν,ανχ-τιν e<< τα< α’λγ«βρααχ’( $ργ»ΓΪΛ{ ,  η βτχν f'Ov» Tri> 
x v x * / x i r , v  ν χ '  τ ι ν  σ π ι ν ί χ τ ι β τ ι »

20
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οποίον ω·9·ελα>μεν Ιχει —— ω τούτο το νεον κλού
3 + 1  4

σμα ctvoct μικροτερον παρά το^είομενον , επειδή ην· 
ξησαμεν τον παρονομαστήν,

 ̂ ν j 59  ,
Σ υμπ spat νέτα ί λοιπον , οτι το -— -- περίενεται

495
1 1 ~ ν t ,μεταξύ — καί ·—· ' τούτο δίδει ηδη ακριβέστατων
3 4

'ιίεαμ του κλάσματος.
Κάν 3-ελωμεν μεμαλωτεραν προσεμμισιν, αρκεί

\ /«. , χ 1 0  > ι > \ ~ 1 ;>()
να πραέ<»μεν επι ------ , ως επραξαμεν επί τ ο υ ------ .

‘ 15(J 1 493

Kat προκύπτει

δομίνον γίνεται ——
'· 3 + ί

ιό

159 / £ £ 9 \  9 + 1

\ 3 ^ /  ϊ

και το 03-
α

1 6

9+ _ΐ3
ιό .

Αμέλω^Ιντος δε του -— , το' — είναι μεναλ+δ-
ι ό  9

19 , ^
ρον του — * ό3·$ν επεται, οτι —— είναι μικροτε-

~ 1 5 p , >λ« \ 1ρον του ·----- αλλα ------
493  3 + 1

3 + 1

~9

, είναι το αυτό ως

(1)
ω -^·· ούτως το' δεδομενον περιεχεται μεταξύ —*

και
δ 8
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'ί ϊ  διαψορα τούτων των <$υο τελευταίων κλασμά­
των , ημμενων εις τον αυτόν παρονομαστήν είναι 
2 8 ---  2 7 ^ 1  ν \
— -------- η — * λοιπον το πραττόμενον σφάλμα, λαμ-

βανομενου του — £ιά την τιμήν του δεδομένου, εΤ- 
3

,  ♦ Λ 1να: μοιροτερον απο

15 » ? /
Πράττοντες επ: του — - , ως επραξ’αμεν εις τά

ανώτερα, 3-έλομεν ευρει, οτι
J 5
ιό  / 1  6 \  1 +  I , και

15 15
το δεδομενον κλάσμα δυναται νά τε-9-ft υπο την μορ­

φήν
3 + 1

9 + 1
1+_£

15.
~ 1

Και εξαλειφομενου τού — , ο αριθμός — , η 1 ,

ν . % 1 υ λ » 1 1 “είναι μειςων του — ’ λοιπον — , η —  είναι μ ι-r b ιό 9+ι ίο

, /  ~ Ιό  _ * I-χροτερον του — -  , λοωτον —  .
‘ 159 3 + 1

94-1
1

10  r   ̂ 15Q
—  είναι μεΤζον του —  * 
31 r  4 9 3 2 0
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ν / 1 5  g
*0 ·$·εν βλέπομεν,  ότι — περιέχεται μετας-ί 

9 , ίο , λ—  και ·— ' το -πρώτον είναι μιχροτερον, το οε οευ- 
2 8  31 ‘ r  < ι
τερον μεμαλήτερΰν.

Ά λ λ ’ η διαφορά τούτων των δυο κλασμάτων ει- 
9 * ι

28 ’ 808
* ούτως το' πραχ3·έν σφάλμα,10

vat -----
31

Χαμβανομένου η τ ο υ — , ή του *—- διά την τιμήν
2 8  31

του δεδομένου κλάσματος, είναι μΓ/.ρο'τερον παρά —
8()8

ΒλέπΌμεν ότι διά ταυ της τής σειράς των πρά­
ξεων, ευ ρίσκο μεν ορούς απλουστέρους κλασμάτων, τα 
οποία διδουσι τάς προσεμμιξουσας τιμάς άλλου κλά­
σματος , του οποίου οι οροί είναι μεμαλωτατοι.

Τ δ  κλάσμα —  καλείται συνεχες κλάσμα.

9 + ι
1 + _ |

15
Έ ν  μένει εννοοΰμεν διά συνεχες κλάσμα, έν 

κλάσμα, το' οποίον εχει api-S-μητήν τήν μονάδα, καί 
παρονομαστήν, ακέραιον α’ρι-$·μδν , πλέον έν κλάσμα, 
τδ οποίον καί αυ'τ.δ εχει αριθμητήν τήν μονάδα , καί 
παρονομαστήν ακέραιον , πλέον εν κλάσμα * καί out® 
διαδοχικως.

Πολλάκις ο' δεδομένος κλασματικός apc-9-μδς είναι 
μεμαλήτερος της μονάδος.

Ουτω διά νά μενικευσωμεν τον ο'ρισμδν του συν­
εχούς κλάσματος, πρέπει νά είπωμεν · τδ συνεχες



Τ η  Μ Σ Τ Ν Ε X ί ϊ  Ν’ Η Λ Λ 2 Μ A Τ ί! Ν. 3 0 9

κλάσμα ε-.ναι ε*κφρασις σ υ νετό ς  από άκε'ραιον , πλέον 
κλάσμα , εχον άριθ-μητην t/jv μονάδα, και παρονο 
ρα7Τ7ΐ7, καί έ<ρξη,'.

Τοιαύτη είναι ή εκφρασις α- f l  (α , β . y ,  δ, .
β -h j

/ + !
£ +  . ♦ ·

άντων των ακεραίων -παρονομαστών).

§. 1 0 7 - Παρατηροΰντες τχ'(ν οδόν, ττίν οποίαν
|5 ()

τ-κολου-^ησαμεν , διά νά αίςωμεν - —~ εις συνεχές κλά­

σμα, βλέπομεν , on εδιαιρεσαμεν κατά -πρώτον 4 9 ^ 
Oca i 5 9 -  και ελάρομεν πηλίκον 5* και υπόλοιπον 
l 6 ‘ μετά ταυτα εδιαιρεσαμεν 15Q &ά 1 (), και ελά- 
βαμεν πηλίκον 9 και υπόλοιπον 15 ’ μετά ταυτα 
εοιαιρε'σαμεν ι 6 Oca 1 5 , και ελά]3αμεν πολικόν 1 και 
υπόλοιπον ι .  Ίνκ τουτου ευκόλως πορίξομεν τον ακό­
λουθον* κανόνα. Διά νά ά^ωμεν κλάσμα, τ) κλασματι­
κόν apiS-μόν είς συνεχές κλάσμα .

„ΪΊρά£ε έπι των δυο ορών του δεδομένου κλά­
σματος, ως εάν έξητεΤτο ο μέγιστος κοινός διαιρε­
τός του (όρα α ρι.3·μ. 4 9 ·)

ΙΙροέκτεινε την ερμασιαν, έως νά συναπάντησες 
υπόλοιπον Γσον τω μηδενι, τά δε κατά διαδοχήν λαμ- 
βανόμενα πηλίκα , 3-ελουν είναι οΐ παρονομασται των 
κλασμάτων ο: συχκροτουντες το συνεχές κλάσμα.

'Οταν ο' δεδομένος αριθμός ηναι μειξ’ων της μο- 
ναδος, το' πρώτον πηλίκον παριστάνει τό ακέραιον 
μέρος*, τό οποίον εισέρχεται ειςτάνεκφρασιν του συν­
εχούς κλάσματος. “
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Αυνάμε3·α χατά τούτον το'ν χανονα νά c 

ξωμεν εις συνεχές χλάσ/ία. τον.; δύο αριθμούς -

χα t
8 2 9

Ίίου  ο τύπος των -πράσων.

ι " .  149 65 19 8 3 2

2 3 2 2 1

1

2

ΛοΜΓΟν
65

149 2 + ι
5+ 1

2 + 1

2+1

4V
2

Λοιπον ^ “ ==2 + 1

ι|34?! 135 77 58 «9
I 2  I 2 1 1 3

i+ jL
2.

‘ 9*

347
2 + 1

1 + 1

1 + 1

3 + 1
19·

Τά συνεχή χλάσματα εχουσβ μεγαν ά̂ ι$·
totor+oov, των ο'ποιων η αναξ^τησίς εστάθ-η αντί 
jxsvov των άφωνων των πλέον π^ρ^ρων Ιεωμετρ 
Θέλομεν δε sv.S-έσει εδώ τάς στοιχειώδεις ιδιότητ 
»το& τάς συνηθ-εστερας, xat των οποίων η ίε'
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ειπσττφίζετοΜ εις τάς έρωτας άρχάς της Άλγεβρας, 
Άποστελλομεν δε τον αναγνώστην, αν άγαπα ευρυ- 
χωροτερας ^εριμρα^άς , εις τάς εν rjj Ά λγεβρα  του 
Έουλερου προσθώκας του Λαμρα^νι'ου.

Ο  ρ ι σ μ ο ί.

§. ΐ 6 β· *Ας λάβωμεν το γενικό'ν αυνεχες κλάσμα
α +  1

Ρ+*
μ4-ι

<Μ-ι
ε-f- . · .

το ο'ποιον υποθάτομεν, on  εκφράζει την τιμήν ενός 
κλάσματος άριθ-μου σημειωμένου όιά χ.

Καλούνται κλάσματα συστατικά, τα 'κλάσματα
1 1 1  f ^

— , ·— , . . των οποίων το άθροισμά συσταίνει
β y °  ̂ .
το συνεχές κλάσμα, κα'ι πηλίκα ατελή οι παρονο- 
μασται β» /> ο . . . . καλούνται ούτως οί τοιουτοι 
παρινομασται, επειόη β π. χ είναι το ακέραιον του 
εκ^ραζομάνον αριθμόν διά β4"1 , κα'ι γ είναι το ακέραιον

yxj_
<5*f*. . .

μέρος του εκ^ραζομένου αρι-9-μου διά γ~\~1ι και όντως
ι
S 9 ·  ·

ε^εςης. Έ £  εναντίας εοωκαν το όνομα πηλίκα τελεία 
εις τάς εκβράσεις β-4- l  y+ Ι ,  των οποίων τά β, y, 

• y -f- 1 ό-f- 1

,  * ·  ·

δ . . . είναι τά ακέραια μέρη.
e .
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Κά5 ε τέλειον πηλίκον περιέχει, έκτος τον ά* 
ραίου , το όποιον εις αυτό' περιεχεται, όλατάακύλο 
5 α πηλίκα του συνεχούς κλάσματος , επειδή εΊ- αϊτό 
ττϊς άναπτνίςεως του τελείου πηλίκον εύρίσκομεν ο' 
τά  άκύλου-3-a πηλίκα. Το τελευταίου δε τέλειον τη” 
κον , τό οποίον είναι ο* παρονομασττ]ς του τελευταί 
ουστατικου κλάσματος, είναι πάντοτε τουλάχιστον ϊσ 
μ$ 2 , κατά τον τρόπον του a νάγειν κοινόν τι κλάσ| 
εις συνεχές κλάσμα (αρι·9·μ. 107).

Καλούνται η^ρενα, τά  εξαγόμενα, τά οποία λα 
βάνομεν, τρεπόντες διαδοχικο~ς είς ε"να μόνον κλασμ 
τικον άρι5μόν εκάστην τοίν εκφράσεων a-f·1 ♦ α-|-i ,

β β4*1

Καλούνται προσέτι Συμπίπτοντο» κλάσματα, ε’πειδη , 
5έλομε<ν αποδείξει ευ5υς , τά  τοιαΰτα εξαγόμενα π) 
σιάζουν βαθμηδόν το'ν είς συνεχές κλάσμα η^μέν 
αριθμόν , όσον περισσότερα συστατικά κλάσματα λα 
βάνομεν.

Σ χ η μ α τ ι σ μ ο ' ς  τ ω ν  δ ι α δ ο χ ι κ ώ ν  η y μ ε ν ω

§. 109- "Ας ίδωμεν μήπως ύπαρχέ μέσον 
απλουν καί ενκολον είς τό νά σχηματίξωμεν τά διά^ 
ρα ημμε'να.

Το' πρώτον είναι α, τό οποίον δυνάμεια νά yp 

ψωμεν ούτως — * τό δεύτερον α + Ι ,  η άvayoμεv

rou ακεραίου είς κλάσμα, αβ-Η

" Τ "

β

Διά νά λάβωμεν τό τρίτον, τό οποίον παρρησί 
£$Tat διά a-J-i αρκεί νά άντεισά^ωμεν είς την δεν-

y + i
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ραν άντ'ί του β το β + ι  * ε’πειίη σημεωνοντες β + ι  ica

η' ψ ι  ̂ ,  ̂ , ®β +  Iβ ,χομ*, εχφρασις

'· X' , X ' ^  ~ ®-β~\~ 1 ι » / · *ητις 03ν όίαφερει της ------- , ειμη μονον εις τούτο,·
β

οτι β' η β+ l  τρατεΐ τον τόπου του β,

y t , φ
Κάμνοντες λοιπο'ν ταυτην την aVTSiaaycoyrjv, εχο* 

μεν το' τρίτον η/μενον α + —^  =s α ( β + 1  ) + 1  =

7 *—1 β + 1

α β + α ^ -ΐ, η αγόμενων των άχεραιων εις χλάσμα, χα<πολ* * 1

β + ι

/ >
λαπλα<πα£ομενων otvco χαι χάτω ε'πι y, το' (a ft+ l)y + a

β /+ ι
Το τέταρτον η^μίνον 3-ελομεν λάβει παρομοίως,

♦  ̂  ̂ ι  ̂ 1 ι  ̂ λ/ ♦
αν τεκτ άγοντες εις το τρίτον y-J--  ̂ αντί του μ , εχ του

1  ό ι
οποίου εχομεν α+^- =2 (α β + ι)  ( y + - j )  +&

β+ 1  ο

( α β + ι )  y +  αβ+ 1

y+i

-f-a.

0 (y+i) + 1
a

β χ + £  + 1 . 
a
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"Η , άμομενων το>ν ακεραίων είς κλάσματα, κι 
πολλαπλασίαζα μενών avco καί κάτω επί. ο , εχομι 
[ (α β + 1 )μ+ °0 δ-{-αβ-|-ι

^ Τ Τ ^ Τ ρ Τ  7
Χοορίς να προχωρ/- αο:μ εν περισσότερον, βλε*π< 

μεν 7)07) , ότι ο αρ:?μητης τον τρίτου φ ρένου, λα.}, 
βάνεται π ολ λ α π λ α σ ι α ζο μ ε ν ο υ του αριθμητόν του δ>ι 
τερου επί το τρίτον πηλίζον μ, καί προστιθέμενου ει 
το μινόμενον του apiS-μητου του πρώτου κλάσματος 
ο δε παρονομαστής σχηματίζεται κατά τον αυτόν rpr 
πον διά μέσου των παρονομαστών του δευτέρου κα 
πρώτου κλάσματος.

*0 αριθμητής καί ο παρονομαστής του τέταρτο1 
άρμενου λαμβάνονται, παρομοίως, πολλαπλασιζομενω 
ημοιβαίως των δυο ορών του τρίτου επί τδ τέταρτο 
πηλίζον δ , καί προστιθεμένων είς τά δυο μινόμε να­
τών δυο ορών του δευτέρου κλάσματος.

’Καν προσε^ωμεν είς τον τροπον, κα$· ον τι 
τρίτον καί τέταρτον ημμενον εσχτ)ματίσ-ίτησαν, κατα 
λαμβάνομεν , ότι ο σχηματισμός πρεπε: νάεζακολου 
3-ήσ^ και εις τα άλλα ημμένα’ αλλα διά να δείςωμε1 
μ’ ολην την ακρίβειαν την γενικότητα ταυτης της προ- 
τάσεως, πρέπει νά προστρε’ζωμεν εις μέσον ανάλογοι 
μέ τδ δειχ-9-εν (α’ρι-9-μ. 1 2 8 ). Θελομεν δέ δείςει 
οτι ο σχηματισμός ουτος, αληθ-ευων ’εις τρία διαδο­
χικά ημμένα οποιουδήποτε βαθ-μου, αληθεύει ακομτ 
καί εις την ακόλουθον ημμενην* επειδή αφ’ ου εδ. ίχ5·ζ, 
ακριβής είς τά τρία πρώτα ημμώνα, -S-ελε ι είναι προ­
σέτι καί είς το τέταρτον καί αλη·?·ευων εις τούτο καί 
είς τά δυο προημησεντα, ·$-εί\ει αληθεύσει καί είς το 
πέμπτον. καί ουτω διαδοχικές έο̂ ς ου .S-ελωμεν.

Έστωσαν λοιπόν τ , , τρία διαδοχικά
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η^μένα , ρ το ατελε'ς πηλίκον, εις το όποιον έμείνα-
ρ

μεν διά τον σχηματσιμόν του ■ —, και άς υ'πο.5·εσωμεν,

p Ηο+Π
οτι Ιχομεν —  = ~ u :pq : j j r .  *Ας προσ^ε'σωμεν δε' 

νεον συστατικο'ν κλάσμα κατ’ εςακολου9·ησιν του*ρ,
2J

*α'ι ετω το ανάλομον η^μενον * είναι φανερόν, οτι,
"  2J

διά νά σχηματισωμεν -■■ φρίττει αφευκτως νά αντεισά-
2j

Ρ ι
£<ωμεν εις την εκφρασιν , ρ + —- 5 άντ'ι του ρ ,  και 

J ι σ .
ούτως εχομεν,

“  =  ( ρ + 7 ) + Π  _  (Κ ρ+ Π  )σ+Κ ' Ρ σ + Κ

(ρ+.*.)+Π' («Ρ + ΙΙ'ίσ+ ΐν- 1-σ+Κ'·

Και βλέπομεν, ότι -τυ ενάγεται εκ των δόο

προ τερών, κατά τον εκφρασ^ε'ντα ανωτέρω νομον. Λοί- 
-7γον ό νόιχος του σχηματισμού είναι γενικός.

Ούτως ό αρι θμητός όποιου δήποτε ημμενου σχημα­
τίζεται , πολλαπλασιαζομε'νου του αριθμητού του προ­
ηγουμένου ημμένου έπι το' αΤελές πηλικον, το' οποίον 
του άνταποκρίνεται, και προστιθεμένου εις τό γινόμε­
νον του αριθμητού του η^μένου, τό οποίον προηγείται 
δυο βαθμούς από εκείνο, το όποιον 3-ελομεν νά σχη- 
ματισωμεν * ό παρονομαστής σχηματίζεται '/ατά  τον 
αυτόν νόμον με τους δυο προημουμένους παρονομαστας.

' Κ. 'Οταν ό αριθμός εις συνεχές κλάσμά η

χ είναι μικρότερος της μονάδος , άντεισά^ομεν —, αν-
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τι του α , διά νά εφαομοσωμεν του νόμον, οστις υπο­
θέτει εξ ανάγζης προ σχηματισμέ να *ά δύο τρωτά 
■ ήγμενζ.

Ας προτε^ ως τρωτόν παράδειγμα, να σχηματί- 
αωμεν τα διαδοχικά rjypeva του συνεχούς κλάσματος.

64
149

=  Ο 
1  +  1  

2 + 1

0+  1
2 +jl_

2 -Η 
1 + 1 

2 *

νΚχομεν δια τά τρωτά δυο τεμενά -- και —.

Διά νά σχηματίσω μεν το τρίτον, πολλαπλασιά­
ζομε*./ τον άρ^μητ^ν ι του δεύτερον επί 3 , και προσ- 
5-ετομεν Ο εις το' γινόμενον * πολλαπλασιάζομε ν μετά 
ταυτα τον παρονομαστήν 2  του δεύτερον επί 3  και 
προσ-3-έτομεν εις το γινόμενον τον παρονομαστήν 1

■ t ^ g
του πρώτου * εντεύθεν προκύπτει —.

Εύρισκονται παρομοίως τά ακόλουθα όγμίνα 
7 Π  24 j fo

10’ 39 * 55 * 149
Παρομοίως λαμβάνονται τά διάφορα ηνμενα του

** / ι \ ο 2 0συνsχους χλασματος του ττροερχορενου ano . \°?%

άρθ-μ. 107 .)
2 5 7 12 4S «29  
1 ’ 2* ο * Τ ’ 18  ’ 347*
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1 7 0 · Σ  ν ν  « (τ « t α το υ  π ροημο υ μ ε  νο υ 
ν 6 μ ο υ. Κπεται προφανώς εχ του νόμου τούτον , 
ότι οι οροί των διαφόρων 7τφμενων αυ^άνουσι, χα$·’ 
όσον αυςάνει ο αριθμός των συστατικών κλασμάτων* 
επειδή ο αριθμητής η ο παρονομαστές οποιουδηποτβ 
έ^-μόνου είναι τουλάχιστον ίσος με τό άθροισμα τιον 
api-S-μητων η των παρονομαστών των δυο ημμενων, τά 
όποια -προηγούνται τουτου.

Ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ<ων Ή  γ  μ ε  ν (αν.

§. 1 7 1 · Π ρ ώ Τ,η ί δ ι ό Τ η ς* Έ ά ν  λάβωμεν
είς τά ανωτέρω δυο παραδείγματα την διαφοράν με­
ταξύ δυο τινων διαδοχιχων η^μενων, με τέν συνβ-ηκην 
νά άφαιρώμεν πάντοτε τδ ημμενον, απ εκείνο τό οποί­
ον τω ακολουθεί, 3-ελομεν ευρει πάντοτε διά τον αριθ­
μητήν ταυτης της διαφοράς - { - 1  η — 1 , κατά τον άρ­
τιον η περιττόν βαθμόν της δευτε’ρας των δυο ημμε- 
νων, την όποιαν 3-εωρουμεν. Ο παρονομαστής ταυτης 
της διαφοράς είναι προσέτι πάντοτε ίσος με τό γινόμε­
νόν των παρονομαστών των δυο η^με'νων.

Ουτιος είς τό πρώτον παράδειγμα, εχομεν ,
1 0 + 1  3 ___1 _  — 1  _7 3 _  + 1

2 1 ~  ' 2 X 1 * 7  2 ~  2 X 7 * 1 0  7 ~ ΐ 6 Χ 7 '
Λυτή η' ίδιότης είναι μενικη.
1 Δ ιά  νά την αποδείξωμεν, ας λάβωμεν είς τό^ενι-

. , ,  . . .  , .  , Π Κ Ρχον συνεχε ς κλάσμά, τρία όιαΟοχιχα η/μενα ρπ , 7 7̂’-7 *
II Ιι 1

,  Ρ Κ Ρ Κ —  ΚΡ'
Θελομεν εχει .

Αλλά κατά τον αριδ-μόν 109> Ρ—Κ ρ + π , Ρ ~ τ 
Κ'ρά-Π', άντεισάμοντες αντί ρ χαι Ρ' τάς τιμάς εί; 
τόν αριθμητόν της άν·ω είρημενης διαφοράς , εχομεν
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P K (Κ ρ+Π ) Η'·— Κ(Κ 'ρ+Π ')
Ρ' ~~  i f  “  f  K'
’Κκτελουντες τους υπολογισμούς, και ανάροντες

ευρισκορεν

i l
Ρ'

Κ ΠΚ'— HIT
κ  = Ρ' Κ7' )"0$·εν βλεπομεν, ότι ο άριθμγιτης της διαφοράς

Ρ Ρ  Υ \ ' ’ / ~ ~ ’ η—7----  —~ scvctt (<?ος και με ενάντιον σημείου του αρι·α-

.  Κ  Π .  Κ Π '-1 Τ Η \
ρ ^ ο υ  της διαφοράς - -  —  ---; η ------—,yj;—  rours-

γστιν oi αριθμητού δύο διαδοχικοον διάφορων είναι Γσοι 
και ρ$ εναντία σημεία,

’Λλλ’ εάν θεοιρ'όσοψ,εν τά  δυο πρώτα ηγμενα
α α;34*1 ν αβ4“1 a + t

, εχορεν ------- =xac
β β χ  1

Λοιπού κατά τά προειρημένα ο pcptS-ρητης της 
ακολούθου διαφοράς πρέπει νά. είναι —  1 * ο αριθμη­
τής της τρίτης διαγόρας πρεπει νά είναι Η -1 , και ού­
τως εφεξής,

’Κν γίνει ο αριθμητής μιας τίνος διαγόρας είναι 
*4“ 1  ? εάν η δεύτερα των Ονο θεωρούμενοι ηρρενων 
ηναι βαθμόν άρτιου, και — | ,  εάν ηναι περιττού* 
ο δέ παρονοραστης είναι προδηλως πάντοτε ίτος ρε 
το ρινο'ρενον των παρονοραστων των δυο ηρρενων.

§, 172. Σ υ ν έ π ε ι α  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς
4 ρ

ί δ ι ό τ η τ ο ς ,  Ήρρενον τι οποιονδηποτε βαθμόν ρ

είναι πάντοτε κλάσρα, η άν αγωγός ζλατρατικός α- 
ρι3·ρός,

Τω οντι άς υ'ποθάσωρεν προ'ς το παρόν, ότι Ρ 
zcu Ρ ' Ιχαυσι κοινόν παράγοντα τό 3*· επειδή σε, κα-
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τά την ανωτέρω ίοιότητα εχομεν PH'— Κ1>/“ 4" η — 1 * 
εξάχομεν ^ιαιρουντες τά υύο μέλη &ά .5-,
ΡΚ' HP' ι
-----—  *- —+ η  — — α Λ Λα το πρώτον μέλος

*σ ·*τ
ταυτής της ίσότητος είναι ακέραιος αριθμός, επειύη 
Ρ και Ρ' είναι διαιρετό: διά τον 3 ,  καί το όευτερον 
ρελος είναι ουσιωόως κλάσμα * λοιπόν εΤναι ατοπον 
νά υποάεσίορ: ν , on  Ρ και Ρ ' Οεν είναι πρώτοι προς 
άλλτίλους a ρ i3yo'.

'Κπεται εκ τούτου, ότι, εάν τρεψωμεν εις συνε­
χές, ,  έν κλάσμα, του οποίου οι όνο οροί όεν είνμι 
πρώτοι αρί5μοί μεταξύ το;ν, και σχηματίσω μεν μετά 
ταυτα όλα 'τά ηχμενα ε'ιος είς το τελευταΐον , όεν 3+  
λομεν εόρει το όεόομενον κλάσμα υπό την πρωτότυ­
πον μορφηντου , οΐλλά τούτο το' ίόιον κλάσμα ημμενον 
είς την απλουστεραν του μορφήν, τουτέστιν ελεύθερον 
από τον με μιστόν κοινόν όιαιρετην μεταξύ των δυο 
όρων τον .

' τ '  55-18Ιλστιω π. χ. το κλάσμά
924

Τρεποντες το είς συνεχες κλάσμα ευρίσκομεν'
048
-— = 0 + 1  
024 ~

1+J_
ί+1

1+ 1

Τά όε' ημμενα είναι —,

rp '

9
0 1 1 2 3 2Q'
Ρ 2 3 5 8 * '7 7 '
r 20 τ . ν ~348
ενον —  είναι η τιμή το υ ----- ,·

77- 924
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ελευθ-ερα τον παράμοντος 1 2 , κοινού είς τους δυο 
ορούς του.

§. 173. Δ ε ύ τ ε ρ α  ί δ ι  6 τ η ς . *Ας ε’π αναλάβω- 
μεν το' μενιχόν συνεχε'ς κλάσμα χ ^ α + ΐ

β-\~ ι 
γ + 1 

ί + 1

ε
* /,

Θεωροντες τα πρώτα συστατικά κλάσματα, ευκόλως 
γνωρίζομεν, οτι η' τιμή του χ  περιεχεται μεταξύ τον 
πρώτου και δευτέρου ημμενου^ μεταξύ του δευτέρου 
και τρίτου , και ούτως εφεζ'πς.

Τω όντι εχομεν -προφανώς κατά -πρώτον χ^>*α*

λε'μω επειτα on  χ -^ α -} -— » επειδή διά νά λάβωμεν
> ’ ν » ,  * . Λ \την τιμήν του χ ,  πρεπει νά αυ£ησωμεν το β απο το 

υπόλοιπον τον συνεχούς κλάσματος * όντως , το' χλοί*

σμα είναι με^αλητερον άφ ο,τι πρεπει νά προσθ-ε- 
Ρ

σωμεν εις τό α. Λοιπο'ν είναι πολλά μεμάλον.

’Ηδη, εάν ·9-εωρη σωμεν τό ημμενον α4~~-’
β“Γ i

/
επειδή μ είναι πολλά μικρόν, επεται οτι β - | - 1  είναι 

παρονομαστής πολλά μεγάλος. Λοιπόν α+ l  είναι κλά*

7 + ι

σμα μικρότερον άπό την άλη.$·η τιμήν τον χ»
7
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TOJTOV
* /

Ημπορουμεν όσον .9-ε'λωμεν νά “̂ ροχωρηαωμεν
> τον συλλογισμόν * αλλ’ ητον ωφε’λιμον νά δώ-

μ*ν αποδειμιν τινά αναμάρτητου άπό τον βαθμόν του
συστατικόν κλάσματος, εις το οποίον ασχολούμεθα.

νΚστ&)σαν προς τούτο τά δυο διαδοχικά η^μένα
Π , Κ . -
jp - και ^  , οποιουΟηποτε ραθ-μου, και πρόκειται να

Γϊ Κ
Ίτροσδιορισοψεν την τιμήν των διαφορο;νχ— χ-— —ρ.

11 " Κ'
Παρατηρουμεν, ότι εις την εκφρασιν του η^μένου

Ρ ΛΚο+Ι Ι
τττ» η ,,γ— ττγ άν αντεισά£ωμεν άντι του ατελούς πηλι- 
ι Kp-t-li
κου ρ, τό τέλειον πηλίκου ψ η ρ+ 1  > του οποίου ρ

σ-J-l 
τ~μ , . .

είναι το ακέραιον μέρος , -S-ελει αναφαν η η τιμή του 
αριθμού η^με’νου εις συνεχές κλάσμα, επειδή' τότε 
έχομεν τό ηνμενον του όλου συνεχούς κλάσματος. 
*K\ou£v λοιπόν κατά ταυτηυ την παρατηρησιν, χ ~
Η ψ+Η
K '0 + lT

Π Κ ψ + Π  Π ( Κ Π — ΠΚ')Φ
"ί:ν  χ  ~  Π'~Κ'Ψ+11' IV (Κ 'φ+IV) ιΤ

κ κψ+π κ πκ'- m r
ΧΜ Χ ~  Κ’ =  Κ 'φ + ΙΪ ~ Κ 7 -  (Κ 'ψ-Ηΐ')Κ '

*Η0η, εάν -3-εωρησωμεν προσεκτικούς τάς δυο 
ταυτας διαφοράς, βλεπορεν, οτι οι παρονομασται 
είναι ουσιωδως δετικοί'. Ε ις δε τους api-S-μητάς ψ 
εινα^'δετικόν , κα'ι ΚΠ —  Π Ε , ΠΚ,~—ΉΠ είναι Γσοι

2 1
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καί εναντ/ων σημείων. Ούτως ούτοι οι άρΐ-9-ματαί έχουν 
διαφορετικά σημεία.

'Έ πεται εκ τούτου, ότι, εάν εχωμεν χ ^ > η < Γ —-, 
πρεπει εξ ανάγκης να ^
ε χ ω μ ε ν ............................................ χ > η ^ - , ·

τουτεστιν, εάν ο apcS-μός άχ.9·είς εις συνεχες 
κλάσμα είναι μεγαλύτερος η μικρότερος •πα­

ρά το ημμενον jp  , ο αυτός αριθμός 3-ελει είναι η

μικρότερος, η μεγαλύτερος παρά | . Λοιπο'ν τέλος

πάντων, η τιμή του αριθμού άχθ-εντος εις συνεχες 
κλάσμα περιε’χεται πάντοτε μεταξύ δυο διαδοχικών άρ­
μενων οποιουο7}ποτε |3α.$-μου,

Σ  η μ ε ιω σ ι ς. ’Καν τό ημμενον ρρ  είναι βαθμού

άρτιου , ΗΙΓ—  IIΚ% τό οποίον είναι ο ^ρι^-μητης της

διαφοράς μεταξύ ->- και —, είναι δετικόν καί ίσον με

Π Η
+ 1  (αρι5μ. 17 1 .). Ούταχ εχομεν χ > - - καί χ -^Cj;.

11 Κ
Λοιπόν ολα τάημμ^να περιττού βαθμού είναι μικρότε­
ρα παρά τον η/μενσν είς συνεχες κλάσμα αριθμόν.

§. 174* Τ ρ ιτ η  t δ ιό  τη  ς, Τά διάφορα vy- 
μένα δίδουν 0)ς εμμιστα τιμάς του χ , καί μέ ευκολίαν 
προσδιρρίξομεν τόν βαθμόν της προσεμ^ίσεως δι έκα­
στον τούτων.

Κ^τά πρώτον , επειδή εΓδομεν, οτι η τιμή του
* - , Π

χ  ευρισκεται μεταξύ δύο διαδοχικών v/y μενών , ^ρ καί
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— > ζπεται δ η  η Ζαφορά μεταξύ χ  και ενός τούτων

των ημμε'νων είναι μικρότερα παρά ζζτγρ , όιαφρά ,

ητις υπάρχει μεταξύ των δύο ημμε'νων. Ήόη λοιπόν 
βλεπομεν, ότι τό σφάλμα τό πραττόμενον , όταν λαμ- 
βάνωμεν εν των δύο η^μενών όιά την τιμήν τον χ» είναι 
μικρότερου της μονάχος όιά του μινομε'νου των παρονο* 
μασποντων άιαιρε3·εισης. Λλλα μάλλον, εάν -9-εωρη-

, ,  , Κ π κ — Ki r  , , ,
σωμεν την διαγόραν χ  —  την οποί­

αν ε’λάβομεν εις τον ανωτέρω apiS-μον , επειόη εχομεν 
(άριθ-μ. 17 l )  IIΚ'— ΚΓΓ= 1 (αφαιρε-9-εντος του ση-

— ’Αλλά το
Κ

»P« - W r  κ' μ  (K>+I1X.
τε'λειον ίτηλι'/ον ψ είναι φυσικά μεμαλητερον του I , 
λοιπόν (Κ 'φ-f-If) Κ" είναι (Κ +ΓΤ) IV, και όιά

περισσότερον όικαιονΓ>- IV2. Λοιπόν χ —' —r -«=C

(iriirjic’ *ώ μ5λλον χ ~  02τωί
κ

η διαφορά μεταξύ χ  κα'ι -  ·, η τό -πραττόμενον σφάλμα,

Κ'/ - Λ I ίν ♦ \ Ύόταν λαμβανωμεν — , ως τιμήν του χ  , είναι μικρό­

τερα -παρά την μονάδα διά του γινομένου του παρονο- 
μαστου του ημμενου όιαιρεθ-εΤσαν και πολλαπλασια- 
σ3εΤσαν επι τό άθροισμα του αυτου τουτου παρονομα- 
στου,#και του -προ αυτου,  η με' οχι τόσην ακρίβειαν, 
άλλα με πλειοτεραν απλότητα, μικρότερον της μονα- 
όο / όιά του τετραμιόνου του παρονομαστου του ημμενου 
όιαιρεθ-εισης.

21
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§. 175. Τ ε τ ά ρ τ η  ί ό ι ό τ η ς .  Ήμμενον όποιου· 
δήποτε βαθ-μου δίδει τιμήν ε-υ τερ α ν  είς την χ ,  παρο 
κά·9·ε άλλο προ αυτού.

Τ μ οντι ας 5εςορησωμ«ν ακουη τχς ου ο διααορά.
. , 1 . π (Kir - ηκ')ψ

του ctpityou 173 , X —  - ρ  — ( 1 / . '  ’ **

κ  Π Κ '- Κ Ι Γ  . . ’ \  ί  , .
χ — κΓ = (ι?ψΤιΓ)Ιτ *“  επε:5" w - 'v
17θ) Κ'γ^ ΙΓ , επεται, οτι 6 παρονομαστής (Κ'ψ +  Π)1ν 
eivat μεμαλητερος -παρά τον παρονομαστήν (Η ψ+Π ^ΐΓ 
προσέτι ψ ειναι!Ρ»·ΐ, λοιπόν (αφχιρε.$·εντος του ση 
μείου) ο αρι-9-ριητης ΓίΚ’— ΚΙΓ είναι μικρότερος -rape 
rov άρι-^μητην (ΚΙΓ— ΠΚ^ψ. Ουτιο διά ταυτης τη.

διπλής αίτιας, η διαφορά μεταςυ χ  και —- sivat άρι$

ν . Π
μητιχως μικρότερα παρά την μεταςύ χ  και —

§. 170. Π ε ρ ι τ τ ή  κ α ι  τ ε λ ε υ τ α ί α  ί ο λ ό τ η ς  
’Hyjxtvov οποιουδηποτε βαθμόν πλησιάζει πλέον είς την 
τιμήν της χ  , οχι μόνον παρά κάθ-ε άλλο προ αΰτο; 
ημμενον , αλλ ακόμη παρα κα-S-e άλλο κλάσμα , το; 
οποίου ο παρονομαστής είναι μικρότερος παρά τον το1 
θεωρούμενου η^μενου, ώστε βε,3αιουμε·$-α , ότι δ·' 
υπάρχει κανεν άλλο κλάσμα δίδον είς όρους απλού 
στερους τιμήν πλησιεστεραν είς την χ .

Έ σ τω  —, τό 3-ε cep ου μ εν ον η^μενον, κα'ι τ

κλάσμα ~  £χον μ'-*ζΖΪ{'* λενω , ότι χ — ~ είναι μί 
Ρ Ρ η r

^■αλητερον (αφαιρετόντος του σημείου) παρά χ —  - .
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Δε ι ί ς ι ς -  Παρατηρούμεν κατά πρώτον, οτι* το
a * JK

κλάσμα , os ν όόναται νά ευρεθ·» μεταξύ —  καί 
μ κ

- - - , επειόη όιά νά υπάρχω τούτο, επρεπεν η όια^ορά

μεταξύ r - - x a t “ - ,  τουτε'στι Πμ'— μΠ', νά ηναι άρι5 -
“  Ρ τΓ ?II μ

ι  Κ
μητι/ως μικρότερα της όιαροράς -ττττ» μεταξύ  του-

1 1 1\  Κ

και το οποίον είναι άόύνατον * επειδή Π μ -μ Γ Τ

αριθμός ακέραιος, είναι τουλάχιστον ίσος με το 1 , 
και μΤΓ είναι μικρότερος παρά τό ΙΓIV, εξαίτιας της 
ύπο3·εσεοος μ ^ ζ Υ ι  *ο (όεν όυνάμε^-α νά υποθ-εσωμεν

Πμ'— μ ΐΓ = 0 , επειόη η 9-έλαμεν εχει 57- =  —, ,  και ε«
ία μ

πειόη τούτο τό τελευταίου κλάσμα , με τό νά είναι
Λ \ ’ / Κ

ίσον μέ το η^μενον , τό οποίου προηγείται ^  , η προ- 

τασις ηόη είναι αποδεδειγμένη.)

'Έ πετα ι εκ τούτου, ότι — εΤναι εις τον αυτόν καιρόν 

* _  μ » , , * , Π μ  , Κ μ
μ II μ χλ. μ

η οί αρι3·μηταιτων Πμ"— μϊΤ, Κμ'— μ ΐί', είναι τού 
ίόίου σημείου.

Τούτου τε^έντος , εύρισκομεν (άρι-9-μ. 173).
Κ ΠΚ'— ΚΠ' ι

■γ Τ  Κ' ~  (Κ 'ψ+Π ')Κ ' -  (Κ 'φ+Π ')Κ '·
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*Ας λάβωμεν τώρα’,την Ζαφοράν μεταξύ χν .α ι- ,  συνά-
Υ

μ Κ ψ+Π  μ (Κ μ — μΚ^ψ-Ί-ΙΤμ’—-μΓΓ
Γψ·'ν *— ί<;.·Γ+ϊί- ϊΤ   ̂ (Κ'φ+Τιν ’
αλλ εξ  υπο3άσεως, μ-=^Κ , ούτως ο παρονομαστής
ταύτης της δευτερας διαφοράς είναι μικρότερος εκείνου 
της πρώτης' προσέτι ο api-S-μητης (Κμ —  μΚ')]) 
+  Πμ" —  μίΓ είναι σύνθετος από όνο όρους, οι 
τινες η προσάπτονται, ή αναιρούνται εις τον αυ­
τόν καιρόν , και διά tout ο με^αλητερος του 2.

Λοιπόν διά τον διπλούν τούτον λδμον χ
Κ

εινα; αρι3·μητικώς μεγαλύτερου παρά χ  —  — ,

Υ
f

Υ

Σ . Κ. Αι τεσσαρες τελευταϊαι ιδιότητες ε’πιστη' 
ριζονται επι του ίδιου υπολογισμού , εκείνη δε του 
αριθ-μου 1 7 3 , ητις θεωρεί την εκφρασιν της διαφοράς

μεταξύ τομ χ  και λογίζεται η πέμπτη. Τούτο κα­
ί*

τασταινει τάς αποδείξεις πλέον εύκολους.
§. 177· Δ ιά  νά τελειώσωμεν την στοιχειώδη

•9-εωριάν των συνεχών κλασμάτων, σημείονομεν εδω 
• την χρησιν αυτής, όταν εκτιμωμεν την ώς έγγιστα  
τιμήν αναγώγου τίνος κλάσματος, του οποίου οι όνο 
όροι είναι πολλά μεμάλοι.

Κατά πρώτον αγομεν τον δεδομενον αριθμόν εις 
σννεχες κλάσμα κατά τον κανόνα του αριθμού 107» 
μετά ταυτα σχηματιξομεν τά διαδοχικά ηνμενα, κατα 
τον νόμον του l6 p  αριθμού* ούτως εχομεν σειράν 
κλασμάτων, εναλλάξ μεγαλύτεροι και μικρότερα παρκ 
τον δεδομενον άριθ-μόν (άρι-9-μ. 173) * και μεταξύ ^ών 
tocoutcov κλασμάτων εχλεγομεν ε’κεΤνο, το όποιον δι'δει 
τον βαθμόν της προσε/^ισεως, τον όποιον 3-ελομεν να
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ευριορεν διά το' χλάσρα. Ό  τοιουτος βα-^ρός (σ’ρι-^ρ* 

174) σηρειουται διά >\ 1 Κ .
( κ ' + . ο κ ; " κ ' 2̂ ’ ,w

το rypsvov, το οποίον -9-εωρουρεν το η^ρενον πρέ­
πει νά ηναι (αρι·$·ρ. 175) βαθ-ρου τόσον πλέον ραχραν, 
όσον 5-ελορεν να ευρωρεν ρε^αλητερον βα-3-ρόν προσε^- 

^ισεως.
Ας προτε3·η π. χ . ,  νά ε’χτιρησωρεν ως ε^/ιστα.

τον λόγον της περιφέρειας προς την διάρετρον.
Ηςευρορεν ότι ο λόγος οίτος εχφραζορενος είς

δεχαδαά εχει διά τιρην ρεΤον ε'χατοχιλιοστηροριου ,
, „ „ 3 1 4 1 5 Q

3» 14159 , η --------.
100-000

Κυρισχορεν χατά πρώτον διά την τιρην τούτον
τον αρι·9·ρον φρένου εις συνεχε'ς χλάσρα,

314159  *
------------- , η χ  — 3 + 1
10 0 0 0 0  ,

7 + 1
1.5+1

1 + J _
25+1_

1 + £
7 + 1_

4
τό ο?ποΐον δι'δει τά διαδοχιχά ηρ^ρενα , χατά τόν νόρον

.  , , 3 22 333 355 9 * °8
* Γ 1 7 1 θΟ 113 2931

9503 7 6 1 4 9  31415Q >D, Λ , ~------- , ---------- , ---------- . Εαν λ αβ cop εν χατα πρω-
3044 24239 ιο ο ο ο ο1
Τόν —  δια την τιρην τον δεδοριενου αρι3·ρου, πρατ-
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τ ομεν σφάλμα μικρότερου παρά -  y η —  ̂ ' αλλά

ro ηγμενον τούτο όίόει ακόμη προσεμ^ιτεως πλέον ανώ~
τερον βα$·μον διότι επειδή ο δεδομένος apcS-μός ευρίσκε-

£. \ ~ 2 2 λ 3 3 3 <■/ «/ 2 2 * , >τα ι μεταξύ των —  κ α ι ---- - ,  επεται οτι —~ οιαιρε-
r  7 10ό 7

pst το» ζητούμενου aptS-μον κατά ποσότητα μικρότέραν
, 22 

παρα-
333 λ 1

η ------* ούτως το πραχθ-εν σφαλμα
7 100 74*

είναι πολλά μικρότερον από too * όντως τον αριθμόν

2 2  1  ,
, η 3  — συχνά μεταχειριζόμε$α , διά να' ε’κφράσω-

μεν τον λόγον της περιφέρειας προς την διάμετρον, 
και είναι ό λόγος , το'ν οποίον εδοικεν ο Αρχιμήδης.

Τ ο  τέταρτον ηγμενον γ γ γ  , το οποίον όεν είναι

περισσότερον σύνθετον παρά το δίδει τιμήν πολύ

πλέον πλησιάζονσαν. Διότι επειδή ό δεδομένος άρι3·*
, , 355  , 9*08  «

μος ενρισκεται μεταξύ γ γ γ  και ^ ^ -··} η διάφορά με-

i 3ό5
ra fv  τον 6ο3·εντος αριθμόν xac τον γ--^ είναι μικρό­

τερα του ------- --------  κλάσματος , τό οποίον φανερά
113X 2931 7

είναι μιχρότερον παρά 0 ,0 0 0 0 1 . Πρέπει νά σημειώ-
, *, 355 , 314159σωμεν, οτι τα ονο κλασματα -----  και -----------  *

113 10000Q
των οποίων τό πρώτον εκφράζεται εις όρους ά π λ η ­
στε ρους δίδουν την αυτήν προσεγγισιν (εκτιμωμενην
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εις δεκαδικά) οια την σχεσιν της περιφέρειας προς
'  > '  fv 7 r  * >\ f '  * «, * *την οιαρετρον. ΙΑυτος είναι ο Λο^ος , τον οποίον εδω- 

κεν ο Αδριανος Μετιος. Τά ακόλουθα η/ρενα, είναι 
τόσον πολλά σόν3·ετα, ώστε δυσκόλως και άνωφελώς 
άντεισά^ονται εις τον δεδομενον άριδ-μόν.

Δεν εκτεινόμενα περισσότερον εις τάς ιδιότητας 
των αρι-3-ρων, αλλά συμβουλεόομεν την νεολαίαν, 
ητις ηδη γυμνασμένη εις την άλμεβραϊκ/'ν άνάλυσιν, 
ayaira πλειοτερας γνώσεις επάνω εις τοντο τδ μέρος,

άριστα άπο' τον ΙΙολυ;τον Δελισλιον είς την Γαλλι­
κήν Γλώσσαν,

ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ν X

Σ χ η μ α τ ι σ μ ο ' ς  τ ω ν  δ υ ν ά μ ' ε ω ν ,  κ α ι  ε £ α -  
y « y 7ΐ τ ω ν  Τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ώ ν  και  Κ υ /3 ι κ ά> ν 

ρ ι ζ ώ ν  τ ω ν  αρ ι θμ ών ,

§. a c' .  Σ χ η μ α τ ι σ μ ό ς  τ ο υ  T s T p a y c o v o v ,
κα ι  ε ^ α ^ ω ^ η  τ η ς  Τ ε τ ρ α ^ ω  ν ι κ η ς ρι'ξ'ης·

§. 1 7 8 . Π ρ ο ο ιμ  ι ο? δ ε ι ς γ ν ώ σ ε ι ς .  —* 
Καλείται TgTpayojvov (άρι·9·μ. 1 1 1 ) η δεύτερα δόνα- 
μι^ενάς ωρίμου, το γινόμενον τούτον, πολλαπλα- 
Ληαζομίνου εφ εαυτόν , και τετρα/ωνικη £ι£α ενός
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αριθμού, δεύτερός τις αριθμός, δς τις πολλαπλάσια» 
ζόμενος εψ εαυτόν, η υψονό μένος είς τετράγωνον, 
δίδει εξαγόμενον τον ποοτεθ-εντα α.ριΒμόν.

Ουτ<ως το μεν τετράγωνον του 7 είναι 4 9 * η 
δε τετράγωνά/) ρίζα του 49 είναι 7 · Παρομοίως το' 
του 1 2  τετράγωνον είναι 1 2 X 1 2  η 1 4 4 * αντιστρό­
φους δε η τετραμωνικη ρίζα του 1 4 4  είναι 1 2 .

Ο  σχηματισμός του τετράγωνου ακεραίου τίνος, 
η κλασματικού αριθμού δεν ε χει καμμίαν δυσκολίαν, 
σ.λλ αρκεΐ νά πολλαπλασίασα ο αριθμός ουτος εφ 
εαυτόν κατά τους συνήθεις κανόνας.

Αλλά δε'ν άκολουθ-εΐ τό αυτό' είς την της τετρα­
γωνικήν ρίζης ενός τίνος αριθμού ε£?αμωμην, ως ,,δο- 
Βεντος τίνος αριθμού, νά ευρωμεν τον αριθμόν, ος τις 
πολλαπλασιάσεις εφ’ εαυτόν,  παράμει τον προτε- 
·9·εντα.“

Αυτή yj πολλά δύσκολος πρα^ις , ητις μάλιστα 
είναι άναμκαιοτάτη είς την Χ'εωμετρίαν καί Λριθ-μη» 
τικην, απαιτεί ιδιαιτέρας ερμηνείας.

Των δέκα προίτων ακεραίων αριθμών
1 , 2 , 3 , 4»  5 , 6 , 7 ,  8 , 9 > 10

τά τετράγωνα είναι προφανώς
1 , 4> 9» 1 6 , 2 5 ,  3 6 , 49» 04» Β ΐ ,  ΐΟΟ.
Αντιστρόφου, αί tojv αρι^-μων της ο ευ τέρας 

μραμμης τετραμωνικαί ρίζαι είναι οί apc.S-μοί της 
πρώτης.

Απο' την παρατηρησιν το~ν δυ'ο τουτοον μραμ· 
μων μίνεται φανεοο'ν, οτι μεταυυ' των ακεραίων αριθ­
μών ενο'ς η δυο ψηφίων είναι ε’ννεα, οίτινες είναι το 
τετραμωνα άλλων ακεραίων αρι-9-μοόν, οΐ δε άλλο: 
εχουσι τετραμωνικην ρίζαν, ακέραιον αριθμόν με-3· 
ενο'ς κλάσματος.
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Ούτως 5 3 , όςτις περιέχεται μεταξύ 49 *αι 04> 
εχει τετραγωνικήν ρίζαν το 7 , xat εν κλάσμα.

Παρομοίως g ι , έχει τετράρωνικη'ν ρίζαν g πλέον 
εν κλάσμά.

§. 179- Αλλά το πλέον αξιοπαρατήρητου sTvat, 
ότι ο ακέραιος αριθμός, όςτις <5iν είναι τετράγωνον 
άλλου ακεραίου αριθμού , δεν δύναται νά εχ;β τετρα­
γωνικήν ρίζαν, α/.ρ'ρη κλασματικόν αρι-9-μόν.

ra t πα
Λύτη η πρότασις , ητις ε’κ πρώτης οψεως φαίνε- 
κράδοξος, είναι συνέπεια της συστα3-είσης αρχής 

(άρι-9-μ. 133) περί της διαιρετότητος των άρι-9-μών. 
Τω όντι δια νά $εωρηται ε:ς κλασματικός ακρι·3ης

a
αριθμός —  , ως.τετραγωνική ρίζα ακέραιου αριθμού,

a a a 4
πρέπει το τετράγωνόν του — X η —  νά είναι ίσον

με' a’xlpatov αριθμόν' άλλα τούτο είναι αδύνατον*

επειδή ύπο-$·έτοντες , οτι —  ηχ-3-η εις την απλού στε-

ραντου μορφήν, )3λέπομεν ότι α 2 και β 2 είναι (α’ρι^·. 
133) σύνθετα άπό παράγοντας πρώτους εισερχόμενους 
εις α και /3, και επειδή ούτοι οί τελευταίοι δύο αριθ­
μοί είναι πρώτοι μεταξύ τω ν, ακολουθεί τό αυτό και

ί α 2 4
είς α2 και β 2 * ούτω λοιπόν είναι ανάλογος κλα­

σματικός αριθμός, και επομένως δεν είναι ίσος με 
α’κέραιον αριθμόν.

Ή  τετραγωνική ρίζα αριθμού, ος τις δεν είναι τε­
τράγωνον άλλον ακεραίου αριθμού, μη εκφραζομενη 
δι’ ουδενός ακρΐ]3ους άριθ-μου, καλείται αριθμός ασύμ­
μετρος η άλογος * τουτέστιν apt-S-μός, ός τις δεν με- 
τρειται με ακρίβειαν διά μέσου της μονάδος* ον*

. Ί  %
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τως 1/ 2 , ι/ a ,  ν ' i t  είναι άρι^ραι ασύμμετροι 
α λογοι.

Τότε λε^εται, ότι ο όεόορενος ακέραιος apt.3 
ρο'ς όεν είναι τελ,ειον, h ακριβές τετράγωνον.

Ι 8 0 · Η Ζαφορά όυο όιαόοχικων ακριβα 
τετράγωνο:·; είναι τόσον μεγαλύτεροι, όσον αΐ τετρο 
ywvtxae ριζαι τούτιον των τετραγώνων είναι ρε^αλτ 
τερα ι, και την εκφρασιν ταυτης της διαφοράς give 
avayxaiov νά την γνχρίσωμεν.

^Εστωσαν τω οντι όύο όιαόοχικοι άρι5ροι 
και a -h i.

*Κχορεν (άρι$·ρ. 1 1  5) , (a-fj3)2=(a-hj3) (a-hj3): 
a 2 -h2ap-h|32 , o-9-εν οντος β=.ι , συνάγομεν ( α + ΐ ) 2: 
a 24*2a-hl·

Η Ζαφορά ρετα^υ του ( α + ΐ ) 2 και α 2 εϊν·. 
λοιπόν 2 α + 1  * εκ του οποίου βλεπομεν , ότι η όι 
φορά ρετα£ύ των τετραγώνων όύο όιαόοχικων άρι- 
ρώ ν, είναι ίση με το όιπΧάσιον του ρικροτε'ρου το· 
των των όύο apt-S-ρων αυ£ανορενη απο' ρίαν ρονάόα 
ούτως, η όιαφορά ρεταίςύ των τετραγώνων του 34 
και 347 είναι ίση ρε όύοφοραις 347 πλέον 1 η 6 9 ο 
η κατ άλλον τρόπον, τά τετράγωνα του 3 4 7  και τι 
348  περιε'χουσι 6 9 4  apt-3-ρους, οί'τινες όεν είνι 
άκρίβν τετράγωνα.'

ΐνίετά τάς γνώσεις ταύτας, άς άναζητησωρ 
την τετραγωνικήν ρίζαν των άρι-9-ucov, άρχίζοντες ; 
τών ακεραίων.

§, 1 8 1 » ’Ε  f a y  toy η' τ η ς  T S T p a y w v i x :  
ρ ί ζ ’ης ακ ε ρ α ί ο υ  ά ρ ι ^ - ρ ο υ .

Εαν ο άρι-9-ρο'ς εχη εν η όύο ψηφία, η ρίζα τ 
λαρράνεται άρεσως κατά την παρατηρησιν τών ενν 
πρώτων αριθμών (άρι^ρ. 1 7 8 )* "Ας ^εωρηαωρεν X
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60-84
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ι 48
8

1 ι #·4 ι ΐ 8 4  
<18 4

Ο

«ττον αρι3·μόν τινά εχοντα περισσότερα παρά όνο ψη- 
yia π. χ. 8θ84>

♦ f l  ^  * Λ '  *  - 7 ί ϊΚτγξιοχ) ο αρι-δ'ρος ουτος συ^χηταί 40
από περισσότερα παρά όυο ψηζια, η 
ρίζα του πρεπει νά εχτ] περισσότερα 
παρά εν * -προσέτι είναι μικρότερος το:ν 
10000, ός τις είναι τό τετράγωνον του 
100* ούτως η ρίζα περικλείει avaj-
καίως όυο ψη'γία, r]yoυν όεκάόας και μονάόας* o-9-Sv* 
εάν σημειιοσωμεν όιά α τας όεκάόας , και 0ιά β τάς 
μονάόας, εχομεν (κατά τον αριθμόν 18ο)

6084—(α+ β)2= α 24-2αβ+β2.
Τό οποίον 9ανερόνει, οτι τό τετράγωνον αριθ­

μού συνθέτου εκ μοναόοον και όεκάόων, περιεχει τό 
τετράγωνον των όεκάόων, πλέον τό όιπλουν γινόμενον 
των όεκάόων επι τάς μοναύας , πλέον τό τετράγωνον 
των μονάόων.

Τούτου τε^ντος , εάν ητον όυνατόν νά μνωρί- 
σωμεν εις το 6 0 8 4  το τετρά/ωνον των όεκάόων της 
ρίζης, ηθ-ελαμεν ευκόλως λάβει τάς όεκάόας * αλλ’ 
επειόη τό τετράγωνον ακριβούς άριθ-μου όεκάόων όεν 
όίόει oXtycorspov από εκατοντάόας , επεται, ότι τό τε­
τράγωνον τούτο πρεπει νά ευρισκεται είς τό μύρος 6 θ> 
εις τά αριστερά των όυο τελευταίων ψηφίων, τα ο'ποια 
χωρίζομεν 61 αυτόν τον λόμον με στινμην από τό μέ­
ρος τούτο, τό οποίον προσέτι εκτός του τετράγωνου 
των όεκάόων όύναται νά περιεχ^ εκατοντάόας , χιλιά- 
όας και εφεξτίς, αιτινες πορίζονται άπό τούς άλλους 
όρους το Ο τετράγωνου * τό όε' μέρος 6 Ο περιέχεται 
μεταξύ εις τά όύο τετράμωνα 4 9  καε 6 4  » των όποιων 
αι ριζα,ι ειναι 7  και 8 * λε/ω όε ,· ότι 7  είναι τό ι̂ η*

των ζητουμεν ο: ν όεκάόων* επειόη*6000 περιβ-
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χεται π ρο φ α νώ ς μ ε τ α ξ ύ  49^ °  *a'c 6 4 0 0 , οι τινε: 
ε ίνα ι τα τ ε τ ρ ά γ ω ν α  τω ν  70 και 80 * το αυτό είναι 
καί π ε ρ ί τω ν  0084· Λοιπόν η ζ η τ ο ύ μ ε ν η  ρ ίζα  σύγ-  
ν ε ιτ α ι  από  7 δ εν .ά δ α ς , καί από apiS-uov τ ιν α  μονά · 
6ων μικρότερου το ν  δενα.

Λφ ον το ψηφίον 7 ενρε3·η , το' γράφομεν είς 
τα  δεξιά τού δο$·εντος , και το χιορίζομεν διά καθέ­
του γραμμής * μετά ταυτα αφαιρούμεν το τετράμωνολ 
του 49 από τό 6 Ο , το οποίον μας δίδει 1 ί υπόλοι­
πον , εις το πλενρόν του οποίου καταβιβάζομεν τα 
αλλα όυο ψηφία 84- Ιο  εξαγόμενον 1184 ταότη^ 
της πρώτης πράξεως περιέχει ακόμη τό όιπλουν μινό* 
μενον tcov δενάδοεν επί τάς.μονάδας y καί τό τετρά- 
γωνον των μονάόων · αλλά όεκάόες πολλαπλααιαξό- 
μεναι επί μονάδας δεν δίδουν εις τό μινάμενον, ολι- 
μώτερον από δεν.άδας, καί τό τελευταίον ψηφίον 4 
δεν αποτελεί μέρος τον διπλάσιου γινόμενόν των δε- 
Ί.χδων επί τάς μονάδας * ούτως τό διπλονν τούτο γι­
νόμενον περιεχεται εις τό αριστερόν μέρος 1 1 8 , τό 
οποίον χο: ρίξομε ν άτό τό ψηφίον 4 διά στιγμής.

Λοιπον εάν διπλασιάσωμεν τάς δεν.άδας , ολεν 
Ιχομεν 1 4  , καί όιαιρέσωμεν τό 1 1 8 όιά 1 4 » το' πη· 
λινόν 8 είναι τό ψηφιον των μονάοων, η εν ψηφίο* 
ρεμαλητερον εκείνου tc o v  μονάδων , τό πηλίνον τούτο 
δεν δνναται νά είναι πολλά  μικρόν, ε'πειόη 1 1 8  περιο­
χών τό μινόμενον του όιπλου των όεκάόων 14  
τάς μονάδας, πρέπει νά εξα λε ιφ ·^ , ό τ α ν  άφαιρω- 
μεν τό μινόμενον του 1 4  επί τό ψηφίον , τό οποίον 
όοκιμάξομ.εν * άλλ’ ημπορεί νά είναι πολύ μεγάλον ' 
έπειόη 1 1 8 , εκτός του τοιουτου όιπλου γινομένου, 
περιεχει προσέτι δεν.άδας προερχομενας εν του τετρά­
γωνου των μονάδων.
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Διά να βεβαιωθ-ωμεν, εάν το π/,λίκον 8 εκφράξε 
τάς μονάόας , αρκεί νά το' φράψωμεν είς τά όε£ιά του 
1 4  » *αί ούτως εχομεν 1 4 8  ’ μετά  ταυτα υπό τά 
ίόιον» καινά πολλαπλασιάσουν 1 4 8  επί του 8* αχψ

f »/· ^ ^ \ / ~ / c- \^cm^ousv προφανώς σια ταυ της της πραςεως· 1 τα
τετράγωνον των μοναοων 2 το οιπΛουν γινόμενόν 
των ίεκάοων επί τάς μονάδας * ό-5\·ν εκτελεστείς ουτοί 
ο πολλαπλασιασμός, deist γινόμενον 1184» άρι-9-μόν 
ίσον με το εξαγόμενον ττ)ς πρώτης πράξεως , καί αφαι* 
ρουντες το άπό το γινόμενον τούτο , εχομεν Ο υπόλοι­
πον. Λοιπόν 78 είναι η ζητούμενη ρίζα.

Τω όντι επεται εκ τιον άνω είρημενων π ρ ά ξ ε ω ν ,  

ότι αφαιρεσαμεν όιαόοχικιος από 6θ84  » τό τετράνωνον 
των 7 όεκάόιον , ά του 7 0  , πλε'ον τό όιπλουν γινόμε­
νον του 7 0  επί 8 ,  πλέον τέλος πάντων τά· τετράγω­
νον του 8  , touts στι τά τρία μ έ ρ η  ,  τά  οποία περιε- 
χονται εις την σννθ-εσιν του τετραγοίνον από 70+-8 
η 78* καί ε’πειόη τό εξαγόμενον της αψαιρεσεως εί­
ναι ο ,  επεται οτι 6θ84 είναι ίσον με το τετράγωνον 
του 78.

”Κστο3 <5ιά άεύτερον παράόειμμα ο αριθ-μος 8 4 1 ·
’Κπειόη αρι-9-μός ούτος περιεχεται με­

ταξύ του 1 00  καί 1 0 0 0 ,η ρίζα του σνφκειται 
ακόμη από 6 ίο ψηφία , η από όεκάόας καί 
μονάόας · αποάεικνύομεν os', καθώς είς το 
ανωτέρω παράοειγμα , οτι η ρίζα του. με- 
γαλητερον τετραγώνου τον περιεχομένου

εις τό 8 , η εις το άριστερο'ν μέρος των όύο τελευ­
ταίων ψηφίων είναι τό ψηφίον των όεκάόο:ν της ρί- 
ζης * άλλα τό μεγαλύτερου τετράγωνον το περιέχομε- 
νον εις τό 8 , είναι 4 > του οποίου η ρίζα είναι 2 , 
jcai tout ο είναι τό ψηφίον το>ν όεκάόιον, Αφαιρουντες

8·4ΐ
4

*9.
49

9
44·ΐ*44ΐ 
44 ι* 

ο
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το τετράγωνον του 2  , η 4 όπό τόν άρι·9·μόν 8 , εχο- 
μεν 4', καταβιβάζοντες όε εις το ^λευρον τούτου του 
υπολοίπου το ακόλουθον τμήμα  4* > λαμβάνομεν 44 
ε’ζα^όμενον , το οποίον περιεχει ακόμη το όιπλουν γι­
νόμενον των όεκαοων επί τας μονάδάς , πλέον το τε­
τράγωνον των μονάδων.

Άποόεικνυομεν ακόμη, καΑώς εις το' προη^οό- 
μενον παράδειγμα , οτι εαν χωρίσωμεν το τελευταίον 
ψηφίον |  , όιά στιμμης, χαί όιαιρεσοψεν το' χατά τα 
αριστερά pspoc 44  <$ια 4> όιπλουν των όεκάόων , το 
πηλίχον 3-ελει εϊσ3·αι το ψηφίον των μονάόων τουλά­
χιστον , εάν όεν είναι μεμαλητερον από τούτο το ψχ>- 
κρίον. Εδω τδ πηλίχον είναι i t ,  και είναι φανερόν, 
οτι δεν εχομεν περισσότερον παρά 9 όίά τάς μονάόας 
(ε’πειόη αλλέως υποτίθεται, ότι τό ψηφίον, τό οποίον 
ευρηκαμεν όιά τάς όεκάόας , δεν είναι τό αληθ-ινόν). 
ΙΤρε'πει λοιπο'ν νά όοχιμάτωμεν 9 ’ “̂ ρός τούτο, ·$·ε· 
τομεν 9 εις τα <£εζια του 4 διπλάσιου - των όεκαόων, 
αα'ι μετά ταυτα υπό αυτό τό ίόιον, χαί πολλαπλασιά- 
ζομεν 49 ε™ 9* ά-9-εν ούτος ο πολλαπλασιασμό'ς όίόει 
τό γινόμενον 44 t * τό όποιον είναι ίσον με το εξαγό­
μενον της πρώτης εργασίας * ούτως 2 9  ^ΐναι η ζητού­
μενη ρίζα.

Σν.επτόμενοι επάνο> εις την μεθ-οΰον', την οποίαν 
■ηχολουθ-ησαμεν , όιά νά εζάζωμεν την τετραγωνικήν 
ρίζαν αριθμού με τρ ία , η με τεσσαρα ψηφία, βλε- 
πομεν ότι συμκειται αυτή από δύο αρχικάς ερχασίας.

Η πρώτη συνίσταται εις τό νά χωρίσωμεν τα 
&υο εις τά δεξιά τελευταία ψηφία, χαι νά εζάζωμεν 
την τετραγωνικήν ρίζαν του μεμαλητερου τετραγώνου, 
τό οποίον ιίεριεχεται είς τό άρισττρόν μέρος. Αυ'τη η 
ρίζα αναμκαίως εκφράζει τάς όεκάόας της όλης ρίζης, 
επειόη τό τετράγωνον Ταυτης της όιψης ακολουθημένη·'
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εν μηδενικόν, και τά τετράγωνον τη? ίδιας ρύξης 
ανομε'νης too μίαν μονάδα, καί ακολουθημένη? παρ-
( j  ' i  ' · ·  \■ιως απο εν μηοενικον, περιεχουσι προφανώς τον 

ομενον αριθμόν. Η Δευτέρα, αφ’ ον καταβάσοψεν 
δυο ψηφία, εις τα δεξιά τον apt-S-μού , καί χωρισω- 

> το τελευταίου το>ν δύο ψηφίων διά μιας στιγμής , 
κισταται είς τδ νά διαιρεσωμεν τδ ε ι\ 'τ ά  αριστερά 
ρος διά τον διπλάσιου του ηδη είς την ρίζαν ευρε- 
ντος ψηφίου* τδ δε πηλίκον εκφράξει τά? μονάδα? 
ν , όταν δεν ε:ναι πολλά μεγάλον 4 και διά νά βε- 
.ιωθ-ωμεν, ότι δεν είναι πολλά μεγάλον, σχήμα* 
ξομεν τδ τετράγωνον τούτου τού πηλίκου, και το 
;όμενον του διπλάσιου των δεκάδων επ'ι τούτο το 
ιλικον * Εάν τδ λαμβανδμενον άθροισμα, είναι ίσον 
! τδ εξαγόμενον της πριοτη? πράξεως, η αν είναι 
,κρδτερον άπδ τδ τοιούτον εξαγόμενον, τόπε εΓμε-lra 
ίβαιοι, οτι το' πηλικον παριστάνει τά? μονάδά?, και 
) μράφομεν τότε εις τά δεξιά των δεκάδων. Κι? εναν- 
:άν όμως περιστασιν τδ ελαττουμεν άπδ μιαν ή πε» 
ισσοτερας μονάδας.

Σ η μ  ε ίω σ  ις . Εις την άναξητησιν της τετρά- 
ωνικης ριξης apiS-μον τίνος, δε'ν ημπορούμεν κατα 
ρωτον νά λά;3&5μεν τδ τετράγωνον των μονάδων* 
πειδη τούτο τδ τετράγωνον δι'δει εν νένει (άριθ-μ. 
L78) δεκάδα?, αι όποίαι συμπλέκονται με εκείνα?, 
*ά? οποίας δι'δει τδ διπλούν γινόμενον των δέκαδων 
ίίτι τά? μονάδας, ώστε είναι αδύνατον νά προσδιορι- 
κωμεν με' ακρίβειαν εις ποιοι/ μέρος του δεδομένου 
αριθμού ευρισκεται τδ τετράγωνον των μονάδων.

Λαμβάνομεν ως τρίτον παράδειγμα api^-μδν, ο? 
U? δεν εινίϊι εντελές τετράγωνον. 
r Έ σ τω  δ αριθμός 1287·

2 2
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Έφαρμόζοντες εις τούτον τον dp>3·· 
μόν rr]v ανωτέρω διδασκαλίαν ευρισχομεν 
3 5  ρίζαν, καί 6 2  υπόλοιπον. Τούτο δει­
κνύει , οτι 1 2 8 7  δεν είναι ccx.ptβες τετρά­
γωνον , άλλα περιεχεται μεταξύ τον τε­

12.87 35
9 65
38.7 5
32.5 325

02
τράγωνον tc * 35  καί ε’̂ ίνον  του 3 6 . Τω οντι το' τε­
τράγωνον τον 35  είναι 1 2 2 5 , καί εκείνο του 30 εί­
ναι i 2 Q0 , apt-9-μός, οςτις υπερβαίνει το 1225 άπο' 
7 1 , η άπο 35X 2-f-J (αρι-9-μ. ΐ 8θ). Λοιπόν, όταν 
είς άριθ-μός δεν είναι ακριβές τετράγωνον, διά της μεθ·- 
ο’δου γνωρίζομε ν τουλάχιστον την ρίζαν του με^α- 
λητε^ου τετράγωνου, το οποίον περιεχεται εις τούτον 
το'ν αριθ-μόν , η το' ακέραιον μέρος της τετραγωνικής 
ρίζης τούτον του α’ριθ-μου.

Θελομεν ίδεί ταχέως τίνι τρόπω προσδιορίζομεν 
τη'ν ως ϊγγιστα  τιμήν του κλάσματος , το οποίον κα- 
τασταίνει πληρη την ρίζαν.

§. 182. "Λς ελ^-ωμεν το>ρα εις την εζα^ω^ην 
της τετραγωνικής ρίζης αριθμού, ος τις εχει περισσό­
τερον παρά τε'σσαρα ψη^ία.

Έ σ τω  6 0 8 2 1 4 4 4  0 δεδομένος dpiS-μός.

56.82.14*44· 7538
49 145 1503 15008

78*2 5 3 8
72 5 725 4509 120544

5 71·4
4 5 ο ρ

1  2 0  54-4 
1 20 54 4

Ο



Έ*ειδη ο δεδομένος apiS-μο'ς υπέρβαίνει 10 0 0 0 , 
η £ΐζχτον πρέπει νά ηναι με^αλητέρα του 10 0  * τουτ- 
έστιν, εχει περισσότερον παρά δύο ψηφία* άλλ’ όποι- 
οσδηποτε κάι αν είναι ο άρι$·μδς δύναται νά 3·εωρη3όβ 
πάντοτε ο;ς σύνθετος μόνον από μονάδας και δεκάδας, 
(απειθή έστω 5307  εί? οποιοσδήποτε αριθμός * οντος 
δύναται νά αναλυ-9-fl $ίς 5300-f-7 η 5300  δεκάδας 
πλέον 7 μονάδας) ' εκ τούτον το τετράγωνον τάυτης 
της ριζης , η ο δεδομένος αρι-9-μός περιέχει το τετρά­
γωνον των δεκάδων, πλέον το διπλουν γινόμενον των 
δεκάδων επι τάς μονάδας, πλέον το τετράγωνον των 
μονάδων* το δε τετράγωνον των δεκάδων δίδει τούλά- 
χιστον εκατοντάδας * λοιπον το τελευταιον τμήμα  44 
δεν αποτελεί μέρος τούτου , και διά τούτο εις το άρι­
α .·ερον μέρος του τμήματος τούτου ευρισκεται το' τε­
τράγωνον. Λέγω  ηδη · ότι εάν ζητησωμεν. την ριξαν 
του μϊγαλητερου τετράγώνου , το οποίον περιεχεται 
εις το αριστερόν τούτο μέρος, S-εωρουμενην εις την 
απόλυτόν της τιμήν , 3-ελομεν εχει τον apiS-μόν όλων 
των δεκάδων της ζητούμενης ρίζης. Τω δντι, εστοια  
η ρίζα τού μεγαλητερου τετραγοίνου , τό οποίον περί- 
έχεται εις τον ά ι̂·$·μόν 508214  * τούτο άλλο δεν δη- 
λο ΐ, είμη ότι ο τελευταίος ούτος a piS-μός περιεχεται 
μεταξύ α 2 και ( α + ΐ ) 2. ουτω λοιπόν 5 0 8 2 1 4 X 10 0  
η 50821 4 0 0  περιεχεται μεταξύ α2χ ΐ 0 0  και ( α + 1 ) 2 
Χ ί Ο Ο  * καί επειδή οί δύο άρι3·μοϊ διαφέρουν μετα­
ξύ tcov περισσότερον από εκατοντάδα, επεται ότι και 
ο δεδομένος αριθμός η 50821444  » περιεχεται με­
ταξύ α 2Χ 100  και (a~f 1 ) 2X 10 0 . Ούτως αι τετρα- 
γωνικαι ρίζαι των δύο αριθμών αΧΙΟ κα'ι (α 4 Ί )Χ 1 0  
περιέχουσι την ζητουμένην ρίζαν. Λοιπον τέλος πάν­
των , αυτή η τελευταία ρίζα σύγκειται απο α Οεκαδας , 
6αι από αριθμόν τινά μονάδων μικρότερο'/ τρυ δέκα *

22  *
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Με το μέσον τούτο φθ-άνομεν εις την ε ξ ά γ ο υ ν  της τε- 
τρα)/ωνικης ρίζης του άριθ-μου 6 0 8 2 1 4 » θεωρούμενου 
με την άπόλυτο'ν του πμην ν ).

Καί συλλογιζόμενοι 3ττε τούτον τον άριθ-μου, 
ως επί του δεδομένου, εξάγομεν> οτι διά νά εύρκμεν 
τάς δεκάδας της ρίζης του, πρέπει να ε^άςωμεν την 
ρίζαν του με^αλητερου τετραγώνου, το ο Trot ον περιέχε- 
ται εις το αριστερόν μέρος του i 4 , τουτεστιν εις το 
5 6 8 2  , καί διά νά λάβωμεν τάς δεκάδας ταυτης της 
νέας ρίζης, πρεπει ακόμη νά αφαιρε'σωμεν δυο τελευ­
ταία ψηφία 8 2 ,  καί νά ε£ά£ωμεν την ρίζαν του με­
γαλύτερου τετράγωνου του περιεχομένου εις το 5 6 *

Ε£άμοντες λοιπόν την ρίζαν του 5 6 , ευρίσκο- 
μεν 7  διά το 49· Γράφομεν 7 εις τά δεξιά τού δε­
δομένου αριθμού, και άφαιρουμεν 49  από τό 5 6  ·, καί 
εχομεν υπόλοιπον 7  , εις το' πλευρόν του οποίου χατε- 
βάζομεν το ακόλουθον τμήμα 82 (επειδή πρέπει ηδη 
νά προσπορίσω μ εν το' δεύτερον ψηφίον της ρίζης του 
μεγαλύτερου τετράγωνον του περιεχομένου είς 5 6 8 2 ) * 
χωρίζομεν το τελευταίου ψηφίον εις τά δεξιά του 7 8 2 . 
μετά ταυτα διαιρουμεν το 78 διά τού 1 4 » διπλού 
της ηδη ευρε-9-εισης ρίζης, και ευ ρίσκο μεν πηλί/.ον 5  , 
το' οποίον γράφομεν είς τά δε^ιά του 1 4 » καί υπό 
αυτό  τδ ίδιον* Μ ετά ταυτα πολλαπλασιάζομεν 1 4 5

* ) ΈηβιΑη τό α2 διαφέρει τον (α + - ϊ)2 χβτβ 2α-+! , το ί ί  #2 
ίιαφερβι τον 568214 *χ* περισσότερον τον 2α , χαΐ £<χ τοντο 
100 α2 διαφέρει τον 5ό82ΐ4θΟ όχι περισσότερόν τον 2 α χ ιο θ ,  
το' δε 100 ( α + ΐ ) 2 διαφέρει τον ΙοΟ α2 χατά 

1 0 0 Χ 2 Λ + 100X1.
λοιπόν 100 (α +  ΐ ) 2 διαφέρει τον 5682ΐ4θΟ , τ ’ οληωτερον J00. 
λοιπόν,

56821400+ 44<ΙΟΟ ( α + ι ) 2.
(Ό  Μεταφραστή*)·
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$π'ι 5 ,  και άφαιρουμεν το γινόμενον 725 άπότό 7 8 2 * 
το is  75 παόρησιάξει tots την συλλογήν των όεχά* 
6ων της ρίζης του οtpcS-μον 508214-

Διά να προσόιορισωμ?ν τάς μονάδας κατεβάξομεν 
εις το πλευρον του υπολοίπου 5 7 , το τμήμα 1 4  * 
τούτο μας όιόει 5714» του ο'ποιου χωριξομεν το τε­
λευταίου ψήφων. Δίαιροΰντες 6$ 571 itά 150 ίιπλα- 
σι'ου της sups-3-εισης ρ«,'ξης εχομεν 3  πηλιχον, το οποίον 
γρά’+ομεν εις τά όε£ιά του 1 5 0 , και υ'πό αυτό το 
ϊδιον. Μετά ταντα πολλαπλάσιάξομεν 1503 sVt 3 ,  
xat άφαιρουμεν το όιόόμενον 450Q από 5714* τ0' 
753  εκφράξει το'ν όλον άρι-9-μόν των όεκάόων της ξη- 
τουμενης ριξης.

Τέλος πάντων, διά νά Ιχωμεν το ψηφιον των 
μονάδων, κατεβάξομεν εις τά όε£ιά του υ’πολοιπου 
1205 το τελευταίου τμήμα  44» Μετά *αυτα αμελοΰν- 
τες τό τελευταίου ψηφιον , όοΐιρουντες το εις τά αρι­
στερά μέρος 12054 &ά 1500 διπλάσιου της ευρε$·εί- 
σης ριξης, εχομεν πηλιχον 3 , το ο ποιον γραφό­
μενε ις τά ίεςιά των 1 5 0 0 , και uV αυτό το Γόιον* 
πολλαπλασιάξομεν ύστερον 1 5 0 0 8  επι 8 » και αφαι- 
ρονντες το γινόμενον 120544 λαμβάνομεν μηόεν υπό­
λοιπον * λοιπόν 7 5 3 8  Sc ναι η ξητουμε'νη ριξα.

Δ ιά  νά την βεβαιιοσωμεν , άρκει νά πολλαπλά- 
σιάσωμεν τον αριθμόν 7538 εφ’ εαυτόν, κατά τους 
κανόνας του αριθμητικού πολλαπλασιασμού.

Κάν καλώς εννοησωμεν τά όιάφορα μέρη της 
ανωτερας πράξεως , θε'λομεν.συμπεράνει με ευκολίαν 
την ακόλουθον μεθοόον.

Χωριξομεν τον αριθμόν εις τμήματα ανά όυο 
ψηφία έκαστον, άρςάμενοι α’πό τά δεξιά (ο αριθμός 
των τμημάτων είναι ίσος με τόν αριθμόν των ψηφίων 

^της ριξης). Λαμβάνομεν τηνριξαντοΰ μεμαλητερου τε~
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τραγοίνου, το οποίον περιεχεται εις το πρώτον τμήμα 
κατά τά αριστερά , το οποίον ημπορεΐ νά εχ-/) μόνον 
εν ψηφίου, κat αφαιρουμεν το τετράγωνον του ευρε- 
θεντος ψηφίου από το' πρώτον κατά τα αριστερά' 
τμήμα.

Κατεβάψομεν εις το πλευρόν του υπολοίπου τό 
όευτερον κατά τά αριστερά τμήμα και χωρίψομεν τό 
τελευταιον ψηφίου διά στιμμής. Μετά ταυτα όιαιρον* 
μεν τό εις τά αριστερά μέρος τούτον τού ψηφίου, 
όιά του όιπλασίου της ευ'ρεθεισης ρίψης. Γράφομεν όε 
τό πηλίκου εις τό πλευρόν του όιπλασιου της ρίψης, 
και πολλαπλασιάψομεν τόν σχηματισμένου ούτως αριθ­
μόν επι τό πηλίκου , και αφαιρουμεν τό γινόμενον απο 
τό πρώτον υπόλοιπον τό συναγόμενου εκ του όευτερου 
τμήματος.

Κατεβάψομεν εις τό πλευρόν του νέου υπολοίπου 
τό τρίτον τμήμα , και χωρίψομεν τό τελευταίου ψη­
φίου. Διαιρουμεν επειτατό εις τά αριστερά μέρος όιά 
του όιπλασιου της ευ'ρεθείσης ρίψης * γράφομεν τό πη­
λίκου εις τό πλευρόν του όιπλασιου, και μετά ταυτα 
πολλαπλασιάψομεν τόν ούτως σχηματισθεντα αριθμόν 
επι τό πηλίκου και αφαιρουμεν τό γινόμενον εκ του 
συναγόμενου όευτέρου υπολοίπου από τό τρίτον τμηί- 
μα. Ακολουθουμεν ταυτην τήν σειράν των πράψεων, 
εως νά κατεβάσωμεν όλα τά  τμήματα.

Εαν εις τό τέλος όλων των πράψειον ευρωμεν 
μηόεν υπόλοιπον, ό όεόομένος αριθμός είναι ακριβές 
τετράγωνον* ε’άν όέ ευρωμεν υ’πόλοιπον, τότε ο' αριθ­
μός δεν είναι τελειον τετράγωνον, όμως εχομεν την 
ρίψαν του με^αλητερου τετράγωνου του περιεχομένου 
εις τόν αριθμόν, ή , τό ο'ποΤον είναι τό αυτό, τό 
ακέραιον μέρος της τετραγωνικής ρίψης του αριθμού* 
το όε υπόλοιπον πρεπει νά εΓναι (άριθμ. 1 8 ο) μικρό-
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τερον του δίπλασιου της ευ’ρεθεισης ρίζτις πλέον 
έν, η αλλέως τά ψηφία της ευρεθείσης ριζης κακώς 
έπροσδιορισθησαν.

§. 183. 'Εφαρμόζομεν εκ νέου τά είρημένα εις 
την έζαμω^ην της τετραγωνικής ριζης των αριθμών
176988849 6Q 8485, και ευρισκομεν 1 7 6 9 8 8 4 9

- 4 * 0 7 ,  l /6 g 8 4 8 5  = 8 3 5  με υπο'λοιπον 1200.
Π ρ ίο τ η π α ρ α τ η ρ η σ ι ς .  Κίς το πρώτον τού­

των των δύο πΐιραδειμμάηον ευρίσκομεν ο δι’ έν των 
ψηφίων της ριζης. Τούτο απαντάται, επειδή άφ ού 
κατεβάσαμεν έν τμήμα, και εχωρισαμεν το' τελευταιον 
ψηφιον, το εις τά δεζιά μέρος είναι μικρότερον του 
διπλατέου της ευρεθείσης, Τούτο φανερόνει, οτι η 
ρίζα δεν εχει μονάδας της αντικειμένης τάζεως εις, 
τό καταβιβασθε'ν τμήμα, άλλα πρε'πει νά βάλωμεν 
έν Ο εις την ρίζαν * διά νά δοίση εις τά SVpe$ >ντα 
ψηφία την σχετικήν των τιμήν.

Δ ε υ τ έ ρ α  π α ρ α τ η ρ η σ ι ς .  Προκύπτει εκ της 
φυσεως της ίδιάς πράζεοις * ότι ο* αριθμός των ψη­
φίων της ριζης είναι ίσος με τον αριθμόν των από 
δυο ψηφία τμημάτων, τά οποία δυνάμεθα νά σχημα- 
τισωμεν εις τόν δεδομένου αριθμόν. Ά λ λ ’ αυτή η πρό- 
τασις δείκνυεται εκ των προτέρων, τουτέστι χωρ^ς 
την βοήθειαν της μεθόδου,

Τώ οντι τό τετράγωνον του Ι0 ν"1 η του μικρό­
τερου αριθμού έκ ν ψηφίων , είναι ίσον με' την μονά­
δά άκολουθημένην από 2(ν— ΐ)  η από 2 V— 2  μηδε­
νικά, και εκφράζει τόν μικρότερου αριθμόν απο2ν— I 
ψηφία. ’Από τό άλλο μέρος , τό τετράγωνον του 10ν , 
η' του μικρότερου αριθμού συνισταμενου από v-f-l ψη­
φία είναι ίσον με την μονάδα άκολουθημένην από 2V 
μηδενικά , και εκφράζει τόν πλέον μικρότερου αριθμόν 
συνιστάμενον άπό 2υ4*ί ψηφία. Λοιπόν κάθε αριθμός, 
οςτις βυναται νά άναλυθ^ εις ν τμήματα, έκαστον
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λιτο δύο ψηφία (ε’ξ ων το έν r  μπορεί νά εχτ) εν μόνον 
ψήφων), εχει ρίζαν, ητις περιε’χεται μεταξύ του 
ΐΟν 1 καί ΐ ο ν , χα'ι επομε'νιος σύνθετον από ν ψηφία.

1 8 4 - Τ ρ ί τ η  π α ρ α τ η ρ η σ ι ς ,  Γνωρίζομεν 
συχνοί από την απλήν παρατηρήσω ενός αρι·$·μου ακε­
ραίου , ότι δεν sc ναι ακριβές τετράγωνον, και τούτο 
είναι ωφέλιμον εις τάς πράξεις. Ιδού τά αρχικά τού­
του σημεία.

ΐ / 'ν· ΙΙαντός άρτιου αριθμού, ός τις δύναται νά 
έκφρασή  δια 2 ν , τό τετράγωνον 4 ν2 είναι διαιρετόν 
δια του· 4 ·

Ο ύτω ς, πας άρτιος αριθμός, όςτις δεν είναι 
διαιρετός δ ια 4 (αρι3·μ. 1 4 °)> δε'ν εί'ναι ακριβές τε­
τράγωνον. Παρομοίως επειδή τό τετράγωνον περιττού 
τίνος aptS-μον 2 ν + ΐ  είναι 4 ν2 +  4 ν-1_1 > αριθμός, ός τις 
ελο^ττουμενος άπό μίαν μονάδα γίνεται διαιρετός διά 
του 4 * επεται ότι πας αριθμός περιττός, όςτις ελατ* 
τουμενος από 1 , δεν είναι διαιρετός διά του 4 > δεν

n 'Λ /  ̂ Γείναι τελειον τετράγωνον.
2 °ν· Έ ν  ^ενει πας αριθμός, ό ςπ ς  περιεχων 

ενα παράγοντα πράίτον α , δεν είναι διαιρετός διά του 
α 2 , δεν δύναται νά είναι τελειον τετράγωνον’ επειδή 
η τετραγωνική ρίζα τούτου του αριθμού, εάν ηΤον 
αχεραία, η-9-ελεν είναι (αρι^μ. 13 4 ) μορφής αν,
της οποίας τό τετράγωνον α 2ν2 είναι διαιρετόν δια 
του α2.

Ούτως αριθ-μόςτις διαιρετός διά 3 η 5 , πρέπει 
είς τον αυτόν καιρόν νά είναι διαιρετός διά του 9  ̂
25)· διά νά είναι τελειον τετράγωνον.

Επειδή χατά την σύν-^εσιν του τετράγωνον ενός 
άριθ-μού , όςτις περιέχει περισσότερον άπό εν ψηφίον , 
(άρι.9-μ« I 8 l )  at άπλαί μονάδες του τετράγωνον πρφ-
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νται άπο το τετράγωνον των μονάδων της ρ£ης · 
ιατι'ζοντες δε' τα τετράγωνα των ε’ννέα πρώτων 
μών, βλεπομεν, ότι ουδε'ν τούτων τελειόνει εις 
>ηφία 2 , 3 , 7 ,  8.

4 °ν* Πας αριθμός, ος τις τελειόνει εις το ψη- 
5 ,  δεν stvat τέλειον τετράμωΛον, εάν το ψη« 
των δεκάδων του δεν είναι 2 . Το χαρακτηριστι- 
τουτο πορίζεται καί αυτό' από την σύν·9·εσιν τού 

>aycovou αριθμού τίνος έκ δύο η “περισσοτέρων ψη- 
ν. Τά δύο τελευταΐα ψηφία του δεδομένου αρι-9-μού 
ταύτην την περίστασιν προέρχονται onto τδ τετρά- 
ον των μονάδων της ρίζης* διότι του ψηφίου τού­
των μονάδιον δντος 5  , τδ διπλουν γινόμενον τών 

<οων επί τούτο τδ ψηφίον είναι α’νανκαίως είςάριθ·- 
εκατοντάδων * αλλά τδ τετράγωνον τού 5  είναι 

, λοιπόν δ αριθμός πρέπει νά τελείάν^) είς. 25.
~ον. π. *Λ · ~ ♦ ο *5 Ιελος πάντων, πας αρισ-μος, οςτις τε­

ίνει είς αριθμόν περιττόν μηδενικών δεν είναι* τέ- 
ον τετράγωνον* τούτο είναι φανερόν * επειδή εάν 
ifα η τον ακριβής, αυτή η=$·ελεν είναι ακέραιος σριθ·- 

τελειόνων είς εν η περισσότερα μηδενικά, του 
>ίου τδ τετράγωνον επρεπε νά περιέχω δύο ^οραις 
ειότερα μηδενικά, άφ’ όσα δεν η$-ελεν Ιχει ηρί£α, 

επομένους άρι·5·μόςτις άρτιος μηδενικών, τδ οποίον 
ελεν είναι εναντίον της υπο3·έσεως.

f a μ ω / η  της  τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ή ς  ρ ί ζ η ς  διά  
π ρ ο σ έ τ ι  σέως .

§. 185. Οταν ακέραιός τις αριθμός δε'ν ηναι 
τράμωνον άλλου ακεραίου άριθ-μου, δεν δύναται να 
»αι πλέον ούτε τετράγωνον ακριβούς κλασματικού 
ι$·μον (aptS-μ. 179)* άλλ’ εάν είναι αδύνατον νά
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ε’κτιμκσωμεν με ακρίβειαν τό κλάσμα, το οποίον με'λ- 
λει νά καταστησ# πληρη την ρίζαν * δυνάμεθ-α του’λά- 
χ<στιν νά το προσδιορίσωμεν ο;ς ε^ .σ τα , και προσ­
έτι μ’ όσον $ελομεν βαθμόν προσε^ίσεως-

Πριν δείζωμεν τά ‘προς τούτο συντείνοντα μέσα 
παρατηρουμεν, ότι ε’πειδη το τετράγωνον κλάσματος ,

η κλασματικού apc-9-μου — είναι —χ — η —- , η τετρά-

06
νωνικη ρίζα του -— έζ εναντίας είναι —. Λοιπόν διά νά

β 2 β
εξοίξοομεν την τετραγωνικήν ρίζαν κλάσματος, του οποίου 
οι δυο όροι είναι τέλεια τετράγωνα, -πρέπει νά εζάζω- 
μεν την τετραγωνικήν ρίζαν του αριθμητού και παρο· 
νομαστου , και νά διαιρέσωμεν αυτάς τάς δυο ρίζα: 
την μίαν διά της άλλης.

Κατά τούτο, άς υπο3 ·έσωμεν, ότι ζητουμεν τη· 
τετραγωνικήν ρίζαν του ακεραίου apiS-μου α διαφερου

σαν της ακριβούς ο’λι^ώτερον παρά τό κλάσμα ~

τουτέστιν ότι ζητουμεν άρι-9-μόν διαφέροντα της ρίζη. 
του α κατά ποσότητα τινά μικροτέραν του κλάσμα 

1
το ς —.

V
Προς τούτο παρατηρουμεν, ότι α είναι τό αυτό 

ώς ——♦ Εάν σημειωσωμεν διά ρ τό ακέραιον μέρο

της ρίζης του αν2 , ουτος ο άριθ-μός αν2  ευρίσκετο
·» ν αν2 ,

μεταζυ του ρ2  κα'ι (ρ+ l ) ·  Ουτω λοιπόν-—— περιδ

νχ Ρ2 , (ρ+ι)2 , . , *χεται μεταξύ —g  και ----- -—  , και επομένως η ρ“

a α
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* , ~ p2 , ( ρ + ΐ )3■ου α περιεχεται μεταξύ εκείνων του J— και —-----—,
ν 2 ν2

Γουτεστι μεταξύ — καί . Λοιπδν — ε’κφράζει την

Γετρα^ωνικην ρίζαν του a ,  και το κλάσμα-ειναι μικρό·

rfpov τού κλάσματος —.

Έ κ  τούτου συμπεραινομεν rην ακολουθον μέθ­
οδον : Πολλαπλασιάζουν τον δεδομε’νον αριθμό'ν επι 
τδ τετρά^ωνον του παρονομαστού V του κλάσματος, 
τδ οποίον προσδιορίζει το'ν βαθμο'ν της προσε^ισεως, 
τδν οποίον θελομεν νά Ιχωμεν* εξά^ομεν τδ ακέραιον 
μέρος της τετρα/ωνικης ριζης τού γινομένου,] και 
διαιρουμεν τδ ακέραιον τούτο μέρος· διά τού παρονο­
μ α στ ου ν.

Έ ξαχθητω  λό^ου χάριν η τετραγωνική ρίζα του

6Q μεΐον
1 2

ΙΙολλαπλασιάζδμεν 5 9 επι τδ τετράγωνον του
12 η επι 1 4 4 » καί εχο^εν 8 4 9 ^> το.ν το ακε- ,

/ - τ α χ 97· -λ 93 τραιον μέρος της ριςης είναι 9 2. Λοιπον —  η —  ει·
1 2  1 2

ναι η ρίζα τού 59 ρεΤον
1 2

*Ας ε’παναλάβωμεν ε’πι τούτου του μερικού παρα­
δείγματος την δειξιν, την οποίαν ανωτέρω ανεπτύ- 
£αμεν.

"Ο α’ρι^ μδς 5 9  δύναται νά τεθ^ ύπδ την μορ-
< 5 9 X ( ί 2 ) 2 « « ι  γ ι . λ " , r lφην —------------ , η αφ ου εκτελεσθονν οι υπολονι-

( 1 2 )2 7
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* * ~ 84ρ6  , ,
μοι τον αριθ-μητου Αλλ επειοη η ρίζα τον

849^  μ$ίον μονάχος, είναι 9 2 » firerat οτι

-  t , ( 9 2 ) 2 , ( Q 3 ) 2η 5Q περιεχεται μεταξύ— . — και

8499
( 1 <Ζ) 2

Λοιπόν
( 1 2 )*  ( ΐ 2 ) 2

κ\ ρίζα του 59  περί εχεται καί αυτή μεταξύ του —
1 2

* 9 3 . / '> ' < Ί' ί  ' ~ 9 >ι · · *. τουτεσπν αυτηηριςα οια<ρερει των — κατακαι
12 12

~ 1r t  κλάσμα μικρότερον του— .

γτι ~ . ' * ~ 9 -  * 9 3  τ1 ω οντι τα τετρανωνα των — χαι —  είναι
'  1 2  1 2

8 4 6 4  , 8649  ■ „ , . · .  , .. .( -~) Τ  xat —  , αριθμοί, οι οποίοι περιέχουν το

8499  *
Τ —  ̂ η 59*
(12)

Ευρίσκομεν διά της αυτής με-9-όόου . . . . V I I
„ ι  49  4 , / — “  „ 1 3 7μ3ων — = — = 3 — * V  223 μειον ■— = 1 4  —  - 

15 15 15 40 40
Σ . Κ. Η τέχνη , ητις χρησιμεύει ως Ρασις του 

νά πλησιάζωμεν εις την τετραγωνικήν ρίζαν ακεραίου 
τίνος αριθμού, συνίσταται εις το νά περιλαμράνωμεν 
τον όεόομενον apiS-μόν μεταξύ εις τά τετράγωνα δυο 
αλλιων κλασματικό;ν άριθ-μών , των οποίων δ παρονο­
μαστής νά είναι εκείνος του κλάσματος f  το' οποίον 
προσδιορίζει την προσεγγισtv * καί οι api-S-μηταιτων να 
μη όιαφε’ρωσιν αναμεταξύ τους , είμη κατά την μόναζα.

§. 189. Η προσε^ισις εις όεκαύικά, ητις είναι 
η πλέον συνει^-ισμενη , είναι συνέπεια του προη^ου-
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μενού κανονος. Δ ιά νά svpco|iev την τετραγωνικήν

ρίζαν ακεραίου apiS-μον μεΐον του — , —— . — -— ,
10 100 1000

πρέπει κατά τον κανόνα τούτον νά πολλαπλασιάσωμεν 
τον δεδομένου άρι3-μόν ε’πι ( ί ο ) 2, ( ΐ θ θ ) 2, ( ΐΟΟΟ)2 
. . . η,  το οποίον είναι το αυτό , νά προσ-^εσωμεν 
εις τά δεξιά τον apiS-μου, 2 , 4* 6 , · μηδενικά.
Μετά ταυτα νά εξάξοψεν την ρίζαν του γινομένου μει- 
ον μιας μοναδος , κα'ι να διαιρέσωμεν την ρίζαν 5ιά 
του (Ο, 100 , 100 . . .

Λοιπού δια ναευρωμεν πεπερασμένου άρι$·μόν δε­
καδικών ψηφίων εις τκ)ν ρίζαν, γράψομεν εις τά δεξιά 
του δεδομένου apiS-μου δυο ψοραις τόσα μηδενικά, όσα 
ψηφία δεκαδικά $ε\ομεν νά έχοψεν. Κξάγομεν επειτα  
το ακέραιον μέρος της ρι'ζης του νέου αριθμού, και 
χωρίζομεν κατα τα  δεξιά του ε£α^’ομενου τά ζητούμενα 
δεκαδικά ψηφία.

Έ£αχ3·ητω λό^ου χάρον η τετραφωνική ρίζα του

7 μεϊον
1000

Αφ ου προσθ-ε-
>'>. ?■ ' * 7 .0  0*0 0 .0  Οι--------σωμεν εξ μηδενικά εις V46

τά διξιά του 7 , εχο- ~

76/4 5

6
524

4
2 7 6  2 0 Q0

5285
5

μεν 7000000  , aptS- 50 .0  
μ ον, του οποίον η' ρίζα, 27 6 
εξαγόμενη κατά την 2 4 0 .0  
μέθοδον του αρί5μου 2 Ο Q 6 
1 8 2 , εχει ακέραιον 3 0~4 0 .0  
μέρος 2045. Λοιπόν 2  6 4 2 ·5  
2, 645 είναι η ζητον- -■■■— ·—

/ < fy 9 f 3 0 ( 0μεντ) τουτεστιν η
τετραγωνική ρίζα του 7 π ερ ιέχετε  μεταξύ 2 , 645 
και 2 , 6 4 6 .

20425
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Κ- Έ πειόη, άφ’ ού επροσ-9-εσαμεν τον αριθ­
μόν των αναγκαίων μηδενικών, εχωρισαμεν τον αριθ­
μόν εις τμήματα  ανά δύο ψηφία άρξάμενοι απο' τα 
δεξιά, δυνάμε·9·α νά μην ^ράψωμεν από την αρχήν τα 
τμήματα από δύο μηδενικά , και να τά προσ.$·εσωμεν 
μ' νον,  όταν 3-ελωμεν νά προσδιορισωμεν νεον άλλο 
ψηφιον δεκαδικόν εις την ρίζαν.

Ευρισκομεν κατά τούτους τους κανόνας , ore

2 9  με^ον = 5 ,  38 * κα'ι 2 2 7  μεΐον
100  , 10000

=  15» 0065 .
§. 187· ' Ε ξ α γ ω γ ή  τ η ς  τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ ή ς  

ρ ι ζ  η ς τ ω ν  κ λ α σ μ ά τ ω ν .

Έ σ τ ω ™  τό προβαλλο'μενον κλάσμα.

Κατά πρώτον αυ’το' δύναται νά τρ$φ3·% εις τ ο'το
αβ

-  (το' ο'ποιον κάμνομεν πολλαπλασιάξοντες τούς δύο

του όρους eVi τον παρονομαστήν |3) * τούτου τεθώντος, 
εάν σημειώσωμεν δια ρ το ακέραιον μέρος της ριξης

του αριθμητού α|3 , ε^εται, on  —~  η — περιεχεται

ρ2 . ( ρ + 1)2μεταξύ του “  και - - ---- . Λοιπον η ριξα τού -
~ a

Ρ
* > * <.» ~ Ρ \ P^“ l . ff ρευρισκετα* αναμεταξύ του — και —* ούτως — παρ-

/ \  ̂ CC ,
ιστάνει την ριξαν τού μεΐον κλάσματος, σημει-

Η
1

ωμενου δια τού —.

Λοιπον δια να προσδιορισωμεν την τετραγωνικήν 
ριξαν ενός κλάσματος, κατασταινομεν κατά πρώτον
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τον παρονομαστηντου τελειον τετράγωνον, πολλαπλα­
σιάζοντας τους όυοτου όρους επ'ι τον παρονομαστόν. 
Κξάγομεν τ όν ρίζαν του νέου αριθ-μητου μεΐον μονάύος, 

και όιαιρουμεν τό εξαγόμενον άιά του παρονομαστου. 
Ι1 α ρ ά ό ε ι / μ α .  ’Κξαχ-$·άτω >j τετραγωνικό ρίζα

„ 7 του — . 
13
m\ λ / ~ > , 7 χ 1 3  « 9^Ιο  κλάσμά τούτο τρέπεται εις —— η

( ΐ 3 ) 3 ( ΐ3 > 2 '
αλλ’ η τετραγωνικό ρίζα του Q1 είναι Q ?ον |*ιάς

μονάόος * λοιπόν — είναι ό ζητούμενη ρι'ζα μεΐον—-*■.

Έμπορουμεν κάποτε να ζητχίσωμεν με^αλητερον 
βαθμόν προσε^ισεως. Εις ταύτην τόν περΐστασιν επα­

ναλαμβάνομε1; το'ν αριθμόν - ^ — , και εςάμομεν τόν

ρίζαν του 9 1  Ρ£' βαθμόν τινά προσεν^ισεως. "Ας υπο- 
•S-εσωμεν -π. χ ., οτι -S-ε'λομεν να προσόιορΐσωμεν 1/ ^ 9 *

1
μεΐον —-  * -9-ελομεν ευρει (άρι-9-μ· 1 8 0 ) \ S Q1 =  9,53 *

» » · * y *· 91 -λ 7 ,. r 9 ) 5 3 'Λοιπού η ριςα του --------, η ·— -9-ελει είναι ---------
Γ (1 3 )2 13 13

^ 9^3  1 „ ~ ¥ τ < ν
Υ] -------  μειον------- 1 ω οντι, είναι φανερόν, οτι

1300 1300 *
9*· . , ον (9> 5 3 )2 , ( 9 ^ 4 ) 2ευρισκεται μεταξύ — —— χαι

(1 3 ) (1 3 ) :

Ούτως ό τετραγωνικό ρίζα του
- 9^

(13.)

(1 5 )2

όιαφερει από

9 ,5 5
13

κατά ποσο'τητα μικροτεραν παρά τό άκατον τρι.
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Π α ρ ατη  ρ η σ ι ς. Πολλάκις ό παρονομαστής, του 
κλάσματος, χωρίς νά rjvou τελειον τετρά/ωνον , περι­
έχει παράγοντα , τελειον τετράγωνον'. Κίς ταυτήν την 
περίστασή το κλάσμα όέν μας προσφέρει κανένα κόπον.

’Έστω π. χ . , το κλάσμα — . ΙΙαρατηρουμεν

ότι 4  8 s<vat *0Ό’> Η δ 16X3 η ( 4 ) “ Χ3· Ούτως πολλά-
πλασιάζοντες τους duo ορούς επί 3 ,  το' κλάσμα τρεπε-

τ , 2 3 X 3 * ^9 *
r a t  εις τ~ΎΤ~ Γ Γ ^ 71 ,— τττ xat ουτω* ο παρονομα* 

( 4 ) 2 χ (3 ) 2 Ο  2 )*
στης άγεται είς τελειον τετράγωνον. Εζά^οντες όε' την

ρίζαν του 6 p ριεΤον τό όποΐονόιόει 8 , 3 ,  ευ

, ' ν  » · »y 8,3 " 8 3  ίρισκομεν την ζητουμενην ριςαν γ ~  η - μειον ——

’Εν γενει οσάκις ό παρονομαστής περ:εχει παρά 
^οντατε'λειον τετράγωνον, πολλαπλασιάζομεν τους 0 ύ 
όρους του κλάσματος επ: τόν παράγοντα τον μη οντ 
τελεί ον τετράγωνον.

§. 188. *Η εξαγωγή της τετραγωνικής ρι'ζης τά 
όεκαόικων κλασμάτων εξάγεται εκ της προηγούμενά 
ανωτερας παρατηρησίω?·

*Ας λάβωμεν παράίει^μα τόν αριθμόν 3, 425» tc 
οποίου ζητουμεν την τετραγωνικήν ρίζαν. Τούτο '

κλάσμα άνεται ε ις -------- · άλλα 1 0 0 0  όεν είναι τ
'  1000

τρά^ωνον, όμως είναι ίσον με 1 0 0 X 1 0 , η ( ΐ θ ) 2χ Κ  
ούτως όιά νά καταστησωμεν τόν παρονομαστήν τελεί 
τετράγωνον, άρχει νά πολλαπλασίάσωμεν τους 0

w * i * ♦ r ~V i»f 3 4 2 5 0 . 3 4 2 5■ ορούς επι 1 0 . η οποία πραςις οΐ'ΐει --------- η--------r
Γ r 1 0 0 0 0  ( 1 0 0 )

και εξά^οντες τότε την ρίζαν των 3 4 2 5 0 , μ«<
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μονάχος, εύρ'σκομεν 185. Λοιπόν η 1 ,85  είναι
185

τί ζητούμενη ρίζα, μεΐον — .
r  1 0 0

*Αν ε’πιθυμούσαμεν με^αλητεραν aptSpov Ssxαίι- 
κων εις την ρίζαν, επρεπε νά προσθε'σωμεν εις
τά όεζιά των 3 4 2 5 0  τόσα τμήματα από όύο ρηόενικά, 
οσα περισσότερα ίεκαόικά ψηφία θελομεν νά εύρωμεν.

Γ ε ν ι κ ό ς  Κ α ν ώ ν .  ,,Διά νά ε’ζάζωμεν την τε­
τραγωνικήν ρίζαν του όεκαίικού κλάσματος, κατασται- 
νομεν κατ’ άρχάς τον άρι^-μον των ίεκαδικων ψηφίων 
άρτιον και ίιπλάσιον του αριθμού των όεκαίικων ψηφί­
ων , τά οποία θελομεν νά εύρωμεν εις την ρίζαν, το' 
όποιον γίνεται με' την προσθήκην ικανόν τίνος αριθμού 
μηίενικων εις τά όεζιά του ίείομόνου αριθμού * απο- 
βάλλομεν την υποστιγμήν εις τον νεον αριθμόν, και 
ε’ζάμομεν την ρίζαν μεΐον μονάχος * και μετά ταυτα, 
χωριζομεν κατά τάόεζιά ταυτης της ριζης τον ζητού­
μενου αριθμόν των ίεκαόικων ψηφι'ων/* »

Δυνάμεθα ακόμη νά ε’ζάζωμεν τούτον τον κανό­
να > ως συνέπειαν της μεθόίου του πολλαπλασιασμού 
των όεκαόικών κλασμάτων , όιά μέσου της οποίας το 
τετράγωνον όεκαίικού τίνος κλάσματος, η το γινόμε­
νον τού τοιούτου κλάσματος εφ* εαυτό, πρεπει να περί" 
εχ^ τό ίιπλουν του αριθμού των όεκαίικων ψηφ/ων , 
τά οποία εύρισκονται εις την ρίζαν,

*Ας λάβοομεν ίεύτερον παράόει^μα τό κλάσμά 
Ο, 0 5 4 0 9  > τού όποιου ζητούμβν την ρίζαν μεΐον 

1

ιοοοοο'
Ο αριθμός ούτος ίύναχαι νά τεθ$ υ«ο την μορ­

φήν Ο, 0540 9 0 0 0 0 . Έζαλειφοντες την ύποοτι/μην καί
23
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τύ

αποβάλλοντας τά μηίενικά, τά οποία ευρίσκονται εί 
τά αριστερά, ως ανωφελή, Ιχομεν 540QOOOO αρι-9· 
μον, του οποίου η ρίξα μεΐον μονάδος είναι 23257 
ούτως, Ο, 23257  είναι η ζητούμενη ρίζα, μεϊο 
Ο, 0 0 0 0  ί.

§. 1 8 ρ. Ι'ελος πάντων ζητείται κάποτε η τετρά 
γωνιτιη ρίζα κυρίου κλάσματος ε’κτιμωμενου είς $« 
καίικα.

Κίς ταύτην την περίσ?ασιν αρκεί νά τρε’ψωμε 
5$5ομενον κλάσμα είς δεκαίικά, καί νά εκτείνωμε 

τάς πράξεις , ειος νά ευρώ μεν είς το πολικόν ίιά  τόσ 
ψηφ-ία δεκαδικά, οσα 5-ελορεν νά εχωμεν είς την ρίζα 
και μετά ταντα πράττομεν επί του δεκαδικού κλάσμο 
τος, ως είπομεν.

*Α ς π ρ ο τε^  νά εξάξωμεν την τετραγωνικήν ρίζο
~ 1 1  „ 1των — μειον---- ■—·.

1 4  ιο ο ο
Το κλάσμα τούτο ημμενον εις δεκαδικά δίδ 

0 ,7 8 5 7 1 4  psiov Ο. 0 0 0 0 0 1 . Ά λ λ ’ η ρίζα τού 7857 1 
είναι 8 80  μεΐον μονάχος, ’Λοιπδν ο , 886  είναι η ρίί

- 1 1  -των —  μειον Ο, 0 0 1 .
14

I X

Κυρίσκομεν κατά τούτους τούς διαφόρους κανόνι
31 , 027 μειον Ο, 001 =  * ·
Ο, 0 1 0 0 1  μεΐον Ο, 0 0 0 0 1

V r i|s Kg

5 ,5 7 0 .
. 0 ,10004 .

μειον 0 ,0 0 0 1  =  . . . 1 , 6 9 3 1 .

S· 1 9 0 . Σ χ ά λ  ιον π ρ ώ τ ο ν .  Σχεδόν ολοι 
συ^ραφεις , δίδοντες τον λό^ον της εξαγωγής της κ 
τά προσε^ισιν τετραγωνικής ρίζης, συσταίνουν ε’ντε 
5-εν αρχήν, οτι διά νά εξάξωμεν τη'ν τετραγωνικήν { 
ξαν ενός κλάσματος, πράττει νά εξάξωμεν την τετρ
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μωνικην pi'ζαν του αριθμητού και τηντούπαρονομαστού. 
Αύτη 7] άοχη είναι φανερά, (άριθ-μ. 185), όταν οΐ δύο 
όροι είναι τελεία τετράγωνα' άλλα παύει, ο-αν οι δύο 
όροι είναι οποιοιδηποτε * επειδή άκόμη δεν απεδείχΑη* 
ότι διά να υψωθ·^ εις τετράγωνον κλασματικός τις άρι.9·- 
μός , του οποίου οι δυο ο̂ οοι είναι άλογοι, πρέπει νά 
ύψω-S-fl έκαστος ορος είς τετράγωνον. Ιδού διατί ημείς 
δεν εσυστησαμεν ταύτην την άρχην (εις τον apiAjxov 
185). "Ο ταν οΐόυο opot είναι τελεία τετράγωνά , έπε- 
ταο ρετά ταυτα απο' όσα είπομεν εις τον αριθμόν 187» 
οτι είναι αληθτνη δι εν κλάσμα , του οποίου ο'παρονο­
μαστής είναι έν τέλειον τετράγωνον. Αλλά ηδη δυνά- 
μεΑα νά το παραδεχΑωμεν διά κά9·ε είδος κλάσματος, 
χο?ρ'ις κανένα σφάλμα είς τάς άριΑμητικάς εφαρμο^άς, 
ε’πειδη είς τελευταίαν ανάλυσιν, πρεπει πάντοτε, 
διά νά έκτιμησωμεν την τετραγωνικήν ρίζαν του κλά­
σματος, νά καταστησωμεν το'ν παρονομαστηντου τέλει­
ον τετράγωνον.

§. 1 9 1 . Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  σ χ ό  λ ι ον .  'Έ πεται εκ 
των ανω είρημενων αρχών , οτι οποιουδηποτε αριΑμου 
ακεραίου η κλασματικού δυνάμεθ-α πάντοτε νά προσ- 
διορίσωμεν την ακριβή ενφρασιν της τετραφιο^κης ρί- 
ζης,' εάν οντος είναι τέλειον τετράμιονον , η τιμήν τι* 
νά τόσον πλησίον, όσον Αέλομεν ταύτης της ρίζης, εαν> 
ουτος δεν είναι τέλειον τετρά^ιονον.

Αΐ άρχα'ι αύται προσέτι είναιάνε^άρτητοι απο το 
σύστημα της άριΑμητεως , τδ όποιου μεταχειριζομε-9-α , 
τουτέστιν αΐ αρχα ΐ, τάς ο'ποίας εσυστησαμεν δια την 
άναζητησιν της τετραγωνικής ρίζης των αρι·9·μων, το- 
σον ακέραιων, οσον και κλασματικών, 3-έλουν είναι 
απολύτως αΐ αυται και είς τδ σύστημα της αριΑμησε- 
ως τού ο'ποΤου η βάσις είναι β, za-9-ώς είναι και είς το 
δεκαδικόν σύστημα. Ο ΐ αρχάριοι διά νά οίκειωΑουν

. 23 *



μe αυτάςτάς με-9-όδους, πρέπει νά ε’κτελέσωσιν εξα^ω- 
μάς ριξών είςοποιονδηποτε σύστημα, π .χ . εις το δωδε- 
κ άδικόν σύστημα 3-ελουν γνωρίσει με ευκολίαν, ότι 
διά την εξα^αγην της τετραγωνικής ρίζης ακέραιου τι- 
νο'ς άρι$μου είτε ακριβώς είτε εις κλάσματα δώδεκα- 
δικά, άρκεϊ νά πράξωσι κατά τους έκτε-9-εντας κανόνας 
εις τον αριθμό'V 182 και 1 8 6 , και διά την ε'ξαχωχην 
της τετραγωνικής ρίζης των κλασμάτων, πρέπει νά 
κάμωσιν επ αυτών άναλό^ους προετοιμασίας με' τάς 
δειχθείσας εις τους αριθμούς 187 κά'ι 1 8 9 *

Ουτω τέλος -πάντων οι χνωσθέντες αριθμοί, ώς 
τελεία τετράγωνα εις τό δεκαδικόν σύστημα, είναι τοι- 
ουτοι και εις παν άλλο σύστημα, και οι α'ριθμοί οί'τι- 
νες δεν είναι τελεία τετράγωνα εις το' δεκαδικόν σύ­
στημα , δεν είναι ούτε εις κάνεν άλλο σύστημα διαφο­
ρετικοί* ούτως οι αριθμοί τέσσαρα , εννέα, δεκαέξ, 
σαρανταεννεα . . . .  ό^δοηκονταενα . . . είναι τε­
λεία τετράγωνα εις όλα τά συστήματα * και οι αριθμοί 
δυο, τρία . . . επτά, . . . ένδεκα . . . δεν εχου- 
σιν ακριβή ρίζαν ξίς κανένα σύστημα. Τούτο πορίζεται 
ε’κ του ότι η πρότασις του αριθμού 1 7 9  επιστηρίξε- 
ται επί των α’ποδεδει^με'νων αρχών εις τους αριθμούς 
132  και 1 3 3 , αί όποΐαι είναι ανεξάρτητοι από κάθε 
σύστημα άριθμησεως.

§. β \ Σ χ η μ α τ ι σ μ ό ς  τ ο υ  κ ύ β ο ν ,  κ α ι  έξα-  
y «  /  η τ η ς  κ υ β ι κ ή ς  ρ ί ξ η ς  τ ώ ν  α ρ ι θ μ ών .

§· 1 Q2 . Καλείται κύβος , η τρίτη δυναμις ενδ 
αριθμού, τό γινόμενον του αυτου πολλαπλασιάζομε 
Vov δίς ε<ρ εαυτόν, και κυβική ρίζα η τρίτη ενός oiptS 
μου, ο αριθμός, όστις υ’ψονόμενος εις τόν κύβον 
η όστις πολλαπλάσια ζομενος δις ειρ εαυτόν, δίδει re 
δεδομένον αριθμόν. * 0  σχηματισμός του κυβου ακέραιο
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τίνος αρι-9-μού η κλάσμάήχου γίνεται πολλαπλασιάζο­
με νου τον αριδ-μού δυο φοραΐς κατ’ ε£ακολον.9·ησιν εφ’ 
εαυτόν κατά τούς γνωστούς κανόνας.

Των δέκα πρώτων άρι-9-μών
1*2, 3ι 4» 5, 6 , 7, 8 , 9* 1 0  οί κύβοι
είναι
1 , 8 , 27, 64, 125, 2 2 6 , 3 4 3 , 5 f  2j  7 2 Q, 1 0 0 0 . 
π. χ. ο κύβος τού 7 με τό νά είναι Γσος με 7X 7X 7, 
λεμομεν κατά -πρώτον, ότι 7  φοραΐς 7 κάμνουν 4 9 » 
και 7  φοραΐς 4 9  λάμνουν 3 4 3 '  ούτω και διά τούς 
άλλους

Αντιστρόφως , οι άριΑ-μοΐ της ανωτέρω δευτερας 
γραμμής εχουσι κυβικάς ρίζας τούς αριθμούς της 
πρώτης.

Γνωρι'ζομεν από την παρατηρησιν τούτων των 
γραμμώ ν, οτι μεταξύ των αριθμών ενο'ς, δύο, η τρι­
ών ψηφίων ύπάρχουσιν ε’ννεα τελειοι κύβ£ι' έκαστος 
τών άλλων εχει κυβικήν ρίζαν άριδ-μόν ακέραιον μεδ- 
ενός κλάσματος , τό όποιον δεν δόναται νά έκφρασή 
ακριβώς διά μέσου της μονάδος. Τώ ovTt ας παραδε- 
χδώμεν προς καιρόν, ότι εις ακέραιος αρι-δμός Ν εχει

ακριβή ρίζαν κλασματικόν άριδμόν τοιούτον ώς —* λοι-
Ρ

a
πόν πρεπει πολλαπλασιάζοντες — δύο φοραΤς εφ εαν- 

τον νά λάβωμεν τό Ν  * άλλα τούτο είναι αδύνατον,
* * * w α ® ♦«. '  ^  , » ϊ*επειδή — X —' X εξαγόμενόν —τ, και επειδή

β β β ■ βά
a

πάντοτε δυνάμεδα νά υποδεσωμεν, οτι — είναι ανά-

γωγον κλάσμα, επεται, on α και β είναι α’ναμετα£ύ 
των πρώτοι. Λοιπόν (άριδμ. 134} *cVflW τό αυτό και
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αι
διά α 3 και διά β 3 ♦ ούτως —  είναι άνάγωγος χλάσμα-

τος apcS-μός, ‘/a t επομένως δεν δυναται νά είναι ίσος 
με ά/εραιον αρι-9-μον Ν.

ΑΙ κυβιχαί ριλ,αι των ακεραίων apiS-μων, οιτινες 
δεν είναι τελειοι '/.ύβοι άλλων a/spa ίων άρι-3-μων, δεν 
δύνανται νά προσδιορισθ-ιοσι με ακρίβειαν, χat διά τού­
το stvat. άριθ-μοι ασύμμετροι η άλογοι.

§. 195. Κα9·ώς , διά νά άνακαλύψιομεν τόν τρό­
πον του εξάγειν την τετραγωνικήν ρίζαν όποιουδηποτε 
α χ :ραίου αρι-9-μου , ηναμ*/άσ.9·ημεν νά ατηριχ-^ωμεν επι 
της εχφρχσεως του τετράγωνου του δυωνύμου a-f-β, 
τουτεστιν επι του αθροίσματος δύο ποσοτήτων , παρο­
μοίως διά την ε’ςαμωμην της κυβικής ρίζης, είναι avay- 
χαΐον νά ^νωρι'^μεν την σύνθ-εσιν τού κύβου τούτου 
τού αθροίσματος α+β.

*Ηδη δε ενρη/αμεν (εις τον αριθμόν ! 8 θ) ότι 
( α + β ) 2 'ο (α4-β) (α + β )= α 2_μ<2α β + β 2.

Καν πολλαπλασιάσω μεν το πρώτον τούτο εξαγό­
μενόν επι α+β, χατά τον συ- α 2 + 2 αβ-μβ2 
στα-9-ε'ντα χανόνα (αρι-9-μ. 11 5 ) α + β  
διά τον πολλαπλασιασμόν των α 3_μ2α2β-μα32 
πολυωνύμων, και χάμωμεν ψ  α 2β_μ2 αβ2+ β 3 
τόν αναμονήν τάν όμοιων ο· “ ό Λ + ^ β 2+ β 3'  
ρων, 3-ελομεν λάβει α + 5 α  ]3+3α/3

(α-|-β)3=η α 3 +  3 &2β + 3 αβ2 -f- β 3.
’Εάν χάμωμεν εις τούτον τον τύπον β = ι ,  τρέπε­

ται εις
(α-4-ΐ)3=  a 3 + 5 a 2- f  3 a - f  1.

"Ο^εν ε^ά/ομεν (α-{-ΐ)3— α 3=  δα 2 -Κ5 α+ 1  » 
το οποίον μας δίδει, on η διαφορά μεταξύ τού χνβου 
δύο διαδοχικών ακέραιων apcS-μων είναι ίση με τδ 
τριπλάσιον τού τετράγωνου τού μικρότερου άριθ-μού ,
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πλέον το τριπλούν τούτου του ίδιον αριθμού , 
πλέον εν.

Ούτως η διαφορά μεταξύ του κύβου του 9 0  και 
εκείνου τού 89 είνοίι ίση με 3 (8 9 )24" 3X 894-* =  
24031'.

Μετά τούτο δυνάμε-9-α νά κρίνωμεν -πόσον δύο τέ ­
λειοι διαδοχικοί κύβοι μακρύνονται ο είς του άλλου εις 
την σειράν των φυσικούν αριθμών, όταν αΐ ρι'ζαι είναι 
oXcyov τι μεγάλοι άρι-9-μοι.

§. 1 9 4 · *Ας ζητησωμεν τοορα μέ-3-οδον τινά τού 
νά εςά^ωμεν την κυβικήν ρίζαν από ακέραιον apc-S-μόν.

Κατά,  « ρ ω τ ο ν .  Εάν ο αριθ-μός δε'ν εχ;{) πε­
ρισσότερον από τρία ψηφία, η ρίζα προσδιορίζεται αμέ­
σως,  κατά παρατηρησιν των κύβων των εννέα πρώτων 
αριθμούν* ούτως η κυβική ρίζα τού 125 είναι 5 . rj 
κυβική ρίζα του 72 είναι 4 '“λέον εν κλάσμα ? η 4 
μεΤον μονάόος , τουτέστι διαφέρει της αλη.$τνης ολι^ώ- 
τερον απο' μονάδα. Η κυβική ρίζα των 8 4 1  είναι 9 
μεΤον μονάδος , ε’πειδη 8 41 ·5νρίσκεται μεταζυ 729» 
το ο'ποιον είναι ο κύβος τού 9> καί 10 0 0  η τού κύβου 
του 1 0 .

Γερ
"Ας .9·δθίρκσ&3μεν λοιπόν αριθμόν εχοντα περισσό- 

ον άπό τρία ψηφία.
’Έστω π. χ . 1 0 3 8 2 3  6 δεδομένος αριθμός.
η \ 4 4» 42

1 0 3 . 8 2 3 —
64 *48

_48; 47
384 32Q

3 9 8 .2 3 192 188
2304 2209

48 47
18432 15403
g a t  6 8830

110592 103823
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Του άρι&μού τούτου ευρισκομένου μεταξύ το\ 
1 0 0 0 , όςτις είναι ο* κύβος του 1 0 , και 1 0 0 0 0 0 0  
ος τις είναι ο κύβος τού 1 0 0 , η ρίζα είναι άνα^καιω- 
σύνθετος από δύο ψηφία, τουτέστιν από μονάδας κα 
δεκάδας. Σημειόνοντες διά α τάς δεκάδας , και διά ( 
τάς μονάδας έχομεν (άρι3-. 1Q3) 1 0 3 8 2 3 = (α + β ); 
= α 3 + 3 α2 β + 3 αβ2 + β 3.

Λοιπόν βλέπομεν , οτι ο* κύβος αριθμού συνθ-έ 
του εκ δεκάδων και μονάδων περιέχει τον κύβον τω 
δεκάδων, το τριπλούν γινόμενον του τετράγωνου τώ 
δεκάδων επ\ τάς μονάδας , τό τριπλούν γινόμενον τω 
δεκάδων επι τό τετράγωνον των μονάδων , πλέον τό 
κύβον των μονάδων.

Τούτου τε·9·/ντος, ε’πειδη ό κύβος των δεκάδω 
δίδει τουλάχιστον χιλιάδας, τά τρία εν δεξιά τελεί 
ταία ψηφία δεν αποτελούν μέρος * και διά τούτο ει 
ρισκεται εις τό μέρος 103 , (τό οποίον νωρίζομεν απ 
τά τρία τελευταία ψηφία διά στιγμής) * άλλ’ η ρίζ 
τού μεγαλητερου κύβου , ός τις περιέχεται εις τό 1 0 < 
επειδή είναι.4  διά 0 4 » 4  είναι τό ψηφιον των δεκ< 
δων της ζητούμενης ριζης * διότι 103823  περιλαμβι 
νεται μεταξύ 6 4 0 0 0  η ( 4 θ ) 3 χαι 125000  η (δ θ ) 3 
λοιπόν η ρίζα είναι σύνθετος εκ τεσσάρων δεκάδωι 
πλέον ένα αριθμόν μονάδων μικρότερον των δέκα.

Ευρεθ-έντος δε τού ψηφίου των δεκάδων, άφα 
ρούμεν τον κύβον αυτού 6 4  από 1 0 3 , και μένει 3Q 
τό όποιον άκολουθ-ούμενον από τό τμήμα 8 2 3 , διό 
39323* Τούτο τό ε’£α^όμενον περιέχει προσέτι ' 
τριπλούν τετράγωνον των δεκάδων επί τάς μονάδα< 
πλέον δύο μέρη, τά όποια ανωτέρω ε’κφράσαμεν.

Ά λ λ ’ ε’πειδη τό τετράγωνον αριθμού δεκάδι 
δίδει τουλάχιστον εκατοντάδας, επεται ότι τό τ| 
πλούν τετράγωνον των δεκάδων επί τάς μονάδας περ
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λαρβάνεται εις τά αριστερά 3 9 8  των δύο τελευταίων 
ψηφίων 23 , (τά οποία χωρίζορεν δ ί αυτόν τον λόγον 
με στιγμήν). Αϊτό το άλλο μέρος, σχηρατίζορεν το 
τριπλάσιον του τετράγωνου των τεσσάρων δεκάδων, το 
οποίον δίδει 48· Λοιπδν εάν διαιρεσωρεν 398 διά 48, 
το πηλίκον 8 είναι το ψηφιον τών ρονάδων της ρίζης, 
η ψηφιον πολύ μζγάλον' επειδή 398 εκατοντάδες σύ^· 
κεινται εκ του τριπλάσιου τετράγωνου τών δεκάδων 
επι τα'ς ρονάδας , και άπδ τά κρατη-9-εντα άπο'τά άλλα 
δυο ρε'ρη. Δ ιάνα βεβαιωΑωρεν , εάν τούτο τδ ψηφιον 
8 δεν είναι πολλά μεγάλον , δυνάρε-9-α, κα9·ώς εις 
την τετραγωνικήν ρίζαν, νά σχηρατίσωρεν διά τούτου 
του ψηφίου 8 , και διά τού ψηφίου 4 των δεκάδων, 
τά τρία ρε'ρη, τά οποία περιεχονται είς τον 3QS23 * 
άλλ’ είναι πολύ άπλούστερον νά ύψώσωρεν ψ8 δίς 
τον κύβον.

Εύρίσκορεν δε' διά τδν τοιούτον κύβον, 1105Q2, 
άριΑρδν μεγαλητερον άπο 103823* ούτως το ψηφιον 
8 είναι πολλά ρε^άλον. Σχηματίζοντας τον κύβον του 
4 7 , εύρίσκορεν 103823* ούτως ο δεδομένος αριθ­
μός είναι τελειος κύβος, κα'ι εχει κυβικήν ρίζαν 47·

Σ . Κ. Δεν δυνάρεΑα νά άναζητησιορεν κατά 
πρώτον το' ψηφιον τών ρονάδων, επειδή του κύβου 
τών ρονάδων δίδοντας (άρι-9-ρ. 1Q2) δεκάδας και εκα­
τοντάδας * αύται αι δεκάδες και αι εκατοντάδες εν- 
ρίσκονται μεμιγμεναι με τάς απο τ’ άλλα ρερη του 
κύβου προερχορενας. ✓

*Ας εζάζωρεν άκορη την κυβικήν ρίζαν του 
47954*
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47.954 36 36
27 27* 36
20  9 2 1 6

108
47954 1 2 9  6
4 6 6 5 6 36

1298 7770
3888
40656

Του αριθμόν 47Q54 περιλαμβανόμενοι) μετα­
ξύ 1000  και 1 0 0 0 0 0 0 , & ρίζα του ευρίσκεται μετα­
ξύ του 10 και 1 0 0 , τουτεστι περικλείει δεκάδας και 
μονάδας. Ό  ‘/.ύβος των δεκάδων ευρισκεται είς τάς 
47 χιλιάδας, και δεικνύομεν, ο>ς εις το ανώτερο: παρά­
δειγμα , οτι 3 , ρίζα του με^αλητερου χυβου του εις 
το 47 περιεχομένου, εκφράζει τάς δεκάδας. Άφαιρου- 
μεν του κυ/3ον του 3 δ το 27 άπδ 4 7  , και εχομεν 
υπόλοιπον 2 0 , κατεβάζομεν εις το πλευρδν του υπο­
λοίπου μονον το' φηφίον Q του τμήματος 954  » xat ο 
αριθμό'ς 209  εκατοντάδες, συ^κειται εχ του τριπλά­
σιου τετραγώνου των δεκάδων επ'ι τάς μονάδας , πλέον 
τά  κράτη $εντα απο' τά άλλα μερ*)* Λοιπον ε’άν σχη- 
ματισωμεν το τριπλουν τετράγωνον των 3 δεκάδων , 
το οποίον δίδει 27 εκατοντάδας , και διαιρεσωμεν 209 
διά 27 , τδ πολικόν 7 είναι τδ ψηφιον των μονάδων 
της ριζης, η ψηφιονη πολλά  μεγάλον. Τψδνοντες δε 
37 εις τον κύβον, εύρίσκομεν 5 0 6 5 3 , άρι-^μδν με- 
^αλητερον του 47954*

Ε άν όμως σχηματισωμεν τον κύβον τού 3 6 , ευ- 
ρισκομεν 4 6 6 5 6 , άρι3·μδν, όςτις άφαιρε3-ε'ίς άπο' 
47954»  W? φαίνεται εις τον ανω πίνακα, δίδει υπό­
λοιπον 1 2 9 8 ' ούτως ο δεδομένος άριΒ-μός δεν είναι,
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τέλειος κύβος* και η ρίζα του είναι μειον μονάχος Ιση 
με 36-

Τω οντι η διαφορά ρετάλι) του ίείομένου αριθ­
μού και του κύβου του 36 είναι, ως είόομεν, 12Q8, 
αριθμός μικρότερος του 3 Χ (3 0 )2-4-5Χ30 + 1  , δι<χ· 
φορά μεταξύ (3 7  ) ’* ναι ( 5 6 ) 3 ,  έπειόη έλάβαμεν εις 
τον δρόμον της πράίςεως 3 8 8 8 , το τριπλουν του τε­
τραγώνου 30<<

§. 1 Q5 . Προκεισ^ω ηίη νά εξρξωμεν τ r]v κυ­
βικήν ρίζαν άρι-9-μου περισσότερον απο' εξ  ψ/>φία , του 
4372 5 0 5 8  λό^ου χάριν.
43 .725 .658  352
2 2 _ 27 .
167
43725
42875

8506

35
____35 . . , . 3675

175
105.. ----- —_.
1225

35
6125

3075
42875

43725658
43014208

υπόλοιπον, 111450

. 352
352
704

1760
1056
123904

35k
247808

619520
371712
4 0 6 1 4 2 0 8
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Όποιαόήποτε χοώ αν Jvoil η ζητούμενη ρίζα, avay- 
καιώς Ιχει περισσότερον από εν ψηφιον* * o-S-sv την 
.9-εωροΰμεν ως σύνθετον από μονάόας και όεκάόας 
μόνον (at όεκάάες όυνανται νά εκφρασ-^ώσι με περισ­
σότερα παρά εν ψηφίων).

‘Ο κύ|3ος is  των όεκάόων όι'όει τουλάχιστον χ ι­
λιάδας * xa't διά τούτο ανα^κα/ως ευρισκεται εις τά 
αριστερά των Tpttov τελευταίων ψηφίων, 058* Akyco 
τώρα, on  εάν ε’ξάξωμεν την ρίζαν του μεγαλύτερου 
κυβου του περιεχομένου εΐς τό αριστερόν μέρος 4 3 725 , 
^•εωρουμενον με την απόλυτόν του τιμήν, θ-ελομεν εχει 
τον αριθμόν τών δεκάδων της όλης ριζης.

Ύώ ονη Ιστίο α η £ι£α τών 43725*  ώς έμ­
πιστα μείον μιας μόνάδος , επεται on εις τό α 3 και 
(α + ΐ )^  περιεχονται αί 43725 . Παρομοίως λοι­
πόν και 4 3 7 2 5 0 0 0  ευρισκεται μεταξύ a 3XiOOO και 
(α -Η ) 3 χΐΟΟΟ’ και επειδή οί δυο τελευταίοι ουτοι 
άρι -̂μοι διαφέρουσι μεταξυτων περισσότερον άπό 1 0 0 0 , 
συμπεραινομεν ότι και αυτός ό δεδομένος άρι·9·μός 
4 3 7 2 5 0 5 8  > ευρισκεται μεταξύ α^ΧίΟΟΟ , και 
(α -Η ) 3 Χ 1000 · ούτως η ζητούμενη ρι£α περιλαμ­
βάνεται μεταξύ α Χ ίΟ , και (α + Ό ΐΟ . Λοιπόν τέλος 
πάντων αυτή etvat συνθ-ετος από α δεκάδας, και αριθ­
μόν τινα μονάδων μιχρότερον του 1 0  *).

*) ’Ensify a* iiatfipsi rod (e-4- l)5 χατ*  3λ2+ 3 *+ 1  , τό ίε λΚ  
διαφέρει ant to 43jZ5 to περισσότερον 3<*Μ"3α , ii& τούτο 
1000*3 διαφέρει λ no 437s 5ooo το περισσότερον

i ooo X 3«* + 1 ooox 3*,
*αί fW q

1000 Λ3
iayepei cin4 re 1000 ( * + l ) 3, x* t*

ιοοοχ3«2τ  ιοοοχ3<Η“ΐοοαχι,
dt« TOVfO

1°o (a-MP
ίιαφερβι «π® 43725ooo, r* ο’λιγωτιρον 1000. Λοίχ'Λ 1000 
(*4·ι)3> τβν 43725οοο 1*658.



Ούτως το ζήτημα άγεται εις το νά εξάξωμεν την 
κυβικήν ρίζαν του 43725 . Ά λ λ \  ουτος ο νέος αριθ­
μός επειδή εχει περισσότερον οίπό τρία ψηφία , η ρί­
ζα του περιέχει περισσότερον από εν, τουτε'στι περιέχει 
δεκάδας και μονάδας. Διά νά ευρωμ^ν τάς δεκάδας , 
πρέπει νά χωρι'σωμεν τά τρία τελευταία ψηφία 7 2 $ ,  
κοώ νά εξάξωμεν την ρίζαν του με^αλητέρου κυβου 
του περιεχομένου εις τό 45 * (βλέπομεν ευκόλως τ\ 
επρεπε νά πράξωμεν , ε’άν ό νέος ουτος αριθμός είχε 
περισσότερον απο τρία ψηφία).

'Ο μεναλητερος κύβος , ος τις π3ριέχεται εις το
, _ r _ ~ * t ' * >** * , ’43  είναι 27 > του οποίου η ρίζα είναι 3 * το οποίον 
εκφράζει τάς δεκάδας της ριζης του 43725 (η τό ψη- 
φιον των εκατοντάδων της όλης ριζης). ’Αφαιρουντες 
τον κύβον του 3 η 27» απότό 43, εχομεν υπόλοιπον 16» 
εις τό πλευράν του οποίου κατεβάζομεν τρ πρώτον 
ψηφιον 7 του ακολούθου τμήματος 725  , και ούτως 
εχομεν 107·

Σχηματιζοντες μετά ταυτα τό τριπλούV τετ^ά· 
^ωνον των 3 δεκάδων, ευρισκομεν 27000* και εάν 
διαιρέσωμεν 107 διά του 27 » τό πηλικον 6 είναι τό 
ψηφιον των μονάδων της ριζης των 43725* η ψηφί- 
οντι με^αλητερον. Με ευκολίαν δε ^νωριζομεν , οτι 
τούτο είναι πολλά με^άλον. Δόκιμάζοντες δε τό 5» 
υψόνομεν 35 εις τον κύβον, και εχομεν εξαγόμενον 
4 2 8 7 5 , αριθμόν, οςτις άφαιρεθε'ις άπό 4 3 7 2 5 , δι'- 
δει υπόλοιπον 850. Τούτο τό υ'πόλοιπον είναι προ­
φανώς μικρότερον παρά 3 (3 5 )2+ 3 χ 5 δ + Ι  » επειδή 
ηδη τό τετράγωνον του 35 είναι κατά τόν άνω πίνακα, 
Γσον με' 1225 * ούτως 35 είναι η ρίζα του μεριλητε'- 
ρου κύβου , ός τις περιέχεται εις τάς 43725 . Etvat 
λοιπόν ό ολος άριθμός των δεκάδων της ζητούμενης

ΤΗΣ ΚΤΒΙΚΗΣ PIZHS TON ΑΡΙΘΜΏΝ. 5 0 5
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Διά ya προσδιορίσω μεν τ ας μονάδας, χ ατεβάζο- 
μεν εις το πλευράν του υπολοίπου 8 5 0 , το πρώτοι 
ψηφίου 6  του τελευταίου τμήματος 6 6 8  , wore εχομει 
8 5 θ 6 · Σχηματιζομεν προσέτι το τριπλουν τετρά/ω· 
νον των 35 δεκάδων (το οποίον είναι -εύχολον, επειδή 
εις την δοχιμόν τον ανωτέρω ψηφίου είχαμε ν σχηματί­
σει τά-τετράγωνον του 3 5 ). Μετά ταυτα διαιροΰμει 
85θ6 διά του τριπλού τετραγώνου 3 6 7 5  * το πηλίκο1 

είναι-■$, το οποίον δοχιμάζομεν υψονοντες 3 5 7  £*’ 
τον κύβον. Λαμβάνομεν ούτως 4 3 0 1 4 2 0 8 , εξαγομ* 
νον μικρότερου του όεάομενου άρι.$·μον, το οποίο' 
άφαιρ^ύντεςεκ τούτου, λαμβάνομεν υπόλοιπον ι J4 5 0  

Λοιπο'ν 357  είναι η κυβική ρίζα των 43775 6 5 8  μείο' 
μονάόος.

Κ a V co ν Γ ε ν ι κ ό ς .  Διά νά εξάξωμεν την κυ 
βικην ρίζαν ακέραιου αριθμού , χωρίζομεν τον αρι^ 
μον εις τμήματα , απο τρία ψηφία έκαστον, άρχίζο\
___ J i—ί A c t . ~  ,,λ . . f t ' ...... » ... "  Λ Λ _

ός τις περιεχεται εις το προιτον εν αριστερά τμήμα 
και άφαιροΰμεν τούτον τον κύβον άπό τό πρώτον τμϊ 
μα· χατεβάζομεν εις τά πλ?υρόν τ ου υπολοίπου τ  
πρώτον ψηφίο ν του Μυτερόν τμήματος, και «Καιροί 
μεν τον ούτως ^σχηματισμένου αριθμόν &ά τον τριπλό 
τετραγώνου τού ηόη ευρ^έντος εις την ρίζαν ψηφίου
> 'A M n > K n . i j  A c  τ -n  . p w l  / » λ ι ι  A . i f .    ~  .1 ..

ενωσεως Των δύο πρώτων τμημάτων του ίεοομενο 
άρι-τμοΰ j ε’λαττούμεν το πηλ^κον από μιαν η πολλο 
μονάδας, εως νά εύρωμεν κύβον ίυνάμενον νά αφα
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ρε-S-fl απδ την ενωσιν των δυο πρώτων τμημάτων» *Εχ- 
τελεσθ-είσης της αφαιρεσεως, τυχτφάζομεν είς το πλευ* 
ρον τον υπολοίπου το πρώτον ί|·η<ρίον τού τρίτου τρη- 
ρατος, ρετά ταυΤα διαιρουρεν τον οότιος σχηραπ-· 
σρενον αρι5·ρδν διά του τριπλού τετραγώνου της ελιόσεως 
των δυο ηδη ευρεθ-εντων ψηφίων 4 το πηλίκον εάν δεν 
είναι πολλά ρεχάλον, πρεπεινά είναι τοιουτον, ώστε ρρά- 
φοντες το είς τά δεξιά το:ν δ-Jo πρώτων ψηφίων της όίξης, 
και υ'γόνοντες τον ε’ντευθ-εν εξα^όρενον αρι-9-ρδν εις 
κύβον, ηρπορουρεν ύστερον νά αφαιρεσωρεν τούτο το 
j/ινόρενον απο' την ενωσιν τιίν προότων τριών τρηρά- 
τιον. Γενορενης ταυτης της νέας αφαιρεσεως κατεβα- 
ζομεν εις τδ πλευρόν του υπολοίπου τδ πρώτον ψηφίον 
του τετμ.ρτου τρηρατος , και εξακολου$-ουρεν την αΰ* 
την σειράν των πράξεων, εως νά κατεβάσωρεν όλα 
τά τρηρατα.

Π a ρ α τ η ρ η σ t ς. Πόλλακις είς την οδδν tojv 
πράξειον υποψ;αζόρε5α , ότι εν των πηλίκων, περιτο>ν 
οποίων ωριλησαρεν, είναι ρε^αλώτατον, και δυνά- 
ρε·$·α τδτε νά ελαττώσιορεν αυτδ άπδ δυο η περισσο- 
τε'ρας ρονάδας. Α λλά υ'ψδνοντες είς κύβον την ηδη 
ευρε·5·εΤσαν ρίξαν άκολουθ-ηρε'νην εκ τούτοι του ψηφί* 
ου, και άφαιρουντες τούτον τδν ‘/.ύβον απο την ενω-" 
σιν των τρηρατιον, τα οποία 3-εωρουρεν εις τον οεοο- 
ρενον αρι5ρδν, δυνάρεθ-α νά ευρωρεν ρερα υπόλοι­
πον, τδ οποίον ρας ‘λάμνει νά νορίσωρεν , οτι τδ τε- 
λευταίον Ληφθ-εν της ρίξης ψηφίον είναι πολλά ρικρόν * 
3-ελορεν βεβαιω-9-η περί τούτου διά του α’κολου^-ου 
χαρακτηριστικού, ότι ,,τό υ'πόλοιπον υπερβαίνει το 
τριπλουν του τετραγώνου της ηδη ευρεθ-είσης ρί*. 
ξης, πλέον τδ τριπλουν αυτής της ιδίας ρίξης , πλέ­
ον εν.
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Εις ταυτην την περιστασιν αυξάνομε* την ρί, 
από μίαν η περισσότερης μονάδας τήξεως του τε} 
ταιου ληιρ$ εντός ψηφίου.

Ίδου παραδείγματα, «πιτών οποίων δυνάμεθ-α 
μυμνασ$·ώμεν.

9 ____
^ 46δ249= 78  με υπόλοιπον 80Q7.
» _________________

^ 9 1 6 3 2 5 0 8 6 4 1 = 4 5 0 8  μβ υπόλοιπον 2 0 0 4 4  J
* >
^ 3 2 9 7 7 3  /«0218 4 3 2 = 3 2 0 0 8  άχριβως.

§. i y 6 . ' Ε ξ α γ ω γ ή  της  κ υ β ι κ ή ς  ρι 
δι α π ρ ο σ έ γ γ ι σ ε  ως.

‘Ό ταν ό δεδομένος αριθμός δεν ηναι ο > 
άλλου ακέραιου αριθμού, η ανωτέρω μέθοδος δίΐ 
ακέραιον μέρος της ρίζης* το δε κλάσμα, το ο 
εχει νά καταστήσ% πλήρη την ρίζαν, ειδομεν (α 
1 9 2 ) ότι δεν προσδιορίζεται με ακρίβειαν* αλ) 
νάμε3α νά ευρωμεν άλλο κλάσμα- διαφορετικόν τ< 
τουμενου κατά ποσότητα τόσον μικράν, όσην $ε. 
και τούτο κατά κανόνα τινά άνάλογον με εκεϊνι 
αριθμού 185.

Εν γενει άς εξωχ$η η κυβικό ρίζα η ό τρι 

αριθμού α ,  μειον του κλάσματος

Ό  άρι-9-μός α βάλλεται υπό την μορφήν ·

Έ άν σημειώσωμεν διά ρ την ρίζαν του μεμαλ^τε 
βου, όςτις περιεχεται εις αν3 , τουτεστι τη

του αν3 μειον μονάδος, ό αριθμός ~ ^ -9 tj a

λαμβάνεται μεταζυ —j  κ α ι----- ^— · Λοιπόν

4/ α ευρίσκεται μεταξύ τών ριζών τούτων '
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αpiS-μων , η μεταξύ — και . Λοιπόν τέλος πάν->

ρ γ  ̂ ,
τω ν, -  είναι >j ζητούμενη ρίζα μεΐον τον κλάσμα*

τος
ν
Ούτως όιάνά εξάξωμεν την τρίτον ^ι'ζαν apt-S-pov

τίνος μεΐον τ ο υ ,  πολλαπλασιάζομεν τον άρι-9-μόν

επι τον κύβον του παρονομαστου ν * εξάγομεν τουλά­
χιστον μεΐον μονάόος την κυβικήν ρίζαν τον γινομέ­
νου , και όιαιρονμεν το εξαγόμενον διά του ν.

Π α ρ ά ό ε ι γ  μ α. Ζητείται η κυβική ρίζα
Α» 1 Μ 1

τον 15 μεΐον — . Έ χομεν 15X 12 = 1 5 X 1 7 2 8 =  
12 ^

25920  * άλλ’ η χνβικη ρίζα του 25920  μεΐον μονά- 

δος είναι 29  ’ λοιπόν η ζητούμενη ρίζα είναι 29
12

* 5
η 2— . 

12
Ευ’ρίσκομεν παρομοίως

Λ — 72 12 1
^ 4 7 = — = 3 — μειον — .

20 20 20
’Η προσέγγισα; είς όεκαόικά είναι συνέπεια του 

προηγουμένου κανόνος.
Προκείσθ-ω νά έκτιμ η ^  ^ 2 5  μεΐον 0 ,001 . 
Πρε'πει (άρι3·μ. ipO ) νά πολλαπλασιάσωμεν 25 

έπι τον κύβον τών 1000 η ε’πι ΙΟΟΟΟΟΟΟΟΟ, τουτ- 
έστι νά προσ·9·έσωμεν εννέα μηδενικά είς τά δεξιά του 
25 , ώστε ^-ελομεν εχει 25000000000  * άλλ’ n κν~

24



3 7 0  ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ TOT ΚΤΒΟΤ ΚΑΙ ΕΠΑΓΩΓΗ

βικη ρίζα τούτον τον dptS-μου είναι 2 9 2 4  pstov Fov° 
δος * λοιαόν 2^ 9 24  f*vat ** ζ*)τδνμενη pt^bc, και ota

<ρ$ρεt της αληθ-ινης μεΐον τ ο υ --------·.
r  r r  1000

’Kv ^ενει ύιά νά ε’κπμησωμεν την κυβικήν ρίζα 
ακέραιου τίνος αριθμού εις δεκαδικά> ίτροσ^τομεν ει 
τα δεξιά τον apt-9-μου τρεις φοραΐς τόσα μηδενικά 
οσα ψηφία δεκαδικά $ε\ομεν  νά εχοψεν εις την ρίζαι 
’Εξά^ομεν μεΐον μονάδος την κυβικήν ρίζαν του vie 
αριθμού; Μετά ταυτα χωρίζομεν κατά τα' δεξιά re 
εξαγομένου τον ζητούμενου αριθμόν των δεκαδικό 
ψηφίων.

§. 1 9 8 . Έ σ τω  ηδη — κλάσμα η κλασματικ- 
* Ρ

αριθμό?, του όποι'ου S-ελομεν νά εξάξωμεν την κυρ 
κην ρίζαν. Κατασταίνομεν πρότερον τον -τταρονομ 
στην του τέλειον κύβον, -πολλαιτλασια’ζοντες τους δ 
όρους του επί τό τετράγωνον τούτον τού παρονομαστο

αβ2
και τό κλάσμα τρε-πεται εις τούτο "jp~* 2#ημειω5·εντ

δε διά ρ τού ακέραιου μέρους της κυβικής ρίζης. τ 
αβ2 , επεται κατά συλλογισμόν τινά άνάλο^ον με εκ

νον τού αριθμού 1 9 6 , οτι είναι η κυβική ρίζα τ
Ρ

α μ
—- μειον του
β '

’Εάν η^-ελαμεν νά λάβωμεν με^αλητερον βα 
μόί «ροσε^ισεως , η -̂ε'λαμεν αναζητήσει τιμήν ίτλ.

; *___  ·■
εγγίζουσχν εις τό V αβ2 , και νά διαιρε'σωμεν 
εξαγόμενον δια τον β.

κλάσματος
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Οταν ο παρονομαστές μη ων ηδη κύβος τελειος, 
ίτεριεχ·^ παράγοντας, μερικοί των οποίων είναι τελειοι 
κύβοι, κα£ οι άλλοι τελεία τετράγωνα, [η τροπή τον 
κλάσματος είναι απλουστε ρα.

*ρ \ « ι 11οΐνστω π. χ. το κλάσμά -
% 4 ο6θ

Ο αριθμός 500 δύναται να αναλυ-ίτ^ είς 2'^ ,
3*’ ’ 5. Διά τούτο, εάν πολλαπλασιάσωμεν τους δύο
ορούς τον κλάσματος διά 3 X 5 2 η 75 , το κλάσμα δύ-

λ / , *»♦% ' ' 113 χ  7 ο λ »
ναται να τε^β υπό την μορφήν ^—3 ’ *α40Λαρ·

Ονομαστης τούτον είναι τότε ο' κάβος του 2 χ 3 χ 5  
η του 30. Ούτως άφ οΰ εξάξο:μεν την κυβικήν ρίζαν 
τον νέου αριθμητόν 113X 75 ή' 8475 μείον μονάχος, 
διαφουμεν το προκύπτον 20 διά 3 0 , και ούτως εχομεν

-— η — την ζητονμενην ρίζαν μειον —.
30 3 50

§. 1 9 9 * περάσωμεν τώρα. εις την εξα/ω^ην 
της τυβ ι/.ης ρίζης τών δεκαδικών κλασμάτων.

Ζητείται π. γ. η κυβική ρίζα των 3 ,1415 . Έπειδκ') 
ο παρονομαστής 10000 δεν είναι τε'λειος κύβος, άλλα 
άνάμεται είς ΙΟ Ο Ο χίΟ , τον κατασταίνομεν τε'λειον 
κύβον πολλαπλασιαζοντε'ς τον επί 1 0 0 , δια το οποίον 
προσθ-ετομεν δύο μηδενικά είς τά δε£ια του δεδομένου  
δεκαδικού κλάσματος, καί ούτως εχομεν 3 ,141500 . 
Μετά ταϋτα εξ ay ο μεν μείον μοναδος την κυβικήν ρί- 
£αν τον αριθμητού 3 1 4 1 5 0 0 , τουτεστι του αριθμού,
> ~ ‘ ‘ , t ,. λ ' ' *  ~ » / *α^αιρουντες την υποοιαστολην, εκ του οποίου εχομεν 

1 4 6 . Μετά ταυτα διαιρουμεν τδ ε^α^όμενον διά του

100 η ^  1000000, καί εύράτκομεν 3 ,14 i 5— 
1 ,4 6  μείον του 0,01·

* 24
*
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*Κάν 3-ελωμεν μεγαϊ/τερον βαθμόν προσέγγισε- 
ως , προσθ-ετομεν τρεις φοραΐς τόσα μηδενικά περισ- 
σότερον , κατ’ εξααολονΒ-ησιν του αρι3-μού , παρ’ όσα 
ψηφία δεκαδικά 3-ελομεν νά εχωμεν εις την ρίζαν.

Τέλος πάντων, διά νά εκτιμησωμεν εις δεκαδικά 
την κυβικήν ρίζαν κοινού τίνος κλάσματος, πρέπει 
νά τρεψωμεν το'ν δεδομε'νον άρι.9·μον εις δεκαδικά , και 
νά ες ακολουθήσω μεν την πρά£ιν , εως νά λάβωμεν τρεις 
φοραΐς τόσα <|>η̂ >ία δεκαδικά, δσα -9-ελομεν νά ευρωμεν 
εις την ρίζαν. Η υπόδεσις τότε μάς φερει εις τό νά 
εξάζωμεν την κυβικήν ρίζαν δεκαδικού κλάσματος.

Διά νά τελεκόσωμεν, 3 -ελομεν προβάλει τά άκό- 
λου3α γυμνάσματα.

1 __ι 5 5  
20 20  *

l / l Q ,  μεΐον — = 4 >2 9 0 8 · 
r  10000

a ___
1 /4 7 3 ,  μεΐον

ΐ/δ ,0 0 4 ΐ5 > , μδΐον
10000

=1,4429»

ΐ / ο , 0 0 1 0 1 , μεΐον -----—0 , 1 0 .
. * ιοο

I / 1 4  1
\  —- , · μεΐον ------- = 0 , 8 2 4 ·
1 26 Γ 1000

Τά δυο συσταθ-εντα*. σχόλια (άρι3μ. 1 Q0 , κα 
1 9  f )  περί της τετραγωνικής ρΐζης των άρι-3-μών, ε’̂ α; 
μόζονται ε’πΐσης εις την κυβικήν ρίζαν, και εν γεν 
εις τάς ρίζας όποιουδηποτε βαΒμου. Δεν ημπορουμ. 
όμως νά εκ-9-εσωμεν εις ταυτα τά στοιχεία τάς με$· 
δους τάς εξαγωγής των ριζών βα3μου ανωτε'ρου τι 
τρίτου * επειδή αύται αι μεθ-οδοι επιστηρίζονται επά'. 
εις την σνν3-εσιν δυνάμεως τίνος όποιουο/,ποτέ βα
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μου ενός ίυωνύμου , καί ό τύπος , ος τις εχει σχεσιν 
με τ αυτήν την σύν·$·εσιν, απαιτεί πολλάς εκτεταμένα ς 
^νοόσεις της Αλγεβρας. Ά λλα .9-έλομεν δώσει εις 
το τελενταιον κεφάλαιον τούτου του συγγράμματος 
σύντομόν τι μέσον του νά έκτελωμεν εξαγοράς ριζών 
παντός βα-3-μου.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ν Ζ \

Έ  φ α ρ μ ο γ α ι  τ ω ν  κ α ν ό ν ω ν  τ η ς  Ά ρ ι θ - μ η τ ι -  
κ η ς. Θ ε ω ρ ί α  τ ω ν  λ ό ^ ω ν  κ α ί  α ν α λ ο γ ι ώ ν .

§. 2 0 0 . 1 £ ,  σ a y  coy η. Ά ψ  ού ε’̂ ωστοποιη- 
σαμεν τάς παν είδος εργασιών τδς αριθ-μητικης απο- 
βλεπουσας μεθόδους , μας μένει ακόμη νά εκπληρω- 
σωμεν οχι ευκολον μέρος αυτής , δηλαδη νά διδάζω- 
μεν τούς αρχαρίους τδ λύειν όλα τά αριθ-μητικά ζη­
τήματα.

Διακρινονται δε δυο αρχικά γένη ζητημάτων, τά 
-9-εωρηματα καί τά προβλήματα.

'Ο ταν εχωμεν σκοπόν νά αποδει'ςωμεν την ύπαρ- 
ζιν μερικών ιδιοτήτων σχετικως εις γνωστούς καί δε­
δομένους αριθμούς, το'τε τό ζητημα τούτο ονομάζεται 
3-εώρημα. Τό πέμπτον κεφάλαιον προσφέρει πλήθος 
ζητημάτων τούτου του ^ενου*. At αρχαί επί του πολ­
λαπλασιασμού δύο η περισσοτέρων παραγόντων κα-9· 
οποιανδηποτε τάζιν, καί επί της διαιρετότητος των 
αριθμών , αί ιδιότητες των δεκαδικών περιοδικών κλα-
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σμάτο>ν, και των συνεχών κλασμάτων sc vat τόσα 
θεω ρήματα.

'Ο ταν δε προτειυεται νά “προσπορίσωμεν μερι­
κούς αριθμούς διά της μνώσεως άλλων αριθμών , οι 
τινες εχουσι με τους πρώτους σχάσεις δεικνυόμενα? 
άπό την εκφοασιν, τότε τούτο, τό οποίον θελομεν 
νά λυσοψεν ζητημα, λε^εται Πρόβλημα. Τοιαύτα εί­
ναι τά ζητήματα, τα  οποία επαρρησιάσαμεν εις τόν 
δρόμον των δύο πρώτων κεφαλαίων, ώς εφαρμο^άς 
των διαφόρων κανόνων της αριθμητικής.

νΟταν δε λύωμεν προβλήματα πλέον συμπεπλε^·- 
μένα, τά οποία κατά την« εκφρασι'ν των απαιτούν πε­
ρισσότερον ayο3να εις τό να ανακαλύψωμεν και νά 
προσδιορισωμεν την σειράν των πράξεων , τάς οποίας 
πρεπει νά εκτελεσο>μεν επι των γνωστών και δεδομε- 
V03V α’ριθμών , διά νά φθάσωμεν εις την ^νώσιν των 
α’ριθμών , τούς όποιους ζητούμεν , τότε ό προσδιορι­
σμός ούτος συγκροτεί την λεμομενην άνάλυσιν, είτε 
επιλυσιν του προβλήματος.

Εις χλάσιν τινά τινών προβλημάτων δυνάμεθα 
νά συστησωμεν κανόνας σταθερούς και βέβαιους. Ταυ- 
τα είναι όσα ε’ξαρτώνται άπό την θεο)ρι'αν τών λόμων 
κα'ι αναλογίων. Φυσικά λοιπόν πρεπει νά άναπτύξω- 
μεν πριοτον αυτών την θεωρίαν, ητις , εξ αίτιας τών 
απείρων εφαρμομ«Λ/της, πρεπει να θεωρηται ως η 
πλε 5V αξιόλογος είς την Μαθηματικήν.

α. Πε ρί  λ ό ^ ω ν  και  ’Α ν α λ ο γ ι ώ ν .
§. 201. ΕΓπομεν ηδη (άριθμ. 1.) οτι δεν uVap- 

χει απόλυτος ποσότης, και ότι διά νά ε’ννοησωμεν 
ποσότητα τινά , πρεπει νά την συ^κρινωμεν με άλλην, 
λαμβανομενην κατά συμφωνίαν, τού ίδιου είδους, 
ητις δύναται νά ληφθ^ κατ’ άρεσκειαν , η άπό την φύ-
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σιν * το δε εξαγόμενον rαυτής της συραρίσεως ώνο- 
μάσαμεν άρι$μόν.

Καν όμως αντί να συγαρινωμεν την -ποσότητα 
με την μονάόατης, 3-ελησωμεν νά συγαοίνωμεν δύο 
οποιασδηποτε -ποσότητας του ίδιον είδους, τό ο-ποιον 
άλλο όε'ν είναι, ειμη συ^κρισις των δυο αριθμών, οι 
οποίοι τάς ε’/γράζουσι, τό εξαγόμενον ταύτης της συ^- 
κρίσεως καλείται αναφορά η λόγος των ούο api-S-μων. 
Αί δύο αύται λεξεις ,,αναφορά και λό^οςί4 είναι συν­
ώνυμοι είς τήν μαθηματικήν, και εκφράζουν την ίόεαν 
της ποσότητος, την ο’ποίαν λαμβάνομεν, όιά με'σου 
εκείνης με την όποιαν την συγαρίνομεν,  και η οποία 
πρεπει νά ηναι ούσιωόώς του. ίδιου είδους.

Κατά ταυτην την έννοιαν ο' αριθ-μος είναι η εκ- 
φρασις του λόρου της ποσότητος προς την μονάόατης.

Κν γενει υπάρχουν όύο τρόποι του συ^χρίνειν 
δύο ποσότητας την μίαν με' την άλλην. "Η ξητοΰμενπο- 
σον η με^αλητερα υπερβαίνει την μιχροτέραν , και το' 
εξαγόμενον λαμβάνεται ίιά  της αφαιρεσδως της μικρό- 
τέρας από την με^αλητεραν * η ζητουμεν ποσάκις η 
μεγαλητερα περιεχει την μικροτεραν, η ποσαχις η μ ι­
αρότερα περιεχεται εις την με^αλητεραν * τούτο δς 
εκτελούμεν όιαιρούντες την μίαν ποιότητα όια της 
άλλης.

Ούτως εστώσαν 2 4  ν.αι 6 οι όύο αριθμοί, τους 
οποίους 3 ·ε4λομεν νά σνγχρίνοομεν.

, 24
Κχομεν α4"~ 6 = 1 8 , x a t— = 4 ·

Τ ό  εξα/όμενοντης συγαρίτεοος £ιάτης ά^αιρεσεως 
είναι ι 8 , ενω τό εξαγόμενον της συ^κρίσεως όιά της 
όιαιρε'σεως είναι 4 ·

Πρ->? A ιακρισιν τών όυο τούτων είόών τού λό^ον, 
ωνόμασαν άλλοτε τό πρώτον άρι-9-μητικόν λό^ον,
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και το δεύτερον λόγον μεωμετ|3ΐκόν. Ά λ λ ’ άντ αυτών 
των ασήμαντων ονομασιών αντεισηχθ-ησαν τώρα at 
a/όλου-9-0 1 ' λόγος κατ αφαιρεσιν, η απλούς διαφορά, 
επειδή τούτο είναι το' ε’ξαγόμενον της άφαιρέσεως δύο 
αριθμών του ε'νο'ς από τον άλλον, και λόγος κατά 
διαιρεσιν , η απλώς λόμος , επειδή τον μεταχειριξο- 
μεθ-α, διά να μνο^ρισωμεν μόνον πόσαις φοραις η μια 
των ποσοτήτων περιέχει την άλλην, η πόσαις φοραΤς 
η μικρότερα περιεχεται εις την με^αλητέραν, όταν 
συμκρινωμεν δύο μεγέθη :ίς την Μαθηματικήν.

Π. χ. εις την θεωρίαν των συμμιμών άριθ-μων , 
ο λόγος της αρχικής μονάδας οποιασδηποτε φύσειος 
προς" μιαν το>ν υποδιαιρέσεων της , η ο λο^ος μεταξύ 
δυο υποδιαιρέσεων stvat ο αριθ-μος των φορών, καθ- 
ας η μια περιέχει την άλλην. Ε ις την συμκρισιν του 
νέου συστήματος των βαρέων χαι μέτρων προς τό πα. 
λαιόν, ο λό^ος του μέτρου προς τη'ν ορ^υιάν, η της 
όρ^αίιάς προς τό μετρον , ο λόγος του χιλιομράμμου 
προς την λύτραν, η της λύτρας προς τό χιλιόγραμμου, 
είναι ό άριθ-μός ακέραιος η κλασματικός, ό'ςτις προ. 
κύπτε: από την διαιρεσιν δύο άριθ-μων, οιτινες εκφρά­
ξου σιν εις μονάδας του ίδιου είδους τά μέτρα, τά  
όποια σύμκρινομεν. Διά τούτο εις τό εξής, όταν μετά· 
χειριξωμεθα την λέξιν λόγος , θέλομεν εννοεί τό εξα­
γόμενον , η τό μηλικόν της διαιρε'σεως τών δυο αριθ­
μών* και εάν θέλωμεν νά φανερώσωμεν, ότι 'δυο 
αριθμοί συ^χρινονται μεταξύ των κατ’ αφαιρεσιν, τότε 
μεταχειριξόμεθα την λέξιν διαφορά η λό^ος κατ 
αφαιρεσιν.

Ε ις κάθε λόγον είτε κατ’ αφαιρεσιν, είτε κατά 
διαιρεσιν διακρινονται δύο όροι, οιτινες είναι οΐ αριθ­
μό':, τους όποιους συ^κρινομεν. *0  όρος, τον οποίον εκ-
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ι ρ ρ ά ζ ο μ ε ν  η γρά γομεν πρώτον , καλείται η γ ο ύ μ ε ν ο ς  j 
και ο δεύτερος, επόμενος.

§. 2 0 2 . Οταν όόο κατ’ αφααίρεσιν λό^οι τοναι 
ίσοι, τό ά θ ρ ο ι σ μ α  των τεσσάριον αριθμών , oc όποιοι 
τους συσταίνουν, καλείται ϊσοόια<ρορά, ιός ούσα Ικ- 
φρασις όύο Γσων όιαφορων. (άλλοτε εκαλείτο αναλογία 
αρι$·μητ:κ>ί.)

ΤΙ. χ. -Έστωσαν οι τεσσαρες άριθ-μοί 1 2 , 5 , 2 4 » 
17- Επειδή η £ια<ρορά του 5  ·άπό τ<\. 1 2 είναι 7 * και
t  ̂ ^ ι % \  γ ,

7) οιαφορα του 1 7  απο το # 4 » είναι παρομοίους 7 , 
λέμεται ότι αί ποσότητες αύται σχηματιξουσιν 'Ισοόια- 
φοράν , την οποίαν γράιρομεν ούτως ,

1 2 . 5 : ·  <2 4 . Π
τιθ-εμενης μιας στιγμής μεταξύ του πρώτου καί δ ε ύ τ ε ­
ρον όρου , όύο στιμμο^ν μεταξύ του όευτε'ρου χαι τρί­
του , χα'ι μι ας μ ε τ α ξ ύ  τ ο ύ  τ ρ ί τ ο ν  χαι τ ε τ ά ρ τ ο υ .
. Την ε’κφράζομεν δε  χατα τον οικόλου9·ον τρόπον.

1 2  είναι προς 5 ,  χα-^ώς 2 4  πρός 17 > 
τό όποιον όηλοί, ότι 12 υπερβαίνει τό 5 χατά τόσας 
μονάόκς , κα9· όσας το 2 4  υ π ε ρ β α ίν ε ι  τ δ  17.

Και ουνάμε-9-a νοί ^ράψωμεν αυτήν χατά την οποί­
αν παρείέχ-3-ημην αρχήν ,

1 2 — 5 =  2 4 —  ι7·
Ε ις την ίσοδ ιαψοράν  1 2 . 5 :  2 4 · 17  ό πρώτος 

χαι ο τ ρ ί τ ο ς  όρος 12 χαι 24  καλούνται ηγούμενοι, ο 
όεύτερος χαι ό τέταρτος καλούνται επόμενο ι . Αύται 
αί ονομασιάι συμφωνούσι με τάς οποίας είώχαμεν εις 
τους όύο ορούς λόμου τίνος κατ’,άφαιρεσιν.

Ο πρώτος και ο τελευταίος ορος 12 καί 17 κα­
λούνται τά όύο άκρα * ο όεύτερος χαι ο τρ ίτο ς  ορος 
5 χα'ι 24 καλούνται τά όυο μ έ σ α .

" Ο τ α ν  δύο  χατα όιαιρεσιν λό^οι η’ναι ίσοι, το 
ά θ ρ ο ισ μ ά  των τεσσάρων αριθμών , οι οποίοι τους συ-
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σταε'νουσε, χαλεεχαε άναλομύα, (άλλοτε νεωμεrptxrj άνα- 
λομεα), η ζαε κατ άλλον τρόπον Ισοπηλεκότης, επεεόη 
'7rocppr)crtc/-̂ 3t την εχφρασεν <5νο εσων πηλε'κων ’ αλλά η 
λέίςες άναλομε'α, εεναε η μόνη τταροε πάσεν αποδέκτη.

Εστωσαν π, χ. οε τεσσαρες αρι-3-μοε to , 5 > 3 6 , 
1 2 . Ε πειδή  ο λομος του 15 προς το 5 , η το' πηλεκον 
του 15 δεά του 5 εεναε 3 , ζα3·ώς ζαε ο λόγος του 36 
προς το 1 2 , οε τεσσαρες όμου σχηματίζουν αναλο- 
μεαν , την οποεαν μράφομεν ούτως ,

15 : 5 : :  36 : 1 2 .
τιθέμενων δύο στιγμών μεταξύ του πρώτου ζαε δευ­
τέρου, μεταξύ του δεύτερου ζαε τρίτου τεσσάρων, ζαε 
μεταξύ του τρετου ζαε του τετάρτου δυο.

Την προφερομεν δε ως ζα'ε την ισοδεαφοράν, 1.5 
προ'ς 5 , καθ-ως 30 προς 1 2 * τδ οποεον δηλοε, ότε 
τό 15 περεεχεε τδ 5 τοσακες, οσάκες 36 περεεχεε 1 2 . 
Δεά τούτο δυνάμε3·α νά γράφω μεν αυτήν ζαε υπδ ταυ-

ν ν.  ̂ , *15 36την την άλλην μορφήν — =  — .
3 X ^

Λε ονομασεαε των όρων εε'ναε αε αυτα'ε, ως ζαε 
εις την ’Ισοδεαφοράν.

Ούτως 15 ζαε 36 εεναε οε ημούμενοε, 5 ζαε 1 2  
εέναε οε επόμενοι * τέλος πάντων 15 ζαε 1 2  καλούν- 
ταε άκρα, 5 ζαε 30 μέσα της άναλομεας.

Των ε’σοδεαφορών ζαε μάλεστα των αναλομεων 
τάς πολυπληθείς ε’δεότητας αναπτύσσομεν ηδη ζατά 
διαδ^ην.

Π ε ρ V τ ω ν  ' Ι σ ο δ ε α φ ο ρ ω ν ,

2 0 4 · Καλείται Ίσοδεαφορά (άρε-9-μ. 2 0 2 ) η 
εζφρασες δύο εσων διάφορε»!/.

Θ ε μ ε λ ε ω δ η ς  Τ δ ι ό τ η ς .  Εες ζάθ-ε ε'σ ο δε α­
φοράν το' ά-3-ροεσμα των άκρων εεναε ίσον με τδ άθροι­
σμα των μεσο:ν.
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*Κστω η ’Ισοδιαφορά i 1 . 7  : 1 9 . 1 5  *
Βλεπομεν φανερά, on  11 +  15=7 +  19·
Aca. να δοέσωμεν λό^'ον ταύτης της ποοτάσεως χα­

τά /ενικήν τινά τρόπον, παρατηρουμεν, οτι , εάν οΐ 
επόμενοι ήσαν ίσβι μέ τους ηνουμένους τοον, π. χ . εάν 
είχαμεν 1 1 . 1 1 : 1 9 . 1 9 ,
η πρότασις xiS-ελεν είναι φανερά* icon 1 1 + 1 9  
=  1 1  +  1 9 * oS-sv δια νά φερωμεν την ίσοδιαφοράν εις 
ταύτην την καταστασιν, αρκεί νά αυξησωμεν έκαστον 
το;ν επομένων μέ την ιδίαν διαφοράν 4 -

Λλλά διά ταύτης της προσ-9-έσεοχς βλέπομ$ν*ότι 
αυξχίσαμεν εν το>ν μέσοχν , και έν των άκρων με' το'ν 
ίδιον αριθμόν 4 " ούτως τό aS-ροισμα των μεσαίων καί 
τό aS-ροισμα των άκρων ευρίσκονται αυξημένα από τόν 
ίδιον αρι9-μόν. Λοιπόν επειδή διά ταύτης της προσ- 
■S-έσεως δύο aS-ρδίσματα είναι ίσα, ταύτα' άρα ησαν 
καί πρότερον ίσα,

ΙΙαρατηρουμεν προσέτι, on  ε’άν δέν ητον ίσοδια* 
φορά μεταξύ των τεσσάρων αρι3*μό5ν, έπρεπε, διά νά 
καταστχισιομεν τούς επομένους ίσους μέ τούς ηγουμέ­
νους, νά προσθ-έσωμεν εις έκαστον τούτων αριθμόν δια­
φορετικόν , καί επειδή μετά ταύτην την πρόσ3·εσιν το 
άθ-ροισμα των άκρων γίνεται ίσον μέ το' των μέσων , 
έπεται ότι τά δύο αθροίσματα ητον ανισαπρό της προσ- 
•9-έσεως.

Λοιπόν εάν τεσσαρες εκφρασμένοι η γραμμένοι 
έπ: της αυτής γραμμής αριθμοί σχηματίζουν ίσοδιαφο- 
ράν, τό άθροισμα των άκρων είναι ίσον μέ· το\ άθροι­
σμά των με+ων. ‘ -

Ηαί αντιστρόφους, εάν τό άθροισμα του προχτον 
καί τελευταίου άρΐ-9-μου ηναι ίσον με το άθροισμα του 
δευτέρου καί τρίτου , η ε’άν τό άθροισμα των άκρων 
ηναι ίσον με τό το:ν μέσο;ν, οί τεσσαρες αριθμοί σχη*
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ρα τίζονσιν ισοδιαφοράν εις την τά£ιν , εις την οποίαν 
είναι γραμμένοι * ε’πειδη' εάν δεν υπηρχεν ισοδιαφορά, εί- 
δομεν οτι τό aS-ροισμα των άκρων δεν ύθελεν είναι Ισον 
με εκείνο των μέσων" το οποίον είναι ενάντιον της 
υπο^εσεως.

.Σ . Κ. Συμβαίνει κάποτε να ηναι οι Ηγούμενοι 
μικρότεροι των επόμενων τω ν, καθώς εις την ίσοδια- 
φοράν ,

9 . 1 4 : 1 8 . 2 3 .
Άλλ* οι συλλογισμοί ύθελαν  είναι οί ίδιοι ως εις την 
ανωτέρω ΐτεριστασιν. Ήρκει δε νά προσθεσωμεν εις 
τους δύο 7>γονμ$νους την σταθεράν διαφοράν 5  , --το' 
οποίον είναι το au.ro , ως νά επροσθεταμεν τον αυτόν 
αριθμόν εις τό άθροισμα των άκρων, καί εις.το άθροι­
σμα των ρεσων.

"Ας ί'δωρεν τώρα με ποιαν ακρίβειαν εφαρμόζον­
ται αι Άλ^εβραϊκαι γραφαι εις την ανωτέρω ιδιότητα, 
και εις την αντίστροφόν της.

’ΊΒστωσαν τέσσαρες αριθμοί α , β , γ ,  δ , τους 
οποίους νποθετομεν, ότι σχηρατιζουν άναρεταίςό των 
ισοδιαφοράν.

ΊΕχορεν λοιπόν α . β :γ  , δ , η κατ άλλον τρόπον 
a—”β~γ·— δ.

'Γούτου τεθεντος προσθετομεν εις τα  δύο ρελη 
ταότης της ίσότητος, β4~δ, και ούτω συνάγομεν, 

a — β-4-β-Κ= y— δ + β + δ ^  
η άνάγοντες, α-f δ =  y+ β . Λοιπόν τό άθροισμά των 
άκρων α και δ ,  είναι ίσον ρέ τό άθροισμα των μέσων 
γ καί β.

’Αντίστρόφως, εστωα,αν οι τεσσαρες αριθμοί α ,
• J3 , y , δ , τοιουτοι ώστε α + δ  =  β+ y .

"Ας αφαιρεσωμεν β+ δ από τα δυο ρελη ταυτης 
ττ;$ ίσότητος? 05εν εχομεν α + δ  —β — δ = β + 7 —-β— δ,
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r) ανάγοντες a— β = γ — δ η α . β : γ . δ .  Λοιπόν ούτοι 
οι τίσσαρες αριθμοί σχηματίζουσιν ίσοδιαφοράν, της 
όποιας τά ακρα είναι οι δυο οροί του πρώτου αθροί­
σματος, καί τά μ έσ α , οι άνο opot του ίευτερου αθροί­
σματος.

§. 205 . Σ υ ν ε χ ε ί α .  Έ π ετα ι εκ ττίς ανωτέρω 
ίδιότητος , ότι γνωρίζοντες τους τρεις όρους της ισσ- 
διαφοράς προσδιαρίζομεν τον τέταρτον , άφαιρουντες , 
εάν είναι εν των άκρων, τό yvcdkrrov άκρον εκ του 
αθροίσματος των μέσων , κα ί, εάν είναι έν των με- 
σων, το γνωστόν μέσον εκ του αθροίσματος των 
άκρων.

Ούτως έστω η ίσοδιαφορά 2 3 . 1 1 ί 4 9 · Χ  (χ  
παρρησιάζοντος το'ν άγνωστον όρον).

’Κπειδη' δε εχομεν κατά την ιδιότητα χ  +  23 =  
1 1 + 4 9  * προκύπτει χ =  1 1 + 4 9 — 2 3 = 3 7 »  τό οποίον
μας δίδει

2 3 .1 1  : 4 9 · 37.
Παρομοίως εις την ίσοδιαφοράν 3 1 . 2 5 :  χ · 7 8  

εχομεν χ + 2 5 = 3 1 + 7 8 . Λοιπόν χ = 3 1 + 7 8  — 25=84» 
και επομένους 3 1 . 2 5 : 8 4 - 7 8 .

§. 200. Συμβαίνει κάποτε νά θεωρωμεν ίσοδια­
φοράν, της οποίας τά δύο μέσα είναι ίσα. Αύτη καλεί­
ται συνεχής ίσο διαφορά (τι συνεχής αρι^-μητικη'αναλο­
γία) π. χ . 2 7 . 3 9  · 39 · 51» είναι συνεχής ίσοδιαφορά. 
Ε π ε ιδ ή , εις ταυ την την περίστασιν, τό διπλουν ε’νός 
των μεσαίων πρεπει κατά την ανωτέρω ιδιότητα νά 
είναι ίσον με τό άθροισμα των άκρων , επεται ότι τό 
μέσον τούτο είναι ίσον μέτό ημιάθροισμα των ,δόο άκρων*

Ούτως εις την ίσο διαφοράν 23 . χ  : χ . 49»
, 4 9 + ^ 3  ,

συναγομεν χ  =  ----------  = 3 υ.
2
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Αυτή γ] τιμή του χ  καλείται εν μέσον διάφορης 

(η μέσον άρ'5 μητικως άνάλο^ον), μεταξύ των δυο 
αριθμών <23 /.at 40·

§. 207· Ιδού κα'ι ρέρικαι άλλαι ιδιο'τητες Το;ν 
ισοοιαφορο>ν.

Δυνάμε3·α να αυίςησωμεν Τους δυο ηγουμένους, 
η νά τους ελαττω σοψεν , να αυ’£ησωμόν τους δυο επο­
μένους , η νά τους ελατταττο'σωμεν με τον αντον 
apt-9-μον , νά αν^ηαίομεν η νά έλαττο'σωμεν τους δυο? 
πρώτους ορούς, η τους δυο τελευταίου»*: με τον αυτόν ape$~ 
μδν , χωρίς η ίσοδιαφορά νά παυσ$ ά.πό του νά, υπάργη.

Ύω οντί εΓναι φανερόν οτι δι’ όλων τούτων των 
μεταβολοίν ·, η αυ’£άνομεν η έλαττουμεν τό άθροισμα 
των άκρων, και εκείνο το~ν μέσο:ν με' τον αυτόν αριθ­
μόν, Otoe τούτο η ίσότης το;ν μένει η αυτή* και δία 
τοΰτο υπάρχει τό αυτό και διά τό αντίστροφον Της θε­
μελιώδους ιδιάτητος.

Δυνάμε5α παρομοίως νά τρεψωμεντην Tafev το?ν 
δυο άκρων εις εκείνην των δυο μέσων, η νά 5έσωμεν 
τά μέσα εις τόν τόπον το;ν άκρων, χωρίς νά χαλάσν) 
η ίσοδι αφορά, επειδή είναι φανερόν , ore μετά, ταυ τα ς 
τάς αλλαχά ς , τό άθροισμα των άκρων είναι ακόμη ίσον 
με' ε’κεΤνο τιδν μέσων.

Εν ysvsc, κά.5ε τροπή έκτελουμενη ε’π'ι ίσοδια- 
φοράς , ουσης Τοιαυτης, ό>στε τό άθροισμα των άκρων 
νά μέν^) πάντοτε ίσον μέ τό άθροισμα των μέσων, δεν 
cpS-εψει παντελώς την ισοδιαφ^ράν.

Αλλ’ είναι ανώφελες νά έκταν5ωμεν περισσότε­
ρον εις τάς ιδιότητας τιον ίσοδιαφ&ρων, ε’πειδη πολλά 
ολίγον τάς μεταχειρίζονται.

"Ας περάσωμεν λοιπόν εις τάς ιδιότητας των κυ­
ρίως λεγομένων αναλογίων (η με άλλας λέγεις ^ε&> 
μετρικιον αναλογιών)·.
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Π ε ρ ί  ά ν α λ ο γ ι ώ ν .

208. Αναλογίαν ε’ννουρεν την εκφρασιν δυό 
λο^ων , η δύο ίσων πηλίκων.

"Οταν τεσσαρες apt^-jxot ηναι ανάλι^οι, ο. στα­
θερός λόγος , όστις υπάρχει ρετα£υ' των δυο -πρώτων 
opcov, και ρεταξυ των δύο τελευταίων, δυναται να 
ηναι ακέραιος η κλασματικός αριθ-μο'ς, η κύριόν τι 
κλάσμα.

Έστωσαν at avaXo^tat π. χ*
ι 8 : 6  :: 2 4  : 8
ία  : ρ :: 36 : 27

5 : ί α  : :  2 0  : 4 »
Ε ίς την πρώτον ο σταθερός λό^ος είναι 3 . Ε ίς

λ »> / τ ι ^  * 3 6  4  * ’ τ ’#■ λ ~τ/»ν δευτεραν stvat —  η — =  — , αφ ουεςαλεΜρθ-ω* 
Γ ρ 27 3 7

σιν oi παράγοντες των δύο δρων. Λ οιπόν- είναι ο
3

σταθ-ερός λό^ος. Τέλος πάντων είς την τριτην εχομεν

—̂ = ι ~  , ά<ρ οΰ είςαλειφθ·# ο' κοινός παρά/ων 4  ά«α

τους δυο ορούς, ούτως —  είναι ο σταθ-ερδς λονος.
1 2

Θ ε ρ ε λ ι ώ δ η ς  ί δ ι ο τ ι ς. Ε ίς κάθ-ε αναλο* 
ytav τδ γινόμενον των άκρων είναι ίσον με τδ μινόρε- 
νον των με’σων.

Τω δντι, αυτή η ίδιδτης ηθ-ελεν είναι φανερά, 
εάν αντί της αναλογίας

18 : 6  :: 2 4  : 8
είχαρεν άλλην, της ο'ποιάς oi ηγούμενοι ήθελαν είναι 
ίσοι με τους ε'πομε νους της, ώς π. χ. 1 8 ' 1 8  * * 24  * 24* 

"Οθ-εν δια' νά ά^ωρεν την πριότην αναλογίαν είς 
ταυτην την περιστασιν, άρχει προφανώς νά πολλαπλά*
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σιάσωμεν 'έκαστον επόμενόν επί τον σταθερόν λόγον 3  
αλλά διά τού τοιούτου πολλαπλασιασμού εν των μέ­
σων και εν των άκρων πολλαπλάσιαξονται επί τον αυ­
τόν άριθ-μο'ν, διά τούτο ακολουθεί το αυτό εις τδ γι­
νόμενον των άκρων και εις τδ γινόμενον των μέσων, 
και επειδή τότε αυτά τά δύο γινόμενα είναι Γσα, πρέ­
πει νά ητον Γσα και προ του πολλαπλασιασμού.

Παρατηρουμεν προσέτι, ότι εάν οΐ τεσσαρες δε­
δομένοι άρι-9-μοι δεν εσχημάτιζαν αναλογίαν, επρεπε , 
διάνα σχηματισωμεν τούς επομένους Γσονς με τούς 
ηγουμένους, νά πολλάπλασιάσωμεν τούς τοιούτος επο­
μένους έκαστον επί αριθμόν τινά διάφορον ε’κφράζον- 
τα τον λόγον του πρώτου όρου πρός τον δεύτερον, η 
τού τρίτου ορού πρός τον τέταρτον* και επειδή μετά 
τον πολλαπλασιασμόν τό γινόμενον των άκρων γίνεται 
Γσον με εκείνο των μέσων, διά τούτο προ του πολλα­
πλασιασμού τά δύο γινόμενα δεν ητον Γσα.

Έκ τούτου πορίζομεν, οτι ε’άν τεσσαρες αριθμοί 
προφερόμενοι η γραφόμενοι επι μιας και της αυτής 
γραμμής, είναι άνάλομοι, τό γινόμενον των άκρων 
είναι Γσον με εκείνο των μέσων.

’Αντιστρόφους , ε’άν τό νινόμενον των δύο άκρων
■V * » I .  -  / « » 0 *είναι ίσον με εκείνο των μέσων, οι αρι-9-μοι σχηματι* 

ζονσιν αναλογίαν εις τάξιν , κα9·’ ην είναι μραμμ ενοι * 
επειδή εάν δεν υπηρχεν ‘αναλογία μεταξύ των τεσσά­
ρων άρι-9-μων, τότε, ως εΓπομεν, τό γινόμενον των 
άκρων δε'ν ηθ-ελεν είναι Γσον με τό γινόμενον των μέ­
σων, τό οποίον είναι τό ενάντιον της σνστα^είσης 
ύπο3·εσεως.

*Ας εφαρμόσωμεν τάς άλμε|3ραίκάς ^ραφάς εις 
την απόδειξιν ταύτης της ίδιότητος καί της αντιστρό­
φου της.

3 84
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Έστωσαν οι τε’σσαρες άρι3-μο'ι, α , β , y ,  6 εις 
αναλογίαν, τουτεστι νά εχωμεν α : β * *ν : δ* η, το οποί-

ον είναιτό αυτό, — =  -^. Πολλαπλασιάξομεν τά Wo 

μέλη ταυτης της ισότητος διά βδ καί ε’χομεν —ίρ  =
β

ΥβΖ \ ’ * · , Τ' Q, και αν άγοντες ευρισκομεν αο=βγ.

Λοιπδν το' γινόμενον των άκρων αδ είναι ίσον με 
το γινόμενον των μεσοιν βy.

’Αντιστρόφως. στο: σαν οι τεσσαρες αριθμοί 
α ,  β ,  / ,  δ τοιουτοι ώστε &Χ$~  β χ μ .

Και διαιρουντες τα Wo μέλη ταυττ{ς της ισοτη-
t X > . αΧ<$ β χ /τος δια βΧο,  εχομεν ----- = ------*

' Λ Γ β χ δ  β+δ
a

Και ε’̂ αλεί^οντες τους χοινους παράγοντας , —

ι_ τουτείτι ν εχομεν α : β " ) > : δ .

Λοιπδν οι τε’σσαρες άριΑ-μοί σχηματίζουσιν ανα­
λογίαν , της οποίας τα άκ^α είναι ot παράγοντες του 
πρώτου yiνομ/νου , καί τα μέσα είναι οι παράγοντες 
του δεύτερον γινομένου.

§. 2 0 Q. Σ υ ν έ π ε ι α .  *Εκ ταυτης της θεμελι­
ώδους ΐδιότητος προκύπτει * οτι ^νωριζοντες τους τρεΤς 
ορούς μιας αναλογίας, διά νά προσδιορισοψεν τον τέ­
ταρτον , διαιρουμεν τδ γινόμενον το:ν μέσων διά του 
γνωστού άκρου, η τδ μινδμενον τών δυο axpcov διά του 
γνωστού μέσου , χα.9·’ οσον ο δρος , τδν οποίον £ητου- 
μεν είναι εκ'των άκρων, η εκ το:ν μέσων.

Ούτως έστω η αναλογία 1 8 '2 4  I * 72 · Χ·
25
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χ =

’Επειδή δε έχομεν ι 8 χ χ =  2 4 X 7 2 , προκύπτει 
2 4X 72

18
=  90.

νίΙστε μάς 5iiet 18 : 24  ·! 7 2 :  9 6 .
§. 2 1 0 - Κάποτε τά δυο μέσα της αναλογίας 

είναι αναμεταξύ των ίσα, κα$·ως εις την ακολουθ-αν,
9 :  1 2 : :  1 2 :  ιό .

’Η αναλογία καλείται τότε συνεχής αναλογία.
βΐς ταύτην δε την περίστασιν το' ^ινομενεν των 

δυο μέσων είναι ίσον με' το' «τρά^ωνον ε’νός αυτών, 
καί επομένως τό τετράγωνον είναι ίσον με το' νινόμενον 
των άκρων. Λοιπόν έ'ν των μέσων εχει τιμήν την τε­
τραγωνικήν ρίζαν του γινομένου το;ν άκρων.

-Έστω π. χ. η αναλογία 5 θ : χ Χ χ : 8  , δντος χ  
του μέσου αγνώστου όρου συνεχούς τινός αναλογίας. 
*Κχομεν δε'

χ 2=  50X 8 =  4 0 0 ,
έκ του οποίου ε’ξά^ομεν χ =  1 / 4 0 0  =  2 4 - 
Καί διά τούτο 50  : 2 0  .*: 2 0  : 8 -

Έ ν ysvii, έστω η αναλογία α ; χ  * I χ : β, εκ της
οποίας Προκύπτει χ * =  X S αΧ|3. Αυτή η" τιμή του χ  
καλείται μέση ανάλογος μεταξύ δυο άριθ-μων.

§► 2 1 1 . * Α λ λ α ι  ι δ ι ό τ η τ ε ς .  Πολλαπλασια- 
ζομένων, η διαρουμένων των δυο προίτων όρων, ή 
των δύο τελευταίων διά τού ίδιου άριθ-μου, η αναλονία 
δεν άλλοιούται. .·

Τω οντι, ό λό^ος των δύο πρωτων όρων, η εκεί­
νος των δύο τελευταίων είναι (άρι3·μ. 2 0 1 ) κλασματι­
κός τις άρι-9-μός , καί ηξεύρομεν οτι πολλαπλασιάζοντας 
η διαιρούτες τούς δύο όρους τού κλάσματος διά του 
τδίου apiS-μθυ, δεν αλλά:τόμεV την τιμήν του.
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ΙΙαρομοιώς πολλαπλασιαζομενιον η διαιρούμενων 
των δύο ηγουμένων, και «ολλαπλασιαζομενιων η διαι- 
ρουμενοον των δυο επόμενων δι ενός και του ίδιον 
άρι-9-μου , η αναλογία δεν χαλάται. Κπειδη διά ταύτης 
της μετάμορφώσεως , πολλαπλασιάζομεν εις τον αυτόν 
καιρόν εν των άκρων και έν των μέσων , η εν των 
μέσων, και εν των άκρο^ν δια τον ίδιου άριθ-μου. 
Λοιπον τό γινόμενον των άκρων με'νει πάντοτε ίσον με 
έκεινο των μέσων. 'Οθ-εν κατά τό αντίστροφον της 
θεμελιώδους ίδιότητος, αυτή είναι συν-9-ηκη ικανό, 
ώστε οι τε’σσαρες αριθμοί νά ηναι άναλογοι.

Δυνάμε.ό-α , ώς εις την Ίσοδια^οράν % νά μεταλ- 
λά^ωμεν την 5-εσιν των άκρων της αναλογίας εις εκεί­
νην των μέσων, η νά 3-έσωμεν τά άκρα εις την S-εσιν 
των μέσων , χωρίς η αναλογία νά πσαύτ) από τον νά 
υπάρχω μεταξύ των τεσσάρων αριθμών.

II. χ. εκ της αναλογίας 3 0 : 1 2 / .  75 : 25
εςάγομεν διαδοχικούς.

1 Αλλαττοντες τα ακρα . 2 5 :1 2  ; I 7 5 :3 6
2 ύν' ’Λλλάττοντες τά με^α * . 3 6 :  7 5 /  1 2 ; 25
' Ιον.  ’ » ' \ / . 3 Αντεισαμοντες τα μέσα εις

την 3-εσιν των άκρων. 1 2 : 3 6 : 1 2 5 : 7 5

Ο σταθερός λο^ος είναι διαφορετικός οοστο μίαν 
αναλογίαν εις άλλην* ούτως ο λόμος είναι 3 ίίς την 

25 12
τρω τήν, —  εις την δεύτε ραν , εις την τρίτην,

— η — εις Τ/»ν Τετάρτην ‘ οαο>ς ο τι διά τούτο έκαστη 
30 * * ‘
τω
τα

>ν αναλογίων δεν υπάρχει, επειδή μετά τάς τοιαυ- 
ς μεταβολάς είναι φανερόν/ ότι το' γινόμενον των

άκρων μενει πάντοτε ίσον με εκείνο των μέσων.
25 *
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S . Κ. 01 περισσότεροι συγγραφείς της γεωμε­
τρίας σημειόν',υσιν υπό της ονομασίας Εναλλάξ και Αν­
τίστροφον , τάς διαφόρους μετα λλα γά ς , τάς όποιας 
έκαμαν επ\ των ορών μ'.ας αναλογίας,

ΑΙ τροπαι, at τινες συνισταντο/ι εις το νά πολ­
λαπλασιάσουν η να διαιρέσουν τούς όρους, καλούνται 
τροπαι του πολλαπλασίαζεtv η διαιρεΤν.

, Λ ί ακολουθ-οι ιδιότητες είναι ευχρηστότατοι εις 
την Γεωμετρίαν, και απαιτουσιν ο’λην την -προσοχήν 
των αρχαρίων.

ξ. 2 1 2 . Π ρ ώ τ η .  Ε ις κχ$·εαναλογίαν το' αθρόι­
σμα η η διαφορά των δυο πρώτων όρων περιεχεται εις 
τον δεύτερον όρον, κα5-ο;ς το' άθροισμα η η διαφορά 
των δυο άλλιον όρων περιεχεται εις τον τέταρτον.

Ου'τιος η άναλο^ι'α 7 2 : 2 4 1 1 4 5 :  15 
^'νεται, όταν προσ9-$'σωμεν 72  +  2 4 : 2 4 ; ’.45 + 1 5 : 1 5 
και, όταν άφαιρεσωμεν . 72— 2 4 ·2 4 .* 145 ~  15:15»
αναλογία, την όποιαν δυνάμε·?·α ευκόλως νά βεβαιιό- 
σωμεν * Λλλά διά νά δώσοψεν λό^ον ταύτης της ιδιό- 
τητος με τρόπον γενικόν, παρατηρούμεν, οτι αυξανό­
μενου , η ελαττουμενου έκαστου ηγουμένου άτ.ό τον 
επόμενόν του, αυξάνεται η ελατ^ούται κατά μονάδα 
έκαστος των δύο λόγων * και επειδή ούτοι οι λό^οι 
ησαν ίσοι πρότερον , με’νουσιν ?σοι και μετά την αύξη- 
σιν και μετά την ελάττ&σιν.

Από την αναλογίαν 7 2 + 2 4  : 24  ί 14 5 + 1 5  : 15 
( +  προφερεται πλέον η μεΐον) εξαγομΐν , αλλάττοντες 
τούς μεσαίους άπο' ^-έσιν (άρι·$·μ. 2 1 1)

7 2 + 2 4  * .4 5 + 1 5 ;: 24 :15.  
α’λλ’ εχ^μεν ηδη 72  : 24 .* I 45  : 15* 
η . . . .  72  : 45 :: 24 : 15.
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Λοιπόν επειδή δυο λόροι Ισοι ρε ενα τρίτον είναι εζ 
ανάγκης ίσοι αναμεταξύ τους , προκύπτει άκόρη 

7 2 ± 2 4  : 4 5 ± 1 5  : :  75 : 45 
η . . . 72Hh^4 : 72 ; :  4 5 ± 1 5  : 45.

Δυνάρε3·α λοιπόν νά είπωρεν ουτοος ? ότι εις 
κά-Se αναλογίαν τό άθ-ροισρα , η η διαφορά των δυο 
πρώτων όρο:ν περιεχεται είς τον προ>τον όρον, καθ-ώς 
τό άθροισμα η η* διαφορά των δυο άλλων opcov περι- 
εχεται είς τον τρίτον * εκφρασις , την οποίαν ευκόλως 
a'vvoupiv , καί ρε μόνον τάς λεξεις πλέον η ρεΤον.

§. 2 1 4 · Δ ε υ τ έ ρ α .  Κίς κά-9-ε αναλογίαν το 
ά-5-ρθ'.σμα η η διαφορά των ηρουρένων περιέχεται είς 
τό α3·ροισρα η είς τ/]ν διαφοράν των επορενων, οος 
είς οποιοσδήποτε των η^ουρενων περιέχεται είς τον 
επόρενόν του.

’Άς επαναλά|3ο:ρεν την ανωτέρω αναλογίαν.
72  : 2 4 : :  45* 1 5 #

καί ας άλλάξοψεν  την 5εσιν των ρε'σοη/·* ε’ντευ3·εν 
λαμβάνομεν

7 2 : 4 5 : : 2 4 : ΐ 5 .
Ηδη εφαρρό^οντες είς ταότην την αναλογίαν t;jV 

ιδιότητα του ανιοτέρω αρι3·ρου εχορεν,
7 2 ± 4 5  : 45 2 4 ± 1 5  : ι 5*

η άλλάττοντες άπό -9-εσιν τους ρεσαίους,
7 5 ± 4 5 :  2 4 ± 1 5  : :  45 : 15 η : I 72 : 24·

Αυτή η αναλογία εκφρα ζορένη είς την κοινήν 
γλώσσαν καί συ^κρινορε'νη ρε την αναλογίαν 
72 : 2 4 .*: 4 5 : 15 μάς άγει είς την εκφρασ-δ-εισαν ιδιό­
τητα.

’Καν είς την αναλογίαν 7 2 + 4 5 :2 4 + 1 5 :  : 4 5 :15 
£εωρησωρεν τά άνω σηρεία , καί ύστερον τά κάτω , 
εξάγομιν διαδοχικώς ,
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7 2 - f  4£>: 24 + 1 5 : : 4 5 :  1 5 >
72— 45 : 24— 15 : ; 4 5  : 15 , 

κα: ζ'ξ αίτιας του κοινού Xoyou ,
7 2 + 4 5  : 2 4 + 1 5 : 1 7 2 — 4 5 : 2 4 — 15 . 

η αλλάττοντες την -9-εσιν των μέσων,
7 2 + 4 5 : 7 2 — 4 5 : :  2 4 + 1 5  : 2 4 — 15* 

τουτεστιν, εις κά·9·ε αναλογίαν το άθ-ροισμα των ηγου­
μένων περιεχεται εις την διαφοράν των , ως το ot-S-pot- 
σμα των ε'πομένων περιεχεται εις την διαφοράν των, 

§ 2 1 4 - Σ ν  v s irs c o u  τ α υ τ η ς  τ η ς  ι δ ι ό τ η-
τος.  1 °ν· Έστω σειράτις άρι-9-μων α, β , γ , 5 , ε , 
ζ·, η , 5-, ι ,  κ . . . . . σχηματι£όντ<ων άνά δύο λό­
γους ’ίσους ώστε νά εχωμεν ,

α : ]3 : :  y : <5: : ζ·.’ : η : $ 1 : t : *-
Xsyco , οτι εις ταύτην την σειράν των Γσων λόμων, το 
ά-9-ροισμα όλων των ηνουμενων α ,  y ,  ε , η , ι . , . 
περιεχεται εις το ά-9-ροισμα των επόμενων β ,  δ , ζ , 
9-, κ . . . ιος είς οποιοσδήποτε των η^ουμε'νων περί- 
έχεται είς τον επόμενον του,

Τώ  οντι οι δύο πρώτοι Xoyot α : β : :  γ : δ δι'δου- 
σιν ε ̂ αίτιας της άνωτερω ιδότητος α+ y : |3+ό ' :y  : δ * 
αλλ επειδή εχομεν και
. . . α : β : :  ε : £, επεται οτι α+ y  : (3+δ:: ε : ζ1.

Κα'ι ε’φαρμόξοντες εις ταυτην την νεαν αναλο­
γίαν την αυτήν ιδιότητα εχομεν ,

a + y + ε  : /3 + δ + ζ1:: ε : ζ  
α λ λ  εχομεν προσέτι ε : ζ:ι η : -9-, 
λοιπόν . , a + y + ε + η  : β -f δ + ζ + 5  :: η:5·*
και διά τούτο a + y + ε + η + ι  : β + δ + ζ + -9 + κ  :: η:3·* 
και ούτως ε^είςης , ο'ποΐος και αν είναι ό αριθμός των 
ίσων λόμων.

* Ϋ * VΓ-στω το κλάσμα Β „—  ίσον 
1 2

\το εκν
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λάβωμεν το άθροισμα τών α’ριΑ-μητων, και 'το το;ν 
παρονομαστών των δυο κλασμάτων, το' νεον προκυ-

πτον κλάσμα —  .S-ελει είναι Γσον με έκαστον των προ- 

τεθ-έντων κλασμάτων.
Τ ~ ν  * , ί  8ω οντι η ισοτης —  = :— ανεται εις την ανα- 

* 12 3
λόγιάν 8 : 12 :: 2 : 3. Λοιπον εφαρμόζοντας την ανώ­
τερο) ιδιότητα, εχομεν

8 +  2 : 12 +  3 :: 8 : ί -2 :: 2 : 3.
. , 8 + 2  8 2λοιπον --------— —  =  — .

1 2 + 3  12 3
Τί3·«λεν ακολουθήσει το' αυτο,εάν$λαμβάναμεντην 

διαφοράν των αριθμητών , κα'ι την των παρονομαστών.
Αί τροπάι , αί οποιαι ά^αφε'ρονται εις τάς ανώ­

τερο) ιδιότητας καλούνται εις την Γεωμετρίαν τροπαι· 
του προσθ-ε+ειν και τροπαι του αφαιρεΤν.

§. 215 . Τ ρ ί τ η .  ’Καν εχωμεν αριθμόν τινά 
αναλογίων, και , άφ ου τάς S-εαωμεν την μιαν υπο 
την άλλην, τάς πολλαπλασιάσωμεν κατά τάξιν , τα 
^αμβανόμενα γινόμενα -9-ελουν είναι εις αναλογίαν. 

Έστωσαν π, χ . αι τρεΐς αναλομιαι 
3 : 8 :: 12 : 32
7 : 15 :: 28 : 6ο

40 : 1 2  :: 50 : 15.
F-πεται εκ του ορισμού των, ότι ίύνανται νά 

τε^ωσιν υπο την μορφήν
3 12
8 32
7 _28

1 5 “ 6 ο 
40 50
ί 2 ~  15
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*Av πολλαπλασιάσωμεν τάς ισότητας μέλος επι 
με'λος, -9-ελουν προκόψει ανα^χαιως μινόμενα Γσα. 
Ά λ λ ’ εκτελουντες την εργασίαν κατά τον κανόνα τον 
πολλαπλασιασμού των κλασμάτων (ορα αρι·$·μ. 5 6 ) 
£ χομεν ,

3 X7 X 4 0  1 2 X 2 8 X 50
8 Χ 1 5 χ  1 2  ~ 3 2 χ 0 0 Χ ΐ 5 *

Λοιπόν 3 X7 X 4 0  : 8X 1 5 X 1 2  :: 1 2 χ 2 8 χ 5 0 :  
3 2 X 0 0 X 1 5 ·  η ε’κτελουντες τάς πράξεις 840 : 1 4 4 0 :: 
1 6 8 0 0 : 2 8 8 0 0 » αναλογία, την όποιαν μ’ ευκολίαν 
δυνάμε·$·α vex |3ε·3αι<ωσο>μεν * επειδή διαιρουντες τους 
δυο τελευταίους ορούς δια του 1 0 0 » και μετά ταυτα 
διά του 2  ευρ'σκομεν

840 : 144Ρ :: 8 4 0 : 1440,
αναλογία φανερά (η οποία καλείται αναλονι'α ταυτο- 
σημαντος).

Σ . Κ. ΙΊρεττεε να παρατηρήσουμεν ότι, χατά 
την φυσιν των πράξεων, τάς οποίας εκτελεσαμεν, ο 
σταθερός λόμος της ανωτε'ρω αναλογίας, τουτε'στι

8 40  γ *  \ \  / ~  ̂ «—----- , είναι, ίσος με το νινομεν ον των τριών στα^-ε-
1440
ρών λομων των δεδομένων αναλογιών. Ούτως οι τρεις 
σταθεροί λό^οι με το νά ηναι, χα3·ώς δυνάμε-9^. νά
: Λ 3 7 10 ν , 210
ρεμαιω3·ωμεν, — , , έχουν μινομενον, »

η , είςαλειφοντες τον κοινόν παράγοντα 30  εις τούς

δόο ορούς, —  , είςα^ομενον εις το οποίον το κλάσμα 
JL ^

— δόναται  νά ά χ ^  διά της ε’χ^λιψεως του κοι­

νού παράγοντος 1 2 0 .
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γ 1 t rw %Ουτος ο λοχος -—·, όςτις -προέρχεται εκ του

π-λλαπλασιασμου πολλών άλλων λόχων, καλείται 
άπό τους αρι^-αητι/.ους, λόχος σύνθετος.

ί ΐ  πράςις , διά της οποίας χινεται η ανωτέρω 
ΐδιότης, καλείται πρα£ις του συν^-ετειν.

§. 2 1 6 . Σ υ ν έ π ε ι α ι  τ α ό τ η ς  τ η ς  ΐ δ ι ό -
τ η τ ο ς .  ΐ ' ν· "Οταν τεασαρες αριθμοί ήναι ανάλο­
γοι, τά τετράχωνα , οι κύβοι, και ε’νχενει at ομοιαι 
δυνάμεις αυτών είναι παρομοίως άνάλοχοι.

Διά νά τό άποδει^ωμεν, αρκεί να παρατηρησω- 
μεν,  ότι εάν η αναλοχιά ηθ-ελε χραφθ-η υφ’ εαυτην 
ενα Τινά αριθμόν φορών, ηθώλαμεν ενχει σειράν ανα- 
λοχιών, αι οπο~αι πολλαπλασιαζομεναι κατά τάίςιν, 
δι'δουσι χινόμενα ανάλοχα κατά την ανωτε’ρω ιδιό­
τητα.

2 &ν' Άντιστρόφως, όταν τέσσαρες άρι3·μοι η ναι 
άνάλοχοι, αι τετραχωνικαι ρι'ζαι και. κυ]3ικαι, αι τε’-' 
ταρται κ. τ. λ. των τοιουτων αριθ-μών είναι άνάλοχοι,

*Κστω η άναλοχιά a : β :: χ : δ η —  =  -

α
Κ πει δη οι δυο λόχοι - ,

'  β
είναι ίσοι, αι τε*

τραχωνικαι ριζαι τ<ων τοιουτων λόχων είναι και αυται 

ισαι, και εχομεν

Αλλά διά νά ε’ξάξωμεν την τετραχωνικην ρίζαν 
ε'νο'ς κλάσματος, πρε'πει (άριθ-μ 1QO) νά εξάίςωμεν 
την τετραχωνικην ρόζαν του αριθμητού, και εκείνην

του παρονομαστου, και διά τούτο εχομεν =
β



9
ι / « Λοιπόν
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~ - ^ Z .  ί
Ϋ  β /<$

Ο συλλογισμός sjvai ο αυτός και ίιά  τάς κυ« 
βικάς ρίζας , η όι’ οποιασόηποτε βαθμόν ρίζας , κατά 
ταυτην την ysvanv αρχήν ότι ,,όιά νά εξάξωμεν ρίζαν 
τινά ο’ποιουίήποτε βα3·μον ενός κλάσματος, πρεπει 
να εςαξωμεν rrv 
παρονομαστου,“

ρίζαν του αριθμητού και την του

§, 217. Π α ρ αττη ρη σ ι ς. . "Οταν οΐ αριθμόι 
«»  β> ό ,  ^ ν  ηναι τελεία τετράγωνα, at ποσό­
τητες, ^ α ,  ^ β . ,  ^  y , ^  ̂  είναι αριθμοί άλογοι, 
και ή ανω αναλογία υπάρχει ακόμη μεταξύ ασυμμετρών 
αριθμών * τουτεστι θεωρούμεν λόγους μεταξύ ασυμ­
μετρών ποσοτήτων * λόγους, τους'οποίους επρεπε όιά 
τον αυτόν λόγον νά τους στοχασθώμεν οός αλόγους 
και τώρα ζήτουμεν νά μάθωμεν , εάν ηναι όυνατόν 
νά εφαρμοσοψεν εις τάς αναλογίας του τοιουτου εΓ­
όους ολας τάς ιδιότητας, τάς όποιας πρότερον εσυ- 
στήσαμεν.

'Η άπόκρισις είναι καταφατικό, ε’άν άνακαλε- 
σωμεν εις την μνήμην μας τά όσα εΓπομεν (εις τον 
αριθμόν Ι φο) *  όη  άλογός τις α’ριθμός όυναται νά 
θεωρη^Ηϊ ώς Γσος με ακριβό κλασματικόν αριθμόν μη 
όιαφεροντα του ίείομενου αριθμού, ειμη κατά ποσό­
τητα τόσον μικράν, ώστε νά μη προξεν$ κανέν α’ξιο- 
θεώρητον σφάλμα ίιά  την παράβλεψΓν της ♦ και τότε 
θεωρούμεν τους συσταθε'ντας λόγους μεταξύ των συμ­
μετρικών αριθμών, είσαγομένων άνη των αλόγων πο· 
σοτ'όνων.
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'Όσον δε δια τους λόγους μεταξύ κλάσμάτόκων 
ακριβών αρι-9-μων , ρε ευκολίαν ^νωρι’ζομεν κατά τον 
κανόνα της διαιρεσεως των κλασμάτων, οτι ίυνά- 
με3α νά αντεισάξωμεν δι αυτούς λόγους ακέραιων 
αρι3μών.

Π » Λ  /  * *  3  \  \ ) t  f c V τ  %. χ . ο λονος των — προς — επειοη είναι το 
7 11

πηλικον της ίιαιρεσεως τω ν—  δια —  , είναι ίσον
7 11

/ ’ ο „ „  \  \ 3 1 ί * χ 3 3  , \ \ Λ λ
(αρισμ. 59) ρε — X — η ρ$ — , τουτεστι ρε τον λο- 

7 5 55
/■ον του 33 προς 35.

ΤΤ I 1 <\ » « . 7  I 1^ * »παρομοίως ο λο^ος tcov —  προς —— είναι ίσος

\ Τ Λ \ \ Λί ~ . /  \ \ / \  Vρε - χ -  η ρε τονλο^ον του Ι ο ί  προς το 120. Uu-

τως όλαι αΐ ιδιότητες των αναλογίων είναι αλη3είς, 
οποίοι καί άν ηναι οι αρι3μοί επί των ο ποιων συλλο*
γιζόμε3· α.

§. β. Ι ί ε ρ ί  τ η ς  Μ ε  3-ο' 5 ου tcov τ ρ ι ώ ν ,  κ α ί  
π ε ρ ί  τ ω ν  μ ε 3  ό ί  ω ν τ ω ν  α π ’ α υ τ ή ς  ε ξ α ρ -

το:  μ ε ν ω V.

Ι ί ε ρ ί  τ η ς  Μ ε 3 ό $ ο υ  τ ώ ν  τρι ουν.

§. 218. Ε ις την άρι3μητιζην Οιδ'ουσι το ονορα 
Μ $3ο£ος των τριών, εις την πραίςιν , ίιά  της οποίας 
οο·3εντων τριών όρων μιας αναλογίας, προσδιορίζομε
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ttjv τιμήν του αγνώστου ορού. Έκ3·εσαμεν (άρι-9-μ. 
2 0 Q) τον τρόπον του προσδιορόξειν τον τέταρτον τού­
τον όρον. Ο υτως διά νά λυσωμεν ξητημά τι ε’ξαρτώμε- 
νον εχ της μεθόδου των τριών, πρέπει νά σχηματι- 
σωμεν την αναλογίαν , την οποίαν μας, δίδει η έκφρα- 
σις του ζητήματος. Τά ακόλουθα παραδείγματα θέ­
λουν διασαφήσει το πράγμα*

ί ί ρ ω τ ο ν  π α ρ ά δ ε ι μ μ α . ^  Ζητείται η τιμή  
384 χιλιόγραμμων μιας πραγματείας, υποτιθεμένου, 
οτι 25 χιλιόγραμμα της ίδιάς πραγματείας τιμωνται 
μέ όοΟ̂ 'Ρ*

Λ ν α λ υ α ι ς  τ ο υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς .  Κπειδη 
2 5 /Α  άξι'ζουσι 650??· εΤναι φανερόν, οτι 2 , 3 ,.  4 ·*·* 
φορ αΐς τόσα χιλιόγραμμα πρέπει νά αξίζωσι 2  , 3  , 
4  . .  · φοραΐς περισσότερον. Ούτως υπάρχει εξ ανάμκης 
άναλομιά μεταξύ των δυο αριθμών των χιλιόγραμμων 
χαι της τιμής των.

Λοιπόν εάν σημειώσωμεν διά χ  την άμνωστον 
τιμήν των 384*ίλ· * S-έλομεν εχει την άναλομκχν * 
25Χ,λ· : 384Χίλ· :: 65ο??· : χ .

Έ κ  της όποιας (άρι-9-μ. 209) Χ=
384X 050

25
2 4 9 6 ΟΟ , , r  , >
...... ........-=9 9 8 4 » τοντεστι 9 9 8 4  φρανκα etVcct 71 τιΡ*

25
των 384 Χιλιόγραμμων.

Σ . Κ. Κΐς τούτο τό παράδειγμα, ε’δυνάμε^α νά 
καταστησωμεν απλουστέραν την πράξιν, παρατηρουν- 
τες ότι ot δυο ηγούμενοι τη; ανωτέρω αναλογίάς είναι 
διαιρετοί διά του 25* δυνάμε5·α λοιπόν (αρι5·μ. 2 1 ΐ )  
νά έξαλειψωμεν τον χοινόν τούτον παράμοντα, και ού­
τως 3-ελομεν έχει.
1 : 384  : ·* ^ 6 : χ ,  καϊ διά τούτο £ = 5 8 4 X 2 6 = 9 9 8 4 ·
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Οσάκις παρρησιάξεται αυτή η ευκολία ίε'ν 7tpa- 
πει νά την αμελωμεν.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  ’Ρ,πληρωσέτις 
7 4 3 λ<̂ ·· ΐ 5 τολ· 8*°ν· διά 4 3 °’?· 57W?· 4 ia*' ενός τίνος 
τεχνηματος, Ζητείται ποσον πρέπει να πληροοσ/] όιά ,

__Jt ~ 1 ~ /
Ί Ί 0 ? '  S '00' 8™*· του αυτου τεχνηματος.

Κίναι φανερόν , on  υπάρχει ακόμη αναλογία με­
ταξύ των δυο κλασματικών αρι-9-μων των όρνυιων, 
και μεταίςυ της τιμής t c o V Ouo αρισ-μων.

*Κστω λοιπόν χ  η ζητούμενη τιμή · όθ-εν εχομεν 
την αναλογίαν
43°?* 5 παί. ι <ΪΛΧ. :7 7 ^ ' 3Λο* 8*α*· : :  743λι^  ι 5 τολ·

- 8* Γ : χ·
Δυνάμε-3-a κατά τούς συστα-9-έντας κανόνας του 

υπολογισμού των συμμιγών αρΐ-9-μων, νά σχηματόσω- 
μεν τό ^ινο'μενον το~ν όύο μέσων, και να όιαιρεσωμεν 
τό γινόμενον διά τού γνωστού άκρου * αλλά συντέμνο- 
μεν επαισθ-ητιος το'ν υπολογισμόν , άγοντες τους δίο 
πρώτους όρους , οίτινες εκφράξου σι μονάόας της ίόίας 
φύσεως, εές τάς υποόιαφεσεις τού πλέον μικρού εί­
δους , τό οποίον οι όνο apiS-μοϊ περιεχουσι, όηλαόη 
εις οακτύλους , και ουτω λαμβάνομεν την νεαν ανα- 
αναλογίαν,
3100*·: 5588*· : :  744λί/3·> ΐ 5 τολ· 8 ^ ν· :χ .

Ή  εξαλ:ιφοντες τον -κοινόν παράγοντα 4 των ύυ0 
πρώτων opcov,

790 : 15Q7 : :  7 4 3 λ· 15Τ· 8^·: χ.
Ούτιος εχομεν νά έκτελέσωμεν πολλασιασμον 

συμμιγούς αριθμού όι’ ά'/.ζραιον , και να όιαιρεσωμεν 
το προκύπτον γινόμενον δι άλλου  ακέραιου αριΔμου * 
η όποια πραξις είναι ευ’κολωτέρα.

Κατά πρώτον τό γινόμενον των 743λί *̂ ΐ5 '7θλ· 
8ίην· /π ι 13(J7 είναι ίσον με 1039005λί'*3· 6'7θλ· 4"ηι/·
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Διαιρούντες τούτο το yrvόμενον διά 7  9 0  svpi. 
σκομεν τέλος πάντων πηλίκου 1315λί '̂ 5 σολ' 5 ^ v· 
306  * 1 6 3  
7 9 0  395

Τούτο το παράδειγμα είναι το μόν:ν, το οποίον 
προτείνομεν επί των συμεώ ν αριθμών, επειδή μετά 
την σύστασήν τον νέου συ στρατός των βαρέων καί 
μέτρων, εχομεν νά ,θεθ>ρήσΦμεν αναλογίας μεταξύ 
ακεραίων ά ι̂δμών , η μεταξύ κλασματικών δεκαδικ&ϊν 
α'ριθμιον. Αρκεί νά μη λητμονύσωμεν, οτι εις τα πα­
ραδείγματα τούτου του είδους είναι εν γίνει πλέον 
ευκολον νά αξωμεν τους δύο πρώτους όρους της ανα­
λογίας (οί οποίοι είναι πάντοτε της ίδιας ρύσεως) 
είς μονάδας της πλέον μικροτε'ρας ύποοιαιρεσεως , τ>'ν 
οποίαν περιέχουν οι δυο αριθμοί.

Τ ρ ί τ ο ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  Έχρε ιάσθησαν ν.μ έ- 
ραι 2 0  είς 135 ανθρώπους διά νά κάμουν μίαν τινά 
εργασίαν. Ζητείται πο'σαι ημεραι χρειάζονται είς 300  
ανθρώπους , διά νά κάμουν την αυτήν εργασίαν ;

Αν άλ \ » σ ι ς .  ’Καν αριθμός τις ώλθ-ρώποον χρει*
• / y Λ Λ '· > * « » / * *  rαζεται 20 ημέρας οια να καμ?) εν ερμον, είναι φα­
νερόν, οτι είς αριθμός άνθριόπων 2 , 5 ,  4  ■ . · 
ραΐς μεγαλύτερος, πρεπει νά δαπανήσ^ 2 , 3» 4  · * ·
<ροραΐς ολιμωτερον καιρόν» θεωρούμενων όλων των 
άλλων εξ ίσου. Λοιπο'ν τόσαις αοραίς ό πρώτος αριθ­
μός των* 135 ανθρώπων περιεχεται είς το'ν δεύτε-

_ __  ‘ ~  » ,  >ρον 500*  οσαΐς ^οραις ο αριθμός των αναγκαίων ημε­
ρών εις τον δεύτερον αριθμόν των άνθμώπϊον , τουτέ- 
στιν ο ζητούμενος χ  θελει περιέχεται είς το'ν αριθμόν 
των αναγκαίων ημερών είς το'ν πρώτον αριθμόν τών 
ανθρώπων.

Ούτως εχομεν την αναλογίαν. I3 5 x>$,i 3 0 0 αν̂ ·::
* ο0ημ.
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Καί -9-έτοντες τά μέσα εις την θ-έσιν τών άκρων,
όιά νά έχω μεν το χ  τελευταιον όρον 300 : 135 : : 20 : χ.
. - , , , 135X 30 3700εκ της οποίας συνανομεν χ  = ---- ----  = — — ^

300 300
(όυνάμε-9-α νά εζαλεέψωμεν από την άναλονιαν 

10ν· τον χ ο tv ον παράγοντα των δυο πρώτων όριον , ός
r  χ „ „ bv. χ χ >τις ε:ναι το 15* 2 τον κοινον παρανοντα 20 των 

δυο η/ουμένων, oWr$ σννάγομεν την άναλονιαν ι : 
9 : :  ι : χ η χ= 9 )·

§. 2 1 Q. Ι Ι α ρ α τ ή ρ η σ ί ς  π ε ρ ί  τ ω ν  ευ­
θ έ ω ν  χα 'ί ά ν τ ι π ε π ο ν θ - ο τ ω ν  λ  ό μ co ν.

Κόώ πρέπει νά όιατρέψωσι πολύ οι αρχάριοι, ί<ά 
νά καταλάβουν ονομασίας τινάς , τάς οποίας οι Μα­
θηματικοί μεταχειρίζονται πολλάκις.

Έν γ ίν ε ι , τα ζητήματα τα οποία έζαρτο:νται 
άπο απλήν μέθ-οοον τών Tpicov , περικλειουσιν εις την 
εκφρασίντων τέοτταρας αριθ-μους , εκ των οποίων οI 
δύο είναι ένός είδους , και οι Wo άλλοι άλλου είόους , 
εκ των οποίων δ ένας είναι ο άγνωστος αριθμός * προσ­
έτι έκαστος ορος του δευτέρου είόους συνόεεται όιά 
της έκφράσεως με ένα των όρων του προίτου εί'όους. 

Ούτως εις τό ανωτέρω πρώτον παράδειγμα ούο 
εσσάρων άριθ-μών έκφράζουσι βάρος , ενώ οι όύο 

άλλοι εκοράζουσι τάς αμοιβαίας τιμάς του βάρους. 
Η τιμή του πρώτου βάρους λοιπόν είναι προσκολλη'* 
μένη μέ τούτο τό βάρος, και όύναται όι αυτόν τόν 
λόγον να ονομασ-^ή όρος του δεύτερον εί'όους αντικει­
μένου εις τό πρώτον βάρος * Παρομοίως η τιμή του 
όευτέρου βάρους είναι ο' ορος του όευτέρου εί'όους, αν­
τικειμένου εις τό όεύτερον βάρος.

• Κίς τό δεύτερον παράδειγμα, όύο τών τεσσάρων 
αριθμών εκοράζουσι μήκη, κα'ι οΐ ούο άλλοι είναι ακόμη

των τεσσα
V
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at τιμαί Των μηκών.* 'Εκαστη των δύο τιμών καλείται 
όρος του δευτέρου είδους, άντικειμενος είς το' εκτιμώ- 
μενον μήκος διά ταύτης της τιμής.

Τ έλος πάντων εις το τρίτον παράδειγμα ·9·εωρου- 
μεν δύο αριθμούς ανθρώπων, καί δύο αριθμούς ήμε­
ρων , τάς ο'ποίας μετεχειρίσ-9·η δ άριΒ-μδς ούτος t &jV 
άν3·ρώπων διά νά xapfl εν ερ^ον ’ ό 6ε άριΒ-μος τών 
ημερών , τάς οποίας μετεχειρισ.9·η ο πρώτος αρι3·μος 
των αν-^ριοπων καλείται ο άντικειμενος εις τούτον τον 
αριθμόν των ανθρώπων' καί ό δεύτερος aprS-μός των 
ήμερων καλείται άντικειμενος εις το'ν δεύτερον αριθμόν 
το~ν αν5ρο>πων.

Τούτου τ$$-εντος, λέμεται ότι-υπάρχει ευθ-εία 
σχεσις μεταξύ των δύο αριθμών του πρώτου είδους, 
καί των αριθμών του δευτέρου, η οτι οι δύο αριθμοί 
του πρώτου είδους είναι κατ’ ευθείαν ανάλογοι με τούς 
αντικειμενουςτων του δεύτερου, όταν εΤς Των api-S·· 
ρω·ν του πρώτου είδους, καί ο* άντικειμενος τού δεύ­
τερον είδους μέλλουν νά σχηματίσωσι τούς δύο γ,γου- 
μένους της αναλογίας , ένω ο' άλλος όρος του πρώτου 
είδους , καί ό άντικειμενος τού δευτέρου είδους μέλ- 
λουν νά σχηματίσωσι τους δύο επομένους* τουτέστιν 
όταν εις όρος του πρώτου εΓάους, καί ό άντικειμενος 
του δευτέρου μέλλουν νά σχηματίσωσιν εν άκρον καί 
εν μέσον εις την αναλογίαν, καί όταν ο άλλος όρος 
του πρώτου είδους καί ό α’τικείμενός του, μέλλουν 
να σχηματίσουν εν μέσον κα'ι εν άκρον.

Κξ εναντίας 3-ίΧομεν εχει άντιπεπον^υίαν σχέσιν 
μεταξύ των τεσσάρων αριθμών, η οι δυο όροι τού 
πρώτου είδους καλούνται άμοί]3αιώς η αντιστροφως 
ανάλογοι είς τούς αντικειμενους των, όταν είς των όρων 
τού πρώτου είδους καί ό άντικειμενος του μέλλουν να 
σχηματίσουν τά δύο μέσα.
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τριών
Επαναλαμβάνοντες τάς αναλογίας των ανωτέρω 

ων παραδειγμάτων , με ευκολίαν βλε'πομεν, οτι 
εις τας δυο προίτας υπάρχει ευθ-εΐα σχεσις μεταξύ των 
τεσσάρων αρι-9-μων , τουτεστι τά δύο βάρη η τά δύο 
μ η'/η είναι κατ ευ-9-είαν ανάλογα με τάς δύο τιμάς. 
Ά λλα  εις την τρίτην υπάρχει άντιπεπονθ-υία σχεσις, 
η οί δύο αριθμοί των ανθ-ρωπων είναι αντιστροφως 
η αμοιβαίως ανάλογοι με τους δύο αρι-3-μούς των 
ήμερων.

Επομένως yj άνάλυσις ενός προβλήματος μάς κά- 
μνει πάντοτε να ^νοορίσοψεν , εάν υπάρχω εύ-9-εια η 
άντιπεπονθ-υΐα σχεσις * αρκεί νά τΐξεύρωμεν , εάν ενός 
μεγ$·$·ονς τον πρώτου είδους αυξανόμενου η ελαττον- 
με'νον , το αντί κείμενόν του αυξάνει η ελαττουται, η 
εάν εξ εναντίας ενός με^εθ-ους του πρώτου είδους αυ­
ξανόμενου η ελαττουμενου , το' αντικείμενόν του πρέ­
πει νά ελαττουται η νά αυξάνεται.

Ε ις την προ'την περίστασιν εχομεν ευ^-εΐαν* σχε- 
σιν, η οί δύο αριθμοί του πρώτου είδους είναι κατ ευ- 
3-εΐαν ανάλογοι είς τους άντικειμενους των.

Ε ις την δευ τέραν εχομεν αντιπεπονθ-υίαν σχεσιν, 
τουτεστιν οί δύο αρι-3-μοί του πρώτου είδους είναι αμοι­
βαίους ανάλογοι είς τους άντικειμενους tcov. Λε^εται 
προσέτι είς την πρώτην περίστασιν , οτι έκαστον με- 
γε.3·ος του πρώτου είδους είναι είς ευθ-υν λό^ον του 
αντικείμενου του, καί είς την δευτεραν, οτι είναι είς 
άντιπεπονθ-ότα Χογον του αντικείμενου του.

Π. χ. Ή  τιμή' μιας πραγματείας είναι είς ευ-9-ύν 
λο^ον του άρι-9-μοΰ των μονάδων ταύτης της πραγμα­
τείας, επειδή οσας περισσοτε’ρας μονάδας εχει αύτη 
η πραγματεία, τδσον περισσότερόν πρεπει να πληρώ- 
σωμεν διά τον άρι-9-μδν των μονάδιοντης* εξ εναντίας 
ο άρι3·μο'ς των αναγκαίων η’μερων είς αριθ-μδν τινά αν-

20
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5ρωπων όιά νά κάμωσιν εν ζργον y είναι εις άντιτε- 
πονθ-ότα λά^ον τον api-9-μου των ανθρώπων , επειόη 
οσον περισσότεροι aV-S-ρωποι κάμνουσι το αυτό' ερμον, 
τόσον ολι^άτεραι ησεραι χρειάζονται.

§. 2 20. Λ υτάς τάς διαφόρους γράφεις συχνοί 
μεταχειρίζονται οι Μ αθηματικοί' ούτως ομιλούντες 
δια δύο κλάσματα, τά οποία εχουσι τον αυτόν παρο­
νομαστήν , Χεμ'.υσιν , οτι αυτά -είναι εις ευ5υν λό- 
^ον των αρΐ·5·μητ&)ν των ‘ και όνο κλάσματα, τα οποία 
έχουν τόν αυτο'ν αρι·3·μκιτην, είναι εις άντιπεπονθ·ότα 
λόγον των παρανομαστούν tcov.

Διά νά ε^ημησωμεν ταυτας τάς δύο εκφράσεις,
 ̂ 7

άς θ-εωρόσωμεν κατά πρώτον τα δύο κλάσματα — ,

i 1 ,
— , τά οποία Ιχουσι τόν αυτόν παρονομαστήν.

7 1 ί
Έ χομεν φανερά TyjV άναλομιάν —- :  ̂ -  : :  7 ‘ 11,

ίίς τόν ο’ποιαν ό δεύτερος λόγος είναι ο πριυτος, του 
©ποιου οι δυο όροι επολλαπλασιάσθ-ησαν επί 12.

7 . ,
*Ηάτ) το' κλάσμα — και ο αριθ-μητός 7 , ός τις

»ις αυτό άνταποκρινεται, σχχματιζονσι τους δύο ύγον-

μένους, ενο3 το' κλάσμα — > και ο αριθμητός 11 ο
12

βίς αυτό άνταποκρινόμενος σχηματίζουσι τους δύο επό­
μενους ’ ούτως τά δύο κλάσματα είναι κατ ευ-9-υνλό- 
γον ανάλογα του αριθμητού των.

15 15 *
Εστωσαν τώρα τά κλάσματα — , —-  , τα ο«·

23 30
ποια rxouat τόν αυτο'ν οφι5·μητκίν. *Εχομεν κατά πρώ-



Τ ίϊ  Ν Τ Γ ί  Ω Ν. 403

1 5 1 5  1 1 \ t f
τον την αναλονιαν — : ■  :: — : — , «ις την οποίαν 

23 36 23 30
ο δεύτερος λογάς εινat ο πρώτος, του οποίον οι δυο 
όροι εδιαιρε'-ί-ησαν διά του I 5.

Λλλ εάν πολλαπλασιάσωμεν τους δυο ορούς 
του άντερου λόγου ταύτης της αναλογίας ε’πι 2 3 χ 3 0 , 
ευρισκομεν μετά την αναμω^ην

16 15 , * . Ν
— :— :: 30 : 23.
23 36

ν \ ** / 16 ,Ηδη το πρώτον κλάσμά -— κα'ι ο παρονομαστής
23 ν

του 23 σχηματίζουν τά άκρα μι ας άναλομι'ας , της
15

οποίας το δεύτερον κλάσμά και ο παρονομαστής 36
36

σχηματίζουν τά μέσα , και διά τούτο τά δυο κλάσμα­
τα ει’νατ αμοιβαίας ανάλογα εις τούς παρονομαστάς 
τω ν, η αυτά ε:ναι εις αντιπεπον-9-ότα λο^ον των παρ­
ονομαστών των.

ΕΓδομεν άκδμη (άρι^μ* 4 2) > άτι τδ κ\άσμα εί­
ναι τόσον μεμαλητερον, όσον ο αρι-9-μητης του εΓναι 
μεμαλητερος, του παρονομαστου μένοντας πάντοτε 
του auVou * και ότι εξ ε’ναντιάς αυτδ είναι τόσον μι­
κρότερου, οσον ο παρονομαστής του είναι μεμαλητερος, 
του apt-9-μητου μένοντας πάντοτε του αυτού.

Έστοχάσθ-ημεν καλόν νά εκταν3·ώμεν όλιμον πε­
ρισσότερόν εις ταύτας τάς αρχας , επειδή επαρατηρη-
1 V » Λ t ' * ' * » ~ » ~σαμεν, οτι η νεολαία Οια την αγνοιαν αυτών απατα- 
ται συχνά εις την λύσιν των ζητημάτων, oVa απο­
βλέπουν τάς αναλογίας.

§. 221. Είναι σννηθ-εια, δταν S-ε'λωμεν νά 
λύσωμεν κανεν ζητημα ε’̂ αρτώμενον εκ της μεθόδου ^

26  *
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των τριών, να βάλλο;μεν εις τον τελ;νταΤον όρο» 
Τη ς  αναλογίας τον άγνωστον ορον

Διά νά γινν| πληρης αυτή η συν.9·ηκη ά.οχόζομεν 
νά ^ρά'ρωμεν το'ν Xoyον των όύο ορών του είδους, 6 
ε?ς των οποίων παριστάνει την άγνωστον* μετά ταυτα 
αφ ο6 ννωρισωμεν όιά της αναλύσεως του προ]βλήμα­
τος , άν η σχεσις μεταξύ των τεσσάρων α ρ ιδ ώ ν  εί­
ναι ευ·9·:ια η άντιπεπον$·υΤα, -9-ετομ.ν τον άλλον λό- 
yov εις τά αριστερά τούτου , εις τρόπον <ωστε ό όρος 
του οποίου -τό χ  εΓναι ο' αντικ · ιμενος , νά είναι ο' πρώ­
τος μεσαίος, η ο' πρώτος των άκρων, κα9·ώς η σχε- 
σις είναι ευθεία η πλαμία (όρα αρι.9·μ. 2Κ))·

Τ έ τ α ρ τ ο ν  π α ρ ά ό ε ι ^ μ α .  Γπο9·ετομεν, ότι 
45 ερμάται έκαμαν 280 μέτρα οίκοόομης , και ζητεί­
ται ποσον 76 ερ/άται θέλουν κάμει απο' τό αυτό' 
ερμον εις τον αυτόν καιρόν.

νΚστω χ ο ζητούμενος αριθμός των μέτρων. Γρά- 
(ρομεν κατά πρώτον τον λόμον 280 : χ ’ μετά ταυτα 
παρατηρουμεν , ότι όσον περισσότεροι άν3·ρο:ποι είναι, 
τόσον περισσότερον spyov κάμν. υσιν. Η σχεσις λοι­
πόν είναι ευθεία*, λοιπόν επειόη χ  είναι επόμενος η 
ακρος, ο αντικειμενος του 70 πρεπει νά ηναι ό 
πριοτος επόμενος, η τό πρώτον άκρον , και ούτως, 
εχο μ εν  46 : 70 :: 280 : χ ,  έκτης όποιας εχομεν 

280X 70
)C = ---------- ’ .~ 4 7 2 μ5Τ’ > 89» μειον 0 ,01 .

46
Π ε μ π τ ο ν  π α ρ ά ό ε ι μ μ α .  Δό αποσκευήν 

πλοίου ευρισκονται μόνον 20 ημερών ζωοτροφιαι, ε'ν 
ώ πρεπει τό πλοιον νά μειν^ εις την θ-άλασσαν 35 
ημέρας. Ζητείται πόσον πρεπει νά ολιμοστευ^ τό σι- 
τηρεσιον έκαστου άν-S-pώπου την ημέραν.

Α ν ά λ υ σ ι ς .  "Κστω 1 το' σιτηρεσιον ε'κάστου 
ανθρώπου , και χ  εκείνο , τό οποίον πρε'πει νά του <5ο-
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5·̂ ) διά την άναρχην, εις τ/ιν o’ποιαν ευρίσκει αι η 
αποσκευή. Κιναι φανερόν, οτς.το νεον σιτηρε'σιον 
πρέπει νά ηναι τοσον μικρότερου σχετικούς προς το 
π ρ ιο τ ον, οσον ο αριθμός. των ήμερων, εις τάς οποίας 
το πλοΤονμενει εις την θ-άλασσαν, είναι με^αλητερος. 
Ούτως τά δυο σιτηρέσια είναι εις αντιπεπον-9-ότα λό- 
yov των δύο αριθμών των ήμερων. Λοιπόν, εάν Αε- 
σωμεν τον λόμον . . . .  1 : χ ,  ο άριΑμός 35 , του 
οποίου το' χ  είναι ο αντικείμενος , πρέπει νά σχηματί­
σω το' πρώτον αχρον , επειδή χ είναι τδ δεύτερον , και 
^ράφομεν ούτως-

35 : 20 :: ι  : χ
α * °  4Ο-σεν χ  =  —  =  —

35 7
— * τουτεστι το σιτηρεσιον

συνήθους σιτη-εκάστου πρεπει νά φερθ-β εις —- του 

ρεσίου.
" Α λ λ η  λ ύ σ ι ς .  Δ υνάμ:αα νά φ^άσωμεν εις 

το' αυτό' εξαγόμενον χωρίς την συνδρομήν των ανα­
λογίων , και μ ενα τρόπον πλέον απλουστερον.

"Ας δεχθαομεν προς το' παρόν, οτι υπάρχει έν 
μόνον ταχτικόν σιτηρεσιον δι έκαστον, διά νά εξακο­
λουθώ Τ° ταξείδιον διά 35 ημέρας * το σιτηρε'σιον ·3·έ·

λει ευ'ρεθ-η εις —  διά κά-3-ε ημέραν του κοινού σιτη- 
^  ο

ρεσίου * άλλ’ επειδή κατά την εκφρασιν εχομεν 20 
σιτηρέσια διά καθ-ενα, επ^ται, ότι τό παρόν σιτηρε-

' ι Τ 1 -Λ 20 / 4·σιον έκαστου 5-ελει είναι —  χ  20 ^ — > τουτεστι —
35 35 7

του κοινού σιτηρεσίου.
§. 22 2· Μ ε $■ ο δ ο ς τ ω ν  τ ρ ι ώ ν  σ ύ ν θ ε ­

τ ο ς .  Έ ω ς 3δω ελύσαμεν ζητήματα, των οποίων *
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εχφρασις ε’περαλειε τεάσαρας μόνον άριθ-ροός. *Ιδού 
τώρα άλλα πλεον συρπεπλεμρεν%.

ν Ε κ  τ ο ν  π α ρ ά δ έ ι μ ρ α .  20 ερμάται δαπανάει 
18 ηρερας, διά νά κάμουν 500  ρετρά έρμου. Ζητεί* 
ται εί? τίόσας ηρε'ρας 7 6  ερμάται 3*ελουν /-άρει 1205  
ρετρά του αυτοί» spy ον.

Α ν ά λ υ σ ι ς .  Κίς αυτήν την εκφρααιν $s»pou- 
pev τους λόγους, τουτεστι τον λόγον των δυο αρι9·- 
ρων τιον ερμάτων, ε’κεινον τών δυο άρι3ρων των 
ημερών, και τον λόγον των δυο έρμων. *Λλλά διά νά 
ευκάλυνωρεν τδ ζητηρα, και νά ά^ωρεν αντδ εις τά 
προηγούμενα ξητηρατα, ύπα3·ετορ$ν κατά πρώτον, 
ότι το ερμον , το ο'ποιον 3·ελει μενει Γάτους δυο αριθ­
μούς των εργατών, είναι τδ ίδιον και ίσον ρέ το 
πρώτον 500  μίτρα * τότε τδ ζητημα τρέπεται είς το' 
άκόλου-9-ον * 20 ε'ρμάται δαπανώτι 18 η'μερας διά να 
κάμουν 500  μέτρα ενδς ε*ρμου. Πόσας ημέρας γ ε ­
λούν ρεταχειρισθ-η 76  ερμάται διά νά κάμουν τδ αυ­
τό ερμον;

Έδώ εχορεν άντιπεπονθ-ότα λόμον μεταξύ των 
άρι^μων των ερμάτων , και μεταξύ τών άρθρων των 
ήμερων. Ούτω σηρειόνοντες διά χ  , οχι τον £ητουμε- 
νον άρι-S-pov των ήμερων κατά την πρώτην Ικιρρα- 
civ, άλλα τον ^ητούρενον κατά την νεαν εκφρασιν, 
εχορεν την άναλομίαν . . . . 7 6 : 2 0 ::  18 : χ .......... (1 )*

Δυνάρε^α νά εξάξωμεν εκ τ αυτής της άναλο- 
μόας την τιρην του χ ,  αλλά τούτο είναι ανώφελες* 
αρκεί μόνον νά συλλομισθ’ώρεν επι του χ ,  ώς νά ητον 
γνωστόν εκ ταυτης της άναλομίας. Παρατηρουρεν 
τώρα, ότι χ ,  ρε τδ νά ηναι ο* άριθ-ρδς τών ηρερών 
τών άναμκαιών εις 76 ερμάτας διά νά κάρουν τά 500  
μέτρα άλλο ,δ.εν λείπει, .εϊρη νά μνωρίσωρεν πόσαι
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ημε'ραι χρειάζονται εις αυτούς διά νά κάμουν τα 1205 
ρετρά.

Τώρα ο apt-S-μ.ος των εργατών με το νά ηναι ο 
αυτός, όσον περισσότερον εργ'.ν εχομεν % τόσον ιιερισ- 
σοτερας ημ5ρας θ  ελομεν * βαχ τούτο υπάρχει ευ-9-εΐα 
σχεσις * χα'ι εάν σημειώσωμεν διά χ’ (χ  πρώτον η 
τονουμενον) τον αριθμόν των ζητούμενο» y μερών, 
(το όποιον θελει είναι η άγνωστος της ίτρώτης εγ.<ρρή­
σεως), εχομεν τον νεαν αναλογίαν,

5 0 0 : 1205 : :  χ :  χ ' ................ ( 2)
(5 0 0  και χ  σχηρατιζουσιν άκρον και μέσον , επειδή 
η σχεσις είναι ευθεία) * ΙΙολλαπλασιάξοντες τώρα 
όρον επ\ όρον τάς δύο αναλογίας ( ΐ )  χα'ι ( 2) λαμβά- 
νορεν (άρι.9·ρ. 21ο)

7 0 X 5 0 0 : 2 0 X 1 2 6 5  : :  ΐ 8 Χ χ : χ Χ χ ' .
II εξαλει^οντες τον κοινον παράγοντα χ  άδοτους 

cuo όρους,
7 0 χ 5 0 0 : 2 0 Χ 1205 : : 18 : χ'.

. , , 20X 1205X 18  . 187 *
Λθΐπονχ = -------------------- - = l l Y)i·1·-----η Ι2 η μ ε-

7 ό χ 5 ο ο  190
ρας σχεδόν.

"Ας ελ^ωμεν τώρα εις παράδειγμα πλέον σύν­
θετον.

' Έ β δ ο μ ο ν  πα ρ ά δ ε ι γ μ α .  600 άνθρωποι 
εργαζόμενοι 1 2  ώρας χα^’ ημέραν ε’δαπάνησαν 5 7  ^μό­
ρας είς το νά σ/χψωσιν εν αυλάχιον \ 800 ρετρών ρη­
χούς , 7  πλάτους χαι 5  βά-9-ους. Ζητείται εις πάσας 
ημέρας 8 ύθ άνθρωποι εργαζόμενοι 1 0  ώρας την 
κάθε ημέραν, θώλόυν σκάψει άλλο αυλάχιον 2 9 0 0  
μέτρων ρηχούς, 1 2  πλάτους χα'ι 5 βάθους, εις ^ην 
3  φοραις πλέον δύσκολοι παρά την πρώτην ;
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’Ιδού ο πινα^του υπολογισμού, του ο'ποιδυ επειτα
&ε!^ορεν δώσει την εςηχησιν.

8 6 θανί· 500*ν<ί- :: 5 7 η^ : χ η>· . . . . • ( ο
ΙΟ^Ρ* 12"τ?- :: χ * χ ................

Ι8 0 0 ^ ετ- 2goo>{rr- :: χ'
tr

* χ ...............
^ 7Γλ. Ι 2 πλ· :: χ" : X ................ ■ (4)

5β“*· :: χ" : X · - * . • (δ)
|<Τχληρ 3  σχληρ. :: / " Wtt ·*■

: χ  η X  . • (6).
8 f)OXiOXl 8 0 0 X 7 X 3 X 1  
Χ3 . . 57 : X  · · ♦ τ · .

5O0X12X2QO0X12X5
.................................. 5 )

ν  5 0 0 X 1 2 X 2 9 0 0 X 1 2 X 5 X 3 X 5 7
Χ = ----- :-------- ------------------------- =  549ηΜ* :

δ ό ο χ ι  ο χ  1800X 7X 3X 1
οπού

_51_
301*

Ά ν ά λ υ σ ι ς .  Διαχρίνομεν είς την ανωτέρω εχ- 
φρασιν δύο αρχικά μέρη- -ο πρώτον orepcexec τουςαριδ'- 
μούς 5 0 0 °'^ ·, 1 2 " ? - ,  57'^*,  l 800^S7« W · , 7^·πλ·, 
3 τχλ* t , τδ δεύτερον 800, 10» χ , 2 9 0 0 , 1 2 ,
5 ,  3 (επειδή η γτ, είναι 3 φοραις πλέον δύσκολη εις 
το νά σκαφ-9-fl παρά Τ7]ν πρώτην , δυνάμε5α νά παρρη- 
σιάσωμεν την σκληρότητα της πρώτης ^ης διά 1 , και 
εκείνην της δευτέρας δια 3 , ως εδω φαίνεται).

Προσε'τι εσημειώσαμεν διά X  τον αρι3·μδν των 
ζητούμενων ήμερων.

Τούτου τε3·εντος , άς υπο3·εσωρεν κατά πρώτον, 
οτί τδ ερ ’̂ον , τδ οποίον πρεπει νά ^εν^ απδ τους δυο 
αριθμούς των ερχατιον, είναι τδ αυτδ, και προσέτι ότι 
τδσον δ εις άρι3·μδς, οσον και ο άλλος των εργατών 
νά εργάζωνται τον αυτδν αρι-9-μον των copcovxa-S· ημέραν.

Επειδή εις ταυτην την περίστασιν, όσον περισ­
σότεροι εργάται είναι διά να καρουν αυτδ τδ ερ^ον, το- 
σον ολ^ωτερας η'μερας-9-ελουσι, διά τούτο υπάρχει εδώ
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σχεσις αντιπεπον3·υΐα μεταξύ των δύο αριθμών των 
ήμερων. Ουτω σημειόνοντες διά χ  τον αριθμόν τον 
avajaaiov των πρωρών εις τους 86ο  ερ^άτας διά νά 
σκάφωσι το -τρωτόν αυλάκιον , το κα-9·’ ημέραν ερ^ον 
από |2  ώρας ως εκείνο των 5 0 0 ,εργατών, λαμ3ά- 
νομεν την αναλογίαν ( ΐ ) ,  εις την οποίαν 800  καώ το 
αντικείμενου του χ  σχηματίσου σι τα δύο άκρα.

Τιόρα εαν οΐ 800  άνθρωποι αντί να ερμασ3·ωσι 
12 ώρας, εργάζονται μόνον ίο  οόρας, άναμκαίω; 
η-δ-ελαν δαπανήσει περισσοτε'ρας ημέρας , διά νά ε’κτε- 
λεσωσιτό αυτό εργον. Ουτω παρατηοούντες τους δυο 
αριθμούς των ωρωντης κα9· ημέραν ε’ρχασίας, επειδή 
ύπάρχουσιν όλι^ωταραι copai ε^μασίας, χρειάζονται 
περισσότεραι ημεραι, εχομεν ακόμη ανππεπον-3·υΐαν 
σχεσιν μεταξύ των δυο apiS-μών των ήμερων Ι2*ν· 
και 10*ν· , και τιον δυο αριθμών χ ,  χ ' ,  και ούτως 
εχομεν την αναλογίαν................( 2 ) , εις την οποί­
αν τό 10 και τό αντικείμενου ταυ χ ' σχήματίζουσι τά 
άκρα.

Δυνάμεθ-α πολλαπλασιάζοντας τάς δύο αναλο­
γίας ( ΐ ) και (2 )  την μίαν ε’πί την άλλην, καί

Παρατηρουντες, δη  ό όρος χ  εξαλείφεται ως 
κοινός παράγων των δύο τελευταίων οροον της νέας 
άναλομιας, δυνάμε-9-ανά προσδιορίσωμεν την τιμήν του 
χ  , η οποία εκφράξει τάς αναγκαίας ημέρας εις του'ς 
800  εργάτας, εργαζόμενους άπό 10 ώρας την ημέ­
ραν, διά νά σκάψωσι το' πρώτον αυλάκι ον, αλλα 
τούτο είναι ανώφελες, και άρκει νά $·εωρησωμεν το 
χ ' ως νά η τον γνωστόν.

ΑΛς μεταβάλωμεν τώρα τό μήκος τού αυλακιού, 
φυλάττοντεςτου τό .αυτό πλάτος, βο&ος και σκληρό­
τητα της ^ης.
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Τώρα εάν το αύλάκιον εχη περισσότερον μήκος., 
όλων τών άλλων μενόντων των αυτών, χρειάζονται 
αναχκαιώς περισσότεραι ημέραι ύια το σκάψιμον. 
Ούτως εχομεν σχεσιν ευθείαν μεταξύ τιονύύο άρι-3-μων 
1 8 0 0 , 2 9 0 0 * καί χ' , χ" (η χ δεύτερον) εκφράζουν 
τον α’ρ'5μον των,, ήμερων των αντικείμενων εις tq μή­
κος 2 9 0 0 . ’Κκ τούτου προκύπτει η αναλογία ( δ ) ,  
εις τ /jv οποίαν 2i)Q0 και χ '  σχηματίζουν μέσον καί 
ά/ρον.

Ήξακολουθ-ουντες τούς αυ’τούς συλλογισμούς σχε-( 
τικώς εις το' πλάτος και βάθ-ος, λαμβάνομεν τάς ?ού^ 
αναλογίας ( 4) κα'ι (5 ), εις τάς οποίας χ#” και χ"" (η 
χ  τρία και χ  τεσσαρα) εκφράζουσι τούς αριθμούς τών 
ήμερων, at οποίαι α’νταποκρινονται. εις τάς μεταβολάς 
του πλάτους και βάθους.

Τέλος πάντων, εάν παρατηρησωμεν την διαφοράν 
της σκληρότητος τω2 ύύο ραιο>ν , βλεπομεν, ότι υπάρ­
χει σχεσις ευ3·εΐα, καί συνάρομεν την αναλογίαν (6 ), 
τη ς  οποίας ο τελευτα ίος  ορος χ  η Λ ,  εχγραζει τον 
αριθ-μο'ν των ζητουμε’νοον ήμερων.

Πολλαπλασιάζοντες τώρα όρον επ'ι ορον τάς εξ 
συστα·9·$ισας ύιαύοχικως αναλοριάς και παρατηρουντες, 
οτι ολοι οι οροί χ ,  χ ,  X , X , χ  εξαλείφονται ως 
κοινοί παράγοντες εις τον οεύτερον ηγούμενον και εις 
τον δεύτερον επο’μενον της νε’ας αναλοριάς , λαμβανο- 
μεν την αναλοριαν ( 7 ) ,  εκ της οποίας εξαρεται η τ ι­
μή τού X ,  η οποία, εκτελουμενης πάσης άναριορης ,
ν , „ < 5 1
ανεται εις 5 4 0 ^ ·  — ·

371
Ου'τως ο άρι-9-μος Των ζητούμενων ημερών είναι 

349  *ίμεραι σχεδόν.
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Σ  Ιί. Ά ς  έν-δ-υμηδ-ώμεν o r:, όταν φ3·άσωμεν
, ,  ν  5 0 0 Χ 12X 2Q 90X 12X 5X 3X 57εις την εκφρασιν Λ = --------------------------------------------r.

1 0 0 θ Χ ΐ Ο Χ ΐ 8 θ Ο χ 7 χ 3 Χ ΐ
πρεπει, πρίν εκτελεσωμεν όλους τους σημειωμένους 
πολλαπλάσιασμούς, νά ε^αλείψωμεν όλους τούς κοι­
νούς -παράγοντας , οι οποίοι μάς παόρησιάζονται τόσον 
είς τον αριθμητήν, όσον χαί είς τον παρονομαστήν.

Ούτω π. χ. άφ ού εκτελεσωμεν όλας τάς έ£α-
.  /. ' ν  5 X 4 X 5 9 X 5 x 5 7  * ,λειψεις συνσνομεν λ  ----------------------------- , η εκτε-

'  43X 7
. ~ ν ι » \ —r 105500  ^ 1
λουντες τον υπολονισμον, a  = -----------=  549 ------·

3 0 1  ^ 301
Τούτο το παράδειγμα, τό οποίον είναι το πλέον 

σύνθετον αφ οσα δύνανται νά προτε$·ώσιν, αρκεί διά 
νά δείξ^ είς τούς αρχαρίους το'ν δρόμον, τόν οποίον 
πρέπει νά ακολοuS-ησουν εις κά3·ε άλλο. λ

§. 2.23* Γ ε ν ι κ ή  π α ρ α τ η ρ η σ ι ς  π ε ρ ί ,  τ η ς  
μ ε θ ό δ ο υ  τ ώ ν τ ρ ι  ο?*ν. Ή  πραζις, διά της οποίας 
έπροσδιορίσαμεν τόν άγνωστον αριθμόν είς τά δύο 
άνωτέρο? ζητήματα, καλείται Μέσοδος σύνθετος των 
τριών, επειδή τώ ονη φ-9-άνομεν είς αναλογίαν, της 
όποιας ο πρώτος λόμος σχηματίζεται δια τού πολλα­
πλασιασμού όλων των περιεχομένων λό^ων είς την εκ- 
φρασιν , εκτός εκείνου είς τόν οποίον η* άγνωστος απο­
τελεί μέρος, καί ο οποίος είς τον αυτόν καιρόν σχημα­
τίζει τόν δεύτερον λόμον της αναλογίας.

Ά λλοτε εδιαιρούσαν ακόμη τάς μεθόδους των 
τριών είς μέθοδον των τριών απλήν καί ευ-9-είαν, είς 
μέθ-οδον των τριών άπλην καί αντίστροφον, είς μέθ·ο- 
όον τούν τριών σύνθετον , εύύ-είαν xfbu άνππεπονθ-υίαν 
είς τόν αυτόν καιρόν κ ,τ . λ. Ά λ λ ’ εσυμφώνησαν μετά 
ταύτα καί ε’παραίτησαν ταύτας τάς ονομασίας ως 
ανωφελείς είς την λύσιν των ζητημάτων.
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Ή  |χόνη -προσοχή , την οποίαν πρεπει να εχωρεί, 
3·ετοντ$ς υπ’ αλληλας τάς διαφόρους αναλογίας , των 
οποίων το yivopsvov 6ίδ$ι αναλογίαν εχουσαν άγνωστον 
όρον τόν ζητουρενον apiS-μόν, είναι να βεβαιωβ-ωμεν, 
εάν οι τεσσαρες αριθ-ροι, τους οποίους συ^/.ρινορεν , 
όιά κάθ-ε αναλογίαν είναι εις ευθείαν η εις άντιπεπον- 
•Sruav αναλογίαν, και νά γράφω μ εν ταυτην την ανα­
λογίαν, ώ ςπρεπει, κατά την παρατηρησιν του αριθ­
μού 21 9 ·

Προτεινορεν ενταύθα ίιά ^νρνασιν και τά ακό­
λουθα παραόει'^ρατα.

* O y £ o o v  π α ρ ά ό ε ι ^ ρ α *  15 εργάται εργαζό­
μενοι 1 0  ώρας την τη μέραν, ε’χρειάσ-^ησαν 18 η’ρε'ρας, όιά 
νά κάμουν 450  ρετρά- έργου. Ζητείται πόσοι εργάται 
χρειάζονται, εργαζόμενοι 1 2  ώρας την ηρεραν, διά 
νά κάρουν εις 8  ηρερας 4 8 0  ρετρά του ίδιου ερ^ου;
£άπόκρισις * χ ^ 3 0  αν·9-ρώπους^.

Έ ν ν α τ ο ν  παράδε ι γμα.  Χρειάζονται 1 2 0 0

μέτρα υφάσματος από
3 /  ̂ ^
— πλάτους, όιάνά ενδυ3·ωσι 500
4

9 7
άνθρωποι. Ζητείται πόσα μέτρα χρειάζονται από --

β
πλάτους, διά νά ενόυ-9-ώσιν g6o> 

άπόκρισις’ 32QiP*TP~.

Α εκατόν παράδε ι γμα.  ΕΤς ταχυόρόρος πε­
ρίπατων 15 ώρας την ημέραν διετρεζε 375 λε^ας εις 
2 0  ηρερας. Ζητείται πόσας ώρας ^ελει περιπατει την 
ηρεραν, διά νά κάρ·/) 4 0 0  λεγας εις 18 ηρερας ;

[άπόκρισις * 17 “V*
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Π ε ρ ί  τ η ς  Μ ε θ ό δ ο υ  τ ο υ  τ ό κ ο υ .

§· 224· Καλείται τάχος ε'νός ά-9-ροισρατ,ος, το 
κέρδος το οποίον προκύπτω εκ της δανεισεως του τοι- 
ουτου αθροίσματος εις εν διάστημα χρονου, Το ά-9-ροι- 
σρα , το οποίον 3-ετορεν, καλείται κεφάλαιον.

Ο τάχος ενός αθροίσματος εζαρταται από την 
ποσότητα του κεφαλαίου, από τον καιρόν, κα-9- ον 
ε(3αλ-9-η , καί απο την τιρην του τάκου.

Καλείται τιμή ο τάκος η το κέρδος των 100 φράγ­
κων Sc ενα χρόνον. Οΰτος ο τάκος εΓναι άπλη συρφω- 
via ρεταξυ του δανείζοντος καί δανειζορενου , ρ* ολον 
τούτο υπάρχει εις το ερπόριον η εις τους τραπεζίτας 
0pta, έκτος των οποίων ο τόκος δεν δυναται . νά 
υψωθεί, χωρίς νά ονομασθ^ παράνορος τάκος. Ο ανο- 
ροτοκιστης είναι εκείνος , όστις δανείζει τά αργύριά 
του περισσάτερον της συνει-^ισρενης τιρης.

II ρε-9-οδος του τάκου είναι μερική τις περίστασις 
της ρε·5·άδου των τριών, κα-5-ώς θ-ε'λορεν το ίδεί εις 
τα' άκόλου-9-a ζητηρατα.

II ρω τ ο ν  π α ρ ά  δ ε ι ^ ρ α .  Ζητείται ο τάκος 
ε'νός αθροίσματος 4500  φρά/κων διά 2' χρόνους καί

5 ρηνας, από Ί  φράγκα τά τον χρόνον, (ουτω συν-

ειθίζουν νά γραψουν οι ε
Ο , , Λ

ρποροι — αντί 100)·

η εκφρασις είναι 6 σύντομος τρόπος της ακολούθου.
100 φράγκα δίδ,υσιν 7 φράγκα τόκον τον χρό­

νον, πόσον ^-ελει προκόψει κατ’ αναλογίαν από αθ-ρόι- 
σρα 4500  φράγκων δεδορένων , η δανεισρενων δια 2 
χρόνους καί 5 ρηνας ;

’Α ν ά λ υ σ ι ς κ α ί  λ  υ σ t ς. Εφαρράζοντες εις 
τούτο τό ζητηρα τάς συσταθείσας ανωτέρω αρχας ,
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Χε γομεν \ οι τόκοι δυο κεφαλαίων 3-εμένων δια τον αυ­
τόν καιρόν είναι κατ* ευθεία ν Ανάλογοι των τοιουτων 
κεφα λ χιών* ούτως καλουντες χ  τον τόκον του κεφα­
λαίου /|500^Ρ», 3-εμενων δια ένα χρόνον, ·9·έλορεν 
έχει την ακόλουθον αναλογίαν.

1 0 0 :4 5 0 0 : :  7 : χ  . . . » ( ΐ ) .  Μετά ταυτα, 
οι τόκοι του ίδιου κεφαλαίου είναι κατ ευ-9-εΐαν ανάλο­
γοι των χρόνων, εις τους ο «ο ιούς ετέθ-ησαν. Λοιπόν 
εάν σηρειωσωρεν διά χ  τον τόκον των 4500^ - διά 2 
χ ρ ό ν ο υ ς  και 5 privac, η το'ν ζητουρενον τόκον, Ιχο-
ριεν ταυτην την νέαν αναλογίάν, 

χρ. χρ. /ίην.
1 : 1 5 : : χ ί Χ  . « · . (« )

λοιπόν, πολλαπλασιάζοντες ορον έπι ορον τάς αναλο­
γίας ( ι )  και (α) έχορεν

100 : 4500χ2ΧΡ· 5*ιην· :: 7 : X  
4500Χ2ΧΡ 6 ^ην Χ7

και διά τούτο X -= 318+ 2*5^ ·

315
2  ΧΡ·5/**

630
μΌΚ
4  · . . 105
1  . . . 2 6  25

7 6 1 ,  23

100
Και εκτελουντες την σηρει* 

ωρένην πρά^ιν διά 3 15χ2ΧΡ· 5^* 
κατά τον γ ι ο ε σ τ ο ν  κανόνα, και ο > ς  

εδω βλέπορεν, ευ'ριακορεν ε ξ  Α γ ό ­

μ ε ν ο υ  7(3 ΗΡ* και 25 εκατοστη­
μόρια» Ουσως ο ζητούμενος τόκος 
φ9-άνει εις 7 6 1 φράγκα, και 25 
εκατοστημόρια.

*Εστω ε ν  γ ε ν ε ι  κεφάλα:ον α' τεθ-ειμε’νον διά τινα 
χρόνον ε’κφρα^όρενον διά τ, προς ψτά 1 0 0  τόν χρόνον·

Συλλο^ιζομενα ως ανωτέρω 3-έ-^ iO O : a :: ψ :χ  
λορεν φτάσει εις τάς δυο αναλογίας\ ψ : τ :: χ  : X 
ε’κ, των όποιων έ ^ ο ρ ε ν  . .· , ( ιο ο :α Χ τ::ψ :Χ

* * * ~ ν  αΧτΧψ αψτ
και δια τούτο Λ = ---------- = ------ .

100 100
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Ουτος ο τύπος X =  περιεχει υττο άπλουστε»ιοο Γ
ραν μορφήν τον τρόπον του προσόιορμ,ειν -τον τοίχον 
ενός αθροίσματος 3-εμενου εις ενα Ttva χρόνον, καί 
κατάπνα τόκον.

Κΐς χοάνην γλώσσαν αυτός φανερόνει, ore πρεπει 
νά πολλαπλασιασιομεν τό ό^όομενον ά-5-ροισμα επι τον 
τόκον όι ενα χρόνον, μετά ταυτα επί του χρόνου, 
κα$- ον τό άθροισμα ε|3άλ·9-η, χαί νά όιαιοεσωμεν τό 
εξαγόμενον δ'.ά του 100- Κις ταυτην την πράίςιν συνι* 
στασαι η με^οόος του απλόν τόκου.

§. 225. Δυνάμεια νά φθ-ασωμεν εις αυτόν τον 
τύπον χωρίς την βοήθειαν των αναλογίων, καί όι 
ενός μέσου, τό όποιον sc vac ιοφελιμον νά ννωρίσωμεν.

Κπειόη 1 00 φράγκα όιόουσιν αριθμόν τινά φράμ- 
X63V σημειωμένων <5ίά ψ εις την μονάδα τον χρόνου η 
εις ενα χρόνον, είναι φανερόν, ore εν μόνον φρόγχον

πρεπει νά όωσγ) -—ρ  Λοιπόν εν άθροισμα όποιονόη-

- ' ψ . * </ / #ποτέ α θ-ελει ο ω σ ε ι-----Χα η ------- εις ενα χρονον
100 100 Γ

χαι τό αυτό άθροισμα ύστερον από τ χρόνους ·3·ελε&
, αψ «, αψτ

ο ω σ ε ι----- χ τ  η ------- ·
100 100

2 .  Κ. Τό κλάσμα , τό οποίον εκφράζε τον 
100

τόκον ε'νός φράγκου όι’ ενα χρόνον, παριστάνεται εις 
μερικάς περιστάσεις υπό απλουστατον τύπον.

*Κστω π. χ. ψ =  5, τό οποίον όηλοί ότι εν άθροι­
σμά ε’τ ε'3-n με 5 τά 100 τον χρόνον, επεται ότι 

ψ 5
1 0 0

1 „ Λ αψ a  \ Λ. ^— — · ο·9·εν —— =  —. Λοιπονρλεπομεν», 
100 20 100 20
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ore ο τόκος ενός κεφαλαιούχε 5 τά ΙΟΟ τόν χρόνον, 
είναι ?σος με το εικοστόν του κεφαλαίου*

„ „  * . , φ 10Ε,στω προσέτι ψ =  ί ο ,  προκύπτει ------= ----- ·
100 100

% αφ a  , , , , ,
λοιπον----- = —·,  τουτεστι ο τοκος ενός κεφαλαίου

100 10
δεμένου με' 10 τά 1 0 0 , είναι ίσος με τό δεκατον του 
κεφαλαίου,

Aeysrat εις την προότην περιστασιν, οτι τό κεφά- 
λαιον ετέ$τ) εις δηνάρια 2 ,0 , και εις την δευτεραν εις 
δηνάρια 10·

Τέλος πάντων λεγοντες , ότι ένας εβαλε τά χρή­
ματά του εις δηνάρια 4 0 * υποθ-ετομεν, ότι λαμ­
βάνει τόν χρόνον διά τόκον, 40 μέρος τον κεφα­
λαίου, η με άλλας λέξεις, ότι ό τόκος είναι από 2·£ 
τά  100 τόν χρόνον.

- * ϊ . β « _ = ± .  w , J ±
ΙΟΟ 200 40 100

Επειδή Ιχομεν

αΧ 2 ·5- a  - , ,
=■— ---- * =  — . Λυται at ονομασιαι συννιθ-ιςονται εις

100 10
το εμπόριον.

§. 2 2 6 . ΜερικαΤς φοραΤς η τιμά του τόκου δίδε­
ται όχι δά ενα χρόνον, άλλα 1 μηνα η διά 30 ημέ­
ρας * εις ταυτην την περιστασιν λαμβάνεται ό μην α>ς 
μονάς του χρόνου * άλλα ό τροπος της πράξεως είναιμονας του χρ 
πάντοτε ό αυτός.

υ τ ε ρ ο ν  Ϊ Ι α ρ ά δ ε ι ^ μ α .  Ζητειται ό τόκος 
ά^κων διά 31 δ ημέρας η 1 0  μήνας και 15

Δ  ε
5000  φράγκων

ημέρας άπό — τά 1 0 0  τόν κά-9-ε μήνα.
4

Otd)T
Κάμνοντες εις τόν τύπον Χ = = ^ -^ , a =  5 0 0 0 ,
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— 50 χ

1 , 3
— , και ψ =  —,
2 4

21 3 3150
— X —= -------
2 4 8

500 Χ 1/Η Χ ^
10Ο

393>7 5· Ουτα>> ο ζητού­

μενος τάχος είναι 3Q3 φράγκα, και 75 εκατοστήρόρια.

Τ ρ ί τ ο ν  π α ρ ά ό ε ι χ ρ α .  'Kv α-5-ροισρα άπο 
3750  φράχ/.α Ιδωκε 71 9 y ράγια  και 25 εκατοστημό­
ρια τόκον, ύστερον από 2 χρόνους και 6 ρηνας. Ζη­
τείται η τιρό του τόκου, όιά του οποίου ·τε$·ή το 
άθροισμά.

Συλλο'μιζόμενοι, κα-3-ως εις τό πρώτον παράδεί'/- 
μα  , φθ-οίνορεν εις <$υο ανα- (3750 : 100 :: 7 1 9ΐ: 25 : X

U - i r ,  , χ : χ '  .

03·εν εέά^ορεν 3 7 5 0 χ 2 ~ :  100 :: 719 3 25 : X
2 , «

. , ν  7 1 9 .2 5 X 1 0 0  71925
Λοιπον X = ------------- Γ—  = -------- = 7 , 0 7 2 *  τουτ-

3750X2^- 9575
τεστι ότι η τιρό του τόκου είναι 7'^°·, 6 7 , τα 100 τον
χρόνον, ρεΐον ενός εκατόστπροριου.

Δυναρε5·α να βεβαιοίσοψεν τούτο το εξα yoysvcv,. 
προσό-ορόξοντες τον τόκον του κεφαλαίου 3750  φράγ­
κα , όιά τό όιάστ-ημα 2 χρόναν και 6 ρηνων, απο 
7^Ρ·, 07 τα 100 τον χρόνον, ρ’ όλον τούτο είναι avay- 
*η διά περισσοτεραν ακρίβειαν να Χάβω μεν δια τον 
τόκον 7 , 0 7  2 ,  κα.9·ώς τό ελάβαμεν ανο>τερο\ -

♦ /-< — / «γ  ̂ \ \Ο τύπος Λ  = -----  είναι παρομοιιος ικανός να
100 ΓΓ

μας διδ% τούτον τον τόκον. Τώ όντι, αυτός ρας όιόει
ιο ο Χ

φανερά 100Χ  =  α Χ ψ Χ τ ,  εκ του οποίου ψ =  -------.
* Γ 7 α χ τ

2 7
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Τώρα εχομενα = 5 7 5 0 ,  τ =  2 Χ?·, 6^ \  Χ =  
719 , 25.

AoiifOV ψ =
71 Q25 71Q25

, ως κάι αvcore-
« / 3 7 5 0 X 2  j  9 5 7 6

ρω ευρηχαμεν.
%. 227» *»ν γενει ο τ υπος περιεχει τεσσαρας πο­

σότητας α , ψ, τ ,  και X , εχάστη τών οποίων όυναται 
νά λ»φ9·̂  ώς άγνωστος, όταν αι τρεις άλλαι είναι 
όεόομέναι. Είναι όε πάντοτε ευζολον νά προσ<5ισρί£ω- 
μεν εξ αυτών την άγνωστον ποσότητα.

Και όιά τούτο <5υνάμε3·α νά προτείνωρεντεσσαρα 
οΰσιώόη ζητήματα διαφορετικά , τών οποίων ιδού η |κ- 
φρασις. με' τά εξαγόμενα, τά οποία εις αυτά οΐνταπ- 
οχρίνονται.

Ι ον* Νά προσδιορίσωμεν τον τόχον ενός κεφα­
λαίου ύστερον από χαποιον καιρόν , σχετικώς εις ρίαν 
τινά τιμήν τον τόκου.

Έστο X ό ζητούμενος τόκος, εχορενΧ =
αψτ
100 *

(Τά δυο πρώτα παραδείγματα άναφερονται είς 
τούτο τό £ητημα.)

2°ν” Νά προσδιορίσωμεν την τιμήν του τόκου, 
εις την οποίαν εν άθροισμα πρεπει νά τε-9-fi, διά νά 
δώσ}) ύστερον από τινά καιρόν, άλλοτι άθροισμα. Ό

, r  , ΙΟΟΧ 
τύπος είναι ψ =  -------.

α9
(Τό τρίτον παράδειγμα α’ναφερεται εις τούτο τό 

£ότηρα.)
5°ν’ · Νά προσδιορίσωμεν τόν xatpov , εις τον 

όποιον ό&ροισμάτι πρέπει νάτε-3·^, διά νά δώστ* κα­
τά ρίαν τινά τιμήν γνωστήν , άλλοτι εσπίσης γνωστόν 
άθροισμα.
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frv t η /λ t  / iOOXΟ τύπος 3-ελει είναι rote r  r= ------- .

αΧψ
Αυτή η τιμή του τ πρεπει νάλο^αριάζεται εις μο­

νάδας του ίδιου είδους, ως εκειναι τάς οποίας μεταχει- 
ζομε$-α διά νά στερέιόσωμεν την τιμήν, τουτεστιν εις 
χρόνους, η εις μηκας.

4°"* Νά προσδιορίσωμεν το' κεφάλαιον, το' cV Τ­
ον πρεπει νά 3-εσωμεν εις γνωστόν καιρόν, διά νά δω- 
οχι κατά μιαν τινά τιμήν δεδομενην, άθροισμά τι παρ­
ομοίως γνωστόν.

Θε'λομεν Ιχει τον τύπον μ —
ιοοΧ
ψΧτ

Ίδου και άλλα παραδείγματα , $πΙ των οποίων 
δυνάμε-9-a νά ^υμνασ^ώμεν.

Τ ε  τ α  ρ το ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  ^(εφάλαιόντι .9>ε»

με'νου 27 μ^νας προς — τά 100 τδν μήνα, ίδωκε

1312^% 0 5 “ · διά τόκον. Ζητείται η τιμή του κεφα­
λαίου.
[άπδκρ. 9723ΨΡ·, 3 3 “ ]

Π ε μ π τ ο ν  Π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  *Α·9·ροισμάτι από 
7 4 0 0 ^ · |δω /|ν  εις 27 μήνας 852^% 5 0 “ · Ζητείται 
πόσον εν άλλο άθροισμα από 8500??· -9-ελει διόσει, 
με την ίδιαν τιμήν του τόκου, διά 43 μήνας, και ποια 
είναι η τιμή του τόκου.
[άπόκρ. 15939ίΝ 75*% και 5 t a  100 τόν χρόνον.]

Π ε ρ ί  τ ^ ς  μ ε θ ό δ ο υ  τ η ς  υ * φ α ι ρ ε σ ε ως .

§. 2 2 8 . Η υ’φαιρεσις άλλο δεν είναι, είμη ~ό 
ό,τι κατββάζομεν η κρατουμεν από την Τ6μην ενός 
γραμματίου , τό οποίον μ’ ολον ότι πρεπει να πληρω-

27 *
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ύστερον οκό τινα. καιρόν, θ-ελομεν νά πληρω·?·  ̂
πρό της διορίας τον-

Πρδς ά/,ριβη δε τούτου χατάληψιν , <χς υποδέσω- 
μεν οτι άνθρωπός τις ων χ,νριος^ραμματίου τίνος άπό 
3 0 0 0 ν?·, πληρωτέα· εις ενα χρόνον , παρρησιάζεται είς 
τραπεζιτών , διά νά τδ πληρω-S  ̂ με νφαίρεδιν. Ζητεί­
ται πόσον πρέπει να κράτησή ο τραπεζίτης, γ'ί τδ 
ά-9-ροισμα , τδ οποίον πρεπει να μέτρησή ηδη εις τον 
άνθρωπον. ’ΙΙζενρομεν περιπλεον, οτι η τιμή Του τό­

κον εϊνχί 6 τά 100.
’Α ν ά λ υ σ ι ς .  FJvai φανερό'ν , οτι ο άνθρωπος 

πρεπει νά XajB̂ j τοίρα άθροισμά τ ι, τδ οποίον ενωμε* 
νον με τον το'χοντου ύστερον άπδ ενα χρόνον, ysvva, 
3 0 0 0 ^ * , δηλαδη τη'ν συμποσουμίνην τιμήν τον γραμ­
ματίου.

Τ ώ ρα, επειδή 100 φράγκα δίδουν 6 φράγκα τό­
κον δι* ενα χρόνον, επεται ότι ιο θ  ν ράγια γίνονται 
εις ενα χρόνον 100 , περιεχομένου χα\ του κεσαλσιου, 
η, τδ οποίον εΓναι τδ αυτό, ^ραμμάτιόντι άπδ ιο 6  
φράγκα πληρωτέα μετά ενα χρόνον, ισοδυναμεί με 
100 φράγκα πληρονόμενα ηδη. Λοιπόν διά νά εύρωμεν 
την παρούσαν τιμήν του γραμματίου tojv SOOO φρά^- 
κων, άρκεΐ νά συστησωμεν την αναλογίάν . . .

1 0 0  : 1 0 0  :: 3000  :χ ,
και ο τέταρτος παριστάνει τδ άθροισμα, τδ οποίον ο 
τραπεζίτης πρεπει νά δωσγ{.

Δυνάμε-9-a νά εΓπωμεν άκο'μη * ε’άν διά ιο ό  φράγ­
κα , τά οποΐα πρεπει νά πληρω$·ωσι μετά ενα χρόνον , 
ο τρεπεζιτης xpaTjjj 6 φράγκα, πόσα διά 3 0 0 0  φράγκα 
πρεπει νά κρατησγ,; τουτεστι

106 · 6  :: 3000  : χ
και ο τέταρτος ορος εκφράζει τδ όσον δ τραπεζίτης 
κρατεί, η -Την του γραμματίου υφαιρεσιν.
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. . .  , « λ . 300000Η πρώτη αναλογία οιοει χ =  — —

X.C6C η OEUTfpa Χ =

06
18000

ιοό

2830<Pf\ i y ?*·
\

=  t όρψ?-, 8ιεχ·

ύ\ τιμή η παρούσα του γραμματίου είναι 3000^?·, 00. 
Λοιπόν 2830'^·* 19έ% ή ° τραπεζίτης πρέπει νά κρα,- 
τηση 10 9 '??·» 8 ΐ δχ·. Τω οντι, το κεφάλαιον 2830??*, 
19 *Χ· ε'νωμένον με' τον τόκον του ΐ6<)φί>'» 8 ΐ εχ· επα- 
ναδίδει 3 0 0 0 φΡ·, τό ολον του γραμματίου. Βλέπομεν 
περιπλέον εδω, on  at δύο πράζεις χρησιμενδνσιν αμοι- 
βαίως διά βεβαιωσιν.

"Ας σημειώσωμεν εν με’νει διά α τό όλον του 
γραμματίου, διά τ τον καιρόν, όσης μέλλει νά πέρα­
ση άεος εις την πληρωμήν του , κα': διά ψ τη'ν τιμήν 
του τόκου διά την μονάδα του χρόνου.

’Κπειδη 10 0 δίδουν | i'fP· εις την μονάδα του 
χρόνου, πρέπει νά δωσωσιν άθροισμα ψ χ τ  η ψτ ύστε­
ρον από τ καιρόν, και διά τούτο lOD-f-ψ^ εκφράζει 
εκείνο, τό οποίον γίνεται τ£ κεφαλαιον 1 0 0 ^? ύστε­
ρον απο τον καιρόν τ ,  περιεχομένου καί τού κεφα­
λαίου, το όποιον είναι τό αυτό, ως νά είπωμεν ότι 
ΐ00 -|-ψ τ πληρωτέα ύστερον άπό τόν καιρόν τ ,  ίσοδυ- 
ναμούσι με' 100 πληρονόμενα ηδη. Λοιπον διά νά εύ- 
ριομεν την παρούσχν τιμήν του γραμματίου α ,  πρέπει 
νά συστησωμεν την αναλογίαν ,

100α
100+ψ τ : 100 :: α : χ  * ο3·εν χ-^;---------τ λ λ , 0ο_μψτ

κα'ι δια να προσδιορισωμεν την υφαιρεσιν τού γραμμα­
τίου μράφομεν

α χ ψ τ . f
ΙΟΟΤγ'τ : ψτ :: α : χ ’ οπού χ = — ;---- —

100+ψ τ
εις κοινήν γλώσσαν, την παρούσαν τιμήν ενός ^ραμ-
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ματιού, λαμβάνομεν, πολλαπλασιάξοντες το' ολον τού* 
γραμματίου ε’πί 10Q , και διαιρούντες το γινόμενον δια' 
1 0 0 ,  αυξανόμενου από τον τόκον των ΙΟΟ̂ Ρ- Xoyct- 
ριασμ/νον ε’πι του καιρού, όσης μέλλει ν» διατρεχ.^ 
84>ς εις την διορίαν του.

Ευρίσκομεν την ίδιαν υ^αίρεσαν , η εκείνο , τό 
οποίαν $ κράτη ταμ εν , πολλαπλασιάξοντες το ολον του 
γραμματίου διά του τόκου των 1 0 0 ?Ρ» λογαριασμένου 
ί’πι του καιρού τ ,  και διαιρουντες το' μινόμενον διά 
του 1 0 0  αυ’ξανομενου από τον τόκον του επί τον Γόιον 
καιρόν.

’Εάν η πραξις ηναι op-9-η, τα δύο εξαγόμενον προσ- 
>3τόμενα αναμεταξύ τους, πρέπει να δώτωτι τό ολον 
τού γραμματίου.

Π ρ ώ τ ο ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  Ζητείται η παρούσα 
τιμή ε'νός γραμματίου άπο' 4850^?·, η οποία πρέπει νά

πληρω ^ 81? 13***ν —, υ’ποτι^εμένης της τιμής τού τό-

*ου προς j  τά 1 0 0  τον κά$·ε μήνα.

1 3
Εχαμεν α =  4 8 5 0 ,  r = 1 3 ^ x* j , ψ — —.

„ .  3 1 81
0 $ εν  ψ Χ ?= — Χ 1 3 — =  —  =  10 ,1*5 .

Υ 4 2  8
. , < , 1 0 0 . a

Λοιπον Ojtv^o? X =  —— — τρέπεται εις

X ==

1 1 0 +φ τ
4Κ5000 4 8 5 0 0 0 0 0 0  '

=  . . . 4 4 0 4 φ? »09 «χ.
110 .1*5  110125

Εχομεν παρομοίως εκ τού δευτέρου τύπου,
/  ° 4 8 5 0 X 1 0 ,1 *5 49» °<>£ 50 __ 445> 9 1

110 ,1*5  ^  1101*5  4 8 50 ,00
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§. 22Q. Ουτος όμως ο τρόπος του υφαιρειν δεν 
είναι εκείνος, τον όποιον μεταχειρίζονται οι τραπέζι* 
ται κα'ι οι έμποροι' ως επι το πλειστον υφ&ιρουν άπο

τόσον τά — το'ν χρόνον η τον μήνα * τουτεστι στ3-

ρεόνουσι μιαν τιμήν υ'φαιρεσεως κα$·ως εσυστησαν και 
τιμήν τόκου.

’'Ας άπαναλάβοψεν τό ανωτέρω παράδειγμα. 
Ζητείται να εκτελεσθ-^ η υφαιρεσις γραμματίου

4800^?*, τό όποιον μελλει νά πληρω$% εις 13^ην—
3 , Ο ^

προς — τ α — τον μήνα.
4 0

- Ά ν ά λ υ σ ι ς .  Επειδή κατά την εκφρασιν πρε'-
3

πει νά κρατησωμεν διά 100??·,—  τον μήνα, επεται,

' / r > \  1 , \ , 3 1 * 81
on δια ΐ 3 ^ ν·— πρεπει να κρατησωμεν — X 13*~η— , 

2 1 4 2 8
τουτεστιν , άγοντες εις δεκαδικά, 1 0 ^ ,  125€κ·· Ού­
τως δια νά μά·3·ο:μεν τι με'λλει νά κρατησω^εν επι των 
4850??·. αρκεί νά συστησωμεν την αναλογίαν,

ιοο : ίο, 1 2 5 :: 4850 : χ ,
, , , , 4850X 10 ,125  ,
εκ Της οποίας συνα^ομεν χ  = --------- -----------=49*509*

μεΤον εκατοστημορίου. .
Τοίρα, εάν από τα 4 8 5 θ , αφαιρεσωμεν 4 9 * >θ6, 

μενει 4358"Ρ·, 9 4 ίΖ’ > ~ά οποία παρρησιάζουν την παρ­
ούσαν τιμήν του γραμματίου.

Συ^κρινοντες τούτο τό εζ αγόμενο ν 4358?? > 9 4 ίΧ > 
με εκείνο τό όποιον ε’προσδιορισαμεν κατά την πρωτην 
με-5-οδον, j/νωριζομεν, ότι οάν9·ρωπος λαμ- 4 4 ^ 4 ^ 9  
βάνει 45??·, 15εκ· ολι^ωτερον διά της δεύτε- 4 ^ 58 .94
ρας, παρ’ οσον διά της πρώτης μεθόδου . 45,15

Τ Η Σ  Τ Φ A 1 ? Ε Σ Ε ft Σ.
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Διά νά ό^η^ησωμεν ταυτην την δι αγοράν t -srps- 
πει νά παρατηοησωμεν , δτι οι τραπεζΐται λαμβάνοντες 
αμέσως 4 9 * » από 4 8 5 0 ,  λαμβάνουν τον τόκον, 
τον όποιον τδ άδ-ροισμα τούτο η^ελε δώσει υστέρου

απο 15^η ·— , εν ω δεν επρεπε να λαβωσιν, ειμη τον

τόκ™ του αθροίσματος τον άνηκοντα κατά τδ παρόν 
εις τον κύριον του μραμματιαυ. Αυτή δε η συν.3·ηκη 
πληρούται διά της πρώτης μεθ-όδου.

Ούτος δ apiS-μός 4 9 Ι > 0 0 ,  το'ν οποίον δ τραπε­
ζίτης κρατεί κατά την δεύτεραν μέθοδον, συ^κειται 
πρα^ματικως οίπά το'ν τόκον της παρουσης τιμής του 
γραμματίου, τουτεστι απδ 4 4 5 ,0 1 ,  πλέον ό τόκος 
τούτον του τόκου, κα$-ώς δυνάμε-9·» νά βεβαιωθωμεν. 

Τ »  δνη η αναλογία 1 0 0 : ί ο ,  125* Ι445 , 9 ΐ : χ
δίδει

445,9*Χ *0>  125 
100

4 5 ,14Β38Τ5

τουτε^ση 4 5 ,1 5  μειον εκατοστημορίου. Ή πεται εχ τού­
του, ότι τδ 45WS 1 5 ίΧ: είναι χα-9-αρός χαμός εις τον 
κύριον του γραμματίου. Τούτο είναι κέρδος του τρα­
πεζίτου , ξεχωρεστα άπδ εκείνο, τδ όποιον δικαίως 
του πρεπει διά την πρό του καιρού πληρωμήν.

Άλλ* όπως και άν ηναι, η δεύτερα μέθοδος είναι 
εν y«V5i αποδέκτη εις τδ εμπόρων, επειδή είναι πλέον 
σύντομος, ώς προς τους υπολογισμούς. Τω οντι άς 
σημειώσωμεν πάντοτε διά α την ποσότητα του γραμ­
ματίου , διά τ τον καιρο'ν, όσης πρέπει νά διατρεχθ- ι̂ 
εως εις την πληρωμήν του, και διά ψ την τιμήν του 
τόκου διά την μονάδα του καιρού, η καλύτερα την τι­
μήν της υφαιρεσεως * ώστε εχομεν ψτ διά τδ άθροι­
σμά, το' οποίον πρεπει νά χρατηθ^ επι των 1 0 0 ??·,. 
διά τον καιρόν τ.
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*Ηόη διά νά ενρωμεν την ύφαιρεσιν τού γρααμα- 
τίου α , ιτρεπει νά σχημχτίσωμεν την ακόλουθον ανα­
λογίαν ,

1 0 0  : ψ χ τ  : :  α : χ  * o-9-sv χ  =

τύπος όμοιος μ εν.: - ν της μεθόδου τού τόκου , ο 
οποίος 03 ν περιεχει, ειμη πολλαπλασιασμούς, και. 
απλήν τινα διαόρεσιν, εν ώ οι δύο τύποι οί σχετικοί 
προς την πρωτην μέθοδον, διδουσι διαιρέσεις πολλά 
συνθέτους.

*Η3·ελ είναι καλόν νχ διαλλάξωμεν τάς δύο μεθ­
όδους * ο δέ τρόπος τούτου ητον νά συστησωμεν μιαν 
τιμήν διά της νφχψ$7$χς ολίγον μικροτεραν προς την 
τιμήν του τόκον* άλλ η δυσκολία η$·ελ’ είναι το' νά 
$■2 σωμεν εις αναλογίάν την μιαν και την άλλην εις 
όλας τάς συνει.$·ισμενας περιστάσεις. Διά τούτο ορκο- 
λουθ-ουμεν την πλέον άπλουστεραν μέθοδον , η οποία 
προσέτι άλλο δεν είναι, είμτ» συμφωνία τ ις 'μ ετα ξύ  
τού Ιχοντος τό γραμμάτιου και τού τραπεζίτου, 
οστις 5ελει νά κάμ$ την υφαίρεσιν,

Σ . Κ. Δ ιά  νά διακρίνωμεν τούς δύο τρόπους της 
υφαιρέσεο?ς, όνομάξομεν την πρωτην ύφαίρεσιν εσω­
τερικούς, ζα'ι την δευτε'ραν, ύφαίρεσιν εΊςωτεριχάς.

Δεν stvat -προσφυές aura: at ovo.uaacat, enstoY) 
όρ-9-ότερον ίσως ητοννά ονομάσω μεν την πρωτην, ύφαί- 
ρεσιν ε’ξωτεραως, και την δευτεραν , ύφαίρεσιν ε’σω- 
τερικώς * τοντο είναι γνιόμητων περισσότερων Αριθμη­
τικών , ά λλ’ ήμεις 3-ελομεν συμφωνήσει, με την συνή­
θειαν.

§. 2ο0 . Ιδού μερικά παραδείγματα και δια την 
μιαν και διά την άλλην μέθοδον.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  Π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  Ζητείται η παρ­
ούσα τιμή ε'νός γρζμμαη '.υ  από 28δΟ?Ρ· , 4&W-,
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πληρωτέα εις 2ΧΡ·, 8^ην*, υποτιθέμενης Της τιμής τον 
τόκου προς 8??* κ</Λ 75εχ· τά 100 το'ν χρόνον.

Γ φ α ι  ρ ε σ ι ς  ε σ ω τ ε ρ ι κ ώ ς. Κατά πρώτον 
επειδή 100?? δίδουσιν 89»°·, 7 5 £Χ· εις IX?· , ό τόκος 
ύστερον απο 2Χ?- καί 8^r,v· πρ ιπ ιι νά η ναι ίσος με 8 ,7 5

χ 8  , ~ q   ̂ ^
Χ2Χ?· 8^· η 8, η5 X - ,  η με' — '* ούτως η παρούσα

3 5
τιμή του γραμματίου εκφράζεται διά

2850 , 45X 100  2 8 5 0 -ι5 X 3 8 5 5 155 ,
 ̂ ΙΟΟ-l·7; 1 _  3 7 0 3 7 0

το δε' άθροισμα, το' οποίον πρε'πει να κρατηθ-fl, εκ­
φράζεται διά

2850 , 4 5 χ 7^  _  2 8 5 0 ,4 5 X70 _  1 9 9 5 3 ^ 5 .
100 V 5 “  370  · “  370

Εκ-ελουντες τάς δύο σημειωμένας ’ διαιρέσεις 
ευρίσκομεν

ον. 855135
1 · · · · — ....-—  =  231 1, 18

7,10 \  2850 , 45
ον, 199531,5

2 ................ — -- ----------
370

Λοιπόν 
18«·
27***.

=  559. 27

ιιπόν η παρούσα τιμή τουίμραμματίου είναι 231 1??·,
,*χ·, και τό ο,τι εκράτησεν ό τραπεζίτης είναι 559??·,
s

Τ  φ α ; ρ ε σ ι ς ε £ ω τ ε ρ ι κ ώ ς. Τό κρατούμε­
νον άθροισμα επάνω είς 1 0 0 ??· διά τους 2Χ?· 8^ην·,

με το' νά ηναι — , η υφαιρεσις των 2850'??* /f5 ^ ‘ 
3

•9-ελει είναι ’
o e o j i e x w  =  e 6 w . t  Ι 0 5 .

100 too
Η παρούσα τιμή του γραμματίου είναι λοιπον 2850 , 45
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—  665 , iO 2185, 35. Ούτως ο κύριος τού μραμ* 
ματιού λαμβάνει 125??·, 83s*· όλιμωτερα 2 3 1 1 ,1 8  
δια της δεντερας με5·οόου παρά δια της 2 1853 35
πρώτης.^  ̂ ■ 125,83

Ούτος ο χαμός είναι, κα·9·ώς ανωτέρω το επαρα- 
τηρησαμεν, ο τόκος των 539? 27*

Τω οντι εχομεν £ιά τούτον τόν τόκον προς — τά

1 00 εις 2X?, 8 UY)V- ,
5 3 9 ,2 7 X 7j  3 7 748 ,9

=  125, 8 2 9 .
100 300

Τ ρ ί τ ο ν  Π α ρ ά ό ε ι μ μ α .  Ε ίς τραπεζίτης εττλη- 
ρ&σε'δι εν-'γραμμάτιον 5 0 0 0 , το οποίον εμελλε 1/ά 
πληρω·9·η ύστερον από 21^ηι'· άθροισμά η  από 512Q, 
45**·. Ζητείται εις ποιαν τιμήν τόκου τόν κά-9·ε μήνα 
εγινε'τον γραμματίου η ύρςαρετις.

' Τ φ α ι ρ ε σ ι ς  ε σ ώ τ ε ρ α » ? .  Επειόη 5129?** 
45®*', εκφράζονσι την σταρουσαν τιμήν των 56θΟ?Ρ· , 
προσδιορίζομεν προ^τον τό άθροισμα, του οποίον τα  
100??· παρασταίνουν την παρούσαν τιμήν όιάτης ανα­
λογίας ,

5129,  45 : 5 ό ο ο ::  ι ο ο  : χ  
5 6 0 0 0 0

o-9-εν χ  = -----------= ΐ 0 9 φί>, 1735*
5129,45

Ούτως ό τόκος των 100??· όιά 1 4 ^ην* είναι 9?^, 1735 
Διαιρουντες ταυ την την τιμήν δια 14  εχομεν 

ο??·, 0552  διά την τιμήν του τόκου τον μήνα' εξαγό­
μενον, τό ■ οποίον βεβαιόνομεν ευκόλως, εκτελουντες 
επι του γραμματίου την υφαιρίσιν των 5000?? , με 
ταντην την τιμήν του τόκου. (Λαμβάνομεν εως είς όε- 
καχιλιοστημόρια την τιμήν του τόκου, διά να γ$ν% ακρι­
βής η βεβαίασις.)
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'Τ  φ α ίρ ε σ ι ς ε % ω τ ε ρ t κ w ς. ’Εάν άφαιρε* 
σωμεν 5 1 2 9 ,4 5  από 5 0 0 0 , λαμ]3άνομεν 4 7 0 ,5 5  δι 
οσον ο τραπεζίτη? κρατεί $·πι των 5000*

*Ηδη διά νά γνωρίσωμεν, πόσον κρατεί επάνω 
εις τά 1 0 0  διά 1 4 μν' » συσταίνουν τ/)ν αναλογίαν, 
5 0 0 0  : 470 ,55:: 100 : χ.

Λ 47055
OS-εν χ  =5—  -----;=  8,40*

5000
Διαιρουντες τούτο το εξαγόμενον διά 1 4  Ιχομεν 

0 r? - ,6 0  Si όσον κρατεί τον- κά5·ε μήνα επάνω εις 
100ϊΡ·. Τούτο είναι, κυρίως είπεΐν, η τιμή της υφαι- 
ρεσεως διά τον μήνα.

Λύτη η τιμή είναι, κα·9-ως βλεπομεν , μικρότερα 
της τιμής , την οποίαν ε’προσδιορίσαμεν με την άλλην 
μέθοδον , και τοιαντη πρεπει νά ήναι.

§. 231. Το' ακόλουθον παράδειγμα μετεχει είς 
τον αυτόν καιρόν και από την μέθοδον του τόκου, 
κα'ι από την υφαίρεσιν ε’σωτερικως.

Τ έ τ α ρ τ ο ν  - π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  έμπορός τις η^ό- 
ρασεν από τεχνίτην διά 3859  ?* , 2 5 s** εν είδος υφά­
σματος * αλλά μη δυνάμενος νά πλήρωσή αμέσως, 
του ypaxpst μραμμάτιον πληρωτεον ύστερον απο ι 8 

μήνας.. Ζητείται ποιον άθροισμα πρεπει νά φερθ-fl

επ’ι του γραμματίου , όντ$ς roy τόκου ~  τά 1 0 0  τον
4

κά^ε μήνα.
Ά  ν ά λ υ σ ι ς. ’Αμέσως ε’ννοουμεν , ότι τό μραμ- 

μάτιον πρεπει νά σν^κηται άπό τό άθροισμα χρεώστου* 
μενον εις την στι^μη'ν της αγορας , ανξανομενον από 
τον τόκον του διά 1 8  μήνα?*

Τούτου τε-^εντος, επειδή — εκφράζει τόν τόκον
4
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5
των ί 00??· τον ρ ίν α , επετχι. ότι ~ Χ 18  η 15,50 εκ-

4
φράζει τον τόκον διά τους ! 8 μήνας.

Λ ο ι π ό ν  διά νά τ-ροσδιορίσωμεν τον τόκον των 
3 8 5 9 ,2 5 , άρχει νά συστησωμεν την άναλο^αν 1 0 0 : 
13,50 : ;3859>25 : X.

ν  3859 ,25X 13 ,50
05-sv Χ = ------ ----------------- ·=  520 ,9 9 8 7 5  , η

100  *

521 ’}?·
Π ρ ο σ $ · $ τ υ ν τ ε ς  τ ο ύ τ ο ν  τ ο ν  τόκον είς τάς 3859>25, 

λαμβάνομεν 4380,25  διά τό όλοV του γ ρ α μ μ α τ ί ο υ .  ,.
Η βεβαίωσις ταυτης τ η ς  ε ρ γ α σ ί α ς  εκτελεΤται 

κατά την υφαίρεσιν εσωτερικούς. Συσταίνομεν δε τ η ν  

α ν α λ ο γ ί α ν .

1 1 3 1 5 0 :1 0 0  :: 4 3 8 0 ,2 5 : Χ<
Και ο τ έ τ α ρ τ ο ς  ό ρ ο ς  ταυτης της αναλογίας εχ- 

φράζων τ η ν  π α ρ ο ύ σ α ν  τ ι μ ή ν  τ ο υ  γραμματίου των 
4380??* , 25“ * ε ί ν α ι  ί σ ο ς  μ ε  3859*ρ· » 2 5 “ **

Θ ελομεν S - ε σ ε ι  ε ι ς  τ ο  τ έ λ ο ς  τ ο υ  ο γ δ ό ο υ  κεφα­
λαίου τας συνθέτους μεθόδους του τόκου και τ η ς  υφαι- 
ρεσεως.

Π ε ρ ί  τ η ς  μ ε -9- ό δ ο υ τ η ς  ε τ α ι ρ ε ί α ς .

§. 232. Λύτη η v ia  με-9-οδος εχει σκοπόν νά 
ρερίστΛ είς πολλούς συντρόφους μιας πραγματείας τό 
κέρδος η τόν χαμόν , τό όποιον-πορίζεται άπό την εται­
ρείαν των.

Κν γίνει εσυμφωνησαν μεταξύ των οι έμποροι, 
και τούτο είναι είς τόν αυτόν καιρόν σύμφωνον με τον 
όρ$·όν λόγον και με την δικαιοσύνην, νά η να ιτό μέ­
ρος έκαστου άνάλογον με την καταβολήν του, όταν οΐ
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χρόνοι ivat Γσοι, η jii το'■γινόμενον της καταβολής 
6τά τον χρόνον, χα·$· ον μενει εις το εμπόρων, όταν 
οι χρόνοι ηναι άνισοι.

Το ζήτημα θ-εωρούμενον μενιζωτερον είναι, ο 
μερισμός δοΑεντος τννός apiS-μου, ( όςης είναι η χερ* 
δος ή χαμός) εις μέρη χατ ευΑείαν ανάλογα με άλ­
λους δεδομένους αριθμούς. *Εστω λοιπόν Α ό pspt* 
στεος αριθμός, μ , ν ,  π , χ . . * . οι αριΑμοί άνα- 
λόνως των οποίων τό A πρεπει να μερισΑ^, και χ , 
χ  , X , χ . . . .  τα οιαψορα μέρη.

'Έχομεν εζαιτίας Της εχφράσεως την σειράν των 
ίσων λόγων,

μ :χ  ::ν :χ  ::π;χ" ::χ :χ" . . . 
όθ-εν χάμνοντες (άρ. 214) το άθροισμα των ηγουμέ­
νων, χα'ι τό των επόμενων , σννάγομεν, 

μ-J-v-f π-fx . - f . . . :  χ-f χ'-f x"-f x"'-f. , 
επειδή χ4χΜ -χ'+ χ" +  . . . . η τό 

των μερών ’είναι ίσον μ$ Α, διά τούτο
μ4ν4·π+χ4· -------:Α : :μ:χ

:: ν : χ

:: μ : X 
άθροισμα

π
· : * : χ  ·

Τούτο μας cotvspoVst, ότι διά νά προσδιορισωμ ν̂ 
εχαστον των μερών, άρχει νά πολλαπλάσιάσωμεν τόν 
μεριστεον αριθμόν Α αμοιβαίας ε’π'ι εχαστον των αριθ­
μών μ , ν , π , χ . . . . χαι νά διαιρεσιομεν τό γινό­
μενον του αθροίσματος μ-μν-f π4 ·* . . . τούτων των 

. ιδίων αριΑμων.
"Ας χάμωμεν μεριχάς εγαρμογάς.
§» 235. Πρώτον παράδειγμα.  Τρ·*

άνθρωποι ηνω$·ησαν εις εμπορικήν τινά υπόθ-εσιν. Ο 
μενπρώτος^ιατε/Βαλε 160Q0W-, ο'δεύτερός 2 2 5 4 0 φ*Ν 
και ο τρίτος 25000- 'Ύστερον α’πό ενα χρόον εχε'ρ*
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ση<?αν 12000??- Ζητείται πόσον ανήκει ε ι ς  Μαστόν* 
των συντρόφων ;

Α ν α λ ν σ ι ς .  Ή πετχι εκ των προηνουμενων* s s \ * V t 1 r '^apctry)p7i'T2Cov (xac το οττο·ον $.ναι αφ $αυτου yavi- 
ρόν), ort η ολικό καταβολή, η τό ά-9-ροισμα των 
τριών καταβολών, είναι εις το' ολικόν κεροος, ως 
πασα μια καταβολή είναι εις τό ανταποκρινο’μενον κερ­
οος εις αυτόν.

Λοιπόν vAS-s μερικόν κερόος είναι ίσον με τό γ ι­
νόμενον του όλου κερύους και της μερικοί καταβολή* 
aV  ού ό ια ιρ ε^  όιά της ολικής καταβολής.

Τούτου τε$·εντος, κάμνοντες κατά πρώτον τό 
άθ-ροισμα των τριών τεθ-εί'τιον, συνάμομεν τό άθροι­
σμα 6514ο??’

Ούτω συνάμομεν όιαόοχίχώς όιά τάς^όκφράσεις 
των τριών κερόων.

10ί· κε'ρίος* χ  = = 1 8 5 0 , 8 ΐ :

ον.

ον.

»
X =

99

X =■

1 2 0 0 0 X 1 5 0 0 0
6 3 1 4 0

1 2 0 0 0 X 2 2 5 4 0  Λ ,------ ----- -------λ - - 4283,81.
03 140

12000 X 2 5 0 0 0  4 8 56 .38
6 3 1 4 0  12000 ,00

λυτόν την πραξιν βεβαιόνομεν προσέτι κάμν^.ν- 
τες τό άθροισμα των τριών κερόών j και εάν ηπρα-Γι? 
ηναι ακριβής , το άθροισμά πρεπει να ηναι ίσον με 
τό ολον κεροος 120 0 0  V?·

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  π  α ρ ά ό ε  ιμ.μ α. Είς άρχισε μιαν 
επιχεφησιν με ά-S-pοισμά τι από 25000??· Επειτα απο
5 μήνας 3-iXoyJ νά εκτειν^ την επιχεφησιν του ελα- 
βεν ενα σύντροφον, ύστις- εν·9·εσε ^ 0000 . Έ πειτα  aro
6 μήνας ελαβεν ενα όεύτερον, οςτις τού εόανεισεν
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--------  ~ ------ 7 -- ' ~ ? I i  - >
όποιον του ανήκει άναλόνως με την ποσότητα, τη 
όποιαν κατέβαλε. Ζητείται το' μέρος έκαστου ι« ν  
τριών συντρόφων.

Α ν ά λ υ σ ι ς .  Κπειδη ο πριοτος πρεπει δια 

πληρ&]1ην του ερ^οντου να λόβ% -πρώτον 5 τά ~  &πό

γ, ι
το ολον κερσος, ota τούτο 3ελει πάρει τ α -----η —·

Γ Γ 100 20
άπο τάς 8θθ0θ?Ρ*, τουτέστι 4 0 0 0 *

. χρονονς, _ . . . - - - .
χεφησιν, επειδή t\ χρόνοι είναι διαφορετικοί

Τ φ  ο ν τ ι .  Ι ^ Τ ά  25000^Ρ· του πρώτον, με 
τό να ετε^?ησαν διό;24 μήνας, άγονται εις 2500X 24  
η 6θΟΟΟΟϊΡ·> ιός νά ήθελαν βαλ5η I μόνον μήνα.

2 * i a  4 0 0 0 0 *fP· του πρώτον σύντροφον, τα 
όποια εστά^ησαν 24 “— 5 μήνας η είς την ετat-
ρειαν , διά τούτο γίνονται 4000ϋ*ί"Χ 19  7* 700000^" 
ο;ς νά ετέ^ησαν διά 1 μήνα.

3°ν' Και τέλος πάντο^ν τά όΟΟΟΟ'ίΡ' του^δευτε- 
ρον σύντροφον τον , <$εμε'να εις την εταιρείαν 24  — 
5 —  6 η 1 ίσοδ\ναμουν με 00000X 13  η 780000 , 
ως νά ε’τε'^ησαν δια' 1 μόνον μήνα.

Λοιπόν τό £ητημα τρέπεται εις τό νά διόιιρενωμεν 
700000 ΪΡ ’ άναλόμως με τους τρεΤς άρι-9-μονς 000000 , 
700 0 0 0  κα'ι 78C0C0, ϊί,το όποιον είναι τό αυτό , άνα-
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\6yctic με τους τρεις αρι-5-μους 6θ , 70 και 73. Του* 
του τε5-εντος , ευρισκομεν κατά -τρωτόν το άθροισμα 
των τριών τελευταίων apt-S-μων , 214· Ούτως .9-έλομεν 
λάβει διαδοχικώς τα τρία μέρη.

, 70000X 60ον. μέρος
124 ■= 21308»41

η προσ5·ε’τοντες τά ^OOO’fP' , τά όποια ανήκουν 
εις αυτο'ν, ως βραβεΐον της δούλευσεως του, avvuyo-

.......................................................... 25308,4*μεν
70000X 70  5770000

3

214
70000X 78

214
5 0 2 8 0 0 0

214 214
βεβαιότης

=  26Ρ9Ό,65

=  27700 ,94

. 8 0 0 0 0 ^ ,0 0 ·  
§. 234- Ή  μέθ-οδος της εταιρείας είναι μια των 

συνη·9·εστερων εργασιών εις τους πεπολιτευμενους <αν- 
3·ρωπονς.

Λι συνεισφοραι, τάς ο’ποιάς οι υπήκοοι ενο'ς βα­
σιλείου πληρονουσιν εις την κυβε’ρνησίν, λαμβάνονται 
διά των αληθινών κανόνων της εταιρείας.

Καλείται συνεισφορά , η ποσότης, την οποίαν 
πρεπει νά πληρόν# έκαστος σχετικώς με' το εισόδημα, 
το ο'ποιον νομόζονν, οτι εχει. Τούτο είναι αλη·9·ινη 
ζημιά δι αυτόν, άλλα ζημιά, εις την οποίαν αυτοθ-ελ/μ 
τως ύποτάττεται, διά νά βοό$·Υ)<γ% την κυβ^ρνησιν εις 
τα πρά^ματάτης, και εις τάς δυνάμεις της , διά την 
ωφέλειαν και ευτυχίαν όλων.

Το' περί των συνεισφορών άριθ-μου τίνος αΐ-9-ρω- 
πων ε’νός βασιλείου, της Γαλλίας φερ ει’πειν, ζ'ητη- 
μα , ε’κ πρώτης οψεως φαίνεται πολύ πεοιπεπλε^μενον’

' 28
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άλλ’ από τάς ακολούθους παρατηρί^εις καταλαμβάνομε*./ 
πόσον η λυσι; είναι άπλουστάτη.

'Άς υπο-9-έσωμεν προς ακριβά τούτον κατάληψιν, 
όη  ο λόμος είναι μόνον περί των εις τους αγρονς διο­
ρισμένων συνεισφορών , των οποίων η τψ η  είναι Λ. 
ΙΙώς -9-έλει ληφ-9 )̂ αυτή τη ποσότης J

Σ χ ό λ ι ο ν .  'Αρχίζει ο υπουργός του ταμείου 
νά διαμοιράζω το' ά-9-ροισμα Λ εις ολας τάς επαρχίας, 
αι ο ποια ι συγκροτούν το βασιλείου , αναλογώ ς με' τα  
νομιζόμενα εισοδήματα αυτών.

Έ σ τω  Β τό άθ-ροισμα, το' οποίον μία τις επαρ­
χ ία  μέλλει νά πλήρωσή εις το μ έριο ιόν της.

Κπειδη αυτή η επαρχία διαιρείται εις τρεις η 
τέσσαρας περιοχάς, των οποίων τά εισοδήματα είναι 
γνωστά, μερίζεται παρα τάς τοπικές κυβερνησεως τό 
άθροισμα Β εις όλας. τάς περιοχάς άναλόχως μέ τά 
είσοδηματάτων.

’Έ στω Γ τό άθροισμα, τό οποίον πρέπει νά 
πληρώσω περιοχητις εις τό μερίδιόν της .

Αυτη η περιοχή υποδιαιρείται εις ποΧΧας κοινό­
τητας , καί από την τοπικήν Κυβέρνησιν αυτής γίνε­
ται η* διαίρεσις του αθροίσματος Γ εις όλας τάς κοι­
νότητας άναλό^ως με' τά  νομιζόμενα εισοδήματα tccv.

Έ στω  Δ  τό μερίδιόν , τό όποιον πληρόνει μία 
κοιυότης.

Τέλος πάντων αυτή η κοινότης συ^κειται από 
άριθ-μόν τινά κτημάτων, είτε οικιών, είτε γαιων , είτε 
λειμώνων, είτε ζυλων, των οποίων τά εισοδήματα 
έκτιμώνται, και μερίζεται η συνεισφορά Δ  εις τους 
κτηματικούς ανολό^ως μέ τά  νομιζόμενα είσοδημα- 
τάτων.

Ά φ’ ου μίαν φοράν συστήνω ό κατάλογος των 
συνεισφορών όλων τών κτηματικών, έκαστος αυτών



δ^δει το μέρος εις τάς χειρας του συνακτου της κοι­
νότατος. Οΰτος τα παραδι'δει εις τον συνακτην της πε­
ριοχές , και οΰτος πάλιν εις τον /ενικόν τ>7ς επαρχίας 
συνακτην · και.τέλος πάντοον όλοι οι συνακται των 
επαρχιών εγχειρίζονσι τάς ποσότητας εις το ταμεΐον* 
η δε Κυβερνησις λαμβάνει ούτω το γενικόν άθροισμα 
τών συνεισφοριον.

§. 2 3 5 - Ιδού και άλλα ζητήματα, τά ο'ποΐα 
προσκολλοόνται εις ^ην με-^οδον της εταιρείας.

Τ ρ ί τ ο ν  π α ρ ά γ ε ι / μ α .  Νά μερισωμεν άθροι­
σμά τι 30000φ?' εις τε’σσαρας ανθρώπους, εις τρο/- 
πον , ώστε ο δεύτερος νά λάβ-fl δύο φοραΤς τόσον, 
όσον ο πρώτος , και ο τρίτος τόσον μόνος του , όσον 
ορίου και οι δυο πρώτοι, και ο τέταρτος νά λάβ^) 
τρεΤς φοραΤς τόσον, όσον ο τρίτος.

?/()σον ολίγον και αν σκεφθ-ωμεν περί της «ρύσεως 
τούτου του ζητήματος , βλεπομεν, οτι εάν τό μέρος 
του πρώτου Γηφ3ά} ως μονάς, η σημειω-9-fl με' 1 . ,  
τό του δευτέρου S-ελει είναι 2 , και τό τούτριτου 
2 + 1  η 5 * τέλος πάντων εκείνο τού τετάρτου 3 χ 3  
η 9· Λοιπόν τό ζητημα ά/εται εις το νά μερισωμεν 
30000  εις τεσσαρα μέρα , τά  όποια νά ηναι προ'ς 
άλληλα, <»ς οι αριθμοί , 1 , 2 , 3  και Q , %α\ εισά* 
γεται επομένως εις τό γενικόν ζητημα του αρΐ-9·. 232- 

*Α3·ροι'ζοντες προττον του'ς τε'σσαρας αριθμούς 
1 , 2 , 3 ,  9» λαμβάνομεν 15.

Ούτως εζά/ομεν διαδοχικως τά τεσσαρα μέρη.
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* Ο V. *1 μέρος ................  1X 36000
---------------2 4 0 0

15
...................2 X 3 0 0 0 0---------_  ~  4800

15
................3X 3 6 0 0 0--------------- — 7200

15
................... 9Χ36θΟΟ _ 21000

1 5 ~  30000 .

Κάτοτε οϊ άρι3·μθ\ , άναλό/ως των ίππω ν r p s  - 
«ret νά fxept<xoo|jt£V ίείομεκοντι άθ-ροισμα, είναι κλά­
σματα η κλασματικοί αρί$μο£

Πλην με ευκολίαν δννάμε3·α νά ^ερωμεν ταυτην 
την περκστασα εις εκείνην, εις την οτοταν ο*ί αριθμοί 
είναι ακέραιοι, ανάγοντες fa  κλάσματα ταυτα εις 
τον  αυτο'ν ταρόνομαστην·

Ούτως δι% νά ίιαιρέσωμεν ίείομίνον ft ά^ροι-
I 2σμα α , κατά με'ρη ανάλογα εις τα κλάσματα - -  ,

3
# - τ̂-» άνά^ομεν ταυτα τά κλάσματα κατά τρωτόν

είς τον αυτόν παρονομαστήν, και τρεπομεν εις — ,

I )  ^  ( Π  (  t  k  t  · . /  *  > * 1—  , i o)pa , επειδή κλασματα εγοντα τον αυτόν
12 12
παρονομαστήν είναι μεταέύτων (νρ. 2 2 θ ) ,  ως οί
σριθ-μηταί'των , μεριζομεν ευ£υς το άθροισμα α , εις
μέρη άνάλο;α με τους ίείομενονς αριθμούς, fl. Q ,
κκ: 1 0 , η οποία τρά£ις διαίοχικως δίδει

ίία Ο* 10* , „ , ,—  .... ----- , τα τρία ζητούμενα μερο
27 2? 2Τ
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Τ έ τ α ρ τ ο ν  π α ρ ά S ε ι γ μ α. ’Λπο3·νησκων reς 
άφησε τεσσαρας κληρονόμους, και εκαμε ταυτην την 
περίεργον όιαS-ηκην * ο -πρώτος κληρονόμος να λάβ^το'

ό τον·, ό δεύτερος τα ο τρίτος τα — , και ο .τέταρ­

τος το τρίτον όλων των υπαρχόντων.
/,ητε7ται τι ανήκει εις έκαστον , της κληρονομιάς 

συμποσουμενης εις 4 0 0 0 0 Ρ̂*
Λυ σ ι ς .  Καντό  ά-3-ροισμα των τεσσα'ρων κλα-

• ι 2· 4 < ι ν * ' ' <σματων , —, —, -■ και — ητον ισα με I , τότε αι συν- 
0 5 9 5

3-ηκαι της όια3·ηκης ευκόλως η-9-ελαν πληρω-9-fl* επειόη
αοκουσε τότε νά λά]3ωμεν όιαίοχικως το 6 τ<,ν· των

2 ?
4 0 0 0 0 , τά  -  των 4 °0 0 0  κ. τ. λ. και ηθ-ελαμεν εχει 

5
τά τεσσαρα μέρη.

Ά λ λ ’ ανά^οντες τά κλάσματα εις τον αυτόν 'παρ-
16 3ό 40  s o  _ . ,

r  r Γ 90  90 90 90
, * · ν , 1 1 Λ 31 , ,

ων το ασ-ροισμα είναι ίσον με ----- , η 1 — , εςανομε-
‘ go 90

νον μ βιζόν της μονάόος , εκ του οποίου βλεπομεν , ore 
η κληρονομιά ηθ-.'λεν απορροφητή ολη από τους τρεις 
πρώτους κληρονόμους , εάν η·9·ελεν εκτελεσθ-# η πρα- 
ξις κατά την κυριολεξίαν της όιαθ-ηκης.

Πλην εάν σκεφ.9·ώμεν περί της εκφράσεως, /3λε- 
πομεν, οτι ο σκοπός του Αιατι3-εμ/νου ητον νά όιαι- 
ρεσ^ την ουσίαν του εις τους τεσσαρας κληρονόμους 
εις τρόπον, ώστε τά μέρη αυτών νά ηναι αναμεταξύ

. , * . , 1 2 4 Iτων ως οι αρ ιθμοί—, —, —, ·-.
0 5 9 3
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Ούτως- θελομεν πληρώσει τον σκοπόν τούτον διαι» 
ρουντες τάς 4 0 0 0 0  εις μέρη ανάλογα, με τά τέσσαρα 
κλάσματα, και επομένως με τούς τέσσαρας αριθμούς 
1 5 , 5 0 ,  4 0 ,  και 30 . τού δε αθροίσματος των 
α ριδώ ν τούτων οντος 1 2 1 , λαμβάνομεν διαδοχικώς 
τά με'ρη ταυτα.

μέρος. . .

<JV.

3 Of .
• t · · »

1 5 x 4 0 0 0 0  
1 2 1

4 9 5 8 W , 68

3 6 x 4 0 0 0 0
n g o o , 82

1 2 1

4 0 X 4 0 0 0 0
15223 , 14

1 2 1

3 0 X 4 0 0 0 0
1 2 1

9 9 1 7 , 36

4 0 0 0 0 , 0 0
Π έ μ πτο v π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  *Κγεινεν Ιππα­

σία, τις απδ 1 2 0 0  'ίππονς , οί όποιοι μέλλουν να δια- 
νεμη-9-ώσιν εις τρία τάγματα Ιππέων, άναλό^ως με 
τον αρ(4τμον των στρατιωτών έκαστου τάγματος * ο 
αριθμός του πρώτου τάγματος είναι εις εκείνον του 
δευτέρου, καθ-ώς 1 1  προς 8 * του δε' πρώτου είναι 
προς τον τρίτον κα9·ώς 0  προς 7 · Ζητείται πόσους 
Ιππους 3-ε'λει εχει έκαστον τάγμα;

'Έπεται προφανώς εκ της ε’κφράσεως ότι,  ο αριθ­
μός των ίππων του δεύτερον τάγματος, πρέπει να

ηναι τά ~ ~  εκείνων του πρώτου.

Παρομοίως ο αριθμός των Γππων του τρίτου ει-
«2 w

ναι τά — εις ε’κείνον τού πρώτον, Λοιπόν οί τρεις ζη· 

τουμενοι αριθμοί είναι μεταξύ των, ώς οί αριθμοί 1 ,
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« 7 η, αναγόμενων των ακέραιων καί των κλα­

σμάτων εις τον αυτόν παρονομαστήν, ως οι τρεις 
αρι$-μο\ QQ , 7 2 , 77 .

Ούτως λαμβάνομεν

JP '  '  , 0 V .  rοια το 1 τα^μα .

Λ ' ' Λον.οια το 2

* ' ' _ον.οια το 5

99X 1200
248

72 X 1 2 0 0
248

7 7 X 1 2 0 0
248

=  34»
12
31
12

=  3 7 2 — 
31

2000,0
Σ . Κ. Ιί πρόσ3έσις tojvκλασμάτων άίάει ΐ> του* 

τέστιν αμελούμενων των κλασμάτων, πρεπει νά δο$·% 
εΤς ίππος περισσότερόν εις το δεύτερον τάμμα , επειάη 
εχει μικρότερου αρι.9·μον. Τπάρχουσιν αλλαι όύο*με·9- 
οάοι, 'α'Ι τιν*ς χωρίς νά εςαρτοσ νται ακριβώς από την 
με3·ο$ον το;ν τριιον , είναι ομιος ωφέλιμοι νά τάς ^νω- 
ρισωμεν , ως* συνη-9-εστάτας εις τους τραπε£ιτας , και 
εις πολλούς κλάάους του εμπορίου. Αύτοκ είναι η Συν- 
εζευ^μενη μεΑοδος, καί η της μίξεως·

Π ε ρ ί  τ η ς  Ζ υ ν ε ^ ε υ μ μ ε ν η ς  Μ ε  3 ο  δ ο u .

230. Αυτή η μέθοδος εχει σκοπόν νά προσ- 
όιορίσ/} τον Xoyov των νομισμάτων όύο τόπων , ^νω- 
στων ηόη οντων των Χόγων > τους όποιους αυτά εχου- 
σιν με εκείνα άλλων τόπων. Καλείται <5ε Συνε£ευ^'- 
μενη μέθοδος, επειόη συνίσταται εις το' νά σύζευξή 
καί νά ενωσ’4 πολλούς άεόομένους λόγους εις ενα 
μονον <$ιά μέσου του πολλαπλασιασμού * τό οποΤον 
ίίόει αρχήν (άρ, 215) εις'σύνθετόν τινα Xoyov,
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Τ ά  δύο ακόλουθ-α παραδείγματα θέλουν δώσει κα­
λήν ίδεαν ταύτη; τη? μεθ-όδου, καί του τρόπου του 
«κτελείν αυτήν.

Π ρ ά\τ ον π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  

ισοδυναμούσι
48 φράγκα . . . . .  με 52·.^χελίμ/ια τη; Άμμλία;. 
15 σχελ. τη; Ay. . . .  6 φλορίνια τη; Γερμανι α;.
5 0  φλ. τη; Γερμ. . . .  7 δουκάτα τη; 'Αμβούρμη?·
1 4  δουκ. τη ; Αμβ. . . .  4 °  ρούβλια τη; 'Ρωσσία;.

Ζητείται , 2500  φράγκα, ποσά ρούβλια τη ;
Ρωσσία; χάμνουσι ;

Σ . Κ. Ειδοποιουμεν τού; αναμνωστα? , οτι ού- 
τοι οι αριθμοί , οίτινε? εκφράςουσι τού; λόμου; δια­
φόρων νομισμάτων, εληφ-9-ησχν σχεδόν κατά άρεσκει- 
αν, 'επειδή δεν εχομεν υπ δψιν το'ν πίνακα τούτων 
των λομων, οι τινε; υπόκεινται εις μεταβολά;, κατά, 
τά ; αλλαμάς μια; πόλεω; με άλλην.

Λ. ύ σ ι ; .  "Α; σημειωσωμεν α ,  β ,  μ , δ , δ τά ; 
εσωτερικά; τιμά; των πόντε νομισμάτων, τα οποία 
περιέχονται ει; την εκφρασιν, και $ια χ  τον αριθμόν- 
τιον ρουβλίων , τά οποία σχη ατί£ουσι τά  2500  φράμ- 
κα , καί εχομεν κατά την εκφρασιν τα ; ακολούθους 
ίσο'τητα;.

4 8 α =  
15 β =  
50μ =  
14δ=

5 2 β ,
6 γ ,
7 ^ ,

4 0 ε .
χ χ ε = 2 5 0 0 α .

νθ5-εν π.ολλαπλασιάξοντε; ταύτα; τά ; ισότητα; 
μελό; επί μέλος, καί ε^αλείφοντε; τολ); κοινούς παρ­
άγοντα; α , β , γ ,  δ , ε , συνάμομεν,

4 8 Χ 1 5 χ 5 0 Χ 1 4 Χ Χ  — 52$< 6χ7Χ 40χ·2500
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όονβ.
1

=  483— .
3

'Κπεται εκ της παρατηρησεως, ότι δεν πρεπει 
νά εκτελεσωμεν τάς πράςεις εις τον άρι-9-μητην ααο 
βΐς τον παρονομαστήν , ειμη αψ ου δ^αλδίψωμεν τους 
κοινούς παράγοντας των opcov.

Ε ις την πραίςιν, 
αύται αι απλότητες.

ιδού τινι τρόπω ε’κτελουνται

1 . . .  2 . . .  12 . . . 4 « α = 52β . . .  ι3
3 . . . 15/3= 6μ . . . ι
1 . ♦ ο ο II 7δ . . . 1

1 . . . 2 . II 4 0 δ . . .  1
χ χ ε = 2 5 0 0 α  . . . 100

. , 5 2 X 6 X 7 X 4 0 X 2 5 0 0Λοιπον χ  — -------
48X 15X 50X 14

Λοιπόν 3 χ = 1 3 X 1 0 0 , οπού χ ~ 4 3 3
3

♦' %

Άφ ου 3-εσωμεν τάς πεντε ισότητας την μιαν 
υπο την άλλην, ζος ανώτεροι δπρά^αμεν, ε£α\είφο  
μεν χατά πρώτον τους κοινούς παράγοντας α , β , γ  
δ , ε , επειτα τον παράγοντα 6 , ως κοινόν εις 1 2  και 
6 και συνάγομεν 2 και 1 , μετά ταυτα ε£αλειφομεν . 
τον κοινον παράγοντα 4 από το 28 και 5 2 , κα'ι μρα- 
φομεν τά πηλίκα 1 2  και 13 εις το' πλευρόν των τοι- 
ούτων αρι.$·μων.

Ε?ακολου$·ουμεν όντως , εως νά εξαλείψω μεν 
όλους τους κοινούς παράγοντας από τά πρωτκ και 
δεύτερα μέλη των τοιούτων ισοτητιον , και εκτελου- 
μενης πάσης άναμω^ης, (fS-άνομεν εις τό ε^οι^ομενον

,, 1300 , 1
3 χ — 1 300 » οπού χ —------- =  /»33— ·

3 3
Αύται αι πράξεις απαιτουσι μερικήν ε?ιν , αλλα 

δεν είναι δύσκολοι, πρεπει μόνον, νά προσεχωμεν να
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&α/ράφωμεν τους αριθμούς, τους οποίους 5ιαιρουρεν 
i t ’ ενός παράγοντος, και νά αντεισά/ωμεν το πη­
λίκο ν.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  π α ρ ά 5 ε ι / μ α .

Έμπορός τις Γάλλος θάλει νά στειλ^ εις το 
Λονδινον άθροισμά τι απο 1200 λίβρας στερλίνας. 
ΠαρακαλεΤ λοιπόν ενα τραπεζίτην του Παρισιού νά 
επιφορτισθ"# ταυτην την υπόθ-εσιν, πληρονων εις αυ­
τόν εν $ιά τά 100 επί του αθροίσματος. Ζητείται εις 
φράγκα, το άθροισμα, το οποίον ρελλει νά πλήρω­
σή $ίς τον τραπεζίτην.

9 f 1 <* f τ\ \ <tιΐςευρομεν οε on
2 6  λίβραι στερλίναt ισοουναμβΰν με 1 6 0  ρούβλια. 
75 ρούβλια . . . . . . .  30 οουκάτα

της Άμβουρ/ης.
20 ίουκάτα της 'Αμβου'ρ/ης . 4 2 πισστρα

της Ισπανίας.
12 πιάστρα της Ισπανίας . . .  65 ψρά/κα.

Σημειόνοντες άιά α , β ,  / ,  <5, ε τάς εσωτερι- 
κάς τιμάς των νομισμάτων, και Οιά χ  την τιμήν 
το?ν 1200 λιβρών στερλινών εις φράγκα, εχομεν τάς 
ακολούθους ισο'τητας.

1 . . .. * 13 · . . 2 0 α =  1 5θβ . . 1
1 . . . 75(3= 3.0/ . . 3
1 . . . 2 0 / =  4^5 . . . 21
1 . . . 1 2 5 =  65ε . . .5

χ Χ ε= 1 2 0 0 α  . . 100
'"Ο θεν εςά/ομεν , εκτελουντες τάς αναγor/α ς  ,

ο:ς ανωτέρω εδείξαμεν,
και προσθά'Γοντες . . . Χ=31500??·

 ̂ χ ' . 1 οι α τα 1ίΟΟ . . . . . =  315
31815
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Λοιπόν ο έμπορος πρέπει νά δάση εις τον τρα­
πεζίτην άθροισμά από 308ΐ5?Ρ· δ tort επεφορτί<?$Ύΐ 
νά πλήρωσή 1200 λίβρας στερλίνας εις Αονδίνον.

§. 237· Η συνεζενμμενη μέθοδος δύναται ακόμη '  
να ·9·εωρη·9·$ ως μεριχη περίστασις της μεθόδου των 
κλασμάτων, την οποίαν ε’χ3·εσαμεν είς aριθ-μόν 6θ·

"Ας επαναλαβωμεν τό πρώτον των δύο παραάειμ* 
ματων του ανωτέρω αρι-3-μου.

Το' νά λεμωμεν, ore 48 Φράμχα ισοδυναμουν 
με 52 ^χελίμμια της Α θλ ια ς είναι τό αυτό, ως νά

f 5 2  ~ ,
ε ’πωμεν, oVi εν φραμχον ίσοάυναμει με — του Aμ-

43
μλιχου σχελιμμίου * - παρομοίως, επειόη 15 σχελί^μια 
ίσοόυναμουν με 6 φλορίνια της Γερμανίας, επεται ότι

|ν  <?χελίμμιον ισοίυναμεΐ με — του φλορινιού της Γερ·
1 ο

52
μανίας * χαι όιά τούτο 1  φραμχον ισοόυναμεΤ με —43

των —  του φλορινιού της Γερμανίας * παρομοίως, $πει·
15

δη 50 φλορίνια ισοδυναμουν με 7 άουχάτα της Αμ~
Ί

βούρμης , επεται ότι 1 φλορίνιον ίσοόυναμει με —·
\J Ο

τον δουκάτου της Ά μβονομής, χαι όιά τούτο 1 φράμ-

χον ίσοόυναμεΐ με των —  των —  ίουχάτςον της 
43 * *

'Αμβο ύργης.
’Ε^αχολου^-ουντες τουτους τους συλλομισμους ,

φ^άνομεν τέλος πάντιον νά δείζωμεν ότι ,
, 5 7 - 6  ~ 7 ~ 40

2500??' =  250 φοραις τα — των — των —  των — 
τ Γ 48 15 50 14
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του ροβλιου. Λοιπόν (άρ. 6 2 ) 2500^*  =
52 X 6 X 7 X 4 0 X 2 5 0 0  «ν ψ ,
------------------------------του ρουβλιού* εξκνομενον, το

4βΧ  15X50X 1 4
το όποιον κα'ι ανωτέρω ευρήκαμεν.

Π ε ρ ί  τ η ς  με-3-όδου τ η ς  μ ί ξ ε ω ς ,

§. 238· Τά ζητήματα, οσα άνήκουσιν εις ταυ- 
τηντήν με-9-οδον, είναι δυο ειδών.

"Η εχομεν σκοπόν να ευρωμεν τήν μεσην τιμήν 
πολλών διαφόρων πραγμάτων , των οποίων ο' apiS-μός 
και η μεριχή τιμή έκαστου είδους είναι ρνιοστά ,

Η ζητουμεν νά μνωρισωμεν τας ποσότητας κά-9-s 
εΓδους πραγμάτων, τά οποία μελλουσι νά εισέλ5ουν 
εις μιζιν τι να , ^νωριζοντες ήδη τήν τιμήν εχάστου εί­
δους, και τήν ολην τιμήν του μίγματος.

Θέλομεν 3-εωρήαει ενταυ-9-α μόνον τήν πρώτην 
περιστασιν ' της δευτέρας δε ή θεωρία ανήκει εις τήν 
'Άλγεβραν.

II ρ ο; τ ο ν  π α ρ ά δ ε ι / μ α .  Ο ινοπώλης τις εμι- 
ζεν οίνους διαφόρων ποιοτήτων , τουτεστι 250 λίτρα 
απδ 13 σολδια το λιτρον, 180  λίτρα από 1 5'τολ· ,
και 200  από 1 6TĈ ·, χαι ζητεί τήν τιμήν του λίτρου 
του μίγματος. · .

ΙΙαρατηρουμεν κατά πρώτον, οτι 250 λίτρα 
από 1 2 °Γολ· δι'δουσι διά τήν τιμήν των 25Q λίτρων

2 5 0 X 1 2  η
Ιίαρομοιως 1 8 λίτρα από ΐ ό τ<5λ· κάμνουσιν 

180X 15 ή
Τέλος πάντων 200  λιτ. από ΐ 6 ΤΙ’̂ * κκμνουσι 

2 0 0 χ  10 ή
Ό^-εν συνά^ομεν διάτήνο'λην τιμήν των τριών 
ποσοτήτων των μερισμένων οίνων 89ΟΟΤ0/· .

σολ.

3000

2700

3200

8 9 0 0
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Κάν τώρα κάρωρεν το άθροισμα των 250 
τριών apt-S-poov 2 5 0 , 18Ο κα'ι 2 0 0 , το όποιον ΐ8 θ  
δίδει 6 3 0 , τό ξητηρα άγεται εις τό ακόλουθον. 200

630
630 λίτρα οίνου άξίζουσι 890Ό σολόια , πόσον 

·$·ελ?ι αξίζει το' λιτρον ,
Διά νά ευρωρεν ταυτην την τιρην, αρκεί νά 

ciaipracopsv 8Q00 δ ιοί 0 3 0 , και το' πηλίκον Ι4 σ&λ* 
1 ^ ν·, εκφράζει την ζητουρενην τιρην.

Κ α ν  o)V Γ ε ν ι κ ό ' ς .  Δια να ενρωρεν την τ  ι-
ρην της ροναΟος του ρι^ρατος , πρεπει 1 ναπολ- 
λαπλασιοίσωρεν την τιρην της μονάδος ενάστόν εΓόους 
πρα^ράτων , τά οποία 3-ελορεν νά ρι'ςωρεν ? επι τον 
αριθμόν των ρονάόων τούτου του εΓάους, και νά
προσ-5-εσωρεν τά ^ινόρενα. 2&V‘ Νά κάρωρεν τό άθροι­
σμά Των αριθμ'ων των ρονάόων τον; όιαφόρων είί<ών
των πραγμάτων. 3 JNa οιαιρεσωρεν το*, α,.γροισμα 
το:ν γινομένων , η την όλην τιρην όιά του αθροίσμα­
τος των apc-9-ρων των ρονάόων.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α ,  θελομεν νά χω- 
νευσωρεν ορού 23 χιλιόρραρρα άργυρον προς 825 
χιλιοστηρόρια κα·9·αρότητος, και 14  χιλιόγραμμα 
προς 9 1 0 , και 19  προς 9 4 5 ,  και Ζητείται ο βαθ­
μός της καθαρότητος των τριών όχκων.

Σ . Η. Διά νά ε’ννοησωρεν ταυτην την εκφρασιν, 
πρέπει νά ηζευρωρεν, οτι οι χρυσοχόοι ανακατόνουν 
πάντοτε το χρυσιον και το' άρ^υριον ρε άλλα ρεταλλα, 
καθ-ώς ρε' τον χαλκόν.

'Όθ-εν τότε λέγετα ι, οτι ένας ογνος εν. χρυσόν 
κα'ι αργύρου έχ:ι τοιουτον βαθ-ρον ναθαρότγ)τος, όταν 
επ': ενός προσπορισμένου βάρους, π. χ. ενός χιλιο-
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χράμμου περιεχ^ τοιούτον βάρος χρυσόν, η αργυρού 
χαλαρού.

Ούτως είς ογχος εχει κα&αροτητος, η είναι

εις βα3·μον των , όταν επι ενός χιλιομράμμου

του τοιούτου ομκου ευρίσκονται του χιλιομράμμου
10

απο' χρυσόν η άργυρον καθαρόν * (τοιούτον βαθ-μον 
έχουν τά παρόντα νομίσματα).

Ιίαρομοίως ο^κοςτίς είναι προς 825 χιλιοστη­
μόρια χα·9·αροτητος, όπόταυ ε’πι ενός χιλιόγραμμου 

, 825 *» * >
περιέχω χρυσου η αρ^υρου.

1000
Τούτου τε-9-εντος, συνά^ομεν εκ της εκφράσε- 

ω ς, οτι*
χ(λ. χίλιοττ. χιλίοττ.

JLev* 23 προ'ς 8 2 5 . ,  λάμνουν 2 3 χ 8 2 5  η 18Q75
0V \  *%

a  14  ττρος 9 1 0 ..............14X 910 η 12740
3°V* ττρος 845 ...............  1QX845 $ 15055

47770 .
Λοιπόν 56 χιλιόγραμμα ε'νιομενα ομού περί- 

εχουσι 47,770Χί̂ !°/)'Ρ· αργύρου καθ-αρου. Όθ-εν ο βαθ­
μός ττς κα^αρο'τητος του νέου oyxov εκβράζεται οια
47 ,770  -λ ~ / ν « > *---------- ‘, η 0 ,8 5 ο , τουτεστιν οτι ο προκυπτων ογχος

56
από την μιζιν των τριών πρωτων είναι -π^ος 853 χι· 
λιοστημο'ρια καθ-αρότητος.

Τ ρ ί τ ο ν  π α ρ ά ά ε ι μ μ α .  Εμεταχειρίσ.9·η τις 
είς ερ^ον τι 500 ε^ ά τα ς , άπό τούς οποίους ΐό ο λ α μ -  
βάνουσι 2^?’ την ημέραν, οΐ 200 1 'τ'Ρ*, 75?χ" και
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οι 140 απο Ι^Ρ', 5 0 δ!· Ζητείται πόσον λαμβάνει, 
ένας με τον άλλον , έκαστος εργάτης την κά3·ε ημέραν;
ΐ 6 θ εΡγ· από 2?Ρ· α π ο τελ ο ύ ν ...................... 320
200  από IV'P·, 7 5 εχ* ..............................350
140 από 1?Ρ*, 5 0 εχ* ...................* . . 210
500  880

Λοιπόν επειδή' διά 500 έρμάτας εξοδεύονται

880ΨΡ' , διά ενα μόνον εργάτην έξοδεύονται η

1 »?·, 7 6 ε'* . . .
§. 23Q· Ο προσδιορισμός των μέσων τιμών 

πολλών πραμράτιον διαφόρων τιμών, είναι μερική πε- 
ριστασις της με-3-όδου της μίξεως του πρώτου είδους.

Καλείται μέση τιμή πολλών πρα^μάτιον, των 
οποίων αΐ μερικαι τιμαι είναι ηδη ^νωσται, τό άθροι­
σμά των τιμών των πραγμάτων διαιρετόν δια του 
αριθμού των.

Ούτως όταν εχωμεν μόνον δύο πραμματα , η 
μίση τιμή είναι τό ημιά^ροισμα των τιμών των πραγ­
μάτων , η με' αλλας λεξεις  (αρ. 200 ) ό διαφορικός 
μίσος μεταξύ των τιμο>ν των δύο πραμμάτων.

Τ ε" τ α ρ τ ο ν π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  βμετρηθ-η εις 
τεσσαρας διαφορετικός θώσεις τό μήκος ενός περιφράγ­
ματος * εύρεση εις την πριοτην φοράν 250^ετ,« 4^9  * 
Την δευτέραν 250μετ·, 6 9 5 ’ την τριτην 249**ετ' > 15 4 
τέλος πάντων την τετάρτην 2 5 ΐ^ εΤ’> 158· Ζητείται 
τό μήκος τού περιφράγματος.

Επειδή εις τάς τεσσαρας πράξεις τά συνανόμενα 
μέτρα οεν είναι σύμφωνα, ,είναι φανερόν, οτι το 
μόνον μέσον νά άποκριθ-ωμνν εις τό ζητημα τούτο εί­
ναι νά συστησωμεν τό μέσον μετρον μεταξύ όλων των 
μέτρων.
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Ευρίσκουν κατά πρώτον το α^-ροί- 250>439 
σμα των τεσσάρων μέτρων 1 0 0 2 ,0 4 2 , και 2 5 0 ,6 ()5
όιαιρουντες διά 4 ευρισκομεν 250,5-105 ' 2ό9>750
τό μέσον μέτρον. 251 ,158

10 0 2 ,0 4 2

, , Μ ε ρ ι κ ά  ά λ λ α  Ζ ή τ η μ α  τ α ,  τ ά  ό π ο ΐ  α ό υ- 
ν α ν τ α ι  ν ά λ υ .9· ώ σ ι μ ε  μ ό ν η ν  τ η ν  β ο η- 

5  ε £ α ν  σ ν λ Χ ο γ ι σ  μ ό^υ.

§. 2 4 0 . Ε ις όλα τά ανωτέρω ζητήματα, τά  
μέσα άιά των όποιων ε<£·3-άναμεν εις την λύσιν, ητον 
στερεά και γενικά , τουτεστιν ικανά νά ε’̂ ααμοσθ-ωσιν 
εις όλα τά ζητήματα του ίόιου εί'όους. Αλλά ουνα- 
με-9-α νά προβόίλλωμεν απείρα αλλα , τά οποία έχουν 
σχέσιν εις έ'ν μέρος τι με αυτά η άεν έχουν καμμιαν. 
Ε ις ταυτηντην περιστασιν η αλγεβρα μόνη παρρησιάζει 
ορ3-άς και ενθ-εέας με·$·όόους λυσεως. Και όίά νά 
μυμνασ-9-η ο νους των αρχαρίων , θ-έλομεν μεταχεί­
ρ ισ ή  μόνον τον συλλογισμόν. Και τούτο καλείται 
επιλυεί'Λ, αριθμητικόν τι πρόβλημα.

"Ας έν^υμη-9-ωμεν (άρ. 200} ότι νά λυσωμεν, 
η νά άναλυ'σωμεν έ'ν πρόβλημα , πρέπει νά συλλοχι· 
σ$-οψεν επ'ι της εκ^ράσεως του , και νά ζητησιομεν νά 
ανακαλΰ'Ι'ωμεν εις τάς σχέσεις αί οποιαι υπαρχουνμεταςό 
των apt3-p.a:v των εις αυτήν περιεχομένων, την σειράν 
των πραζειον, αί οποιαι πρέπει νά εκτελεστοίσιν έπ'ι 
tojv ^νωστο;ν αρυ$·μο>ν , όιά νά προσόιορισωμεν τάς τ ι­
μάς των άγνωστων apiS-μων.

Π ρ ώ τ ο ν  π ρ ό β λ η μ α .  Ζητείται εΤς apc-S-μός 
του όποιου το ημιου , τό τρίτον, τό τέταρτον και τά

~  ενωμένα σχηματόζουσιν έν άθροισμα από 575.·
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Διά νά λυσωρεν ταύτην την νπ03·$σιν, παρα- 
τηρουμεν , on  νά λάβιομεν όιαάοχαως τό 'ημ ισ υ , το

2, . t
τριτημόριον, τεταρτημόριου και τα ~  ενός αριθμού ,

και μετά ταυτα νά ε'νώσωμεν όλα ταυτα τά μέρη, 
άλλο όεν είναι, είμη νά πολλαπλάσιάσωμεν τούτον

το'ν άρι-5-μόν επι το' άθροισμα των κλασμάτων
2 3

t 2  , i  15 »
—1— , τουτεστιν επι -----  (όταν τά α£ωμεν εις τους
4 , 7 , 84 λ χ y t
αυτους παρονομαστάς). Έπειόη δε τό γινόμενον του ζη* 

* ι i  15
τουμενου αριθμού ε π ι -----πρεττει νά ηναι ίσον με 575,

84
επετα ι, κατα τον ορισμόν της όιαιρεσεως, οτι ούτος
ό άριθ-μός είναι ίσος με τό πηλικοντων 575 όιαιρουμε’*

.  ̂ 11 ο  ̂ r / , > \ \ 84
νων ο ι α ----- , και επομένως ίαρ. 50) με 575Χ -— .

84 r '  r  - 115
Και εκτελουντες τον όεικνυόμενον υπολογισμόν

ευρισκομεν τε'λος πάντςον 4 20 άιά τ °ν ζητουμενον
αριθμόν.

Κάσανος ...................................... 4^0
τό ήμισυ = 2 1 0
τό τριτημόριον = 1 4 0  
τό τεταρτημοριον =  105

. . · —*. Ου 

. . . =  6ο
το 7 
τό 7

ον.

ον.

ολον 575 .
Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  π ρ ό β λ η μ α .  Ζητούνται τρεις 

άρι3·μοι, των όποιων τό άθροισμα νά ηναι Γσον με 
g6 , και τοιουτοι ώστε ό όεντερος 'νά νπερβαίν% τον

29



4 50 Π Ρ Ο Β Λ Η Μ Α Τ Α

-πρώτον κατά 2 , ο τρίτος να υπερβαίν% το άθροισμα 
τών άλλων δύο κατά 4  ♦ » ·

Ε ίναι κατά -πρώτον φανερόν, οτι εάν ελαττώ- 
ο<ομεν τον δεύτερον άρι-9-μδν χατά 2 , εύρίσχομεν τδν 
πρώτον, και εάν δλιμοστ$ύσωμεν τον τρίτον χατά 
2 + 4  *ϊ χατά ό μονάδας, εύρίσκομεν το διπλουν του 
πρώτου. Ούτως τδ άθροισμα, των τριών αριθμώ ν, 
ύστερον άπδ τάς δύο ελα ττώ σεις , ,3-ελει είναι τδ τρι- 
πλούν του πρώτου ctpi-S-ptov.

Προς τούτοις, ε’άν,άφαιρεσωμεν α-πδ τά $6 το 
άθροισμά 2 + 6  με'νει 88* λοι-πδν βλεπομεν, o n  τδ 
τετραπλονν  του -πρώτου άρι3·μού είναι ίσον με 88*

8 8
Αοιπδν ο πρώτος αρι&μος εχει τιμδν —  . , . "η 22

¥ # χ 4
και διά τούτο ο δεύτερος είναι ίσος με 2 2 + 2  >? 2 4  
και ο τρίτος μ ε .......................................4 0 + 4  *> 50

Ηάσανος . · . * .......................... 9^
. Τ ρ ί τ ο ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  Νά εύρωμεν δυο 

αριθμούς τοιούτους, ώστε εάν προσ·9·εσωμεν 21 εις 
τδν πρώτον, τδ προχύπτον άθροισμα νά ήναι -πεντα­
πλάσιον του δεύτερον* χαι εάν προσθώσωμεν 21 εις 
τδν δεύτερον, τδ προκύπτον άθροισμα νά 7Ϊναι τρι- 
πΧονν του άρι&μοϊ.

°Έπεται κατά -πρώτον εκ ταύτης τύς εκφράσεως, 
δτι ϊ) διαφορά μεταξύ τού -πενταπλασίου τού δευτέ­
ρου xat του πρώτου είναι ίση με τδν διαφοράν του 
τριπλασίου τού πρώτου και τού δεύτερον. ’Τπάρχει 
λοιπο'ν ίσοδιαφορά μεταξύ τού πενταπλασίου τού δευ­
τέρου αριθμού, τού πρώτου άριθ-μού, τον τριπλά­
σιου του πρώτον και τού δεύτερου* και επειδή εί> 
κά-5-ε ίσοδιαφοράν τδ άθροισμα τών άκρων είναι ίσον 
με τδ  τών μέσων (άρ* 2 0 4 )» επεται, οτι- τδ εξα­
πλάσιου τού δευτέρου οφι-5-μού είναι ίσον με τδ τετρά-



Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Α . 4&1

πλάσιον του πρώτου. *Ηδη λοιπόν ο' άευτ$ρος οίριθ-μσς 
τ w \ 4 " 2 > ~ f /^r * \ « * /είναι ίσος με —~  η — του πρώτου, ϋυτος οε ο οευ·

Ο 3
τερος αυξανόμενος από 2 1 , δίδει τό τριπλάσιον του 
πρώτου, η, τό οποίον δηλοι τό αυτό', 21 είναι ίσον με 
τό τριπλάσιον του πρώτου, ελαττούμενον κατά τον

<2,

δεύτερον, η χατά τά — του πρώτου, τουτεστιν ίσον

με 3
Ο

<Λ \ 7 *, f
η με —  του πρώτου.

Λοιπο'ν τελευταίου ο πρώτος εχει τιμήν 2 1 χ -

η y * ό δε δεύτερος, όςτις ειναιτά — τονπρώτου, εί»
3

χ >2· *
ναι ίσος με ΟΧ— η 6.

3
Τ *  οντι · ΐ ον* 9 + 2 1  δίδει 30  , τό οποίον εί­

ναι τό πενταπλάσιον του ό. ~%ον· 6-J-2 1  δίδει 2 7 , τό 
ο’ποίον είναι τό τριπλάσιον του ρ. 'Λοιπόν οί δύο αριθ­
μοί y και 6 είναι οΐ ζητούμενοι.

Τ  ε" τ  α ρ τ  ο υ π ρ ό β λ η μ α .  Εμεταχειρισ^η τις 
3 ε’ρμάτας, διά νά κάμουν ενεργόν,  τό όποιον ό μεν 
πρώτος ημπορουσε νά τό κάμ'-fl μόνος του 1 2  ημέρας 
εργαζόμενος από 10  ώρας κά-3-ε ημέραν* ο' δεύτερος 
εις 16  η'μέρας από ό ιορας κα·9-’ ημε'ραν, καί ο' τρί- 
τος εις 9 ημέρας από 8 ιορας χα-9- ημέραν. Ζητεί­
ται ι 01" είς πόσας ημέρας οί τρεις ερμάται ο’μου ε’ρμα-· 
ζομενοι 3-ελουν κάμει αυτό το ερμον* 2  ποσον έκα­
στος ·5·έλει κάμει* 30/‘ πόσον 3-ελει κερδησει, μνω- 
στου οντος , οτι όιά τό όλον ερμον επληοώ.9·ησαν 108 
ϊράμκα.

2(>
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Λ ύ σ ι ς .  Παρατ^ρουμεν κατά πρώτον, ότι ο 
πρώτος εργάτης χ).9·ελε κάμει to ερμον μόνοςΤου εις 
12X 10 η 120ί0?· Λοιπόν εις μιαν ώραν τίθ'ελε κάμει 

1-----  του ερνου.
120

*0 δεύτερος η3-ελε το εκτελεσει εις 15X 0 , ό 

ρ θ ω>Ρ· Λοιπόν εις μίαν ώραν όθ-ελε κάμει Ο τρί­

τος yj-9-ελε κάμει εις QX8,  Π 7 2 w?· Λοιπόν εις μιαν

ώοαν /)5·ελε κάμει —.
‘ 72

ΟΙ τρεις εργάτα ι, ε’ρ^αξομενοι όμου θ-ελουν κά-

μει λοιπον εις ι ω Ρ · , -----4------ 1-----/) —— rj — του
120 90  7 2  300 30

ερ/ου.

Τώ ρα, εάν εις 1 ωΡ· κάανουν - -  του ερνου, είναι
30

φανερόν, ο τι, εάν έργασ3·ωσι 30  ώρας, εκτελουσιν 
όλον το ε*ρμον.

Π άλιν, έπειδό εις μίαν ώραν ο πρώτος εκαμε
1 „ , 1  ,λ 1 3

----- , εις 30 ώρας 3-ελει κ ά μ ει------Χ 3 0  η —= — ♦
120 4 120 4 *2

Παρομοίως ο δεύτερος 3-έλει κάμει εις 30 ώρας — Χ 30 Υ)

— =  ~ .  Τέλος πάντων 6 τρίτος εις 30 ώρας 3-ελει

' 1 · 5 ' χαμει — Χ 30 >ι — .
7 2  12

Μ ενει τώρα νά ^νωρισωμεν τι άνηκει νά λαβ?) 
έκαστος τών ε’ρ^ατών, κατά λόγον τ/;ς εργασίας , tV/V 
οποίαν εκαμε * και διά τούτο αρκεί νά διαιρεσωμεν το

4 5 2



Α Ρ Ι Θ Μ Η Τ Ι Κ Α 46,1

108 εις μέρη avctXoyct μεταξύ των κλασμάτων — · ,
12

4  6  χ
—  , —  > η μεταζύ των αpt-9-μων 3 , 4 κ»ι 5 * χαι 
12 Ιϋ Γ Γ
ουτω συνάμομεν (άρ. <235) 2 7 , 3(5 , 46  <W τά τριοι
ζητουμίνα κερί η.

Τά ε-πιλυ-9-ευτα διάφορα ζητήματα είναι εξ εκεί­
νων , τά οποία πολλο'ι συμμραφεις λύουσι διά της μεθ­
όδου τ η ς  καλουμε’νης ψευδους υπο^ε'σεως άπλης η 
διπλής.

Κμω απεσιωπησα τον μεθ-οδον ταυτην, ε’-πειδη 
εν μενει δεν ευχαριστεί το' -πνεύμα ? και η ακριβής 
της σ.πόδειξις ε-πιστηρι'ζεται εις με ρίκας α’ρχάς της άλ­
γεβρας , αρχάς , a ι ο'ποΐαι εφαρμόζονται με -περισσό- 
τε’ραν ευκολίαν εις την άμεσον λυσιν των αυτών τού­
των ζητημάτων.

ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Η'.

Θ ε ω ρ ι α τ  ώ ν Π ρ ο ο δ ω ν κ α ι  τ ω ν  h o y  α-
ρ { $  μ  03 V.

Ή$*λ' είναι πληρης η πραγματεία αυτή της 
αριθμητικής, εάν -περιεκλειε τουλάχιστον τάς πρωτας

— --------- ’ '  r  ? ν- -  ·> '—  * j  -------------σ w/  w v ,

την Μ αθηματικήν, επειδή με την συνορομην -πινακός 
τίνος λομκρό$-μων εκτελουμεν τάχιστα τους πλέον 
συμ π επλε νμε νους αριθμητικούς υπολογισμούς.
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Ά λλα  πρ\V ανα*τύ£ωμεν της ·9·εωρ:ας ταύτης 
τάς αρχα'ς, -TTps-rr̂ c αφεύχτως να ^νωστοποιησίομεν τάς 
άργικας ισότητας ούο σειριαν αρι.9·μητΓχων , τάς ο-τοί- 
ας ημττορουμεν νά θ-εωράίμεν ως εκτασιν των taoita- 
φορών xat αναλογών. Aurat ε:’να' at ITpoo^ot χατά 
διαφοράν, xat at ilpo'oioc χατα πγ\λΙκον.

4 5 4

£. α0<’ Π s ρ t τ ω ν  Π ρ ο ό δ ω ν .

§. 2 4 1 · Πρόοίος χατα Ζαφοράν (άλλοτε πρόο­
δος αριθ-μηταη) καλείται σειράπς αρι$·μοιν, έκαστος 
των ο-το ίων υττερεχει. τον crpo εαυτου υ) είναι κατώτε­
ρος αττ αυτόν κατ’ αριθμόν rtva σταθ-ερόν, ο' ο-τοΐος 
ονομάζεται ο λό^ος η η ίιαφορά της JIpoVjou.

Ο υτως εστωσαν at <$ύο σειράν 
— 2 . 5  - 8 . 11 . 1 4 · 1 7 . 2 0 . 2 3 . 2 0 . 2Q . . ♦ . . . .
~  6ο* 55 . 5 0 . 4 5 . 4 0 - 5 5 . 5 0 . 2 5 . 2 0 .......................

Κις την πρωτην έκαστος ορος υπερβαίνει τον 
ττρό εαυτου χατά το'ν στα-9-ερον aptS-μον 3. Τω cam 
5 —  2 =  3 ,  8 —  5 = 5  · . · ♦ Το 3 λε^εταί ο’ λό- 
γος η η διαφορά της προόδου,

Κις την δευτεραν έκαστος όρος είναι κατώτερος 
από τον προ εαυτου χατά τον στα-9-ερον αριθμόν 5- 
όντως 6θ —  55 =  5 ,  55 —  5 0 =  5 ,  50 —  45 — 5 
. . . .  Το 5 *ειναι λοιττον ο λόγος της προόδου,

Η πρωΤΥ) καλείται πρόοδος ανθούσα * επειδό οι 
οροί παγαίνουν αυξαινοντες, και η ίευτερα πρόοδος 
<ρ$·ίνουσα * επειδή οι οροί πηγαίνουν <ρ3·ίνοντες δγουν 
όλιγοστενοντες,'

Δ ίά νά εχφράσωμεν, ότι οι αpiS-μοι είναι εις 
πρόοδόν χατά διαφοράν 5-ετομεν εμπρόςτων το ση- 
ριεΤο* 4* και στιγμήν μεταξύ των διαφόρων ορών.
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Ή  /ραφή #υ.τη προέρχεται έκ του στι η κατά
διαφοράν πρόοδος κατά τον ορισμόν της είναι σειρά· 
συνεχών ίσοόιαφορων (όρ. οίρι-9-μ. 200)·

Η πρόοόος εκφράζεται άλλω ς, ούτως (θεωρού­
μενης της πρώτης των δύο προηγουμένων προόόων) 2 
είναι προς 5 , ως 5 προς 8 ♦ ως 8 προς 11 , ως i  1 
προς I 4

Σ . Κ. Ευκόλως βλεπομεν, ότι είς την σειράν 
της ίσοόιαφορας,
2 . 5 : 5 · 8 : 8 * 11 : 11 . 14 : 14 - 1 7 .
έκαστος όρος τ /ς  προτε3·είσης πρόοδον είναι εν 
ταυτω επόμενος και ηγούμενος, εξαιρούμενου του πρώ­
του , όςτις είναι ηγούμενος, και του τελευταίου,
•t Ύ · /οςτις είναι επόμενός.

ζ. 2'42· Π ρ ώ τ η  Ί  5 ιό Τ η ς .  Ή κ τ ί μ η σ ι ς
' \ Ο Ο  ̂ ’ t> ' Λ 'ε ν ό ς  ο ρ ο ύ  μ α ς τ μ ο υ  ο π ο ι ο υ ο η π ο τ ε  ο ι α  
μ έ σ ο υ  τ ο υ  π ρ ώ τ ο ν  όρου .

Προκύπτει εκ του ορισμού της κατά^ όιαφοράν 
προόδου , ότι είς την αυξουσαν προόδον.

Ό  όευτερος όρος είναι ίσος με τον πρώτον πλέον 
ό λό^ος (η συ'ν τω λόμω).

Ό  τρίτος είναι ίσος με τόν οευτερον πλέον ο λό* 
γος , η είναι ίσος με τόν προ;τον πλέον όις ο λόμος.

() τέταρτος είναι ίσος με τόν τρίτον πλέον ο 
λόγος , η μέ τόν πρώτον πλόον τρις ο λόγος.

Κν μένει όρος τις οποιουοηποτε βα$·μου είναι 
ίαος με τόν πρώτον, πλέον τοσάκις ο λόγος , όσοι 
οροί είναι προ εκείνου , τόν οποίον 3·εωρουμεν.

Δ ιά  νά καταλάβωμεν καλά αυτήν την ίόιότητα , 
και νά παραστησωμεν αυτήν με' συντομωτέραν έκφρα­
σήν , ας -θεωρήσωμ-εν την σειράν των αριθμών 
~  α . β . γ  . δ . Β . ζ  . η . . . . ι . % . λ  . 

τους οποίους νπο5·έτομ;ν, όπ σχηματίζουν αύξουσαν
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πρόοδον, και ας σημειωσωμεν δια ^ ro y  Της προόδου 
λόγον.

Έ χσμεν -προφανώς κατά την φυσιν της προοίου, 
β—α+ρ
y—β+ ρ= α-(-ρ+ ρ—α + 2 ρ.
$ = y +  ρ = α +  a p + ρ=α+3ρ.
ε=$ +ρ=α4-3ρ+ρ=α-4>4ρ·

Λοιπον, εάν ν -παριστάνω τον βα-9-μον ορού τίνος 
λ ,  εις την οποίαν περιστασιν ν —  ι  εκφράζει τον τοάν 
προηγουμένων ορών αριθ-μον, εχομεν προφανώς, 

λ  =  α + ( ν  — ΐ ) ρ  . . . . . . ( i )  
εκφρασιν, ητις εις την συνήθη γλώσσαν μετα­
φραζόμενη επανε'ρχεται εις την ανωτέρω εκφρασιν.

Έ ά ν  η προόδος ητον φ3ϊνουσα, ηθ-ελαμεν εχει 
εζ  εναντίας,

|3=α— ρ
γ=ζβ— ρ = α — ρ— ρ=α— ·2ρ 
δ= γ— ρ=α— 2ρ— ρ=α— 5 ρ

και επομένως
λ  =  α —  ( ν — ΐ ) ρ ................... ( 2 ).

Ο ι <$υο τύποι (Ο  και (2 ) συντείνουν εις το νά 
προσίιορισωμεν όρον τινά οποιον^ηποτε της σειράς , 
χιορ'ις νά υποχρεονοίμεθ-α νά λομαριάζωμεν τους 
προηγούμενους* επειάη αρκεί να μνωρισωμεν τον πρώ­
τον ορον , τον λόγον και το'ν αριθ-μον των opcov των 
εμπε^ιλαμβανομενων μεταξύ του πρώτου και εκείνου, 
το'ν οποίον 3-ελομεν να σχηματισωμεν.

’’Εστω π. χ. η πρόοδος — 2 . 5 . 8 . 1 1  . * - . . 
της όποιας ζητείται ο εικοστός όρος.

Έ χομεν εδω a = 2  , ρ =  3 και ν =  20. Λοιπον' 
ο τύπος ( i )  γίνεται λ  =  2 + 19X 3 =  59·
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Ευρισκομεν προσέτι Scά τον 6θ°ν* ορον, 
λ ~  2 +  59 X 3 =  *79·

Έ σ τω  ακόμη η*πρόοδος ά~ 80· 74 · 6 8 . 6 2  . » », 
της οποίας ζητείται ο 1 2  ορος.·

Έ χομενκαί εδω a =  8θ , ρ =  6 , ν =  ΐ 2 . Αοιπον 
ο τύπος (2 ) δίδει X =  8 Ο— 1 ΐ χ 6 ~  1 4 ·

§. 2  45. Σ υ ν έ π ε ι α  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς  
ί δ ι ό τ.η τ ο ς. 0 1  αυτοί οντοι τύποι οδηγούν εις την 
επίλυσιν άξιοΧογωτάτου τίνος ζητήματος , του οποίον 
σχοπος είναι το νά εμ£άλλωμε2 μεταξύ δυο δο-9-εντων 
άρι·9·μων, τόσους Διαφορικούς, ή ’Αριθμητικά; ανά­
λογους μίσους , οσους 3-ελομεν, τουτεστιν άλλους 
αριθμούς σχηματίζοντας μετά row δυο δθ-9-εντων πρόο­
δον κατα διαφοράν.

Πρόκειται λό^ου χάριν νά εμβάλΧωμεν μεταξύ 
3  και 5 7  » οκτώ αριθμητικούς αναλό^ους με^σους, sera 
διαφορικούς.

Ε πειδή  ή , την οποίαν 3-ελομεν νά σχηματισω.μεν 
πρόοδος πρεπει, εμπεριΧαμβανομενων των δυο δο3·εν- 
των αριθμών, νά συν-9-ετεται άπο' 8 + 2  η 10 ορούς, 
επεται (αρι3·. 2 4 2 ) ότι ο τελευταίος όρος 57 stv&e 
Γσος με τον πρώτον 3, πλέον ρ φοραίς ο Χόγος. Αοι~ 
πόν εάν από 57 άφαιρεθ·^ 3 , η διάφορά 54 -^όλει εί­
ναι ίση με' 9 φοραίς τόν λό^ον , καί ε+ομένως το' 9 * 
του 54  > 6 3·ελ είναι η εκφρασις του λό^ου της
-προόδου.

Ά φ  ου εμνωρισαμεν τόν Χόγον, ευ’κόλως εξάγο- 
μεν την πρόοόον, ουσαν

+  3 . 9  · 1 5 . 2 1 . 2 7  . 5 3 * 3 9 * 4 5 - 5 1 . 5 7 .
Έ στω  σαν εν γενεια  καί λ  οι δυο άριθ-μοί, μεταξύ 

των οποίων θ-ελομεν νά εμβάλωμεν αριθμόν τινά μ
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άπο' μέσους διαφορικούς. 'Εάν σηρειωσοορεν £ιά V τον 
ολον apiS-μόν των όρων, ε"χορ£ν ν =  ρ4-2* o S - c v  ν —  
1 = ρ 4 -1 >  ‘/.at οί δύο τύποι του άρεθ-ρου 2 4 $ yt-
νονταε

λ  — α + ( ρ 4 Ό  ρ» λ  =  α —  (ρ + l )  ρ.

'ΑφαεροΟντες απο' τά £ύο μέλη ζην ποσότητα be ,
% ~  ̂ ' ι * * ^  α *xat οιαερουντες choc μ - r l ,  εχορεν ρ = ---------η

ρ -Η
α·

< * ,(eta την τελευταιαν επρεπε να αφαιοέσωμεν λ
από τα. δύο ρελη, xat νά προσ3·εσωμεν ( ρ + ΐ )  ρ»
επεετα νά διαιρέσου μεν διά p -f-l).

’Εντεύθεν βλέπομεν, ότι διά να έμβάλλο>μεν 
μεταξύ  <$υο δο3·εντων apt-9-ρων τοσους διαφορικούς με'- 
σους , όσους 3-έλομεν , πρέπει-νά αφαιρώμεν τον ρι- 

-χρότερον apiS-μόν από τον μεγαλητερον , xat νά ocat- 
ρεορεν την διαφοράν διά του ολικού apiS-μον των όρων, 
τους οποίους εμβάλλομεν πλέον ενα.

Το ουτω λαμβανόμενον αποτέλεσμα εκφράζει τον 
'λόγον της προόδου, ητις άιμπορεΧ προσέτι νά nvat αν­
θούσα η φ$·ίνουσα.

Προκείσ3·ω ως δεύτερον παράδειγμα νά έμβά- 
λωμεν μεταξύ 2 xat 2() , 55 διαφορικούς μέσους.

Έ £ώ  εχορεν a  =  2 , λ = 2 ξ ) ,  ρ = 5 5 .  λοιπόν

• η δε ζητούμενη πρόοδος είναι.

5
δ · ♦ · . ■ · ·  2Q-

4
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Ο  <20°{' όρος ταυτης της προόδου. η ο 1 9 ^* 
διαφορικός μέσος εχει τιμήν (άρ. 2 4 ^ ) ,  λ  =  2 -}~1 9 Χ
3 ,1ιό-.
4 4  

Ο 3 7 0<’ η ο τελευταίος 0οος της προόδου είναι
3  ̂ τ

χ  ~  2 + 3 0 Χ  —=  29 * τ ο όποιον πρεπει νά ηναι.
(·1 4 t

§. 244· Π α ρ α τ η ρ η σ ι ς .  ’Κάν μεταςυ όλων 
των ορών pica; προόδου κατά Ζαφοράν , 3-εωρουμενων 
άνά $υο , εμβάλωμεν τον αυτόν άοι-9-μόν διαφορικιον 
μεσοτν , ολαι αΐ ουτω σχήμα.ιζομεναιμερικοί προοδοι, 
αποτελούν μιαν μονήν και την αυτήν πρόοδον.

Τω ον τι έστω η πρόοδος ~ α . β . μ . δ . ε . £ · . . ·  
και έστω μ ο αριθμός tojv μέσων, τους οποίους θ-ε- 
λομεν νά ε’μβάλωμεν μεταξύ α και β , επειτα μεταξύ 
β και y , επ-ιτα y κα'ι δ . . . .  ο' λό^ος" κάθ-ε μερι­
κός πρόοδον 3-όλει είναι κατά τά είρημενα εκφρα­

σμένος. οια,β
α y —  β δ Επειδή

μ+· 1 μ + 1 μ+1
δε όλαι αυται αι ποσότητες είναι Γσαι* διότι α , β *  
y.  . . . οντων εις πρόοδον εχομεν . . . .  β·— # =
ν —  β ι=: δ —  ν . . . . ο λόνος είναι ό αυτός είςόλας
* t \ \ ι . * *ταυτας τας μερικας προοοους, και επειΟη προσε.ι ο 
τελευταίος όρος της προίτης σχηματίζει τον πριοτον 
ορον της δεύτερας και ουτιος εφεξής, συμπεραίνομεν , 
ότι ολαι αύται αι μερικαι πρόοδοι avy/poTουν μονο- 
ειδητινα πρόοδον.

Έ  φ αρ μ ο yyj. Προκεισ^ω νά εμβάλωμεν 10 
διαφορικούς με'σους μεταξύ' όλων των της προοδον 
όρων

ν  1 · 3 · 5 . 7 · 0  . 11 < » · · %9
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ιΛ <* / τ ·  ^ I 5 3
U λονος ειν ε ο ω -----------,  ,11 11

*Ηχομεν λοιπόν
2 4 6 Ο 2

~  1 ♦ 1 —  . 1 —  .1 — ..........2 - - .  5 * 3—11 11 11 11 11
7 — 5 * 2
~--------7)-----

11 11

47̂ __
1 1

4 ™  · 5 * 5 —  πρόοδον φανεράν.

Θ ελομεν μ ετα χείρ ισή  evS-Ος Αυτήν την άξιολο- 
μωτάτην παρατηρησιν.

§. 2 4 5 . Δ ε ύ τ ε ρ α  ί ό ι ό τ η ς .  Κίς oXrjv την 
νατά όια^οράν πρόοδον τό άθροισμα όύο οποιωνόη- 
ποτε opcov ληφ-3-έντων εις όσην όιαστασιν από τά όύο
* / " / \ -Λ / ^ακρα, rourscrt τον πρώτον καε τελευταίου , εεναε 
Γσον με τό ά-9-ροισμα των όύο άκρων.

Ούτως εις την προόόον
*f 1 . 4 . 7  · 10.  1 3 . 1 6 . 1 9 . 2 2 . 2 5  · 2 8 . 3 1 . 3 4  · Γ>7·
εχομεν 1 4 -3 7 = 4 + 3 4 = 7 4 -3 1  =  1 0 + 2 8  . ...................

Δχά νά όωσωμεν λόγον αυτής της προτασεως 
με μενικόντινα τρόπον, ας καλεσωμεν α και λ  τους 
δυο άκρους όρους , χ  τον όρον ο οποίος κρατεί την
T:r,y‘ τά£ιν, τουτεστι ό όποιος εχει π —  1°^ ^Ρ0

ι " \ Λ X V " * 7 ονί »αυτου και Q τον ορ ον, ος τις εχει π — ΐ  μετ
αυτόν.

Τούτου τε^εντος , εχομεν εξ αρχής, κατά τον 
τύπον τού άρι9·μ. 2 4 2 ·

χ  == α +  (π * Ορ* ^
Ινατά τό παρόν, εάν .^εωρησιομεν μόνον το με'ρος της 
προόόου, τό περιεχόμενον μεταξύ του όρου ς>, και 
τού ορού λ  , ο ολικός αριθμός των όρων αυτής της 
μερικής προόδου είναι π ,  και εχομεν ακόμη λ= 94-
(π —  *) Ρ-
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'0S-3V βλεπομεν , ότι X υπέρβαίνει p κατά την 
αυτήν ποσότητα , χατά την οπούαν χ  υπερβαίνει αν 
Λοιπόν οι τεσσαρες αριθμοί α , χ , ρ , λ  σχηρατα,'ουν 
μεταξύ των ίτοόίαφοράν. Κύς ολην is  την iVoiia<^o- 
ράν το \a-S-poίαμα των όυο ιχεσων είναι Γσον ρ.ε το 
άθροισμα1 των όύο αχρων (204)-

Ούτως εχομεν χ-}-ρ=α4-λ * οπερ εόει δεϊξαι.
Σ . Κ. 'Οταν η πρόοδος συγγ.ροτηται από περιτ- 

τον αριθμόν ορών, ο εν τω, μεσω σχηματίζει με τούς 
όύο άχρους συνεχή iVoita^opav , χάι επομε'νως (ttpc.S\ 
2 θ 6 ) 3t'vat ίσος με το ημιάθροισμα των ούο άκρων.

Ούτως είς την ειρημενην πρόοόον ~  1 .4  · 7 · · . ·
ητις περικλείει 13 ορούς, ο’ 175{·, η 19 έιναι ίσος 

ριε ---------, το οποίον είναι πρόδηλόν.

§. 2 4 ^· Σ υ ν έ π ε ι α ,  ’Η ίδιότης αυτή μας 
δίδει μέσον απλού στατον τοο νά λαμβανωριεν την έκ­
φρασή του αθροίσματος όλων των όρων προόδου τίνος 
κατά Οιαφοραν.

Έ σ τω  τω όντι η προούος . , .
~  a  . β . γ . δ ................... t. χ. λ.

καί ας σΐιμειωσωμεν 
διά σ το' άγνωστον 
άθροισμα όλων των 
ορών της , οντος ν 
του αριθμού των 
ορών’ άς ε’ννοησω- 
ριεν i i  γεγραμμενην 
την αυτήν πρόοδον 
νιρ εαυτήν χατ αν­
τίστροφον τάίςιν * 1
ως , · ~  λ· χ. £· . . . . γ  · β ,  α» K ara



-πρώτον βλε'πομεν, οτι τό άθροισμα όλων των δύο 
τούτων -προόδων είναι Ισον με 28.

’Από άλλο μέρος σνγν.ρινοντες ανα δύο τους εμ* 
■περιλαμβανόμενους όρους εις την αυτόν κάΑετον στή­
λην, εχομεν κατά την προηγουμένων, ίόιότητα α + λ  — 
β+ κ  — )/+ ι . . . .  . Λοιπόν 2σ είναι Ισον με τό με­
ρικόν α-9-ροισμα α + λ  τοσάκις λαμβανόμενον, όσοι όροι 
είναι εις την πριοτην πρόοόον , και επομένως.

2σ := (α + λ) ν.
"Οθ-εν όιαιρουντες όιά 2 . εχομεν·

(α-μλ) ν.
σ =·-----—-—

2
όηλαόη τ.ό άθροισμα των ορών της κατά 0ια<ροράν 
προόόου είναι ίσον με τό γινόμενον τον α-9-ροίσματος 
των δύο άκρων, πολλαπλασιαζομενον επί το ημισυ 
τοϋ apt-9-μου των ορών.

Έ . φ α ρ μ ο ^ α  ι. 1ον’ Ζητείται τό άθροισμα των 
25 -πρώτων ορών της Προόδου ' —2 . 7 . 1 2 . 1 7 · · .

ΙΙρεπει πρώτον νά αναξητησωμεν την εκ^ρασιν 
τον 250u* όρου * οΐλλ* όντος ένταυθ-α του λό^ου 5 > 
εχομεν (άριΑμ. 2^2 ) λ  =: 2 +  2 4  X 5 =  122. Λοιπόν

(2 + 1 2 2 )2 5  124X 25
σ =■λ----------L—  = ------------=  1550 .

2 ·  2

2 * Ζητείται το α-σροισμα των 100 πρωτων 
όρων της προόόου ’

τ  1 . 3 . 5 * 7  » 9 · · . ·
Ευρι'σκομεν πρώτον όιά τον ιθΟ ον* όρον.

λ =  ι +  9 9 Χ  2 =  199"
. λ ( ι  +  ΐ 9 9 ) ι ο ο  * ,

Αοιπον σ = --------------------10000* η το τετραμω-

40  α π ε ρ ί

2
νον του 100.



Γενικώς ο ν°<* ορος αΰτης της προόδου επειδή

Τ Ω Ν  Π Ρ Ο Ο Δ Ω Ν .  4 ^ 3

είναι
λ =  1 -4- (ν —  ΐ ) 2  =  2 ν —  1

ευρισκομεν ότι το ά&ραισμα των ν πρώτων
οοων

σ =
( i  +  2 V —  i )  V

=  v2 , η το τετράγωνον του ν.

Ουτοος το' άθροισμα των 15 πρώτων όριων εΤν«ί. 
ίσον 15 X 15 η 125.

§. 2 4 7 * Πρόοδος 5ε κατα πηλικον η γεωμετρι­
κή ονομάζεται σει^ά όρων, καθ-είς των οποίων είναι 
ίσος με τον προ εαυτόν ποΧΧαπΧασιαζόμενον επι στα- 
•9-ερόντινα apiS-μόν, ο οποίος ακόμη Χεγεται Χόγος 
της προόδου.

Η πρόοδος Χεγεται αυνξουσα η <ρ3·ινουσα, xaS·’ 
όσον ο Χόγος > η ο σταθερός αριθ-μός, ο οποίος εκ­
φράξει την σχεσιν ενός ορού με τον προ αυτου-, είναι 
με^-αλητερος η μικρότερος της μονάδος.

Ή  κατά «ηλίκον πρόοδος γράφεται τιθέμενων 
δύο στιγμών μεταξύ των διαφόρων όρων , και εμπρός 
των τό σημεΐον επειδή κατά τον ορισμόν δυνάμεθ-α. 
να -9-εωριομεν τους apiS-μούς , ως σχηματίζοντας σει­
ράν συνεχών αναλογίων.

' Π. χ . εστωσαν αί δυο σειρα'ι τών αριθμών,
Η  2  ; 6 : 1 8  : 54 : 102 : 486  : 1 4 6 8 ·

,  3 3 3 3
“  12 ! 6 ! 3 . · * “ » · /:’ \

2 4 8 ιό
Εις την πριοτην έκαστος όρος είναι ίσος με το'ν 

προ αυτου πολλαπλασιαξομενον1 επι 3 . Ούτως λοιπού 
αυτή είναι πρόοδος κατά πηλικον, εχουσα Χόγον 3.

Ε ις την δεντεραν ειαστος όρος είναι το' ημισυ 
του προ εαυτού, η είναι ίσος με τον προ εαυτου



4 6 4 Π Ε ? I
πολλαπλασιαζομενον ε’πι το κλάσμα — · Λοιπόν αύτη

είναι πρόοόος κατά πηλικον, εχουσα λόνον — .
2

Κκφράζομεν προσέτι τάς προόόους ταυτας , κατά 
τον αυτόν τρόπον, ως καί τάς κατά όιαφοράν προό- 
όους, όηλαόη ,
2 -προς 6 ,  προς 1 8 , «ρο'ς 54? *po? 1 ()2 .................

και 12 προς 0 ,  προς 3 ,  -προς—, -προς — ................

Ή άν 3·εωρη·9·ιοσιν οος συνεχείς σείραι, προκύ­
πτει , ότι πας ένας όρος της προόόου εΓναι εν ταυτω  
επόμενος και ηγούμενος, κατ εξαφεσιν του πρώτου , 
ος τις είναι ηγούμενος, και του τελευταίου, ος τις είναι 
επόμενος.

Αί κατά πηλικον πρόοόοι έχουν ιοιότητας ανάλο­
γους με τάς προόάους κατά όιαφοράν,

§. 248·· Π ρ ώ τ η  ί δ ι ό τ τ ι ς .  Κ κ τ ι μ η σ ι ς  
ο.ρου τ ι ν ο ' ς  τ ά ί ς ε ω ς  ο π ο ι α σ ό η π ο τ ε  ε ι ς τ ι- 
ν α  κ α τ ά  π η λ ι κ ο ν Γ Ι ρ ό ο ό ο ν .

*Κστω 7] πρόοόος κατά πολικόν νενικό, 
τ τ α ΐ β ΐ ^ ί ό ί ε ί ζ ' ί η : ^ · : .  * · · 

και σηρειωθά/τω όιά κ ο λόμος, ός τις ημπορεΤ προσ- 
έτι νά ηναιΡ5- η -«cCl, 3-ελομεν εχει προφανώς τάς 
ακολούθους ισότητας * 

β =  ακ
^ =  βκ==ακ Χκ — ακ2 
δ ~ γ τ .  — ακ2Χκ =  ακ^ 
ε =  <$κ =  ακ3Χκ =  ακ4
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'OS-sv βλε'πομεν, οτι εν y&si οροςτις οποιουόη- 
ποτ3 |3α-$·μου είναι ίσος με το'ν πρώτον optv πολλα- 
πλασιαζομενον επι μίαν όυναμιν του λόγου , εχουσαν 
βα-9-μόν όεικνυόμενον όιά του apt-3-μου τών όocov, οι 
ο'ποΤοι προηγούνται εκείνου, τον οποίον -9-εωοουμεν.

Ουτω σημειόνοντες δια ν τον αριθμόν τών περι­
εχόμενα"./ όρων , μεταξύ του πρώτου και τοϋ όρου λ , 
λαμράνομεν τον τύπον ,

λ  =  αΧκν ι ·
δι οΰ ευκόλίος ευρίσκομεν την τιμήν ε'νός όρου χωρίς 
νά σχηματίοωμεν τους προηγούμενους.

L· <ρ α ρ μ ο μ a t. 1 Ζητείται η τιμή του 12 
όρου της προόόου 1 8 : ................Ό  τύπος γί­
νεται λ  =  2 Χ 3 11*

Κατά πρώτον η 410* ^υναμις του 3 ε?ναι 3 X 3  
Χ 3  X 3 =  81. Πολλαπλασιάζοντες 81 επι 81 λαμ- 
βάνομεν 0501 ποσότητα, ητις είναι η 8^* όυναμις. 
Πολλαπλάσιάζοντες όε' 0501 επι 27 η επι την 3ην όυ- 
ναμιν του 3 ,  ευρίσκομεν 17714? ποσότητα, ητις 
είναι η 1 1η· όυναμις.

Λοιπόν τέλος πάντων λ =  2 Χ 1 7 7 1 4 ?= 354294· 
Ζητείται ό 1Ο0ί· ορος της προόόου ^α.

* t 12
3

3 : — 
2

Ένταυθ-α ευ'ρίσκομεν. λ  =  12 χ ω ·
Ά λ λ ’ ό κύβος του 2 είναι 8 , ο* όε κύβος του 8j 

ός τις είναι φανερά η ξ)η* όυνμμις' του 2 , είναι ίσος
- 1 3

με 512* λοιπόν λ =  12 X -----= ------ .
r  5 1 2  128

S .  Κ. Εάν η τά£ίς του ορού ηίτον ολίγον τι μα­
κράν, ό υπολομισμο'ς η^-ελε γένη με πολυν κοπον-

30
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άλλ’ η.$·ελαρεν φραχτεί επίσης $ίς την έκφρασιν τούτου 
του όρου διά διαδοχικών πολλαπλασιασρων. Πάντοτε 
δε ηρπορουρεν νά κρίνιορεν από τό πρώτον παράδειχ- 
ρα , πόσου ταχέως at δυνάρεις ενός αρ($·μον αυξά­
νουν τψην , Οταν ό βα-9-ρός της δυνάρεως rjvat οΧί- 
yov Tt ρεχάλος * επειδή εις την πρόοδον rr 2  : 6  : 1 Π : 
. ♦ . λαρβάνορεν την τιρην ρόνον τού ορού του 1 2 0ν·
354*94·

§. 2 4 9 · Σ υ ν έ π ε ι α  τ η ς  π ρ ο η ^ ο υ ρ έ ν η ς  
ί δ ι ό τ η τ Ο ς .  Νά έρβάλωρεν ρεταξυ δυο δοθ-εντων 
οίρ&μων a και λ  άρι$·ρόν τινά ρ ρέσων αναλογικών, 
δηλαδη άριθ-ρων σχηρατιζοντων ρε τους δυο πρώτους 
πρόοδον κατά πηλίκο ν.

Κ π ί λ υ σ ι ς .  Rtvai φανερόν, οτι διά νά σχη- 
ρατισωρεν την πρόοδον, αρκεί νάλάβωρεν· τον λόρον.

’Αλλ’ εκ του τυπου λ “ ακν-*· έξάχορεν, 0tae- 
ρουντες τους δυο αρι-9-ρους διά α , 
λ  * ν-ι

=  κν_ϊ , ό-9-εν
»

a
Και επειδή' ν εκφράζει τόν όλον άοιδ-ρόν των 

όρων, έχορεν άναρκαίω»ς ν =  ρ +  2 , και επορενως
ν — 1 = ρ 4 - 1 ·  Λοιπόν τέλος πάντων . ....................

μ + ι

ν a
'0.3-εν βλέπορεν, ότι διά νά λά/3ωρεν ιόν λό^ον, 

πρέπει κατά πρώτον νά διαιρέσωρεν τόν δεύτερον οο-· 
•9-έντα άρι-9-ρόν διά του πρώτου, επειτα νά εξάξωρεν 
από τό πηλικον ρίζαν βάθρου δεικνυόμενου από τον 
αριθμόν των εμβαλλόμενων όρων πλέον ένα.
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Γνωρίζοντας S i τον της προόδου λόγον, ευκόλως 
λαμβάνουν τους διαφόρους ορούς * αρ.εΐ να πολλα- 
πλασιάσωμεν διαδοχικώς τον προοτον όρον α επι την 
17)ν, 2VJV ♦ 3*ιν, . . . . .  , δύναμιν τον κ η τον
F+ *

V L
α
Ούτω π. χ. ο 4®f· άvαλoytκo'ς μέσος , ός Τις εΓ- 

vat o' 5ος' της προόδου η-9·ελεν εχει τιμήν,
F+ 1

Σ . κ. δεν γνοορίζομεν ακόμη κάμμιαν μέθοδον 
τον νά ε|ά^ωμεν ρίζαν βαθ-μου ανώτερου τον ^ υ· Ά λ λ  
ο αρχικός σκοπός μας είναι νά δώσωμεν εις τάς προό­
δους κατά πηλόκον, τόπους ανάλογους με τους δο- 
3-εντας * εις τάς προόδους κατά διαφοράν. Πλην 3·ε· 
λομεν δώσει εύ-9-υς ορμοδιώτατιν τι μέσον νά εκτελώ- 
μεν τάς ερμασιας ταότας.

§. 250. Δεικνύεται, ως και διά τάς προόδους 
κατά διαφοράν, οτι εάν μεταξύ όλων των ορών της 
προόδου κατά πηλίκο ν , θεωρούμενων ανά όνο, εμ- 
βάλωμεν τον αυτόν αριθμόν των αναλογικών μέσων, 
αι ούτω σχηματίζομε ναι μερικοί πρόοδοι συγκροτούν 
μονοειδη τινα πρόοδον.

Έ σ τω  ττ  α : β : y : δ : . /  . . . η πμοτεθ-εισα 
πρόοδος.

*0 λόγος διά την πρώτην μερικήν πρόοδον η-9·  ̂
ρ + ι F~H

λεν είναι τ* ν %otrt την δεύτερον

30 *
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vac

Άλλ* Ιχομεν, κατά την ΰπό$εσιν, —  =: - j- =  -—
*  ■£ 7

H+ * _  |*+A_

Λοιπόν* Qc αριθμοί ~j- . . · · f{\

<Vot* y.. f .  λ.
§. 251. Δ  s υ τ ε p a ίδ to τ η ς. Κίς πάσαν κατά 

πηλίκον πρόοδον το γινόμενον δυο τινων opojy έ£ς ίσην 
όιάστασιν από τα δυο άκρα είναι ίσον με το γινόμενον 
των άκρων.

*Εστωσαν τω ovrc χ xac ψ δυο οροί, των οποίων 
ο μεν $χ$ι π —  t όρονς -προ εαυτου, xac ο* άλλος 
π —  1 με-S·’ ε'αυτόν.

"Ο όρος χ είναι ίσος με τον πρώτον a · πολλα­
πλασιάζομε νον με κπ_ *, και ε* χομεν χ  =  α X κ*-1^

Ο τελευταίος ορος λ  είναι ίσος με τον όρον χ 
πόλλαπλασιαζόμενον επικ*-1 , και εχομεν λ  =  ψ χ  
χ*"1. Ό-δ-εν δηλον , ότι ol όροι α> χ ,  ψ xac λ  σχ/ι* 
ματίζουν την αναλογίαν α:_χ:: ψ : λ. Λοιπόν (άρι$·μ. 
50 8 ) χ  χ  ψ =  α χ  λ  * οπερ lost δεΐξαμ

φ* 252. *Ας σημειωσωμεν τέλος πάντων με π 
to μινόμενον όλων των ορών της προόδου ,

τ ;  a : β :  ̂ : ί  : ................... .... : κ : λ . ·
Πολλαπλασιαζομενων μεταξύ τω ν, ώστε νά 

εχωμεν
π =a|3yo . . . . . .  ιζλ
π =λκι γβα,
κ2=:αβγδ ................... ικλχλκι . . . ; Χχβα.
η ακόμη, αντιστρεφόμενης της τάξεως των παρα­
γόντων ψ

it2 =  αλ χ  βχ X γι X . . . .  ιγ X κβ X λα.
*Αλλ’ είδομεν, οτι aX =  pxrr^t . . . , xac ο αριΑ·-
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μός των γινομένων είναι ίσος με ν αριθμόν των όρο;ν 
της π·ροτε·3·εισης προόδου.*

Ουτω π 1 =  (α λ)ν·
-2

Και επομένως πηπ:^/ (α λ )ν·
fix του ο'ποιου δείχνεται, οτι το γινόμενόν όλων 

των ορών της κατά πηλίκου προόδου είναι Γσον με 
την τετραγωνικήν ρίζαν της ν όυναμεως του γινομένου 
των όυο άκρων.

() τύπος ούτος άνταποκρινεται προς εκείνον, 
ος τις δίδει το' ά-9-ροισμα των ορών της ?.ατά όια<ρο-

ϊ   ̂ ϊ ' (α +  λ)νρανπροοοου, οηΛαο,η σ = ----—— .

’Βόω <5εν -9-ελομεν εκ·$·εσει όλότελα του τρόπον 
του νά λαμβάνωμεν >την ε*κφρασιν του αθροίσματος 
των όρων προόδου τίνος κατά πηλικον * επ?ιόη είναι 
οι’ όλου ανωφελε'ς εις τον οποίον επραβαλαμεν σκο­
πόν, και ο οποίος προσέτι υποςΚίτίι γνώσεις τινάς 
Λλ^εβραικάς, περί των οποίων τίποτ ίκκόμη δεν 
ωμιλησαμεν.

§. 253«’Α ν τ α π ό κ ρ ι σ ή ς  μ έ τ α ^ υ  ε ι ς  τ ά ς  
ι ό ι ό τ η τ α ς  τ ιο ν δ υο  s i  δω  V τ ω ν  π ρ ο ό δ ω ν .

"Ας 'ίτλησιάσωμεν τοίρα τά ληφθ-ε'ντα εκ της μιας 
και της άλλης εξαγόμενα'.

ΠΡ όοί. κατά <5ιαφ. . . . . .  Πρόοό. κατά πηλ. 
λ = α 4 ( ν — ΐ)  ρ (άρ. 242) . λ= αΧ κν“1 (άρ. 248)

λ —  -· · , , y A -
μ 4* ι
(α 4  λ)υ

. . . (αρ. £43) α (αρ. 249)

. . (άρ. 2 4 6 ) . π := ^ (α λ )ν  (άρ. 2 ό 2 )
2
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01 τύποι ουΤοι μας δείχνουν, ότι αΐ εργασίαι, 
at ο’ποΐαι εχτελουνται επι των στοιχείων τηςν χατά 
πηλιχον προόδου , ανταποχρίνονται εις τάς βα3-μού ρ«- 
χροτερου εργασίας , at οποίat εχτελουνται επι των 
αναλογών στοιχείων της χατά διαφοράν προόδου.

Ούτως ο’ πολλαπλασιασμο'ς άνταποχρίνεται εις 
προσ^-εσιν * η διαίρεσις εις αφαίρεσιν*

‘Ο σχηματισμός των δυνάμεων εις άπλουν πολ­
λαπλασιασμόν * η εζα^ω^η των ριζών, εις διαιρεσιν.

Έ χ  τούτων των 3·εωριων άναμφιβόλως οδηγού­
μενος ο ένδοξος των Λο^αρί^μω* εφεύρεσης εσόν- 
τεμε τους άρι-^μητιχους υπολογισμούς, άρχόμενος 
άπο του πολλαπλασιασμού, χάμνιον νά εζαρτωνται oil 
?πι των όρων της χατα πηλιχον προόδου εχτελουμεναι 
ερ^ασιαι, από εργασίας επ'ι των δρων της χατά δια­
φοράν προόδου εχτελουμενας. ’Αλλ’ επειδή είς στοι­
χειώδες συ^ραμμα είναι αδύνατον νά περι/ράψωμεν 
λεπτομερώς την αξιολ,ογον ταύτην άναχάλυψιν, $’&· 
λομεν γνωστοποιηθεί μόνον τά ουσιωδέστερα εζα^ό*! 
μένα.

§. βον* Π ε ρ ί  τ ω ν  Λ ογα·ρί3·μο> ν.

§. 254· ·9·εωρητωμεν μιαν τινά πρόοδον χα­
τά πηλιχον εχουσαν πάντοτε τον πρώτον opcov ίσον 
με 1 , χαι μίαν τινά πρόοδον χατά διαφοράν εχουσαν 
τον πρώτον όρον ίσον με Ο-

Παραδείγματος χάριν,
Η  1 : 2 : 4 : 8 : ΐ6  : 32 : 64 : 128 :
—  o s : 3 : 6 : Ο : 1 2  : 15 : 18 . 2 1ί· ' .

Η  256 : 512 : 1024 : 2048 : 4 °9 ^  ' 81Q2 .
24 · 27 . 30 33 . 36 . 39 ·

: 4096 : 8 1 9 2  : 10384 : 32708  . . . . . .  (Α).
36 . 39 . 42 . 43 ■ · - . · (Η).
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Οι 'όροι της κατά Ζαφοράν προόδου λέγονται 
λογάριθμοι των ορών, οι οποίοι κρατουν τον στρωτόν 
βαθμόν εις την κατά πηλικον πρόοδον.

Κν γενει, Λο/άρι.$-μοι εννοούνται οι αριΑμοι 
της κατά Ζαφοράν προόδου, οι οποίοι ανταποκρι'νον- 
ται ορος πρός όρον εις τους αριθμούς της κατά πη- 
λι'κον προόδου, και Λογάριθμος ενός αριθμού εν μ ε -  

ρει είναι ο ορος της κατά Ζαφοράν -προόδου , ο κρα­
τών την αυτήν θ εσ ιν , την όποιαν κρατεί εις την κατά 
πηλικον -πρόοδον ο τον όποιον Αεωρουμευ αριΑμός.

Θελομεν ίδει ευ’-Αυς κατωτέρω διά ποιον λόγον 
νποθέτεται, ότι αι δύο -πρόοδοί αρχίζουν απο' 1 , κα'ι 
από Ο.

§. 255. Π ρ ώ τ η  Ί δ ι ό τ η  ς. Ά ^  Χηφθωσι 
κατά τύχην οι δύο όροι α καί β της προόδου (Α) , των 
όποιων πρόκειται νά λάβω μεν τό γινόμενον.

Προ'ς τούτο άς Αεωρήσωμεν τον πρώτον ορον 1 
της προόδου (Α) , τους δυο ορούς α , β και* ενα τέταρ­
τ ο ν / ,  ούτως, ώστε νά ηναι τόσοι όροι μεταξύ β 
γ , όσοι εινα μεταξύ α και 1. "Ας υποΑεσωμεν δε', όη  
η προόδος (Α) ε’στάΑη εις το'ν όρον γ.

'Άς Αεωρήσοψεν παρομοίως εις την πρόοδον Q3) 
τους τεσσαρας ορούς , οι οποίοι άνταποκρινονται εις 
τους αριΑμους 1 , α ? β , / , δηλαδη τους λο/αρόΑ-
μουςτω ν, τους οποίους σημειόνομεν διά. συντομίαν 
με Ο, Χογ. α, λο /. β, λο/. / ,  (η /ραφή λο/. σημειώνει 
λο/άριΑμ:ν του).

Τούτου τεΑε’ντος προκύπτει πρώτου εκ της ιδιότη­
τας του άριΑμου 251 , ότι οι τεσσαρες άριθμο'ι ι , 
α ,  β , / ,  σχηματίζουν αναλο/ιάν, επειδή α , β είναι, 
δύο όροι, τούς οποίους ελάβαμεν εις Γσην δια"στάσιν 
από τά άκρα εις μιαν πρόοδον, η οποία εστάΑη εις /.

Οντως εχομεν ι χ /  η y — αΧβ,
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At άλλο μέρος , οι τεσσαρες οροί Q » Xoy, a , 
Aoy. |31 λογ, y. σχηματίζουν παρομοίως ισόβιαφοράν 
(άρι3·μ. 245).

Ούτως εχομεν y  η λοχ. y  =ζλογ. α~μ
Χογ. β-

Λοιπον βάλλοντες ανr ι του y την τιμήν του
« 3 , sX*f«v

Aoy. (α χ β )= :λ ο ^ . a-f-Aoy. β.
"θ3·εν |3λεπομεν o n  ό λογάριθμος του γινομένου 

δύο αριθμών της προόδου (Λ) είναι ίσος με τό ά-3-ροι* 
σμα των λογαρίθμων των δυο τούτων αριθμών.

Κατά τούτο λοιπόν διά νά λάβωμεν τό γινόμενον 
δύο τινων αριθμών της προόδου (Α) , αρκεί νά λά- 
βωμεν τούς λογαρίθμους των εις την πρόοδον (Β ) ,  
νά τους προσθεσωμεν, και νά ζητήσωμεν επειτα εις 
ποιον άρι-9-μον άνταποκρινεται τούτο το άθροισμα. Ο 
ο άνταποκρινομενος αριθμός είναι τό ζητούμενου γι­
νόμενον.

Ούτως εστωσαν ol δύο άριθμοϊ 6 4  και 2 5 6 , 
των οποίων πρεπει νά Χάβωμνν το γινόμενόν*

Λαμβάνω τους λογαρίθμους των 18 και 2 4  $ις 
την πρόοδον (Β ) ,  .τους προσ-9-ετω, και εχω 4 2 · 
‘Επειτα ζητώ εις ποιον αριθμόν άνταποκρή/εΤαι το 4 2 , 
και ευρίσκω ΐ6384>  τ0' ζητούμενου γινόμενον.

Ευρίσκω παρομοίως οτι 1 2 + 2 7  η 39  > άθροισμα 
των λογαρίθμων τού 10 και 5 1 2  άνταποκρινεται εις 
8 l p 2 ,  γινόμενον των δύο αριθμών ΐ 6 ,  και 512 .

§. 256 . Σ υ ν έ π ε ι α *  *Εστωσαν α , β , γ f 
δ , . . . πολλοί αριθμοί της προόδου (Α). Εκ των 
είρημενων προκύπτει, οτι λογ, αβγ^λογ. αβ-|*λθ}’. 
γ x:\oy. α + λογ, β+λο^. γ.
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. Aoy. αβγδ — λοy. αβμ+λομ. δ =ζ Χογ. a-f-λο^. 
βότΧογ. /4-λο^. ό ,  και ούτως ε’φεςης.

Λοιπόν εν y iv jt , ο λο^άρι5·μος του γινομένου 
αριθμού τίνος παραγόντων είναι ίσος με το άθροισμα 
των \oycLpι-3-μων όλων των παραγόντων.

Ουτω όια νά λάβωμεν τό γινόμενον πολλών αριθ­
μών της προόόου αρκεί νά προσ^-ετωμεν τους
λο^αρ&μους τιον λαμβανομενους εις την πρόοόον (13), 
κα'ι να προσόιοριτωμεν εις ποιον αριθμόν άνταποκρι- 
νεται τό άθροισμα * ο* όε άνταποκρινόμενος αριθ-μός 
είναι τό ζητούμενων γινόμενον.

§. 257- II a  ρ α τ η ρ η σ t ς. At δύο ισότητες 
y =  aX|3, κα'ί λο^. γ=ζΧογ. α+λο^. β} α’πό τάς οποίας 
εκβάλαμε ν την προημουμενην ιόιότητα, υποθέτουν προ· 
ι^ανώς, ότι ό πρωτοπόρος $·ης προόόου (Α) είναι ίσος 
με ι  » και ότι ο πρώτος όρος της πρόοόου (ΐ3> είναι 
ίσος με' Ο. *

"Ας ί'όωμεν τι η3·ελεν αχολου-9-ησει, οΓν ο πρ νότος 
όρος ητον αριθ-μος τις κ όιά την πρώτην προοόον, 
και λομ. κ. όιά την όευτεραν.

Ίΐ3·ελαμεν εχει κατά τά ειρημενα (άρι3·μ. 255). 
Ι*"· Διά την πρόοόον ( Α ) ............... κ Χ μ = α χ β .

2 Λ Διά την πρόοόον (Β) . . .
λομ. κ+λο^. y =  λομ. α-{-λομ. β, 

05-εν . . . . .  λο^. y =  λομ. α + λο^ . β —  λομ. κ·
Δηλαόη τό a-S-ρθιομα των λομαρι'9-μων όυο αριθ­

μών α και /3 της προόόου (Α) ελαττω-3-sv , άπό τόν 
πρώτον όρον της προόόου (‘Β ) . είναι ίσον με τόν 
λογάριθμον του πηλίκου της όιαιρεσεως του νινομενου
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τα>ν δύο αριθμών α καί |3 διά του πρώτου ορού της 
προόδου (Λ).

O utgo διά νά μετα_χειριζωμε3·α την ιδιότητα ταύ- 
την, πρέπει

Ι 01'· Να κάμνωμεν το άθροισμα των λομαρί9·μθ3ν.
2 IN α αφαιρωμεν απο το άθροισμά τούτο τον

πρώτον ορον της προόδου (ι>) , και νά ζητωμεν εις 
ποιον αριθμόν της- προόδου (Α ) άντ αποκρίνεται η 
δικφορά.

30,\Ν ά  πολλαπλασιάζίομεν τον α’νταποκρινόμενον 
αριθμόν επί τον προττον όρον της προόδου (Α) ,  και 
ουτοο -δ όλο μεν λά/3 ει το ζητούμενον γινόμενον.

Οδη^ούμεθα λοιπόν εις το' νά κάμω μεν πρόσ­
θεση/ , άφαίρεσιν, και πολλαπλασιασμόν διά νά εύ- 
ρωμεν τό ε’^αμόμενον άπο' ενα πολλαπλασιασμόν.

'Ό τα ν  όμοος υ'πο^-ετωνται οι πριοτοι όροι Γσοι 
με 1 και Ο, η αφαίρεσις και ο πολλαπλασιασμός μι- 
νονται άφαντα. Rival λοιπόν η υπόδεσις αυτή αναπό­
φευκτος ’ (ορα αριθμ. 264)·

§. 258· Δ ε ύ τ ε ρ α  ί δ ι ο  τ η ς .  Ίδπειδη είς 
την διαίρεσιν ο διαιρετέος θεωρείται ως μινόμενον , 
τ ου οποίου ο διαιρέτης και τό πηλόκον είναι οί δυο παρ­
άγοντες, επεται ότι ο λομάριθμος του διαιρετέου εί­
ναι ίσος με τό άθροισμά των λομαρίθμων του διαιρέ­
του και του πηλίκου. Ούτως αφαιρουντες τον λομά- 
ριθμον του διαιρέτου απ’ εκείνον του διαιρετέου λαμ- 
|3άνομεν τον λομάριθμον του πηλίκου.

Λοιπόν ό λομάριθμος του πηλίκου της διαιρε’- - 
σεως δύο αοιθμεον της προόδου (Λ) , είναι ίσος με 
την διαφοράν μεταςύ του λομαρίώμου τού διαιρετέου, 
και εκείνου του διαιρέτου.
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Κατά τούτο λοιπόν, διά νά ε’κτελε'σοομεν διχιρε- 
σιν δύο αριθμών ανηκόντων εις την -πρόοδον (Α) , άρκεΐ 
νά λάβιομεν εις την πρόοδον (Β) τούς λομαριθμους του 
διαιρετέου και του διαιρέτου, νά αφαιρεσωμεν το'ν 
δεύτερον απο' τον πρώτον, και νά προσδιορισωμεν εις 
ποΐον αριθμόν της προόδου (Α) άνταποκρινεται αυτή 
η διαφορά. Ουτω λαμβάνεται τό ζητουμενον πηλικον.

Ας διαιρεθη 16384  διά 250.
Λαμβάνιο εις την πρόοδον (Β) τους λογάριθμους 

4*  και 24  τών δυο αριθμών. Άψχιρώ  2 4  από 4$ > 
και έχιο 18. Ζητώ τον εις 18 ανταποκρινόμενον αριθ­
μόν , και ευρίσκω 64  τό ζητουμενον πηλι'κον.

Ή  δε την διαιρεσιν άποβλεπουσα ιδιότης εκφρά­
ζεται ουτω μ ένα σύντομον τρόπον,

α
λομ. -- =  λομ. α —  λομ. β.

§. 259· T p i Tr) ι δ ι ό τ η ς ,  ’Κπειδη δυναμις 
τις βαθμου οποιουδηποτε αριθμού τίνος είναι (αριθ. 
111) τό μινόμενον τόσων ιτο>ν με τούτον τον αριθμόν 
παραμόντων , όσας μονάδας εχει τίις δυνάμεως ο εκ­
θέτης , επεται φανερά (άριθμ. 255) οτι ό λομάριθμος 
δυνάμεως τίνος βαθμού οποιουδηποτε ενός τίνος αριθ­
μού της προόδου (Α) , είναι Γσος με τον λομάριθμον 
του αριθμού πολλαπλασιαζομενου επ'ι τόν της δυνα- 
μεως εκθέτην.

Ούτως' λομ. α5 , η λομ. α X α χ  α Χ α Χ ®  =
5 λομ. α ,

λομ. α7 — 7 λομ. α , 
και εν μένει" λομ. αΙ·ί· =  μ. λομ/ α.

Λοιπόν διά νά λάβιομεν τό εζαμόμενον ενός σχη· 
ματισμου δυνάμεως αριθμού τίνος της προόδου (Α) , 
αρκεί νά λάβιομεν εις την πρόοδον (li) τόν λομαριθ- 
υ.ον τούτου του άοιθαου ; νά τον πολλαπλασιάσω ριεν
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επι τον της άυνάρειος εκ^-ετην , καινά TcpoaiiopcWpov, 
είς -ττ-ρΤον άρι3·ρο'ν τ?ις ττροοάου (Λ) ανταττοκρινεται 
τούτο το ρχνορενον * ο Ss άνταττοκρινόρενος αριθ-ρος 
.S-sAji είναι η ζητουρε’νη Αύναρις,

II. χ. Ί. ;!:ω.$·ητω 32 είς την 3η/ ούναριν.
Λαρβάνω 15 λοράρι5-ρον του 3 2 , τον πολλα­

πλασιάζω επί 5 εκ$-ετην της <$ννάρεως , τα: εχο:> 4 6 · 
7^,τω εις ποιον <χρι$μον ανταποκρίνεται 46 , καί ευρί­
σκω 32708  , την 3°ν Ουναριν τον 32-

§. 200. Τ ε τ ά ρ τ η  κ α ί  τ ε λ ε υ τ α ί α  ί ά ι­
ό της.  Ήζενρορεν , ότι όνο άρι-5-ροί ε’κφρασρίνοι ο 
εγας Οιά a  , καί ο άλλος δ ιοί cfcM , συνδέονται ρετα-
£·',-τtv  των όντως, ιοστε επειοη ο δεύτερος είναι η ρ *' 
όνναρις τον πρώτον , κατ’ αντίστροφον λορον καί ο 
πρώτος είναι η ρ*ι ρι'ζα τον άεντερον.

Αλλ’ sδείχτη  or: Xoy. a.u =  ρ. λορ. a ,
Λοιπόν ίιαιρονν-ες δία ρ ,  εχορεν λορ. a 

Xoy. αΗ

Δηλαόη ο λοράριθ-ρος της ρηί ρίζης ενο'ς αρι-9-* 
ρου είναι ίσος ρε τον λοράριθ-ρον τον άρ:3·ρον , σιαι- 
ρε·9-εντος διά του δείκτου της εζαχ^-ησορενης ρίζης *

,; χ,,. f o J Z J :
Ρ

Οντω δ:ά νά $ξά%ωμεν την ρϊΐν ρίζαν σρι-5-ρον 
τίνος της προόδου (Α),  αρκεί νά λαβωρεν τον λορα- 
ριΑρόντον εις την πρόοδον (13), νά τον διαιρεσωρεν 
διά ρ , και Ιπειτα νά ζητησωρεν εις ποιον αρ:-αρον 
ανταποκρίνεται το πηλίκον τούτο * ο οε αν τα no κρίνο · 
ρενος άρι-3-ρος είναι η' ζητονρενη ρίζα..

"Ας εζαχ5/) η 5η ρίζα του 3 2 7 0 8 .
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Λαμβάνω 45 λογάριθμον τού 3 2 7 9 8 , xcte tov 
διαιρώ δια 3 , δείκτου της ρι£ης, βυρισχβ» 16* to  
οποίον Ιχει ανταποκρινόρενον αρι^ρόν 32. Λοιπόν 32* 
εΓναι η ςητουρενη ρίζα.

"Λς s^ax ^J αχό μη η 510 ρι'ζα τ0'̂  52768 .
Aapj3άνω 45 λο^άρι·3·ρον Του 32768  , τον διαίρω 

Ota 5 ,  δείκτου της εξαχθησομενης ρίζης * και εχω 
9 · Ο 03 ανταποκρινόρενος εις ρ α ρ ^ ^ ο ς  εις την πρόοδον
(Λ) etvai 8. Λ οι-tcoν 8 είναι /I 5η ρ£α του 32708

*, Γί a  r  α σ κ ε υ η r  oj ν π ι ν ά χ ω ν τ ω ν  Λ ο ^ α -
ρίθμω ν.**

§. 2 6 1 . Λι κροηγουμεναι 3-ε&3ριαι άρχουν διά 
νά κατα.\ά;'3ωρεν Ty>v ωφέλειαν πινακός τίνος λογαρίθ­
μω ν, δηλαδη τ,Ιναχος εχοντος αψ ενός με'ν μέρους σει^ 
ράν apt^-pcov εί’ς πρόοδον κατά πηλικον, από*,του άλ* 
λου δε τους λογαρίθμους τω ν , δ του'ς αριθμούς εις 
πρόοδον κατά διαφοράν.

\ \ ν>ν '/ f/<\ ι 1 » ’ ·ιHirst ο ο οε ειοορεν, on ολαι at spyaatat επι 
των αριθμών οποιασδηποτε φύνεως άγονται πάντοτε 
εις εργασίας επί αριθμών ακέραιων, επεται οτι διά 
Την απλότητα των υπολογισμών , α’ρκεί νά περιέχω ό 
πιναξ τούς λοραρι^ρους των ακεραίων aptS-ρων. Ιδού 
τώρα πως σχηματίζεται τοιουτος πίνας.

Μεταςύ των απειραρίθμων νυττηράτων δύο προ«> 
όδων τής μεν κατά πολικόν, της δε κατά διαφοράν, 
εν.λεξαμεν την δεκαπλήν πρόοδον. ί :  1 0 :  100 ί 
1000 : 1 0 0 0 0 : 1 0 0 0 0 0 : 1000000  . · . χαίτην 
φυσικήν των αριθμών σειράν ,

~  Ο »  1 · 2  ■ 3 · 4  · 5 · 6 . . · · . .
Τούτου τεθεντος , άς εννοησωρεν, ότι ε£αλα- 

ρεν.: ρεταΐςύ των άρι5·ρων ΐ  και 1 0 , 10 χαι 1 0 0 ,
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100 καί 1000 (άρι3·μ. 25θ) το'ν αυτόν άρι3-μο'ν ανα­
τομικών μέσων, αλλ αρ/ετά μεμάλον, ώστε να ημε3α 
βέβαιοι ότι 2 , 3, 4 * · - 9 | * 1 > 1 7 , 1 3 , . . . . 
99  J 1 0 1 ,  102 ,  . . . .  Q99> περιέχονται μεταξύ 
των αναλομι/ων τούτων μέσων', η τουλάχιστον δεν 
διαφέρουν από πίνας αυτών, ειμη /ατά  ποσότητα τόσον 
μι/οάν , ώστε χωρίς επαισθ-ητόν αμάρτημα νά επέχωσι 
τον τόπον των.

"Ας έννοησωμεν έπειτα, ότι μεταξύ των ορών Ο, 
καί ί , 1 /a t  2 , 2 /a t  3 , 3 /a t  4 της προόδου κατά 
διαφοράν, έ|3άλαμεν τόσους διαφορικούς μέσους , όσους 
/ a t  αναλογικούς. Ι^ιναι φανερόν κατα τα-προειρημένα, 
οτι οί όροι της νέας προόδου κατά διαφοράν -9-έλουν εί­
ναι οί λομαριθ-μοι τής νέας πρόοδου κατά πηλι/ον.

Κατά το' παρόν άς ύποθ-έσωμεν, ότι εις τον 
άπεραντον αριθμόν των όρων tcov δύο προόδων λομα- 
ριάξομεν μόνον τους ακέραιους άρι3·μους ι  , 2 , 3 ♦ 
4 . . · · 9> 1 0 , 11» 1 2 . . . .  άνη/οντ ας εις 
την πρόοδον κατά πηλί/ον, ως καί τους λομαρι-3·- 

, μους , οι οποίοι τους άνταπο/ρινονται ουτω. Θέλομεν 
λάβει ένα πίνακα, περικλείοντα.

Αφ ε'νός με'ν μέρους τους κατά διαδοχήν άκε* 
ρ&ίους apt-9-μους , οι οποίοι τω  όντι δεν θέλουν κάμει 
πλε'ον μεταξύ των πρόοδον κατά πηλι/ον, άλλα θ-έ- 
λουν ·3·εωρείσ3·αι επίσης ως όροι προόδου τίνος Του- 
Ίου του είδους»

Αιπ αλλοΐι δ ε , τούς λομαρίθ-μουςτων^ οί Οποίοι 
δέν θ-ε'λουν είναι εις πρόοδον κατά διαφοράν, άλλα 
θέλουν είναι επίσης όροι άναλομίας τινός τούτου του 
είδους, κρατούντες την αυτήν τάξιν, την όποιαν κρα­
τούν εις την πρόοδον κατά πηλι/ον οί aptS-μοί , tcov 
οποίων τους λομαρόλμους παρασταίνουν ούτοι οί όροι.
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Ουτω λοιπόν αί άποβλεπουσαι τάς διαφόρους 
άρι-9-μικάς εργασίας ιδιότητας εφαρμόζονται εις όλους 
τους άρι-9-μους τούτου του πινακος , και εις τους λο­
γαρίθμους tcov.

Σ . Η. Κατ’ άρχάς φαίνεται δυσκολον νά χατα- 
λάβωμεν πώς εμβάλλεται μεταξύ δυο δοθ·|ντων άρι$- 

jzcoV 1 και 10 π. χ. με/ας  αριθμός α’ναλο^ιχων με·> 
σων * ε’πειδη διά νά εμβαλωμεν δυο μόνον, πρεπει (άρ.

μ + 1.

2 4 9 ) χατά τόν τύπον χ J / K  .·a οποίος δίδει την

εκφρασιν του λό^Ου , νά εξαξωμεν μετά  πολλοτάτας

προσεγγίσεις την 3ην ρίζαν του —  η' του ί ο ,  epya*

σια την όποιαν ηξευρομεν ηδη πόσον είναι πολυπονος.
Τι δε' ηθελαμεν κάμει, εάν επρεπε νά εμβάλω- 

μεν 1 0 ,0 0 0 ,0 0 0 , ως δείχνουν αί πραμματείαι της 
αριθμητικός ; Λλλ ό σκοπός μας 7jtov νά δείξαμεν 
την υπαρξιν λογαριθμικού τινός πινακος. Πλην εις 
τά  υψηλότερα μέρη της Μαθηματικής ευ ρίσκο νται μέθ­
οδοι πολύ πλέον τούτων συντομώτεραι.

§. 202. Λ \ λ \  ιδού' στοιχειώδης τις μεθ-οδος 
όπι»σουν πλέον εόκατάληπτος , εος υποθετουσα διαδο-
χικάς εξαγωγζς τετραγωνικών ριζών.

*Ας υποθέσίομεν, οτι 3-ελομεν νά προσδιορίσω- . 
μεν τον λογάριθμον του του 5 μερικώς.

’Επειδή 5 περιλαμβάνεται μεταξύ 1 και ί ο ,  άς 
εμβάλομεν μόνον ενα μέσον, αναλογικόν μεταξύ 1 και 
10* (εχομεν άρ. 210* 1 : χ  :: χ : ΐ Ο ,  οθ-εν χ  =  
^ 1 0  =  3 , 1022770 . . . » ) *  επειτα ενα διαφορά
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7.0ν ρεσον μεταξύ 0  καί 1  * (Ιχομεν αρι.$-. 2 0 0 . -·■· 0 : φ :
1

φ ί 1  * ο5εν ψ = —=  0 ,5 ·)

Τοΰτβν τεθ-έντος, -- η 0 ,5  είναι φανερά ο λο-

μάριθ-μος του ΐ / ΐ Ο ,  εξαγόμενον σύμφωνον προσέτι με 
τ/jv ιδιότητα του αρ, 2 0 0 ? επειοη ε*χομεν

 ̂ 1/ 7 : λον. ι ο ιλον. Κ 1 0  =  —------ = -  -
2  2

Κατά τ ο  -παρόν, έπειόη 5  είναι με^αλκίτερον -πα­
ρά 3 , 1 0 2 . » · ·  και μικρότερον παρά 1 0 , ,ας
ίμβάλωμεν νεον αναλογικόν ρέσον μεταξύ 3 ,1 6  2 2

t
« . · . και ί ο .  Ιπειτα μέσον όίαφορικον μεταξύ

it
κάί 1  * ο5εν
3 ,1 0 2 2 . . · :  χ  :: χ  : ίο *  ό'5ενχ =  */ 3 ΐ ,ό 2 2 7 7 0  =

ι r 5
5 j623 . . . .  καί —  · ψ : φ ♦ ι ,  ό5εν ψ =  —

2 Τ 4
=  0,75*

Ο όίαφορικός μέσος είναι προσέτι 6 λογάριθ­
μος του νέου αναλογικού μέσον.

Επει$η ακόμη ο αριθμό'ς 5  περιεχεται μεταξύ 
3 ,1 6 2  · · . καί 5 .0 2 3  . ; λαμβάνομεν αναλογικόν 
τινά ρεσον μεταξύ 3 ,102  · · · ♦ καί 5 ,6 2 3  . · * · 
έπειτα μέσον &αφορικόν μεταξύ 0 ,5  καί 0 ,7 5 .

*Ηοη, ε?ναι φανερόν οτι άκολουθ-ουντες νά ε’ρ- 
βάλλωμεν αναλογικούς μέσους, θ-έλομεν φθάσει εις 
το νά προσόιορίσωμεν ουο , οί οποίοι .θέλουν όιαφερει 
ο εις από τον ά λλο \ καθ·’ όσον ρικράν ποσότητα 5ε- 
λορεν, καί οι οποίοι θέλουν περιλαμβάνει τον αριθ­
μόν 5 · Ηρπορεΐ λοιπόν χκρίς σφάλμα νά επέχ^ τον
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τόπον τ ον 5 ,  αναλογικός τις μέσος , και ο εις αυτόν 
άνταποκρινόμενος διαφορικός S-ελ’ είναι ο ζητούμενος 
λο^άρι-^μος. Μ ε παρομοίως -πράξεις λαμβάνονται και 
οί λο^άρι·9·μοι του 2 ,  δ ,  7.

"Ας παρατηρησωμεν -προσέτι, ότι α’ρκεΤ υπολογι­
ζόμενοι ούτως το'ν λο^άρι·9·μον εκάστου ακέραιου αριθ­
μού νά προσδιορισωμεν κατ ευ·$·εΐαν τούς λογάριθμους 
των προ$των αρι^-μιον. Ο ι δε' \ογάρι$·μοι τών πολλα­
πλών άριθ-μών λαμβάνονται διά των λο^αρ&μων των 
πρώτο^ν αριθμών, κατά τάς ιδιότητας εν άρ. 256 
και 259·

Π. χ . Έ χομεν λογ. 15 — Xoy. 5X3 =  \oy . 5 +  
Xoy. 3· Aoy, ?,6 =  Xoy. 2 2Χ 3 2 = :2  Xoy. α + 2  Xoy.
3 ,  και ούτως εφεξής.

, , Δ ι ά τ α ξ ι ς  κ α ι  χ ρ η σ ι ς  τ ώ ν  κοι νοόν  Π ι-
ν ά κ ω ν.“

§. 203· Καλούνται κοινοί Αο^άρι·9·μοι εκείνοι * 
οΐτινες σχηματίζονται κατά το σύστημα τών δυο προ­
όδων,
j H  ΐ :  1 0 : too: 1000 . . . . ) επειδή- οντος είναι 

ο. 1 . 2 :  3 ( ο κοινότερος πιναξ.
’Ονομάζονται ακόμη λόχάρι3·μοι τού Bpiyyiou του 

•πρώτου τών πινάκων εφευρετου.
Καλείται δε βάσις του κοινού συστήματος, ο λο- 

γος της κατά πηλίκον προόδου, η 10,
Προκύπτει ε’κ της ·$·εα>ρίας τών δυο προοδιον,
I 01'* ότι ό λο^άρι.$·μος της βάαεως η 10 είναι ίσος

με 1. -
2°ν* ότι ο' λο^άριθ-μος της μοναδος είναι 0· f  
Ή  τελευταία ίδιότης είναι αλη-9-ης εις ολον το λο­

γαριθμικόν σύστημα., ε’πειδη προει'δομεν, οτι αί δυο
31
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πρόοδοι πρεπει Vet άρχίζωσίν από i  και άπο' Ο·
Αλλ η πρώτη υποθε'τει την κατά διαφοράν πρό­

οδον , ως την φυσικτ)ν σειράν των αρι$·μα>ν, το οποίον 
. δεν είναι άναπόφ^υκτον εις την ύπαρ^ιν των ιοιοτητων 

τον λογαριθμικού συστήματος.
'Ό τα ν  jjjv όποιαδηποτε η κατά διαφοράν πρό­

οδος , ημπορούμεν νά είπωμεν μονον, ότι ό λό^ος της 
προόδου κατά πηλίκον , η η βάσις τον συστήματος 
εχει λογάριθμον τον Χογον της προόδου κατά διαφοράν.

§. 204* Γνωρι£ομεν ακόμη κατά τάς δύο ειρη- 
' με'νας 'προόδους, ότι οι λογάριθμοι όλων των ακέ­

ραιων η κλασματικών αριθμών των μεταξύ i και ΙΟ 
περιεχομένων, είναι μικρότεροι της μονάδος* οτι εκεί­
νοι των μεταξύ ΙΟ και ΙΟΟ -περιεχομένων αριθμών, 
συνθ^τονται από μονάδα και εν η  κλάσμα* οτι εκείνοι 
των μεταξύ 1 0 0  και 1 0 0 0  περιεχομένων αριθμών συν·» 
θετονται από δυο μονάδας και εν τι κλάσμα, και ού­
τως ε'φε|ης.

s Ε ίςτονς του Bptyyiou πίδακας τά κλάσματα ταύτα 
ε^ετιμηθησαν εις δεκαδικά.

‘Ωσαύτως οι λογάριθμοι τών απο' εν μο'νον ψη­
φίο ν συνισταμενων αριθμούν παρασταίνονται άπό δεκα­
δικόν κύριον κλάσμα, οί δε τών από δύο ψηφία αριθ­
μών έχουν 1 άκε'ραιον μέρος, άκολουθούμενον προσ­
έτι από δεκαδικόν κλάσμα.

0 1  λομάριθμοι τών άπό τρία ψηφία αριθμών 
έχουν 2  άκε'ραιον με'ρος.

’Εν y$v$i τό ακέραιον μέρος τού λογαρίθμου ενός 
αριθμού περικλείει, μειον μιας, τδσας μονάδας όσα 
ψηφία εχει ό αριθμός, άν ηναι ακέραιος, η τό ακέ­
ραιον αυτού μέρος, άν ηναι κλασματικός.

Τό ακέραιον μέρος τού λογαρίθμου ονομάζεται 
χαρακτηριστικόν * επειδή διά μόνης της θεωρίας αυτού
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κρι'νομεν είς ποιας τάζεις μονάδων περιλαμβάνεται ο 
ανταποκρινόμενος εις τον προτεθεντα λογάριθμον 
αριθμός.

Ο ύτω 2,74050 ανταποκρινεται εις αριθμόν από 
τρία ψηφία * δηλαδη εις αριθμόν μεταξύ 100 και ΐΟΟΟ 
περιεχόμενον. 'Ωσαύτως 4>0567 8 . . . είναι ο λο- 
γάριθμος του μεταξύ 10000 και 100000 περιλαμβα­
νόμενου αριθμόν.

§. 265· Γνωριζοντες τον λομάρι-9-μον οποιουδη- 
ποτέ αριθμού , λαμβάνομεν ευκόλως εκείνον ενός άλ­
λου δεκάκις , εκατοντάκις , χιλιάκις . .  . μεμαλητερου. 
’Αρκεί προς τούτο νά προσ-9-εσωμεν 1 , 2 ,  3 ,  . . .  - 
μονάδας εις τό χαρακτηριστικόν.

*Κστω τω οντι α ο αριθ-μός , του οποίον μνωρι- 
ζομεν τον λογάριθμον. Έ χομεν λοιπόν (άρι-S·. 255). 

λομ. αΧί Ο — λομ. α+λομ. 10 =  λομ. α + 1  
λομ. αΧ 1 00 =  λομ. α+λομ. 100 =  λομ. a-\r<2.

λομ. α χ  i Ον· ”  λομ. α-}-λομ. 10ν· =  λομ. a-fv, 
’Αντιστρόφως οι λομάρι·5·μοι ενός άριθ-μου όταν 

γνφσθη , διά νά λάβωμεν εκείνον ενός άλλου δεκάκις, 
εκατοντάκις, χιλιάκις . . .  μικρότερου, άρκεΐ νά 
άφαιρε'σωμεν από τό χαρακτηριστικόν 1 , 2» 3 ,  4 · · *  
μονάδας.

Τω οντι Ιχομεν (apiS-μ. ϊ5 8 )  
a

λομ.
1000

=  λομ. a  —  λομ. 1 0 0 0 =  λομ. a —  3* και

ουτω περί των άλλων.
’Εντευ-3-εν συμπεραινεται, ότι οί λογάριθμοι των 

άρι$μων
4 5 6 7  I 456,7 [ 45,67 | 4^507 | , χ· δεν διαφέ­
ρουν άλληλων κατά το δεκαδικόν μέρος , άλλα μονον 
κατά τό χαρακτηριστικόν , το οποίον δια μεν τονπρω*

31 *
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τον αριθμόν είναι δ , διά δε' τον δεύτερον, 2 , stetc. 
*διά τον τρίτον 1 και Ο διά τον τέταρτον.

Έ ν ys'ht 6 λογάριθμος δεκαδικού κλάσματος εί­
ναι 6 αυτός, έκτος του χαρακτηριστικού, μέ τον λο­
γάριθμον τον προτεθεντος αριθμού μετά  την της υπο­
στιγμής άφαιρεσιν* άλλ εις το δεκαδικόν μέρος δεν 
είναι καμμια διαφορά.

Κιναι καλόν νά παρατηρησωμεν, ότι η ιδιότης 
αυτή είναι ολως διόλου ίδιάζουσα εις τό σύστημα των 
λογαρίθμων τον Μριγγίου, "Οθεν και προτιμητέου τό 
σύστημα τούτο παντός άλλου, ε’πειόη τά δεκαδικά 
κλάσματα είναι εκείνα, εφ ων συχνότερα εργαζόμεθα. ’

§. 280. 7Ητον αδύνατον νά |3αλθ·ωσιν εις τους 
πίνακας άλλοι παρά οί των ακέραιων αριθμών λογά­
ριθμοι, επειδή δυο διαδοχικών αριθμών περιλαμβα- 
νόντων μεταξύ των απειρίαν κλασματικών αριθμών, 
ηθ-ελεν είναι παράλογον νά π^οτιμησωμεν τούτους άπ’ 
εκείνους. Κκτός τούτου οι υπολογισμοί επι των κλα­
σματικών ησαν δυσκολότατοι, και εις εν τι όριον επί­
σης πολλά μικρόν ητον αδύνατον νά περιορισθ-ώσι.

Ο ν \  r . * „ i, '  '· yυτως είναι πίνακες οι οποίοι φθάνουν εως εις 
1000.0 y άλλοι εις 20000* οι πλέον εκτεταμένοι εί­
ναι οι τού Καλλέτου , φθάνοντες έως εις ί0 8 0 0 0 ·

Ή δη  at λογαριθμικοί εφαρμογαι απαιτούν συχνά 
την αναζητησιν λογαρίθμου ενός αριθμόν , είτε υπέρ- 
βαίνοντος τά τών πινάκων όρια, είτε οντος κλασμα­
τικού. Πώς ευρισκεται τότε ό λογάριθμος ούτος; 
Τούτο θελομεν αναπτύξει διά των ακολούθων παρα­
δειγμάτων * (υποθέτομεν δε' εις όσα λεγομεν , οτι 
κρατουμεν εις χειρας μόνον τους μικρούς πίνακας του 
Βεύνώδου η τού Λαλάνδου).

§. 2(3 7. ’Αριθμού οποιουδηποτε δοθέντος νά 
προσδιορισωμεν τον λογάριθμον.
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i 6ν' *Ας προσόιορ'σωμεν τον λομάρι3·μον του 
254529-

ίνπειόη ο αριθμός ουτος εχει εζ ψηφία, τό χα­
ρακτηριστικόν του λοχαρ&μου του είναι 5 (άρ. 2 0 4 )· 
Οότω λοιπόν το ζητημα χαταντα είς το να ευρωμεν 
το όεχαίιχόν αυτού μέρος.

Προκύπτει δε εχ του ό, τι ειπαμεν αρ. 205  ♦ οτι 
το' όεχαόιχόν τούτο pipog είναι το αυτό με το του 
λομαριθ-μου 2545,29·

Κχ ταυτης της προπαρασχενης, συνισταμενης είς 
το νά χωρισωμεν προς τά όεζιά του *αριθ-μου αρχετά 
ψηφία διά νά ευρισζεται το' εις τά αριστερά μέρος του 
εις τον πίνακα, λαμβ άνομεν αριθμόν περιεχομενον με­
ταξύ 2543 χα': 2544* 'ούτως δ λογάριθμός του είναι 
ΐαος με εκείνον του 2 5 4 3 , πλέον εν μέρος της δcα­
φοράς, τό οποίον υπάρχει μεταςύ λομ. 2544 
λομ. 2543·

Κυρισχεται εις τον πίνακα . . . .  λοχ. 2543 =  
, ϊ ,40535 ' ευρύτ/.εται επίσης 17 , όιαφορά μεταξύ 
λογ. 2544 5 χα'ι λομ. 2543- Λυτή η όιαφορά 17 
εκφράζει τάς μονάόας της τάζεως του 5 τ0ν· όεκαόιχου 
ψηφίου, η τά 10000ϋ?ία-

Τούτου τεθ-ε’ντος, όιά νά λάβωμεν τό με'ρος ταύ- 
της της οιαφοράς , την οποίαν πρε’πει νά προσδέσω- 
μεν είς λο γ , 2543 , διά νά εςάζωμεν εκείνην του 
2 5 4 3 ,2 9 , συσταινομεν ταυτην την αναλογίαν. Ιόαν 
όιά μιαν μονάδα όιαφοράς μεταζυ τιον αριθμών 2544 
και 2543 Ιχωμεν 17 εκατοχιλιοστημόρια όιαφοράς 
μεταζυ των λθμάρύ$·μων των , πόσην όιαφοραν θελο- 
μεν εχει μεταςυ των λομαρι·$·μων όιά 0 ,2 9  > τ ':' οποίον 
είναι διαφορά μεταςυ των αριθμών 2545 ,29  "/α; 
2 543 .  η

ί ; 17 :: 0,29 : χ  ’ οθεν 
X — 17X 0,29 =  4 95-
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Και ο 4Τ0?· όρος 4>93 είναι ε’χεινος, τον οποίον 
πρεπει να προσθ-εαοψεν εις τον λο^άριθ-ρον 3 ,40535  , 
#ιά. να Ιχωρεν τον ζητούρενον λογάριθμον.

’Επει^ά πρεπει νά λο^αριάζωρεν ρο'νον το εν 
αριστερά τ/ις υποστιγμής μέρος, είς τούτον τον 4 τον 
ορον προ^Αετορεν 4 *ι μάλλον 5 (επειάη το πρώτον 
^yjcptov εις τά δεζιά της υποστιρρ/(ς είναι ρε^αλ^τερον 
παρά 5) εες το τελευταίον ψηφιον του 3,4053*5 > χαι 
λαρβάνορεν
λογ. 2543 ,^9  =  .3)40Γ>40· Λοιπον λογ, 254329  =

5 ,40640 .
Τ ά ς  πράξεις οε ούτω διατάττομεν, 

λογ . 2 5 4 3 2 1 )= λ ο /. 2543 ,29  +  2-
λο^. 2543  =  3,40535» 

διαφ. του πίν. . . .  17.
ι : 17 :: ο , 2 9 : χ = 4 > 9 3 ................... — . . . .  5
Λοιπόν λογ . 2543 ,29  ~  3 ,40540
Χαι επομένω ς ................... λογ . 2543 2Q =  5 ,4 0 5 4 0

’ Ας προσδιορίσω^ α'/.όμ·/) ο λογάριΑρος του
1784967- ^

Έ χορεν  6% α ρ χ ή ς ....................
Xoy. 17849 67  — λογ. 1 7 8 4 Ό 6 7 + 3

λογ 1784 = .3,25139* 
δια<ρ. του wiV................25
1 : 2 5  :: 0 ,9 6 7  : χ  =  24»ΐ 7 5 ................... ~ _______ 2_4
Λοιπον . . . . . . .  λογ. ί7 8 4 ·9 6 7  =  3 ,25103
επομένω ς................... λο γ . 1784 9 6 7 =  6 ,21103

Σ . Κ. Δ ιά  να' επιλυσωρεν τά δυο προηγούμενα 
ζητήματα, έσνστήσαμεν αναλογίαν ρεταςυ των διάφο­
ρων των άρθρων και τών διάφορων των λο^αρί·9·- 
ρωντων, Δείχνυται ε’ν ’Αλρεβρα, δτι 7j άναλορία αυτή 
•εν είναι ποτέ ακριβής , άλλα πλησίαζε: τόσον πλέον
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ζις την ακρίβειαν, όσον ο\ άρι-9-μοί, π ά το υ ς  οποίους 
«σύσταση, είναι μεγαλύτεροι· xat δείχνεται προσέτι 
ότι εις την χρησιν των μικρών πινάκων το πραττόμενον 
σφάλμα δεν πίπτει επάνω του 5 T0W δεκαδικού ψηφίου 
του Χογαρ&μου, εν όσω ο* αρι$-μός είναι υ'περ τά 
1000. Ιδού διατί όταν ένας άρι-^μός υπερβαίνει τά όρια 
των πινάκων, πρεπει νά χωρίζωμεν, όσον εμπορουμίν 
ολιγ^τερα  ψηφία.

—0V , , «, 4δ
2° * Ζητείται ό λονάρι3·μος του 37 -—·

59
Ουτος ο αριθμός τρέπεται είς —■— . Αοιπον

59
(άρ. 2 58 ).

43λον. 37 “  =  λον. 222(5— λον. 59*
' 5 9

Ευρίσκεται δε εις το ν . πίνακα
Χογ. 22*0 =  3 ,34755
Xoy. 59 =  1,77085

"0·9·εν γινόμενης της άφαιρεσεως
43

λον. 37 — =  1 ,57068.
59

Ο  δε Χογάρι$·μος ενός κλασματικού δεκαδικού 
αριθμού, π. χ . του 479»2504> ευρίσκεται, άφ’ ου ως 
είδομεν (άρ. 265) προσδιορίσω^ ο' λο^άρι3·μος του 
4 7 9 ^ 5 6 4 , έπειτα αφαιρεωώσι τεσσαρες μονάδες απο 
το χαρακτηριστικόν, η ημποροΰμεν νά ειπωμερ

Χογ. 479,2564 = λ ο ^ . 4792,564 —  ι 
λο/. 4 7 9 2 = 3 ,6 8 0 5 2 . 

διαφ. πίν. . . . . .  9
ΐί: 9 · * 0,564 :χ  =  5,076 . . . . = ___
ό 5 ε ν ....................... λομ. 4 7 9 ^ 5 0 4  =  3 ,68057
λοιπόν . . . . . .  Xoy* 479*2564 =  2,68057·

ο»-4



4 8 8 Δ 1 Λ T A ΚΙ 2 Η A I X Γ Η 21 2

Ίδε το τέλος τούτου του κεφαλαίου (αρ. 274) 
-7τερ\ tojv λογαρι'3-μων τιον κυρίων κλασμάτων.

§· 208· Αφ’ ού ooS-fl οποιοσδήποτε λοχάρι-9-μος , 
νά ευρωμεν τον εις αυτόν οΐνταποκρινόμενον aptS-μόν.

vOraV μεταχειριξωμε-9-α τους λογάριθμους εις 
αριθμητικών τινων ερρασιών εκτελεσιν, καταντωμεν 
συνήθως εις εξαγόμενον εκφρ άζον τ ον λοράρι-9-μον του 
ζητούμενου αριθμού, καί πρεπει διά, μέσου του πινα- 
κος νά προσδιορισωμεν εις ποιον αριθμόν ανταποκρίνε- 
ται ο λο^άρι5μος ούτος.
• 1 Ας ·9·εωρησωμεν την περιστασιν , εις την
οποί'αν το χαρακτηριστικόν είναι 3 , δηλαδη το με^α- 
λητερον αφ όσα ευρισκονται εις τους μικρούς πίνακας.

Ευρε-9-ητω ό α’νταποκρινόμενος άρι-9-μός εις. τον 
λο^άρι-9-μον 3,45936·

Ζητουμεν πρώτον τον λονάρι3·μον τούτου ανάμεσα 
εις εκείνους των από τεσσαρα ψηφία αριθ-μων , και ευ* 

.ρισκομεν, οτι περιεχεται μεταξύ 3 ,4 5 9 24 χα'{ 3,45Q39» 
ο; ο'ποΐοι είναι οί λογάριθμοι του 2879 χαί 2880- 
Λοιπόν ο' ζητούμενος αριθμός είναι ίσος με 2879 
πλέον εν τι κλάσμα.

Διά νά λάβωμεν αυτό τό κλάσμα, λαμβάνομεν 
την διαφοράν την του πινακος 1 5 , και την διαφοράν 
12 μεταξύ του δο3·εντος λογαρίθμου , και εκείνου του 
2879  * επειτα συσταινομεν την αναλοχιαν

Εάν διά 15 ε'κατοχιλιοστημόρια διαφοράς με­
ταξύ λογ. 2880 και λογ. 2879  εχωμεν μιαν μονά' 
δα διαφοράς μεταξύ τούτων των αριθμών, διά 12 εκα- 
τρχιλιοστημορια διαφοράς μεταξύ του δοθεντος λο- 
γαρίθμου και εκείνου του 2879 ^όση διαφορά είναι 
μεταξύ των εις μυτους ανταποκρινομε'νιον αριθμών;
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* 12 * 1 5 : 1 : :  Ι 2 : χ ·  οθεν χ  =  —- — ο, 8 *

Προσ3-έτοντες τόν·4τον· όρον εις 2879 > λαμβάνομεν 
2879» 8 χον ζητούμενου αριθμόν.

Ιόού ο πίναξ των υπολομισμοόν.
*Ας καλέσωμεν Ν τον ζητούμενου αριθμόν, έχομεν

λομ. Ν =  3 ,4 5 9 3 0 .
Ευρίσκομενδε εις το'ν πίνακα. . .  λογ. 2879— 3, 45924

όιαφ. 12
όιαφ. TCiV. . . .  15 

15 : 1 :: 12 : χ  =  Ο, 8
Λοιπόν Ν — 2879» 8*

Σ . Κ. Συνήθως ανάνομεν εις δεχαδιχόν κλάσμα
\ ¥ ^ ν r λ, /

την εκφρασιν του 4το:/* ορού ταυτης της προτασεως.
Αλλα τότε μεταχειριζομονοι -τους μικρούς πίνακας, 
ττροάμομεν την εργασίαν έως εις τους 10 -όρους, επει- 
όη είναι το μόνον όεκαόικόν ψηωίον, περί ού είμε-9-a 
βέβαιοι. Τούτο στηρίζεται εις όνο αίτιας.

Π ρ ώ τ ο ν .  Τΐ αναλογία όεν είναι ποτέ ακριβής 
(άρ. 207)·-

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν .  At όνο όιαφοραι αι νπ άλληλων 
όιαιροόμεναι, είναι ακριβείς έως εις τους 40 0 0 0 0  
όρους. "Οταν δε μεταχε ριζωμένα τους του Καλλέτου 
■πίνακας , ημπορούμεν νά προάζωμεν την ζητησιν εως 
εις τους 100 όρους, άλλα διά τους επέκεινα του 100 
άριθ-μους δεν είμε-9-a βέβαιοι.

26ν’ Προσόιορισ^·ητ&3 ο* άνταποκρινόμενος αριθμός 
εις τον λομάρι-^μον ι ,  56834*

Άναζητουμεν κατ’ άρχάς τον λογάριθμον τούτον 
ανάμεσα εις εκείνους των αριθμών εκ ου ο ψηφίων. Αν 
κατά τύχην ευρε-3-fl, λσμβάνομεν τον εις τά πλευρά 
του ανταποκρινομενον αριθμόν.
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Άλλα. μη ευρε-δ-έντος, προσθ-έτομεν 2 εις τό 
χαραχτηριχόν , χα'ι εχομεν 3 ,50834* Ζητουντες <5? 
χατά τον ανωτέρω κανόνα, τον άνταποκρινόμενον εις 
τον νέον τούτον λογάριθμον 9 αριθμόν, ευρίσκομεν 

3 ,50834  =λογ. 3701 , 2 .
Αλλ επειδή όταν προσθέτοινται 2 μονάδες εις το χα­
ρακτηριστικόν, πολλαπλασιάζεται ο aptS-μός επι 100, 
πρέπει διά νά λαβωμεν τον αληθ-η αριθμόν νά διαιρέ- 
σωμεν 3701, 2 διά 1 0 0 , και εχομεν 3 7 ,0 1 2  τον 
ζητούμενον αριθμόν 9 μειον του 0 ,001.

*ΐ\ς ευρωμεν ακόμη τον άνταποκρινόμενον αριθμόν 
εις 0 ,867 84.
*Εχομ ε ν 3 ξ αρχής 3 ,8 6 7 8 4= ^ 0/ .  7 37 6, 3
λοιπόν . . 0 ,8 0 7 8 4 ~ ^ 0/  7 ,3 7 03μεϊον0 ,0001 ,

Προτεθείσθω ε*τι νά προσδιορίσωμεν τον άνταπο- 
Χρινόμενον txpt-9-p.ov εις 5,47659*

Αφαφουντες εξ αρχής ^νο μονάδας , εχομεν
3, 4 7 6 γ>9 =  λο)». 2 9 9 6 ,3 · '

Και επειόη, αφαιρουμένο:ν όυο μονάδαν από το 
χαραχτηριχόν, ό αριθμός χατασταινεται εκατοντάδας 
μικρότερος, πρέπει νά πολλαπλασιάσωμεν 2 9 9 6 , 3 επι 
1 0 0 , όθ-εν εχομεν τον ζητούμενον αριθμόν 299630  
μεΐον μιας δεκάδος.

Εις τούς μικρούς πίνακας δεν ημπορουμεν νά λά- 
βωμεν με^αλητερον βαθμόν προσε^τσεως. Εάν τό 
χαρακτηριστικόν ηναι μεγαλητερον τον 5 , ο βαθμός 
της προσεγγίσεις ηθελεν είναι αχόμη μικρότερος. Πρέ­
πει λοιπόν νά μεταχειριζωμ$3·α όσον τό δυνατόν με- 
^αλητε'ρόυς πιναχας, προς εχτέλεσιν των ακρίβειαν 
άπαιτουντων υπολογισμών.
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„*E φ α p μ o y α ι τ η ς  θ ε ω ρ ί α ς  rcov Λ o y ot p e 3'·
j i WV. “

*Ας μεταβωμεν εις τας διαφόρους εφαρμομάς των 
λομαριθ-μι/ων -πιναχων επ\ των αριΑμηταχον ε’ρμασιωίν.

§. ί(>9· Μέ-3-οδος  τ ω ν  τ ρ ι ώ ν .  Να ·7τροσ- 
διορισωμεν διά λομαρ&μων τον 4 τον’ ορον της άναλο- 
/"-ας,

a : β :: γ  : χ.
 ̂ β ̂  y

Έ χομ εν  /.ατ’ άοχάς (αρ. 20Q) χ = -----* 03·εν
a

λαμβάνοντες τους λομαρι'Αμους, και εφαρμόζοντες τάς 
ισότητας των αρ. 255 και 2 5 8 , εχομεν 

λομ. χ =  λομ. β 4- λομ. μ —· λομ. a.
Μετά την ίτρόσ. -̂εσιν των λομαριΑμων των δυο μέσων 
άφαιρουμεν το'ν λομάρ:5·μον αττο' τό μνωδτόν ακρον, 
επειτα ζητουμεν εις -ποιον αριθ-μόν αντ αποκρίνεται η δια­
φορά. Ουτω 5ελομεν λάβει το'ν ζητουμενον αριθμόν.

Έ σ τω  π. χ. η άναλομία 3? : 259 : : 4 9 ^ : Χ* 
εχομεν

λομ. χ ~  λομ. 2 5 9 “̂ " λομ. 497 —  λομ. 37· 
λομ. 2 5 9 =  2, 41330 
λομ. 497 =  2 ,6 9 6 3 6  

5 ,1 0 9 6 6

λομ. 37 — 1, 56820
Λοιπόν λομ. χ  = -3 ,5 4 1 4 6
και επομένως χ  ~  3479»! μδΐον Ο,I.

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  Π α ρ ά ό ε ι μμ α. Ζητείται διά λο- 
μαρ&μων η τιμή του

X =  3 7 X4 9 X1 7 X1 7  5 
, 29X 09X 154
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τ\ οποία Ικφρασις ημπορε£ νά θεο^ρηται ως ο άγνωστος 
όρος εις την σύνθετον μέθοδον των τριών.

Λαμβάνοντες τους λογάριθμους των 2 μελιον 
εχομεν.
λοχ. χ =  λ. 7574" λ. 494~ λ. 175 —  λ. 29  —
λ. 6ρ —· λ. 154·

’Αλλά λ. 3 7 ~  1 ,5 6 8 2 0 λ . 29 = 1 , 4 6 2 4 0
λ. 4 9 =  1 , 6 9 0 2 0 λ.' 69 = 1, 83885
λ. 17 =  1, 23045 λ. 154 = 2, 18752
λ. 175 — 2 ,2 4 3 0 4  

6 , 7 3 1 8 9  
—  5 ,4 8 8 7 7

5, /ι8877

Λοιπόν λ. χ  =  1 ,2 4 3 1 2
‘Ό θεν  χ =  1 7 ,5 0 3  μεΤον 0 ,001 .
§. 2 7 0 . Σ υ μ π λ η ρ ώ μ α τ α  ’Λ ρ ι 3-μ η τ ικ ά.

Έις το προ ηγούμενον παράδειγμα αφαιρέσαμεν το' 
άθροισμα· πολλών λογάριθμων από το' άθρουσμα πολ­
λών άλλων. Αλλ’ ημπορουμεν δια των αριθμητικών 
συμπληρωμάτων αντί δυο προσθέσεων και μιας α<ραι- 
ρέσεως, αι οποΐαι συντείνουν τον προσδιορισμόν του 
αποτελέσματος, νά κάμωμεν μιαν μόνην πρόσθεσιν.

Καλείται Συμπλήρωμα αριθμητικόν ενός λογά­
ριθμου, ο,τι λείπει απ αυτόν το'ν λογάριθμον, διά 
νά γένη ίσος με δέκα ακεραιας μονάδας ν κα'ι με' άλλας 
λεςεις είναι το' οποίον λαμβάνομεν ε^αμόμενον αφαι- 
ρουντες τούτον τον λογάριθμον από ίο .

Ουτω συμπλ. άριθμ. του 4 ,5 0 3 0 4  =  10 —  
4 ,5 0 3 0 4 , κα'ι διά νά το' λάβωμεν κατά τον της άσαι- 
ρέσεως κανόνα, α.οκει να α^σιρεσωμεν το εις τα δε­
ξιά τελευταίων ψηριον από 1 0 , κα'ι όλα τ' άλλα φη- 
<ρια από 9· Κντευθεν έχομεν



συμπλ. άρι3-μ. 4’ 50504  =  5, 49636 
Παρομοιως συμπλ. άρι3·μ. 7 ,5 2 5 0 8 = 2 )0 7 4 3 2 .

Τά αριθμητικά συμπληριόματα των λο^αρ&μων 
λαμβάνονται, διά νά ειπωμεν ούτω, κατά την 5-εωρίαν 
τούτων των λο^αριθ-μων.

Σ . Κ. Κ άν το τελευταίο ν ψηφιον εις τά δεξιά 
του Χογαριθμού ητον ο ,  επρεπε νά άφαιρε+ωμεν τδ 
πρώτον εις τά αριστερά του Ο, σημαντικόν ψηφιον 
άπδ 1 0 , και τ’ άλλα  εις τά αριστερά ψηφία απδ ().

Ουτω , συμπλ. αρι$-μ. 5 ,3 2 5 7 0  =  4»^7430· 
Παρομοίως, συμπλ. άρι9·μ. 8, 6 2 4 0 0  — 1,37000.

Τούτου τε5· εντός, άς αφαιρέσωμεν απδ το άθροι­
σμά των τεσσάρων λομαριθ-μων Λ, Α , Α \  Α " , το εκ 
τριών άλλων λομαρι'3·μων λ, λ ', λ", άθ-ροισμα, και ας 
σημειωσωμεν διά Δ  την διαφοράν.
Έ χομεν προφανώς Δ  η A + A '-f Α”+ Λ ,/7— (λ + λ '+ λ " ) .
=  Λ+Α -\-Α  4-Α 74"ι ο — λ ί ο — λ '+ ΐο '— λ”— 30.
η , το' ο-ποΐον είναι τδ αυτό ,

Δ =  Λ+Λ'-1-Λ"+Α'"+ συμπ.λ+συμπ. λ7-{-συμπ. 
λ” — 30 'Ο·!Ην εξάμομεν τον γενικόν τούτον κανονοί.

Αά|3ε τά αριθμητικά συμπληρώματα των άφαιρε- 
■S-ησομενων λο^αρι-^μων, λά'3ε προσέτι τδ δλον άθροι­
σμα των συμπληρωμάτων και των λομαρι5·μων, απδ 
των οποίων πρεπει νά ^εντ) η αφαιρεσις * επειτα εκ- 
•9-λιψε άπδ τδ χαοακτηριστικδν του εξαγόμενόν τοσά­
κις τδ 1 0 , η τόσας δεκάδας, οσα ελα]3ες συμπληρώ­
ματα · τδ δε ουτω ληφ-5-έν εξαγόμενον είναι η ζητού­
μενη διαφορά.

"Ας επαναλά|3ωμεν τδ τελευταιον παράδειγμα του 
προηγουμένου άρι.$·μ. Έ χομεν

Χογ, χ =  λ, 3 7 +  λ. 4 9 +  λ . 1 7 +  λ. 175 —
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λ. 3 7 =  1 ,5 6 8 2 0  
λ . 4 9 =  1 , 6 9 0 2 0  
λ . 1 7 =  1 ,2 3 0 4 5  
λ. 175 =  2, 24304  

συμπλ. λ . 2 g =  8 ,5 3 7 0 0  
συμπλ. λ. 0 9 =  8 , 10115  
σνμπλ. λ , 1 5 4 =  7 ,8 ΐ2 4 8  

3 1 ,2 4 3 1 2
Επειδή το εξαγόμενον ταύτης της πρόσδεσε ιος 

*7vat 3 1 ,2 4 3 1 2 , ά^αιρουμεν 3 δεκάδας, και εχομεν 
1 ,2 4 3 1 2  την ζητουμ|νην διαφοράν.

Τούτο είναι το εν άρι3·μ. 208 ληφθ-εν εξαγό­
μενον.

Ή  χρησις των apt-S-μητικων συμπληρωμάτων συν­
τέμνει πολύ τους διά λομαρύ9μ«ν υπολογισμούς.

§. 271· Π ρδοδοι κατά  π η λ ι κ ο ν. Προτει- 
νεται νά ε’μβα'λωμεν μεταξύ δύο δο^εντων αριθμών, 
αριθμόν τινα μ αναλογικών μέσων.

Η+ι__

Ό  τύπος κ =  — ευ'ρεθ-εις εν άρ. 249 '/*"a
νεται διά της εφαρμογής των λο^αρ&μων, 

λομ. κ =  λομ. β —  Χογ. a
μ +  1

*Ας ύποθ-εσωμεν π. χ . ,  δτι 3-ελομεν νά εμβάλω- 
μβν μεταξύ 3  και 4» 25 αναλογικούς μέσους.

Έχομεν εις ταύτην την περιστασιν 
α = 3 ,  β = 4 ,  μ = 2 5 .

OS-sv εξάγεται
λθ}. κ =  λογ, 4 —  λομ. 3

26
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Ευρισκορεν εις τουςπιναχας . . .  λ. 4 =  Ο ,6θ2θ6
λ. 3 =  0 .4 7 7  I 2.

0.9-SV . . λογ. 4 — λθ)». 3=5 0 ,1 2 4 0 4 '
Λοιπόν διαιρονντες όιά 20 λ. κ =  0 ,00480 .

Ζητονντες δε τόν εις τούτον τον λο^άριθ-ρον αν- 
ταποκρινόρενον apt-9-ρόν, λαρβάνορεν κ =  1,01 11 ρδίον
ο ,ο ο ο ι.

Θελορεν ηδη νά σχηρατισοορεν τον ΐ θ τβΙ'· ανα­
λογικόν μέσον, η τον 1 Ιτ°ν .ορονταντης της προόίου ;

*Λς καλεσωρεν χ  τον αναλογικόν τούτον μέσον. 
"Ο3-sv (άρ. 248·)

26

oS-fV δ^αρρόζοντες τόν λο^άρι·5·ρον ,
λογ. χ ~  λ. 3 +  10 (λ. 4 —  λ  3)

2 6

Ά λ λ  ελάβομεν ηόη λ. 4 —  λ. 3 =  0 ,1 2 4 9 4 ·  
"Ο^εν . ιο (λ . 4 —  λ. δ )=  ι , 2 4 9 40>
καί · ΐθ (λ . 4 — λ . 3 ) =  0 ,04805*

2 6
Προ σε η  . . λ . 3 =  0 ,4 7 7 1 2
Λοιπόν τέλος πάντων λ. χ  =  0 , 52517·

Ζητονντες εις ποιον apt^po'y άνταποκρόνεται ο λο- 
^άρι·9·μος ούτος, ευρισκορεν 3 ,3 5 1 0  τον ζητούμενος 
αναλογικόν ρέσον.

At μέθοδοι τον τόκου καί,της υφαιρεσεως at tfvv-9-ε- 
τοι ανάβονται εις τον προσόιορισρόν ενός ορού οποιαβτίη- 
ποτε τά£εως εις την κατά μηλικόν πρόοόον,

§. 272· Σ  υ νθ-ετο ς τ ό κο ς .  Τε·$·εντος ά$ροι· 
σρατος τίνος α εις ν χρόνους, η ρηνας , προς I 
τά 1 0 0  τόν χρόνον η ρηνα, ζητείται η τιρη του
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αθροίσματος είς το τέλος τον χρόνον ν ,  εμπεριλαμ- 
βανομενου εις αυτόν οχι μόνον τον κεφαλαίου α , και 
των σωρευ3·εντων τόκων , άλλ’ ακόμη και τ<ων τόκων 
τόκον, εις τούτον του χρόνου τό όιάστημα.

’Α ν ά λ υ σ ι ς .  ’Γίπειόη ΙΟΟ^Ρ-,  όιόουσιν άθροι­
σμά τ ι ,  ψ , είς ενα χρόνον, είναι φανερόν (αρ. 2 2 4

και 225J οτι α -S-ελει οω σ ει------ ούτως το κεφα-
100

λαιον α 3-εμενον ενα χρόνον, ^εννά -περιεχομένου και
1 , , α χ ψ  .  /  Ψ V

του κεφαλαίου , α Η------- η α, ι ι  Η--------I
10.0 \  1 0 0 /

Τό νεον τούτο άθροισμα, τό οποίον συντίθεται από 
τό πρώτου κεφάλαιον, και από τον είς τό όιάστημα 
του προίτου χρόνου τόκον τον , ημπορεΐ νά 3·ε<ωρη3-;β , 
ιυς νεον κεφάλαιον τε^-ειμενον, όιαρκουντος του όευτε- 
ρου χρόνου, και σημειόνοντες το Sιά α \ 3-ελομεν ευρει, 
οτι γίνεται είς τό τέλος του όευτερου χρόνον , περι­

εχομένου και του κιεφαλαίου , α ^ 1  ό » αν-

τεισα^ομενης άντι α της τιμής του ,

a  / 1 +  —— \  |( ι · +  - * - )  =  .  |( l + i )
\  1 0 0 / ' V ι ο ο /  1̂ 100/

Σημειόνοντες τό νεον τούτο κεφάλαιον όιά α \  3-ελομεν 
λάβει όια τό άθροισμά τούτον του κεφαλαίου και του 
τόκου του είς την όιάρκειαν του τρίτου χρόνου,

α ^  ι J  η , άντε ισαζόμενης αντί α της

τιμής του ?

1 +a ( 1 + i y ( 1 + jL > =tt( 1 + j L ) 3.
ν 1 0 0 /  V 100>  V 1 0 0 /

Εν μενει λοιπόν σημειόνοντες όιά ν τον αριθ­
μόν των χρόνων, είς την όιάρκειαν των όποιων τό κε-
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φάλαιον αετε$·η, κα\ παριστdtvov τες £col A την τιμήν τον 
κεφαλαίου τουτου μετά των τό'/ων και τόκων τόκου ,

^  A = a ( 1 + ^ ) , =  a ( i^ ± t Y
V 100/  V 100/100

Π ρ ώ τ ο ν  π α ρ ά ό ε ι μ μ α .  Ζητείται εις σύν­
θετον τόκον η τιμή 12000  φράγκων τε^ειμε'νων εις

6 χρόνους , προς 5 φΡ' τά — τόν χρόνον.

*Εχομεν εις ταυτην την περισTaatv α α  12000,
ψ =  5 , ν =  6.'

Λοιπόν ο τύπος γ ίνεται
(  1 0 0 + 5 \ 6

ΛA == 1 2 0 0 0 !
100 ; ’=  12000 ( 1(05) β.

' · «
Δυσκολώτατα ηθ-ελαμεν εκτελέσει κατ’ ευ-9-εΐαν 

την πρα^ιν ταυτην , αλλ’ εφαρμόξοντες τους λογάριθ­
μους εχομεν ,

Χογ. A r= Χογ. 1 2 0 0 0 +  6 Χογ. 1,0 5  
’Εχομεν δα κατα τους πι'νακας Χογ. 1 , 0 5  =  0 ,0 2 119

ό^εν . . . 6  Χογ. 1 ,0 5  =  0 ,12714 ,
απ’ άλλο μέρος . ♦ λομ. 12000 =  4*079 *8
Λοιπο'ν, Χογ. Α =  4 ,20032
και επομεν&)ς A =  ΐ 6 θ 8 ΐ  φράμκοις.

01  μικροί πίνακες £εν ημπορουν νά όωσουν μεμα· 
λητερον /Βαθμόν προσεμμισεως.

Σ . Κ. Ε ις τό παράόειμμα τούτο, τό άθροισμά 
των σωρευθ-έντων τόκων του κεφαλαίου, και το>ν τό­
κων τόκου οΐναβαινει ε ι ς .................................. 4^8 I"?'
απ’ άλλου μέρους , ε’άν ξητηθ-^ (αρ. 2 2 4 )· 
ο απλούς τόκος των 1 2Ο00'ίΡ· £ια 6 χρονους

, ,0  I fπρος 5 τ α —, ευρισκομεν
όιαφορά

3600
481
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* θ 3 ·εν βλεπορ ν, ©τι 4 8 * φράγκα εκφράζουν τόν τι 
ρ 'ν  των tcxojv τόκον*

Δ ε ύ τ ε ρ ο ν  π α ρ ά δ ε ι γ μ α .  Ζητε ιται εις σύν­
θετον τόκον ό τιμό των 6 0 2 8 ^· τε^-ειρ'νων διά g

1 3
ρίνας και - ,  προς -  η 0 ^ 7 5  τά 1 0 0  τον ρίνα.

*Ας προ σ διορίσω μεν πρώτον τόν τιμήν του κεφα­
λαίου εις τό τέλος των p μηνών»

Επειδή εις την «εριστασιν ταυτην ό μην εληφθ-η 
ως μονάς τον χρόνου , κάμνομεν εις τον γενικόν τύπον, 

α =  5028  , φ =  0 > 75 , ν =  ρ.
C-JiV

A =  5048
/ 1 0 0 + 0 .7 5 \ 9

’ 100
Λ9 χ / V1 =  6028  /  ί ,  0075  )

ό3·$ν ε’φαρμόζοντες τους λοριρ&μους ,
λογ* Α =  λογ, 5 6 2 8 + 9 . λογ. 1 , 0 0 7 6 * 

Ευρισχομεν εις τον πίνακα λο^. 1 , 0 0 7 5 =  0 ,0 0 3 2 4 ’
ο$εν . . . ρ λογ. 1 , 0 0 7 5 =  0 , 0 2 9 1 6
προσέτι . . . λογ. 3 0 2 8 =  3 ,7 5 0 3 6
λοιπόν . . λογ* A =  3 ,7 7 9 5 1
και επομένως

Α =  6oipw *.
Διά νά λάβωμεν επειτα τόν τόκον των 6 0 1 9 VP* 

διά δεκαπεντε -ημέρας το ~  μήνα, βοτ)$ονμε$·α από

«Ψτ ,  , . , , , „ ,
(αρ. 2 2 4 ), fitS τον οποίον κάμνομεντον τύπον ,

100

« =21 6θ19> φ =  Ο, 75 χα' τ r r  — · 0.9-sv προκύπτει,
2
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αψτ 6 θ Η )Χ () ,7 5 χ 4  001QX75
-----= ------- -------- -------- = ------------- =  23 μειον μο-
100 100 20000  Γ
νάόος.

Λοιπόν τέλος πάντων 6 0 4 2 ?̂· εκφράζουν την η* 
μην του κεφαλαίου 5 0 2 8 ^ · εις σύνθετον τόκον.

§. 273- ' Υ φ α ι ' ρ ε σ ι ς  σ ύ ν θ ε τ ο ς .  Ac $νο 
■ποσότητες Α και α ,  at οποΐαι εισέρχονται*· εις τον 
τύπον

A =
ι οο+ψ V 

100 /
έχουν μεταξύ των τοιαότην σχέσιν , ώστε αν α ηναι 
κεφάλαιόντι, κατά τό παρόν τεΑειμένον, Α είναι η 
τιμή αυτού εις τό τέλος ενός τίνος χρόνου. Λοιπον 
αντιστρόφους, όταν Α σημειόν^ άθροισμα τι πληρω­
τέου εις ν μονκόας χρόνων , α εκφράζει την παρού­
σαν αυτόν τιμήν, ' Υποτίθεται ,^ε πάντοτε, οτιθ-εωρου- 
μεν τους σωρευ-5-εντας τόκους και τόκους τόκου , είτε 
ανατοκισμους κεφαλαίου α. Προσέτι" έζά^ομεν απο

~ Α /τούτον τον τυίτον,
Α

/ 1 οοά-ψ λν,
\  1 0 0 /

τον όποιον όυνάμε$·α νά .$·εωρώμεν, ως ίιΑοντα την 
παρούσαν τιμήν Α του μραμματειου Α , κα'ι πληρω­
τέαν εις ν χρόνους, άποβλέποντες εις τον σύνθετον 
τόκον της παρουσης ταυτης τιμής.

Π α ρ α ο ε ^ μ α .  Ζητείται η παρούσα τιμή του 
αθροίσματος 30000  φράγκων πληρωτέων εις 7 Χρό­
νους , υ’ποτιΑεμένου , ότι

Ο V# 11 τ f / ΤΓ  ̂ λ1 Η υφαιρεσις είναι σύνθετος.
2 * Η τιμή  τον τοκου ε.ναι προς Ο τα  100  τον 

χρόνον.
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KoiftVOJJSV TOT3 A =  3 0 0 0 0 , V r= 7 , ψ = 6 ,
, . , , 30000

και ο τύπος νινεται a =  · * ,
( i , ° 6 ) 7

oS-sv εφαρράζοντες τους Χογα,ρ&μους, εχορεν 
λογ. λ =  λογ. 3 0 0 0 0 —  7 λογ. ί ,ο ό .

Έ χ ο ρ ε .ν ..........................λογ. 30000  =  ί\, 77 712*
προσε'τι . Xoy. 1,0 6 = 0 ,0 2 5 3 1
οθεν ι λ ο γ .  1 ,00 =  0 ,17717  . . — 0 ,1 .7 7  17
λ ο ι π ό ν ...................................... λογ. a  — 4> 2 99 9^
καί επομένως a  =  1ί)950 φρ.

Αναξητουντες δε την παρούσαν τιρην των 30000  
κατά τον κανόνα της απλής ύψαιρεσεως (υφαίρ. εσω- 
τερικοός, ίδ$ α,ρ. 2 2 8 ) ευρισκορεν , 2 1 120 ,70
εξα^όρενον όιαφερον του προη^ουρόνου κατά 1176,70 .

Δε'ν εκτεινορεν περαιτέρω τάς εφαρμογάς των λο­
γαριθμικών πινάκων * τά προηνουρενα ρας είναι ίζανα 
όιά νά καταλάβωρεν την ρεράλην αυτών ωφέλειαν.

Λ ο γ ά ρ ι θ μ ο ι  τ ω ν  Κ λ α σ ρ ά τ ω ν .

§. 27 4· Ε ις τά προηγούμενα ζητήματα εθεο>ρή- 
σαρεν ρόνον τους λοραρι'3-ρους των ακέραιων αριθμών, 
η τό>ν κλασρατικων αριθμών, ρεχαλητερων παρά την 
μονάδα. Ο ί λογάριθμοι ούτοι αποτελούν μέρος τ ου πι* 
νακος, τον σχηρατισρόν του οποίον εδείζαμεν (αρ. 201 
και 202), η δια μέσου τούτων Χαμβάνονται ευκόλως, 
όταν οί ανταπο/ρινορενοι αρι-9-ροί ηναι ακέραιοι και 
υπερβαίνουν των πινάκων τά όρια , η όταν ηναι κλα- 
σρατικοι.

Ήξεύρομεν δε δτι εις τδ σύστημα του Βοιγγιου 
οί λοράριθ-ροι όλων των αρι.$·ρων, περί των οποίων 
ωριλησαρεν, περιλαρβάνονται ρεταξυ τ&υ Ο καί i , 
t καί 2 , 2 καί 3 , 3 καί 4 · · ♦ · δηλαδή ότι οί 
λο^άρι3·ροι των ρετα^υ της ρονάάος καί του άπειρου



T a  N U Δ A 2 Μ Α Τ a  Ν. 5 8 1

περιεχομένων αριθμών περιεχονται αυτοί οI ίδιοι ρε- 
τα£υ του ο και του αττεφου* ούτως ώστε δεν υπάρ­
χει αριθμός τόσον ρ,εχρος η τόσον μέγας εχων σχεσιν 
με την μονάδα, ο οποίος να ρη <9·εωρη·9ά)» ως 6 λο· 
γάρι$·μος a.pc3-pou μεγαλητερου της μονάδος.

Φυσικά λοιπδν πρεπει νά-ζητησωμεν αν τά  κλά­
σματα εχωσι λομαρ&μους , κα'ι αν εχωσι πως τούς 
εκφράζουν.

Προς ε’τύλυσιν των ζητημάτων το ύ το ι  ας ε’-πανα- 
λά;3ωμεν την δεκαπλήν πρόοδον,
Η ι : ίο : ιοο: ιοοο: ιοοοο : ιοοοοο............. .
κα'ί ας ^αρατηρησωμεν, ότι καθείς όρος είναι ίσος με 
τον ττροη^οόμενόν του -ττολλαπλασ^ασθ-εντα επ'ι 10 * και 
αντιστρόφως καθ-εις όρος είναι ίσος με τον ακόλου­
θόν το υ , διαιρεθεντα διά ίο. 'Επομένως εάν προ- 
εχτείνωμεν την πρόοάον ταύτην κάτω τού πρώτου όρου 
1 , διαιρούμενου διαδοχικως διά των διάφορων δυνά* 
μεων του 10 > όηλαάη διά 1 0 ,  1 0 0 ,  1000 . . . .

εκ του οποίου εχομεν τά  κλάσματα — , -----, --------
r  10 100 1000

. . . . εξάγομεν την νεα$ ταύτην πρόοδον ,
1 1 ' 1 1

~  , ♦ -------- :-------: ----- : — ί  ι  : 10 : 100 :ιοοοο 1000 100 10
1000 : ιο ο ο ο  . . . ,
την όποιαν ημπορούμεν νά νποθεσοψεν αρχίζουσαν από

κλάσμα η  — - τόσον y όσον -S-ελομεν μικρόν.

'Από άλλο μέρος , άς 'επαναλάβωμεν την κατά 
Ζαφοράν ,

~  Ο. 1 . < 2 . 3 . 4 * 5 . 6 . 7 .  8 * 9  . ,
κάί ας παοατηρησωμεν, ότι καθείς όρος είναι ίσος με 
τον προ εαυτού, αυξημένου από 1 „ και αντιστροφές
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καθ-εις ορος είναι ίσος με τον με.$- εαυτόν, ηλαττω- 
μενον από 1. Τουτου τεS-εντος r ας εξακολουςτησοί- 
μεν την πρόοόον ταύτην εις τ αριστερά του πρώτον 
ορού Ο (η κάτω του ο ) ,  αφαιρουντες όιαόοχικως 1 > 

■2, 3» 4 · « ♦ · από τόν πρώτον όρον. Κντευ3·εν
προκύπτουν τά εξαγόμενα—  ΐ,  — 2 ,  — 3 ,  4 * · · · ·  
και εξ αυ’των η νεα αυτή κατά διαψοραν προοόος ,

. . . —  4 ·—  3 . —  2 . - - 1 . Ο .  1 . 2 . 3 . 4 · · "
την οποίαν ημπορουμεν νά υπο$εσωμ$ν αρχίζονσαν 
από ο'ποιονδηποτε όρον —  ν ,  οντα ακέραιον αριθμόν , 
καί τόσον , όσον 3-ελομεν , μ:νάλον._

’Κντευ&εν λαμ;3ανομ;ν τό σύστημα των όυο 
προόδ&ίν

1 1 1 1
1

ο

ί ο : 

ι .

ί ο υ  : 

2 .
10000 1000 100 10

■7* · » · « * 4  · »> · 2  « ί
ι ο ο ο : 1 0 0 0 0 : ,

3 . 4 . « · · '
εκάστη των όποιων διαιρείται εις δύο μ ερη, αριθ­
μού μενών εν ταυτω καί των οροον ι καί 0·

Τ ο  πρώτον μέρος των δύο προόδων, 3·εωρουμε·
* C· 1 ~ > t* <- > ' λ 1 'νον εξ αρίστεροον προς τα σεξια , είναι συν αετόν απο 

ο ρους , οι οποίοι περιλαμβάνουν όλους τούς παρα την 
μονάδά με^αλητερους αριθμούς , και τους λογάριθμους 
αυτών ' (οι λο^άριθ-μοι ουτοι, ως ηδη 3παρατηρη$η , 
gtvai όλοι οι αριθμοί, οϊ περιεχόμενο: μεταξύ του Ο 
και του άπειρου).

Το δεύτερον μέρος , 3-εωρονμενον εκόεξιων προς 
τ  αριστερά, εΓναι σύνθετον από ορούς, οι όποιοι πε­
ριλαμβάνουν όλους τους παρά την μονάδα μικρότερους 
αριθμούς , ως κάκτους λογάριθμους αυτών? ο: οποίοι 
είναι οι ίδιοι λο^άριθ-μοι του πρώτου μέρους , εχοντες 
πρβ εαυτών τό σημεΤον —- , το' οποίον συντείνει εις το
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νά ίιαχρι'νωρεν τους λο^αρ''3·ρους -των <7ταρά ττ>ν ρο- 
νάία ρε^αλητερων apt3-μων, από τους Xoyapi'3-μους 
τους ανταποχρινομενους εις μηροτερονς παρά τ^ν ρο- 
νάία αρι3·ρούς«

§. 275· Σ . Κ. Δια να χαταλχβωρεν χαλά πως 
ο'ί λογάριθμοί όλων των αρι·9·ρα>ν οί Tsp^apfSavopavot

μεταίςύ του 1 χαι — , του —  χαι ------ ♦ . . . &α-
r 10 it)  100
φέρουν povov χατά το' σημείου — , άπο τους λο^ο"·
ρί^ρους τούς περιλαμβανόμενους ρετα£υ του 1 χαι 10,
του 10 καί 100 . . . .  ας θ-εωρησωμεν \oyov χά-

ριν το κλάσμα. ~  περιλαμβανόμενο» μεταξύ 1 χα'ί — ,

βοατ» νά ηνα: α«ζΖβ, άλλα β<Ξ ΐΟ  α.

a
Έ πειίη  — βάλλεται υττο την μορφή

T at, o n  — είναι το περιλαμβανόμενων μεταξύ I καί 
β

- i .  κλάσματος, το οποίον ανταττοχρινεται εις τον χλα-
10

,  βετμαηχόν αριθμόν — , ος τις περιλαμβάνεται μεταξύ

1 χα'ί — κλάσματος, το όποιον άνταποχρινεται εις τον

β
χλασματικο'ν αρ&μόν -  , ός τις περιλαμβάνεται ρέ­

α
ταΙ-ύ του 1 χα: 10* χα'ί τροχέ»rat νά αποσεΐξω- 
μεν οτι

λ ·>·- ρ !
,  βλον. · · 

a
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Τ α ονη ύμπορονμεν πάντοτε να «3·ε»ρωμεν £  9
C(

ως των αναλο/ιχων μέσων, τους οποίους Ιπρεπε 
νά εμβάλωμβν μεταξύ ί  και 10 όιά νά σχηματι'σωμεν 
όλους τους αριθ-μούς, οι οποίοι περιεχονται εις αυ­
τούς. Ο  ύτω λοιπόν , καλούμενου μ τουο'λικου αριθμού 
ταν  αναλογικών μέσο^ν, οι οποίοι εμβάλλονται με­
ταξύ 1 και 1 0 , V δβ του αριθ-μού των όρων, οι 
όποιοι περιεχονται μεταξύ τού πρώτου 'όρον i , και 

β
του ορον —, προκύπτει (άρ. 2 4 9 ) 

a
β  __  Ρ-Γΐ____
- = ιχ ( 1 /’ io ) "=  (1/ ίο )”·
0Ε>

Προσέτι ο εμβαλλόμενος μεταξύ του Ο και 1. * \ *  r t „ · t > *οιαφορικος μέσος, ο οποίος ανταποκρινεται εις τον
β

αναλογικόν μέσον -  εκφράζεται (άρ. 243)
a

ο4 1 τ
•Χν = -

μ+ i  μ*Η
μ-Η

Ουτοο λοιπόν εχομεν Χογ. ~  η λογ. ( ^ ι θ ) / —

----- - ,  εξαγόμενον σύμφωνον με τάς ιδιότητας τοΤν
μ+ 1
άρ. 259  *<*ι 2 6 0 .

Παρατηρούμεν ηόη , ότι όιά νά είςακολου^ησω- 
μεν την πρόοόον

μ+ 1  Μ “1 μ + 1

Η ι : ^ ι ο : ( ^ ι ο )2 .............. (ν ' t o y ..............
10 . · · αριστερόθεν τού προ;του ορού ι  , ,άρκεΐ 
νά όιαιρέσιομεν την ι  <5ιά της y 2*( > 3ηί · -  *
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μ-fr-i
δυνάμεως του ^ 1 0 ,  και εχομεν διά τον (ν-4-1)&ν* 
ορον της νέας ταυτης προόδου,

Λ____ ι
H-H
( 1 / ι ο ) ν ^ *αι ®*°^νω<ϊ β·

Προσέτι διά νά ε£ακολου3·ησο3μ$ν την κατά δια­
φοράν πρόοδον,

* 1 a  Vτ r  Ο ♦1 , »~~" . · ♦ · ♦ # % 1  ̂· « » « 1 ^
μ+ i  μ + ι  μ + ι

αριστερόθεν του Ο, πρεπει κατά διάδοχόν ν άφαιριομεν

~7~>  ~ τ ~  . . . · . ,  o-9-εν διά τον ( ν + ΐ ) ον·
μ+ 1  μ+ i  μ +  1
tf 00
ορον τη? προόδου κατά διαφοράν, δηλαδη διά Xoy. -  , 

εχομ εν ------- — , ήλον,  Λοιπο'ν τέλος παντοον λον.
μ -Η  *

β -  λ ° ϊ· α ·
Ό π ερ  εδει δεΤίςαι.
Κκ τούτου βλεπομεν, ότι ο* λομάρι·3·μος ενός 

κλάσματος eV Γσος με' τον λομάρι3·μον του κλάσμα­
τος, αντεστραμμε'νου, εχοντα το' σημειον. —

Ουτω Xoy. ”  = — X o y ."  =  — (λο^, 4 —

Xoy. δ ) .
23 Λ7

λον. — =  — Xoy. —  =  — (Xoy. L I  —  Χογ, 2δ)· 
47 23
νθ3·εν λαμβάνεται o' κανοόν. Αφαιρεσε τον μι­

κρότερου λομάρι·9·μον από τον μεμαλητερον, και λαβε 
τό εξ’α^όμενον με σημεΤον —- ·
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$- 270» Μετά τας γνώσεις ταύτας, α; κάμωμεν 
χαι'τινας εφαρμο/άς.

1°ν' Ζητείται <$ιά λο/αρι'5-μαν η τιμή του ytyο-
, δ 5 11

μενού — X — X — .
7 ία  13

3 5 *1 1
> —  χ ­

7 ί α  13
3 5 11
- χ — X —
7 ί α  13.

3 Χ 6 Χ 1 I ο5εν

. , / δ  5 ι ι \  7 Χ ΐ α χ ΐ δ
(αρ. 257.) λο/. ( - χ — χ  — =  —  λογ. — ---------.

'  y 7 ί α  1 3 /  3X5X11
=  — (λο /, 7 + λ ο /. 12+ λο /. 13 — λο/. 3 —* λο/. 
5 —  λο /. 11)
η μεταχειριζόμενοι τά αριθμητικά συμπληρώματα ,

—  (Λο* . 7 Η- λο/. 1 a 4- λο/. 13 +  συμπ. λο/. 3 +  
σνμπ. λο /. 5 συμπ. λο/. 11 — ·3θ). Κκτελοΰντες <5 
την εντο$ τη; παρενθ-ε+εως δεικνυόμενων ερ/ασιαν, 
/νοοριζομεν 'ότι

λο /. ( -  X - -  X —  } -  —  0 ,8 2 0 7 4 '
'  \ 7  12 13/

Και καλουντες χ τον αριθμόν, όςτις ανταπο- 
κρινετα. είς 0,82074»sV>F*v (αρ. 275) —  0 ,82074  =>

λο/. 1 .
X
Πρεπει λοιπόν να' προσόιορισωμ:ν χ.
Ά λλα κατά την συαταθ-εντα κανόνα αρ. 203* /ευρισκορεν

0 ,82074  =  λο/.  6 ,6181 · 0.S-2V χ — 6 ,  6181

*ίτομ/νω* — 5 2Γγ5 ό ζητούμενο, αριθμός εχει
X

1
=  0 1511.6,0181

τιμήν

C0
 ^
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Ka vcov  T s v t x  ό ς. Δ(ά νά ευροορεν εις ιτοιοτ» 
apt$-pov ανταποχρή/εταί Xoyapc-9-p(K τις εχων το ση- 
μειον — , ξητουρδν πρώτον sc; ποΤον άριθ-μον ανήκει 
ο λοχάρί9·ρος, μγ) 3-εωρουμενου τον σημείου τον, 
επειτχ  όιχιρουμεν την ρονάδα <5“ca του ουτοο ληφ-9·εντρς 
αρι 3·ρου , xa'c το τελικόν, εις δεκαδικά ρεταφερόρε- 
νον , ε'.νχι ο C/jr^S-sc; αριθμός.

Ηρττρουρεν Ά/.όνη νά υττολο^ισ.^εορεν ως άχο· 
λού$·»ς.

ΒαΧλορεν —  0 ,82074  υπ(> την ρορφην 4 —  
0,8 2 0 7 4  —“ 4* δηλαοη ττροαθ-ετορεν sc; τον προτε- 
•S-svra XoyxpcS-pov και οκρα:ρουρεν 4 ρονάδας * εντεύ­
θεν προκύπτει

—  0,8207 4 "3 ,1 7 9 2 0  4·
Λλλ’εχομεν κατάτους πν/χχχς, Λ,17920 — λο^. 1511» 

0-9-εν 3 ,17020  —  4 -- λον. 1 5 I I  —  λτ /. 10000 
(«Ρ· 205), 
και επορενως,

,  ι 5 ι ι
—* 0,82074  =  λ ,ο γ .--------- =  λ ο ν .θ , ΐ5 ΐ1 .

10000
Το τελευταΤον τούτο μέσον είναι εν ^ενει απλου- 

■ στερον, και μάλιστα αχοιβεστερον παρα το πρώτον,

eττειδη εις την οποίαν ελάβομεν τιμήν του —· , μη ον-

τος του χ  axpcj3oo; <^αιρέτου, δεν τρπορουρεν να 
λά|3:ορεν cos αν ν.ζΒ-αράν προσεγγίσ εις , εν ω το δεύ­
τερον μέσον μάς διδ-c ακριβώς, τη ν  τιμήν μειον 0 ,0001 .

*Ας προτδίοριαωρεν άχαρη τον ανταποκροορενον 
άρι.θμον εις τον XopapcS-pov — 2,35478·^

Κατ’ άρχάς, ε’πειδη ο λ ο γ ά ρ ι θ μ ο ς  οντος περ'λαρ- 
βάνεται ρετα^υ —  2 καί — 3 , ο άνταποκροορενος
* - ' ϊ ο 7 * . ,;λ \,,αριθμός πεοιλοίαροινετα· μ εταςυ · -—  κ α ί --------  κ λ λ χ
Γ Γ Γ 1 1 Γ ι οο 1 π««ί 000
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διά νά λάβιομεν την τιμήν αυτόν κατά  το' δεύτερον 
μ έσ ο ν , βάλλομεν  τον λομάρiS-μον νπο την μορφήν 
6 —  2 ,3 5 4 7 8  — 6 =  3 ,6 4 5 2 2  —  6.
' Ά λ λ ’ Ι χ ο μ ε ν ........................  3 ,6 4 5 2 2  =
λομ. 4 4 1 7 ,9 »
λοιπόν 6 —  2 ,3 5 4 7 8  —  6  η —  2 ,3 5 4 7 8  =  λομ. 

44 <7,9 
ιο ο ο ο ο ο *
η —  2 ,3 5 4 7 8  =  λ ο μ ..0 ,0 0 4 4 * 7 9 ·

Αυτά τά  παραδειμματα είναι ικανά νά μας δει* 
ξοοσιν , ότι οι άριθ-μο'ι, ol οποίοι ανταποκρίνονται εις 
λομαρΐ-3-μους έχοντας το σημείον — , ημπορουν νά 
λαμβάνωνται με μεμαλητεροι βαθμοί προσεμμισεως.

Ί'δ δεύτερον μέσον συνίσταται -προφανώς εις το 
νά άφαιρουμεν τον προτε^-εντα λομάρι$·μον από 4 μο­
νάδας περισσότερον αφ ο'σας εχει το' χαρακτηριστικόν, 
νά προσδιορίζωμεν τον ανταποκρινόμενον αριθ-μόν εις 
τό ουτω λαμβανόμενον αποτέλεσμα , καί επειτα  νά 
διαιρώμεν το'ν αριθμόν τούτον διά τ/~ς μονάδος ακο­
λουθημένης από τόσα μηδενικά, όσας μονάδας ελύ.βο- 
μεν -προς έκτέλεσιν της αφαιρέσεως.

2°*' Ζητείται η’ 1 1 η δυναμις του κλάσματος
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Α λλά λομ. γ ~  =  0 ,00215* άδ-εν ϋ  χ  λ β /. 

15
- —= 0 ,6 8 3 6 5 *  και επομένως,

λσγ. =  —  0 ,68365  = λ ο / .  0 ,2072.

Οΰτω 0 ,2 0 7 2  scv'ou ο ζητούμενος οφι^-μός.

3 0ν* Ζητείται η 7η $ίζα του — . *Εχομεν
3

λ "/· ν ^ | · = λ "ί· V ̂ = —  x °t- V~  ■ —

( > ·τ )  ·
3 1 3

Ά λλαλο^.—= 0,17609» ex του οποίου — λογ, - -̂ =

0 ,0 2 5 1 5 .,

Λοιπον λογ} \ / —= — 0 ,02515  =  λογ, Ο,9 4 3 7 4

*at επομένως,

ντ- ο,94374·

§. 277· Σ χ ό λ ι ο ν .  Εις την άναξητησιν
των λογαρίθμων των κλασμάτων απαντησαμεν ιδιαι­
τέρους τινας αριθμούς καλουμένους εις την Άλγεβραν, 
αρνητικούς αριθμούς , εις διάχρισιν των λεγομένων 
θετικών η απολύτων αριθμών* Εις την θεωρίαν των 
λο^αρ&μων είναι οι αρνητικοί αριθμοί τόσον αναγκαίοι,
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οσον χολ οι $ -2 π κ ο ι, επειδή χωρίς αυτών <£ε'ν ημττο- 
ρονμεν νά εκρράσωμεν τους λόμαρ&μους των κλά­
σμά το:ν, Τούτο 5’ναι τςσον α λ ή τες , ώστε και εάν 
xa-S·* νπυ3εσιν (χολ υ-πό^-εσιν -πολλά ώποοεκτην) αντί 
των δύο προειρημενών προόδων, εφ’ ών εστηριξαμεν 
ολας τάς περί λογαρίθμων 3-εωρίας μας, παρεδεχωμε3α  
τάς δΰο ακολού-9-ους ,

1 1 1  1♦ · 
# ♦ ♦ }

10 100 1000 10000
~  0 . 1 . 2 . 3 » 4 ............................. ..
κατά τας οποίας όλα τα  κλάσματα ήθελαν λαβει 3■$· 
ήχους λ δ γα ρι'3-μους χαϊ τόσον μεγαλύτερους , οσον 
μικρότερα η-9-ελαν είναι τά κλάσματα , πάλιν μ ολον 
τούτο οί λομάρι^-μοι των άριθ-μών των μεμαλητερων 
της μονάόος, άηλαόη . . . 1 , 1 0 ,  1 0 0 ,  1 0 0 0 ,  · . > 
και όλων των εν τω  μεταξύ αριθμών, εξ  αναμκης 
η-9-ελαν παραστα?-^ όιά της σειράς των αρνητικών α ρ ιθ ­
μών Ο, —  1 , —  2 , —— 3 . · - *cu όλων των εις 
τούτους περιλαμβανόμενο ι.

*Α λ  λ  ο ς τ ρ ό π ο ς  τ ο ν  -5- ε ω ρ ε ι ν τ ο υ ς  Λ ο*
μ α ρ ι'θ- μ ο υ ς.

2 7 8 , *0 Εύλερος ε ίς τ ά  της Άλρε'ρρας στοι- 
χεΐάτου 5-εωρει αγχινοΰστατα  μεταξύ τομν όιαιρόρων 
της αριθμητικής έρμασιών τους λογάριθμους με νεον 
τινα τρόπον, τον οποίον και ημείς ηόη μνωστοποι- 
ουμεν.

"Ας σημειώνομαι οιά α ,  (3, μ , τρεις όποιοιόη- 
ποτε αρι^-μο'ι, και άς προτεθ·^ το μενικόν τούτο ζήτη­
μα/* Δύο τινες εκ των τριών τούτων ποσοτήτων
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άψ ου γνω σΒω σι, νά προσδιαρίσωμεν rr]v τρ ίτο ν , εχ-' 
τελουντες μίαν των ε’χτελουρενων εργα,σιχν επάνω 
tig τάς δύο δοΒείσας.**

' Αναμψιβόλως η απλού err spa, χΰΛ η άρεσως πρώ-
* \ ~ r - * t r  «τη εις το πνευρα ρας τταριστανορενη εργασία είναι η 

πρόσΒεσις.
ϊίροτεΒείσΒω λοιπόν νά  ευρ»/.ενρ διά τη , προσ^ε- 

σεως των δύο αρι-9-ρων α χαι β.
«Ή δε σχεσις αυτή  7j ενυτταρχουσα εις τους τρεις 

άριΒμονς α ,  β ,  γ ,  Βελει $χψρ ασΒη διάτας ισάτητος,

α +  β = ζ γ  . . . . . .  ( ΐ )
η οποία εν ταυτω δίδει* *

a — y —  0 7j β ~ y  —  α.
Εχ του οποίου βλεπορεν, o n eαν αντίνά γνρεύ- 

wpsv γ , ζητοψεν rr)v τιμήν του α η του α η τον β , 
τ) αυτή ισότης ( ΐ )  γ]Βελ$ μας δώσει την άγνωστον πο­
σότητα με αφαφεσιν.

Ουτω λοιπόν η πρόσΒεσις xou η άψαίρεσις συν- 
δεονταιπρδς άλληλας ρε την αυτήν εξίσωσιν α-{-β  — γ.

Σ .  Κ. Ε άν εις την ισότητα α =  γ — β υποτεΒη
1 \ ~ ~ V t * λ

7) π μ η  του α χαταντα φανερα εις αρνηπ*ον 
αριΒμόν. Η δε ^νωσις τοιουτων άρθρω ν χρεραται 
απο' αδυνάτους αφαιρέσεις.

Η πρόσΒεσις άριΒμον τίνος πολλαΤς φοραΐς εις 
τδν εαυτόν του, ρας φε'ρει εις τον πολλαπλασιασρόν.

Προτε-^εισ^ω 7*δη να' ευρωρεν y διά του πολλά- 
«τλασιασρου των άριΒμων α χαι β .

Ή σχεσις  αυτή 3 -ελει δείχτη διά της ισδτητος,

* β = . / ....................ί«)
 ̂ V V

ίχ  της οποίας εξ ay ομ εν α =  ·- η β =  -.
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Λοιπόν , εάν άντι νά γνρευω μεν γ , κατά την (&) 
ισότητα, ζητησωμεν την τιμη'ντου α  η του β ,  η διαι- 
ρεσις'.του γ  δια  β ,  η του γ  δια α -9-ελει δώσει την 
τιμήν του άγνωστου αριΑμου.

Ούτως ο πολλαπλασ ιασμό  ς και η διαιρεσις συν­
δέονται. προς άλληλα δια  της αυ’της ΐσότητος . ♦ . .
* β = Υ ·

Σ .  Κ. ’ΤποτιΑεμενου η γ  μη διαιρετόν

ακριβώς διά β  , η Ικφρασις jj-εΓν'ρα. - κλά σ μ α , η κλα­

σματικός αριθμός. Λοιπόν τά .νλά σ μ α Τ α  πημάζουσιν 
από διαιρέσεις αδυνάτους εις το νά ε’κτελεσ-9-ωσιν 
ακριβώς.

Τ έλος πάντων δ πολλαπλασιασμός  αριθμού τίνος 
πολλάκις εφ’· ε’α υ τό ν μ α ς  φε'ρει εις τον. σχηματισμόν 
τφ ν  δυνάμεών.

’"Ας υπο·9-εσωμεν λοιπόν , ότι .$·ελομεν νά λάβω- 
μεν γ , π ο λ λα π λά  σιάζο ντε ς α εφ ε'αυτό μεΐον μιας το­
σάκις, όσας μονάδας περ ιε 'χ^  τό· β.

Ή  σχεσις αυτή 5ελ'ει ε’κφράσΑί) διά της Γσότη- 
τος α£ =  y . . * . ’( a ) ·  οβ-εν κατά πρώτον ε ξά γομεν,

· · > ' · ’' · ·  β.. .
" ·· ' α =

’Εκ τον. ο'ποώυ δείχνεται, ότι διά νά λάβωμεν 
γ , ^νωρι’ζοντες'α ααι β, ποε’πεινά  υψώσωμεν εις δυ­
νάμεις, και ότι δια νά λάβωμεν α ,  ^νωριζοντες γ και 
β, πρεπει ν,ά ε’ζάζωμεν ρίζας.

’Α λλά τώρα εάν γνωριζωμεν α και γ  , πως νά 
ευρωμεν β $

Πριν άποκριΑωμεν εις τούτο τό ζητημα , άς ανα- 
κεφαλαιώσωμεν ό, *τι ειπαμεν.
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'Η ισότης α - \-β  — γ  συνάπτει τάς δυο γνωστάς 
Εργασίας υπό το όνομα, της  προσθ-εσεως και άφαιρε- 
σεως * η* δεύτερα των δυο τοότπν εργασιών δυναται 
ατροσετι να δωσ^ αρνητικούς αριθ-μους.'

*Η ίσο της α β = γ  συνάπτει τον πολλαπλασιασμοί 
και την διαι'ρεσίν, o-9-εν ^ενναται η ιδέα του κλά· 
σματος'η του κλασματικού αρι-9-μοΰ.

"Ας παρατηρησωμεν δε ακόμη, ότι εις κά$·ε μίαν 
από τάς δύο ισότητας α - f  β =  γ ,  αβ =  γ ,  ό αριθμός 
α  η ό αριθ-μος β λαμβάνεται διά της αυτής ε’ρ^ασιας 
της επι τω ν δυο ^νωστων ποσοτήτων εκτελουμενης.

Προσέτι η ισότης α·6 =  γ  συνάπτει τον σχημα­
τισμόν των δυνάμεων και την εςα^ογην των ρ ιζώ ν, 
03·εν ^εννωνται οι ασύμμετροι αριθμοί.

’Τπάρχει όμως η διαφορά αυτή μεταξύ αυτής 
της ισότητος. και των δύο πρωτων , οτι προ'ς ευρεσιν 
του α άρκεΐ ε^α^ω ^ητις ριζης, εν ώ προς ευρεσιν 
του β ,  χρειάζεται μερικωτάτητις π ρ α ζ ις ,, ητις ^ ελ ε ι 
είναι τρόπον τινά ε’βδόμη πραζις της αριθμητικής* ' 
’Εφαρμόζοντες ηδη εις την ισότητα ^
άην ιδιότητα του άρ. 2 5 9  εχομεν, β λ ο γ . α =  λογ, γ,
*Λ „  λο/·  /οθ-εν ε ς α ν ε τ α ι .................................... p = r -----------»
« '  λογ. α

δηλαδη η τιμή του β λαμβάνεται διά λομαρ&μων.
§. 279· *Ας κάμωμεν καιτινας εφαρμο^άς.
’ϊποτε9·εισ5·ω εις την ισότητα α& =  γ ,  α =  3 

και y =  8 l ,  το'τε γίνεται
« ~  ̂ Λ λον. 81

3 * = = 8 1 ·  ο^εν
·* λο^. 3

ά Α λ λ ά λ ο /. §1  =  1 ,9 0 8 4 9  > λο^. 3  =  0 ,4 7 7 1 2 ,  

λοςρον β =  — —  f  =  4  dfc— 3 —
0,4.7 ^ 4 7 7 1 2
' 33
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, Άμελουντες το πολλά μικρόν κλάσμα —-------r  r  r  r  4 7 7 1 2 ί
και το ο'ποιον προέρχεται ε’κ του , ότι οι λογάρι$·μα 
όε'ν είναι ποτέ ακριβείς, ευρισκομεν β =  4 » xac τ ·̂“ 
λος πάντων,

3^  =  8 1 .
Προτε3·είσ.9·ω ετι το' άκόλουθ-ον ζήτημα.
Ό  πληθ-υσ ι̂ός τύτν κατοίκων ενός τόπου αυξάνει

κά^ε χρόνον κατά —  πλειότερον άφ* οσον ητον εις την
50

αρχήν του χρόνου. Ζητείται μετά πόσους‘χρόνους 3-ε- 
λει όιπλασιασ-9-η ό πληθυσμός;

?Ας σημειωσωμεν όιά α το'ν πλη-9-υσμόν εις την
ι t  “  r /  \  t  \  ί  / /  υ> \αρχήν του πρώτου χρονου, και οια α , α , α τους 

ειξ την άρχην των άκολού-9-ων χρόνιον πληθυσμούς.
Επειόη' κ&τά την υπο3·εσιν ο πληθυσμός α ηυ-

|η·$·η εις τό τέλος του πρώτου χρόνου κατά πλει-

ότερον άφ’ όσον ητον εις την οίρχην, 3-ελει ^ένει εις 
τό τέλος τούτου τού χρόνου, η εις την άρχην του

όευτέρου α +  ~  =  a f  1 +  - Λ  
Γ 5 0  V 5 0  /

η οί. κατά τάς όποιας ε’συμφωνησαμεν άρχάς.
Επειόη εις το τέλος του όευτέρου χρόνου ό πλη­

θυσμός α' αυξάνεται ακόμη κατά —- , εις την άρχην 

τούτου του χρόνου θ-έ^ε^ενει, *
α Λ 5 * \
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■Λ t 1 . > 'η, e ισαζόμενης αντί α τ/;ς τιμής του ,
/ * ι \ 2 „α| — I ε= αW

Θέλει όε ευρε$·η όιά τον πλη-9-υσμόν εις το τέλος του 
τρίτου χρόνου,

α' Υ ^ ) = α /? ίλ 3 ,
Λ 5 0 /  \5 0  |

και ούτως εφεξής, ^
Λοιπόν εάν χ  σημείο ν  ̂ τον άμνωσσον των χρό­

νων άρι-9-μο ν ,

* ( 0  εκφράξει το'ν πλη-5-υσμόν του τελευταίου 

i χρόνου,
Ά λ λ  \1 ς  την Ικφρ ασιν αυτο'ς παριστάνεται <5ιά 

2 α , εχομεν λοιπόν την ισότητα

/ 5 ΐ \ χα( — 1Λ =  2α, 
\ 5 0 /

και ε’κ-^λιβοντες τόν κοινόν τούτον -παράγοντα λαμ- 
βάνομεν

& - · ·

<·» ♦ λον, 2
οθ-εν χ  =

\ο γ .  2

λ ο / . / 5 1 \  λ. 5 1 — λ. 50,

(£)
Ζητοΰντες εις τούς -πίνακας τους λομαρ&μους του 

2 και 5 1 , και 50 , εύρισκομεν μετά τους υπολογισμούς ,

. , λ  " λ
Λοιπόν Γς τό τελίος των 3ίΓ ^^νω ^σχδ^ι^  

λ$ι όιπλασια^η\θ*
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Ot λο^άρι3 μοι άρα σχηματίζουν ιδιαιτέρα·; £ 
ο (ας , αν ηπο φευκτόν; εις την επιλυσιν μερικών '  · 
ζητημάτων. ν. ·

§. 280 . Περ'ι Tcciv Λ ο γ ά ρ ι  3 μ « ν ,
* κ 5  a τ ω ν 3  ε &3 ρ,ο υ μ s ν ω ν.· \  *

Έάν εις την ισότητα α£ = y ,  ητις διδει>
■λ _  λ °?· r  

λο^ α
νΐΓθτε3 |̂ α η* βά<7τς,.τού λομαρι3 μικού συστήματος, · 
κύπτει* ·. *>
. . . . . . .  λ . . . . . . .  . ; /  . r  . Xoy. α =
θ3 εν β =  λο^. y. και επομένως . . . .  αλο7·7·==:
Ή3 ελαμεν λάβει προσέτι δι’άλλους άρι3 μούς γ \  γ \  
β' = \ b y 4 γ  . . . . και επομένως . ♦ ν ,α λ°7*.7 —
β" •^z'Xoy. ν '  . . . . .  ..............................α λ°7· 7 =
$ " = . U y . f .................... .... **<*. r " -

"0 3 έν βΧέπομεν , . οτι οι 'λο^άρι3μο,ι των. ά 
μων ημπορούν' νά 3 εωρώνί*&ι ως ε’χ3 έτοα των δ: 
μεων,,%ίς τάςοποίας-πρέπει νά ύψώ3# αμετάβλητ 
άρι3 μός α ,  διά νά ^εννησ  ̂ ολους τούτους τούς α. 
μούς.

Και ο ν ^  τω όντι,τούς 3 εωρούμεν εις την V  
>αν.

Τ Ε Λ Ο Σ .


